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Por nuestra vinculaci6n y compromiso con el sistema educativo seguramente hemos
cuestionado y dem.inciado algunos de sus problemas principales.

En 10 referente al curriculo, la situaci6n actual demuestra que, aunque se han realizado
algunos esfuerzos por corregir las fallas de los planes y programas correspondientes a
los Decretos 1710 de 1963 y 080 de 1974, sobre todo en la concepci6n educativa y su
practica, quedan problemas como: f~lta de continuidad entre grados y niveles, predomi-
nio de contenidos, poca atenci6n a los intereses de los alumnos y a los asuntos de la vida
diaria, escasa participaci6n en los procesos de construcci6n de conocimiento, memoriza-
ci6n ineficaz y aprendizaje verbal, rigidez de programas y faits de adecuaci6n al medio.

Este diagn6stico ha comprometido al gobierno nacional en una pol itica que perfeccione
la calidad de la educaci6n de modo que pueda responder con justicia alas necesidades,
caracteristicas, valores y aspiraciones de la sociedad .

. Para hacer efectiva esta politica se lIev6 a cabo la re-estructuraci6n del sistema educati-
vo (Decreto 0 8 8 n 6 ) con estrategias como la Renovaci6n Curricular y se promulgaron de-
cretos como el 1419/78 que explica los fines del sistema educativo y senala pautas para
el diseflo curricular y su administraci6n y el1 002 d e 1984 que establece el Plan de Estu-
dios para Preescolar, Basica (Primaria y Secundaria) y Media Vocacional.

EI diseflo del nuevo curriculo comprende los Fundamentos Generales. el Plan de Estu-
dios, los Marcos Generales, los Programas Curriculares y materiales de apoyo.

Los Fundamentos Generales son una reflexi6n que, por su naturaleza, integra aspectos
filos6ficos, epistemol6gjcos, sociol6gicos, psicol6gicos y pedag6gicos, que permiten pro-
poner en la educaci6n la idea de hombre que se pretende hacer real. En ellos se concibe
el conocimiento como proceso y conjunto de experiencias que dura toda la vida,transferi-
ble a otras situaciones y presente en diferentes contextos. Los conocimientos y verdades
se consideran como proyectos que deben revisarse y corregirse permanentemente. EI
alumno es el centro del proceso y el maestro es su orientador y animador.

As! la educaci6n lIega a ser un proceso para posibilitar la autodeterminaci6n personal y
social y la escuela, el espacio necesario para el dialogo y el desarrollo de la conciencia
critica.

Los Marcos Generales son el sustento te6rico de las areasdel Plan de Estudios e infor-
man sobre elenfoque, la estructura y la metodologia de cada area.

EI eje organizativo del curriculo es el alumno situado en la sociedad y la historia. Se busca
educarlo para la vida con una formaci6n integral, que incluya, ademas de 10 cognoscitivo,
10 socioafectivo y 10 psicomotor; se proponen destrezas y habilidades. necesarias para
desplegar sus potencialidades y se 10 orienta en los aspectos de socializaci6n, participa-
ci6n y transformaci6n de la realidad dentro de una perspectiva democratica.

Los contenidos y la metodologia se refieren a conceptos basicos, principios generales y
actividades que permitsn enriqu~cer y sistematizar lasexperiencias y elpropio aprendi-
zaje del alumno. T ie ne n co m o punta d e partid a e l m und o d e l e d ucand o y buscan d esarro -
liar las are as d e m ane ra inte grad a e inte rd isciplinaria, para re spe tar la pe rce pci6n glo bali-
z ante d e l nino y e l m e jo r av ance po sible h acia lo s niv e le s d e mad ure z .

L a e v aluaci6n buse s d e te ctar fallas y acie rto s para incluirlo s co rre ctiv o s ne ce sario s que
garantice n e l pro gre so d e l alum no .



Los nuevos programas de Educaci6n Basica Secundaria son continuaci6n de los de Basi-
ca Primaria. Surgieron como propuestas que se han debatido con los tecnicos de los Cen- \
tros Experimentales Piloto, par areas especfficas, y han sido estudiados y evaluados por
profesores de distintas regiones del pafs. Siguiendo el proceso de revisi6n y ajuste, sa es-
pera mejorarlos en ediciones posteriores.

Por 10 que se refiere a los Programas de Matematicas, se busca superar algunas de las di-
ficultades que durante muchos ai'\os han impedido una buena educaci6n en esta area.

La propuesta requiere del docente un trabajo continuado de reflexi6n sobre la construc-
ci6n del conocimiento por parte de los alumnos y sobre la busqueda y construcci6n per-
manentes de una metodologfa apropiada que permita partir de su realidad, y apoyarse en
sus vivencias para construir y organizar los conceptos y emplear sfmbolos inventados par
ellos 0 aceptados culturalmente.

Despues de comprobar que el procedimiento pedag6gico usual de pasar de los sistemas
simb6licos a los conceptuales lIeva, en muchos casos, a la manipulaci6n mecanica de
simbolos y a la repetici6n de definiciones de memoria, considel'amos conveniente partir
de la investigaci6n de los sistemas matematicos (y aun pre-matematicc;>s)que ya se han
vuelto concretos y que ya manejan de alguna forma los all,lmnos, para que de la actividad
sobre ellos surjan los sistemas conceptuales que se desea que ellos construyan. Cuando
ya se manejan los conceptos en forma de modelos mentales, actividades motrices, ges-
tos y lenguaje ordinario, sa procede a introducir los sistemas simb6licos como abreviatu-
ras de dicho lenguaje, a inventar nuevos sistemas simb6licos y a traducir estos a los siste-
mas u5uales de los Iibros de matematicas.

- Sistemas simb6licos que aparecen a primera vista, con simbolos verbales dellengua-
je ordinario y con sfmbolos formales u otros sistemas de representaci6n grafica.

- Si~temas conceptuales, que son los mas impartantes, y
Sistemas concretos, que no necesariamente son objetos materiales, sino sistemas
matematicos (y aun pre-matematicos) que ya maneja el alumno, y que por la familiari- .
dad con ellos han pasado de ser abstractos a ser concretos para ellos.

- Un conjunto de componentes, elementosu objetos con los que sa juega.
Un conjunto de transformaciones, operaciones 0 acciones sobre ellos, y
Un conjunto de relaciones entre los mismos.

Con este sencillo analisis de cada sistema matematico que quiere trabajar pon sus alum-
nos, el docente puede planear las actividades que conduzcan a la construcci6n del siste-
ma conceptual por parte del alumno y su eficiente manejo simb6lico.

Campo Elias Burgos
Jefe Divisi6n de Disano Programaci6n

Curricular de Educaci6n Formal.
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In t ro d u c c i6 n

Este documento contiene el Marco General del Programa de Matematicas para la Educaci6n Basica.

En el se presenta un enfoque global 'de los contenidos acorde con el desarrollo de las Matematicas

y se sugiere un enfoque metodol6gico que se adecue al elegido para los contenidos, alas caracteris-

ticas de los estudiantes colombianos y alas diversas transformaciones par las que pasa el conoci-

miento humano de los 6 a los 18 anos.

E n fo q u e

La historia de las Matematicas no puede aislarse de la historia de la humanidad puesto que el desa-

rrollo de la una ha avanzado paralelamente con el desarrollo de la otra.

Es innegable el impulso que las Matematicas Ie han dado al progreso de la humanidad, tanto en el

aspecto cientifico como en el tecnol6gico.

Las aplicaciones que actualmente tienen las Matematicas no se circunscriben a las de las Ciencias Na-

turales.

T o d o s e n nue stra practica co tid iana ne ce sitam o s, a m e nud o ,e fe e tuar calculo s y e stim ar rapid am e nte

alguno s re sultad o s. Esta utilid ad d e las M ate m aticas e s tanantigua co m o10 e s la h isto ria d e l h o m bre .
Es, po r tanto , ind ispe nsable insistir e n la o pe rato ria y e l calculo m e ntal, sin v o lv e r alas rutinas te -

d io sas d e antano que pro v o caban e n la m ayo ria d e lo s alum no s una av e rsi6n pe rm ane nte h acia las

M ate m ,3ticas; se insiste m as bie n e n la co m pre nsi6n d e lo s conce pto s y d e lo s pro ce so s, y e n la fo rm u-

laci6n y so luci6n d e pro ble m as, para apo yar y m o tiv ar e l e je rcicio d e lo s algo ritm o s d e calculo . 5 e

intro d uce n tam bie n e x pl icitam e nte e x pe rie ncias y e je rcicio s d e e stim aci6n apro x im ad a d e lo s re sulta-

d o s d e calculo s y d e m e d icio ne s, y se d e sarro llan h abilid ad es tan im po rtante s co m o las d e e nco ntrar

lo s re sultad o s e x acto s a trav e s d e pro ce d im ie nto s d e rutina. L as calculad o ras y las co m putad o ras h a-

ran cad a v e z m as im po rtante s las prim e ras que las se gund as~

-Para la co m pre nsi6n d e co nce pto s y pro ce so s m ate m atico s se re qu.ie re un m inim o d e te o ria d e co n-

junto s, la que co m ie nz a co n e l m ane jo co ncre to d e co le ccio nes figurale s y no figurale s, ne ce sarias pa-

ra la co m pre nsi6n d e l co nce pto d e num e ro natural, y co ntinua, grad ualm e nte , co n un m inim o d e sim -

. bo lism o fo rm al, a10 largo de toda la Educaci6n Basica, para proporcionar un lenguaje comun al estu-

dio de los diversos sistemas matematicos y preparar el paso al estudio de la teoria axiomatica de con-

juntos, en la Educaci6n Media·Vocacional. .

8



La mayor(a de las profesiones y oficios, y aun el desempefio exitoso en muchas circunstancias de la vi-
da ordinaria, exigen un adecuado manejo del espacio y de sus representaciones pll~sticas, graficas 0

simplemente imaginativas.

Por una falsa reacci6n contra la geometrla euclidiana y par faltas de alternativas, el estudio de la geo-

metria en la Educaci6n Basica se habl'a hecho cada vez mas limitado, hasta lIegar a desaparecer en

muchos planteles, con resultados rr.uy negativos en las habilidades de manejo del espacio. En este pro-

grama la geometria aparece enfatizada en todos los grados, como una exploraci6n sistematica del es-

pacio. Esta exploraci6n es primordialmente activa, dinamica y s610 secundariamente un estudio de fi-

guras trazadas en el tablero, 0 en el papel, que ya han perdido su caracter din~mico.

Los computadores encarnan en sus circu(tos la 16gica simb6lica de Boole. Esta 100ica, que en la epoca

de su creaci6n, a mediados del siglo XIX,soio intereso a unos pocos especialistas, ocupa hoy un sitio

privilegiado en el diseiio yen el manejo de las calculadoras y los computadores y, en general, en todas

las areas de la informatica. Por 10 tanto, aparecen desde el primer grade algunos objetivos relacionados

con la 100ica y el seguimiento de-instrucciones l6gicamente estructuradas, que preparen a los alum nos

a una facil transicion a la programaci6n de calculadoras y computadores, cuando puedan tener acceso

a ellos.

Hay otro aspecto muy importante, es el relacionado con el rigor y la precisi6n en la formaci6n inte- ,

lectual, y la contribuci6n de las Matematicas a esa formaci6n.

EI lenguaje de las Matematicas intenta ser, esencialmente, preciso y general, en contraste con la ambi-

guedad y la particularidad dellenguaje usual. Mientras que el primero esta sujeto a reglas estrictas que

Iimitan su significaci6n para disminuir las interpretaciones subjetivas, el segundo permite toda una se-

r!e de interpretaciones mediante las cuales el sujeto puede manifestar sus sentimientos e intuicio'nes.

Es de la sintesis de estos dos lenguajes de don de surge el factor de formaci6n intelectual que permite

distinguir 10 precise de 10ambiguo y 10 particular de 10general. -

En el currlculo de .Educaci6n Basica se incluye el estudio de todos estos aspectos de las Matematicas

con el fin de contribuir decididamentea la educaci6n integral del individuo, y lIevarlo a participar

activamente de ese gran patrimonio de la humanidad, que son'las Matematicas.· .

En la Matematica como en todas las ciencias, ha habido diversas tendencias 0 enfoques que de alguna

manera buscan organizar los contenidos, correlacionarlos, jerarquizarlos, etc., que han constituido

"escuelas matematicas".

Actualmente hay una corriente .muy notoria que se propone presentar la Matematica como una cien-

cia unificada, en la cual las diversas ramas tienen estructurC!s comunes, afines, que pueden expresarse

en el lenguaje/de la T e o rfa d e Co njunto s.

Este e nfo que unificad o r d e to d as las ram as d e la M ate m atica (0 se a d e las M ate m aticas) pue d e articu-

larse 0 e stable ce rse , d e m ane ra co h e re nte , alre d e d o r d e un co nce pto clav e m as am plio que e l d e co n-
junto , que e s e l co nce pto d eS is tem a .

EI co nce pto d e siste m a tie ne la v e ntaja d e no se r e x clusiv o d ela M ate m atica, ya que e s e ~ple ad o e n

una u o tra fo rm a e n to d as las cie ncias. Cad a cie ncia se o cupa de siste m as e spe ciale s; par 9 0nsiguie nte ,

d e be e stable ce r re glas e spe cificas para inte rpre tarlo s y mane jarlo s, y garantiz ar. ad e m as. una utiliz a-

.cio n ad e cuad a d e l le nguaje d e lo s siste m asy d e la te o ria ge ne ral d e siste m as. .



EI enfoque elegido para el actual programa oficial de Matemcltfcas correspondiente al nivel de Educa-

cion Basica, es el enfoque de sistemas; por eso conviene ananzarlo detalladamente. \

En cfrculos dedicados en Colombia a la docencia ya la investigacion matematica, son ya bien conoci-

dos estudios como: R e la to r e s y o p e r a d o r e s ; L 6 g ic a , c o n ju n to s y es t r u c tu r a s ; R e la c io n e s ,o p e r a c io n e s

y s is tem a s ; E I c o n ca p to d e s is te r n e com o c la v e d e l c u r r (c u lo de M a tem li t ic a , en los cuales el asesor del

Ministerio de Educaci6n Nacional, en la elaboraci6n de los programas de Matematicas para el nivel Ba~

sico, Carlos E. Vasco U., desarrolla el enfoque de sistemas ..analiza los conceptos asociados a dicho en-

foque (como los de contl.'nto, objeto, relaci6n, operacion, sistema y estruetura), y los especifica al ca-

so particular de los sistemas matematicos.1

Para definir un sistema hay que establecer previa mente el significado delas palabras que sa Van a em-

plear. Esas palabras son: conjunto, objeto, relaci6n, oparaci6n. Quien intente definirlas, sa convencera

de que no as posible hacerlo en terminos de conceptos mas fundamentales, puas 10 (mico que es posi-

ble encontrar, para cada una de esas palabras, es una lista de sin6nimos, con diversas connotaciones y
de que, con base en esos sin6nimos, todo el mundo parece entender que quieren decir esas palabras,

sin detenerse a pensar si existeu,na definici6n precisa para cada una.

C on ju n to :

O b je to :

R e la c i6 n :

O p e r a c i6 n :

coleccion, clase, agrupaci6n, agregado, monton, grupo (rebaiio, jauria, bandada ... ).

cosa, elemento, individuo, entidad, ser (persona, animal, planta, mineral...).

referencia, respeeto, "ser hacia" (Arist6teles), nexo, lazo, vinculo, conexi6n.

accion, transformacion, modificaci6n, intervencion, conversi6n (Relaciones 1978).

A partir de estas cuatro palabras, 0 de sus sinonimos, es P9sible expresar el concepto clave del curricu-

10de Matematica: el concepto de sistema.

Con base en esta definicion, pueden identificarse y analizarse sistemas en diversos campos de la activi-

dadcientifica, econ6mica, pol itica , etc.

En particular, para describir un sistema determinado de la Matematica hay que especificar un conjun-

to de objetos, un conjunto de operaciones y un conjunto de relaciones. Un ejemplo puede ser un sis-

tema estudiado en la Aritmetica, en el cual: .

el conjunto de objetos es el formado por los numeros enteros.

el conjunto de operaciones es el formado por la adici6n y por la multiplicaci6n, y

el conjunto de relaciones es el formado por las relaciones de orden:· ••...as menor 0 igual que ...•• ,

••...es mayor 0 igual que .•.••, ': ...es estrietamente men or que ...•• , ••...es estrietamente maYor que ...••.

(ConYiene recordar que el conjunto de los numero enteros sa S/mboliza mediante una Z y sus elementos son: el

cero, todos los eoteros pOsitivos: 1,2,3, ... Ytodos los enteros negatlvos: ·1, ·2,·3, ...I.



-/ Conjunto de operaciones: ,n,= {+, ~ }

Para nombrar mas abreviadamente este sistema, se puede establec;er la convenci6n de emplear sola-

mente las letras mayusculas, que simbolizan los conjuntos de objetos, de operaciones y de relaciones,

en ese orden: -

Por las propiedades que cumplen las operaciones y las relaciones definidas en este conjunto especifi-

co de \os enteros, se suele 0 se acostumbra mencionar este sistema indicando la estructura que tiene.

Como en este case el sistema tiene estructura de anillo ordenado, se denomina anillo ordenado de los
niJmeros enteros.

En forma similar pueden describirse otros sistemas de la Aritmetica, de la Georrietria, de la T e e n'a

d e Co njunto s, d e la L 6gica M ate m atica, e tc. En ge ne ral, cad asiste m a que d a pe rfe ctam e nte d e te rm i-

nad o po r tre s co njunto s:

a .. U n c o n ju n to d e o b je to s , sim bo liz ad o po r una le tra m ayuscula latina, po r e je m ploA . Este co n-

junto , lIam ad pc o n ju n to s u b y a c e n te , no pue d e se r v ad o .

b . U n c o n ju n to d e o pe racio ne s,sim bo liz ad o o rd inariam e nte po r una le tra m ayuscula grie ga, po r

e je m ploJl.. (o m e ga). Este co njunto pue d e se r v aclo e n e l case d e siste m aspuram e nte re laci,o nale s,

co m o e l lIam ad oc o n ju n to p a rc ia lm e n te o rd e n a d o , e n e l que se tie ne :A =! ¢. Jl.. =cj>, R = { , }
y que se pue d e sim bo liz ar as(: .

( A , cj>, { ~ } ), 0,

(A , {~ }). 0,

lA, ~)

c . U n c o n ju n to d e re la c io n e s , sim bo ljz ad o o rd inariam e nte po r una le tra m ayuscula cursiva, po r

e je m ploR . En e ste co njunto , se sue le n ind icar unicam e nte las re lacio ne s binarias e ntre e le m e nto s

d e l co njunto A .

Ad e m as d e e stas re lacio ne s e nA , sa d an o tras re lacio ne s e n las que inte rv ie ne n e le m e nto s d eA , o pe ra-

cio ne s d e n. y re lacio ne s d eR .·

Abre v iad am e nte , cualquie r siste m a e spe cifico d e la M ate m atica pue d e sim bo liz arse po r m e d io d e

una te rna 0 tripla o rd e nad a d e co njunto s:

A : e l co njunto d e o bje to s d e l siste m a.b
J \ : e l co njunto d e o pe racio ne s d e l siste m a1 J
R : e l co njunto d e re lacio ne s d e l siste m ab



EI e nfo que d e siste mas contenido en 105 estudios mencionados anteriormente, contribuye al lagro de

105 objetivos del Programa de Matematicas parque organiza y unifica 105 diversos contenidos y las di-

versas ramas de la Matematica, a traves de unos conceptos y un lenguaje comun; facilita la articulaci6n

de la Matematica con las demas areas del Currlculo, y permite desarrollar 105 contenidos atendiendo

alas caracterlsticas de 105 alumnos del Cicio Basico y de la realidad en que viven, sin caer en el enfa-

sis desmedido en 105 conjuntos, que se hace en cierto tipo (ya no tan moderno) de lallamada "Mate-

matica Modema".

Son, pues, tres las ventajas del enfoque de sistemas: una en el interior de la Matematica, otra en el

campo de la integraci6n 0 articulaci6n de la Matematica con otras ciencias y otra respecto a la meto-

dologla propuesta para desarrollar 105 contenidos.

Conviene analizar las implicaciones que tiene este enfoque en la articulaci6n de la Matematica con las

demas ciencias. Basta una rapida revisi6n de 105 contenidos tratados en Ciencias Naturales, en Ciencias

Sociales, en Administraci6n, etc., para concLuir que todas estudian determinados sistemas, y que, par

consiguiente, hay en este cpncepto una fuente de articulaci6n e integraci6n.

Ejemplos de esos sistemas, no estrietamente matematicos, son: el sistema ecol6gico (uno de 1.05 con-

ceptos de mas actual idad), el sistema respiratorio, el sistema circulatorio, el sistema social, el sistema

econ6mico, el sistema solar, etc. Sistemas como el social 0 el circulatorio son much (simo mas comple-
jos que 105 sistemas matematicos.

Los sistemas matematicos son muy simplificados. Los sistemas reales son siempre mas complejos. Esta

es la regia clave para la articulaci6n de la Matematica con las demas ciencias. EI dominio del concepto

de Sistema en Matematica prepara para el dominio de ese toncepto ysus aplicaciones en las Ciencias
Naturales y Sociales, en el Lenguaje, y en la soluci6n de problemas de la vida real. (Ver: Relaciones,

1978; Concepto, 1980).

Las otras dos ventajas de este enfoque se explicitaran posteriormente en la estructura conceptual
del area.

O b je t iv o s



Co nstruir e l conjunto de 105 nume-os naturales a partir de colecciones, de objetos concretos y,

en 131, efectuar las operaciones y reconocer las relaciones que correspondan alas situaciones aditi-

va, multiplicativa y potenciativa.

Adquirir habilidad para el calculo aritmetico mental y para el calculo escrito, con ayuda de la cal-

culadora y sin ella.

Construir el conjunto de los nume-os fraccionarios a partir de operadoressobre magnitudes con-

cretas y, en el,efectuar las operaciones y reconocer las relaciones que correspond an alas situacio-
nes aditiva y multiplicativa.

Resolver situaciones de la vida diaria que requieran el uso de 105 numeros fraccionarios y de las

operaciones entre ellos.

Construir algunos subconjuntos de nume-os reales a partir de situaciones geometricas e inicar el

estudio del conjunto de 105 numeros reales y, en 131,efectuar las operaciones y reconocer las re-

laciones que correspondan alas situaciones aditiva y multiplicativa.

Resolve- situaciones de la vida diaria que requieran el uso de 105 numeros reales y de las opera-
ciones entre ellos.

Realizar calculos numericos utilizando las propiedades de las operaciones fundamentales estu-
diadas en el conjunto numerico respectivo.

Adquirir habilidades y destrezas para formular, plantear y resolver problemas que permitan la
apl icaci6n de modelos matem,Jticos.

Explorar el espacio en dos y tres dimensiones y construir modelos imaginativos y pict6ricos del

mismo y desarrollar algunos sistemas conceptuales y simb61lcos que permitan manejar esos mo-
delos.

Calcular longitudes, areas y volumenes de figutas en el espacio.

Identificar diferentes sistemas metricos y ejercitar las conversiones de unidades.

Analizar sistemas de datos estad (sticos, calcular frecuencia y promedio y representarlos grclfica-
mente.

Identificar y utilizar Gorrectamente las conectivas del lenguaje ordinario:y; 0; si, ....entonces; si, ...
entonces ... y si no, no.

Reconocer y utilizar correctamente los cuantificadores del lenguaje ordinario: todos, cada uno,

algun, alguno, algunos, ningun, ninguno, nadie, algunos no, hay, no hay.,
Determinar y representar conjuntos y subconjuntos.

Realiza~ operaciones entre "conjuntos: uni6n, intersecci6n, diferencia, complemento y producto

cartesiano; anal izar algunas propiedades de estas operaciones y utilizar correctamente sus slmbolos ..

mas usuales.

Reconocer relaciones de pertenencia, contenencia, disyunci6n y equinumerosidad; analizar algu-

nas propiedades de estas relaciones y utilizar correctamente sus slmbolos mas usuales.

Generar todas las permutaciones y combinaciones de objetos tomados de conjuntos de pocos ele-

mentos, atendiendo a condiciones previamente determinadas.

Reconocer, analizar y represe'ntar relaciones en sistemas espec(ficos yen particular relaciones de

orden Y de equivalencia.

Reconocer, analizar y representar operaciones en sistemas espec(ficos yen particular operaciones
conmutativas y asociativas.

E s tru c tu ra

Es facH comprender ahora la ventaja del enfoque de sistemas. comeoorganizador de 105 contenidos de

Matematica (ver Cuadros Nos. 1 y 2). Este enfoque suministra una organizaci6n 0 estructura de ca-

racter general para el area y un esquema de presentaci6n de cada sistema, 105cuales propejrcionan las
I .' .

bases necesarias para desarrollar 105 co'ntenidos m(nimos del programa, para abordar otros temas de

las diversas ramas de la Matematica. y aun de otras ciencias.



La estructura del area de Matematica. debe senalar, como minimo, algunos aspectos, tales como: orga-

nizaci6n de los contenidos, grandes temas, secuencia, grado de profundidad. interrelaciones y desarro-

llo del enfoque. Los cuadros 1, 2, 3 y 4 que aparecen en las paginas siguientes constituyen una

aproximaci6n a dicha estructura.

Los contenidos del area para la Educaci6n Basica Primaria (10, a 50. grados) se han organizado, bajo

los siguientes titulos: sistemas numericos, sistemas geomlhricos, sistemas metricos, sistemas de datos,

sistemas 16gicos, conjuntos, relaciones y operaciones. (Ver cuadro No.1),

Los contenidos para la Basica Secundaria (60. a 90. grados) tienen ademas de I.ostftulos anteriores,

otro denominado analisis real (Ver cuadro No.2).

Estos se estudian de manera gradual. En la Educaci6n Basica Primaria. el de los numeros naturales,

comenzando con los numeros de 0 - 100 en primer gradoy ampliando en cada grado el conjunto

numerico. En cada uno de estos conjuntos se van introduciendo progresivamente las operaciones

comenzando con la adici6n y la sustracci6n en primer grado. hasta lIegar alas primeras nociones de

potenciaci6n. radicaci6n y logaritmaci6n en quinto grado y ademas las relaciones de orden aditivo .

y de orden multiplicativo. Tambien en la Primaria se inicia el estudio de los numeros fraccionarios

y de los decimales. En la Educaci6n Basica Secunda ria se avanza en el estudio de los numeros ente-

ros, los racionales, los reales y los complejos, vistos como sistemas numericos con sus operaciones y

las relaciones que hay entre sus elementos. Se hace mucho enfasis en la soluci6n y formulaci6n de

problemas, como aplicaci6n de los algoritmos de las operaciones yen ejercicios de calculo mental.

Con esto se espera que, a medida que los ninos vayan trabajando con diferentes sistemas. puedan

identificar las semejanzas y diferencias en su funcionamiento y acumular experiencias que mas ade-

lante les permitan integrar conocimientos y hacer generalizaciones.

Se incorpora toda la parte de Geometrfa aetiva a travEls de la exploracion del espado. De esta ma-

nera Sa estudian los s61idos, las figuras planas. las IIneas. los angulos, etc.; destacando relaciones

como paralelismo. perpendicularidad, congruencia y semejanza, y transformaciones como rotacio-

nes, traslaciones, reflexiones, reducciones yampliaciones.

Se estudia el sistema metrico decimal y otros sistemas no decimales. En dichos sistemas se expresa

el resultado de medir longitudes, superficies. el volumen de un cuerpo, la capacidad de un recipien-

te. el peso y la masa de un objeto. la duraci6n de un evento yla amplitud de un angulo. Los patro-

nes estandarizados se utilizan despues de realizar mediciones con unidades arbitrarias y sentir asi la

necesidad de una unidad comun de medida aplicable en todos los casos. En los diferentes sistemas

se realizan conversiones con sus aplicaciones y se hacen comparaciones.



S e e stud ian algunos conceptos fundamentales de estad{stica que sirven para interpretar algunos mo-

delos de la realidad. Se inicia con la recolecci6n de datos, su organizaci6n en tablas cle frecuencia y

su representaci6n en diagramas. Se hace algun analisis de los datos recogidos y tabulildos mostrando

10 que puede deducirse de ellos y c6mo pueden compararse entre s{; para ello se estudian al final de

la Basica Primaria algunas ma:lidas de tendencia central y al fil,1al de la Basica Securldaria se comple-

tan estas ma:lidas y se introducen las medidas de dispersi6n.

No se pretende hablar de 16gica matematica abstraeta, sino de ciertos aspectos del lenguaje en los

que se notan regularidades que se pueden manejar matematicamente. Por eso se parte de las expre-

siones que manejan los alumnos para ir introduciendolos poco a poco en un lenguaje mas riguroso,

que tiene por objeto, entre otros, evitar las frecuentes ambiguedades dellenguaje usual, y mas tarde,

desarrollar las habilidades del pensamiento deductivo.

Como ya se dijo en la justificaci6n, se trata la teon'a ml"nima necesaria para introducir algunos con-

ceptos fundamentales de la Aritmetica, de la combinatoria y de.la probabilidad, y para preparar una

posterior formulaci6n unificada de las diversas areas de las matem,hicas.

Se analizan algunos fundamentos te6ricos sobre estos conceptos. Dicho analisis se insinua emp(rica-

mente desde la Basica Primaria hasta lIegar a una conceptualizaci6n mas general al finalizar la Basica

Secundaria. Las operaciones se estudian como transformaciones sabre los elementos de un sistema,

mientras que las relaciones corresponden a la teoria acerca de los mismos. Se estudian tambien las

propiedades, tanto de (as operaciones como de las relaciones yse presentan algunos aspectos te6ricos

sobre las funciones.

Se estudian las funciones reales, en donde se incorporan algunos temas de los que se hab{an venido

tratando en los programas tradicionales bajo el nombre de "Algebra", y que en realidad son solo el

manejo de ciertas expresiones para las funciones reales 0 sus valores. Se enfatiza en los aspectos de re-

presentaci6n grMica de estas funciones. Se empieza estudiando funciones tan sencillas como la fun-

ci6n lineal, con 10 cual se cubren temas como la proporcionalidad y todas sus aplicaciones; posterior-

mente se trabajan las funciones cuadraticas y demas funciones polin6micas. Paralelamente alas fun-

ciones se van estudiando las ecuaciones e inecuaciones y en 90. grado se introducen las funciones li-

neales en dos y tres dimensiones.

En este programa se hace enfasis en el estudio de sistemas numericos, sistemas geometricos, sistemas

·metricos y en Secundaria en el analisis real. En cuanto a los demas sistemas se hace un rt;lanejo racio-

nal y prudente necesario para adquirir familiaridad con las matematicas no numericas y para contri-

buir al desarrollo de la capacidad de analisis, ya largo plazo, del pensamiento formal.

En s(ntesis, los contenidos bBsicos vistos en los cuadros 1 y 2, permiten: identificar los sistemas de

la Matematica en los cuales se ubican los contenidos propuestos para el programa; identificar los

grandes temas que se proponen para cada grado; reconocer la secuencia que debe seguirse al desa-



rro llar 105contenidos; apreciar el grado de profundidad con que deben ser tratados los contenidos
en cada grado e identificar las correlaciones que hay entre los temas de un mismo grade 0 entre te-
mas de diferente gr~o. EI hecho de tener una vision global del programa de cada grade favorece la
ensenanza correlaciQnada y permite ademas, obtener informacion sobre 10que un alumno, que cur-
sa un determinado grado, estudio en el grade anterior y 10que va a necesitar para el grado siguiente.

EI cuadro No.3, titulado S is tem a , senala una forma comun para la presentaci6n de los diversos
sistemas. Segun 10 explicado anteriormente, es importante identificar en cada caso los elementos
u objetos, las relaciones y lasoperaciones.

En el ejemplo tomad!J de la aritmerica, los elementos son numeros enteros, las operaciones son la
adicion y la multiplicacion y las relaciones son: ", ..es estrictamente menor 'que...", " ...es menor 0
igual que..." , etc. En el ejemplo tomado de fa geometr(a, los elementos son I(neas del plano, las
operaciones son las rotaciones y las traslaciones, y las relaciones son: " ...es perpendicular a...",
" ...es paralela a...", En forma similar se explican los ejemplos tomados de la T e o ria de Conjuntos
y de fa Logica. Los ejemplos podr(an ser otros, pere el esquema de' presentaci6n es el mismo en
todos 105casos.

No se pretende que los ninos conozcan e interpreten ese cuadro. Pere s( se espera que a medida
que vayan trabajando con diferentes sistemas, puedan identificar semejanzas y, diferencias en su
funcionamiento y acumular experiencias que, mas adelante, les permitan integrar los conocimien-
tos y hacer gener~lizaciones. Por ejemplo el "descubrir" •.en ia primaria, que la adici6n y la multi-
plicacion de numeros naturales son conmutativas y que la uni6n e intersecci6n de conjuntos tam-
bien 10 son, debe lIevar al estudiante de secundaria a elaborar un concepto mas general de conmu-
tatividad. As( se propicia el desarrollo mental del estudiante, se ahorra tiempo y se.adquieren co-
nocimientos mas solidos y duraderos. En esa forma, tambil~n, la mente del nino elabora progresi-
vamente los conceptos y no tiene necesidad de repetir f6rmulas y 'definiciones abstractas carentes
de significado para el. (

Ademas de los sistemas que se presentan en el cuadro No. 3 para la Aritmetica, la Geometr(a, la
T Elo r(a de Conjuntos y la L6gica, podr(an d,arsemuchos otros sistemas de esas y otras ramas de
las Matematicas: PQr ejemplo, se puede hablar oe muchos sistemas numericos diferentes, no s610
cambiando el conjunto de 105numerQs enteros por los naturales, 105fraccionarios, los reales 0
los camplejos, sino distinguiendo varios sistemasdiferentes sobre cada uno de esosconjuntos.

"Puede hablarse tambien de un sistema de numeraci6n diferente de un sistema numerico: en el
sistema de numeraci6n los objetos son los s(mbolos, de los cuales hay primitives (d(gitos) y deri-
vados, y la operaci6n basicaes la concatenaci6n 0 yuxtaposici6n.

Tambien puede enfocarse en este sentido el estudio de un sistema metrico, y comparar las pre-
sentaciones del sistema m~trico decimal que dan los libros de Matematicas, con los sistemasque
aparecen en los libros de F(sica (IS, MKS, CGS, FPS). Se notara inmediatamente que ninguno de
ellos es el presentado por los libros de Matematicas; que las unidades de tiempo nc son decimales;
que la teoria de la dimensi6n se hace necesaria para entender el sistema; que la multiplicacion de
unidades produce multiplos y submultiplos, si es externa, pero que la multiplicaci6n interna pro-

duce unidades de otra dimension". (Concepto, 1980).
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SISTEMAS METRICOS
RELACIONES Y

GRADO
SISTEMAS NUMERICOS SISTEMAS GEOMETRICOS SISTEMAS DE OATOS SISTEMAS LOGICOS CONJUNTOS OPERACIONES

10. Naturales de 0 a 100 con adici6n y Aelaciones especiales. Introducci6n a Is medici6n Ink :iact6n a grlifii::as de Clasificaciones. Iniciacl6n a ia represents-

sustracci6n y simbolizaci6n. Algunos s61idos ·geomoltri- de IongitudQS: patrones ar~ barras. NocI6n de conjunt9; ela- el6n de releelones.

Algoritmos con aplicaciones. cas regu 1a-85. bitrarios. el dm. y 81 m. mento. Diversas maneras--cle efac-

Orden adltivo FiiJ.lras planas. Bordes r~- Mediel6n de tiempo. Conjuntos equlnumerosos. tuar operadones.

... as mayor que '" tos y bordes curvos . Cardinal.

... as manor que •.• Introducci6n a Is simetrfa . Noel6n de uni6n de con-
Ordlnales. Un ••• (abiertas y cerrades). juntos disyuntos.

Operado"",. como -1.+ 1. -2. etc. ~ Represeotacl6n gnlflca.
Arreglos seneillos.

20. Naturales de 0 a 1000 con edici6n, Reelas paralelas y perpen- Longitud: m .• dm .• ·em. '. Gnlflcas de barras. Significado de Ie "y" y de Pertenencla. Propiededes: conmutativa •
sustracei6n y multiplicaci6n. Oivisi6n diculares. Ares. Unidades arbitrarles. ·Ie "0" en una ,instrucci6n. Noel6n de subconjunto. asociativa, modulativa de
(jniciacl6n1. Rotaeiones y giros. An- dm2' Expresiones "todos". "al- Uni6n de conjuntos dis-- algunas operaciones. Dil•.

Numeros pares V nUmeros impures. gulos. Unidades de duracl6n: Iio- gunos", "nlnguno". yuntos y no disyuntos. tributiva de Ie multiplic ••..
Algotltmos con aplicaelonas. Formas geometricas regu Is·~ ras. mlnutos. i Cardinal de Ie ~nI6n. el6n con respecto a Ie edl-

Orden multiplicativo res: cuadradas. triangulares, Parejas con ' sin orden. el6n (jntroduccl6n).

... es multiplo de ... rectangulares y circulares . -

... as divisor de ... NocI6n de per Imetro •-- l

30. Nuestros sistema de num8RlCi6n. Superficies (fronteras de • Longltud. m .• m~ltiplos y Recoleccl6n de datos. Diverses significados de Ia SimboHzaci6n da les rele- Ftelaciones de orden.

Numeraci6n romana. S6lidos). Superfleles plenes. supm~ltlplos. Tabuleel6n y represent. "y" y de Ia "0" en ellen· ciones de pertenencia y D iilgrama de f1echas.

Naturales mayores que 1()(X) oon adl- Unees lfronteres de super- Yarde y vera. ci6n de ~8tos. Quaje ordl nerio. contenencia. Propiededes antisim6trica V

el6n. sustraecl6n , multiplicaci6n y ficiesl. Superflcie. Araa. Patrones Diversas maneras de cuantl- Unl6n a intersecci6n. transitlva.
dlvisl6n. Puntos {fronter •• de I rnessl standarlzados: m2• em', y flcar expreslones en allen· Algunos arreglos con y sin Propledades: conmutativa.
Algoritmos generalizadas· para adi· Carecterizacl6n . de: tridn- mm2• guaja ordinario. orden. asoelativa y moduletiva de

el6n. sustraccl6Q y multiplicacl6n gulo, cuedrado. reCtllngulo volumen. Patrones arbitra· algunas operadones. Dis-
- con aplicaciones. y clrculo. rios. tribUtlva de Ie multiplies-

Numeros pr.lmos. Capaclded: patrones arPl- el6n con respecto a Ia

Operadores naturales .. trarlos. Litro. edlel6n.
Introduccl6n a 10, operadores fracclo- I -
narios.

"~'-'

-- -

40. Naturales con adi ci6n • sustraccl6n. Modelos de s6lidos. Ares. Algunos m~ltiplos " Recolecci6n de datos. Proposic!ones: Significado Releclones de contenencla. Releci6n inversa.

multiplicacl6n y dlvisi6n. M. C. D. Cuedrllll1llros: trapeclos. subm~ltiplos del m'. Tabulael6n y r8Piesenta- verded 0 falsadad. 19uak1ad de conjuntos. Diagramas de !Ioch ••. Pro-

yM.C.M. Perlmetro (ganeralizado). Medldas ograrias. cl6n de datos. Nagael6n de proposielones Conjunto referancial. piededes antislm6trica V

Frae:ciooarlos con adic16n. sustrac- Redios. dillmetros. Volumen: m', dm'. ern'. Inlciael6n al anlllisis de cuantificadas en al lenguaje Complemento de un con- transitive.

ci6n y multiplicacl6n. Areas: trapecio, cuadrado,- Peso: gramo. kllograrno. datos. ordlnario. junto. Simbolizacl6n y re-

Declrnales con adici6n y sustracci6n. reCtllngulo. tridngulo. Frecuendas. mod •. presentaci6n.
Aigoritmos con aplicaclones. Cuadrlcula. Atgunos tipos dearreglos.

Orden multiplicativo. -
. -

.

60. Naturales con adlci6n. suslracci6n. Construcciones con regiay Conversiones con unldides Noci6n de promedio en un Proposlelones Extensi6n y comprensi6n. Recoplleci6n de las oper ••... multipllcacl6n. divisi6n. potenciaci6n. compols. de Iongitud,drea.capecidad -conjunto pequeno de datos. Conjuntlvas, disyuntlves V Conjuntos: infinito (NI. dones conmutatlvas, 850-

redicaci6n y logaritrnael6n. Pollgonos reguleres. y peso. condlcionales. uAitario, vado. ciatlvas, modulativas estu-

Fraccionarlos con edlci6n. sustrae- Construcci6n de algunos Otras unidad •• de peso . Uni6n a Interseeci6n. died ••.
ci6n. multiplk:aci6n y divisi6n. .s6lidos. Unidades de duracl6n. Otros tipos de arregiOs. 19ualdades.

Declmales con adici6n, sustracci6n, Area da clrculo. Converslones.

multiplicaci6n y divisi6n. Area y volumen de'algunos

Algoritmos con apticaciones. wlldos.

Razones y proporcionas. -
Proporcionalidad directa e inversa.
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Sistemas de nUIll8l"8CI6n:

Historia
_ bin oporaclonool:

2,5,10.12.
(N, +. -. x •.•.••• ,~)
Potenciaci6n, racfk:acl6n V

togarltmecl6n.

(Q', +.-. x. +.J' .. :O>I
Expresiones fracclonariasV

decimales.

IZ.+, -.x.+.<.:O>.L. J)

IQ. +. - . x, .•., <. :0>1
Valor absoluto

Algoritmos con apllcacio-
081: porcentaies. dMcuen-

tol, inter_. carmie de mo-

ned••
Algunosr.":

1 1 ' f i

Bo. IR, +, -. x • + .••. :0»
. , Potenclac16n de:

R x Z ., R.

I R. +. xl y I c. +. xl
IR'. +) y I R·. + 1 co-
mo especial vectorial. so-
bre R.

TrasJaclo08l. Paralelismo
Aotaci6n. Angulos.
Perpendlcularidad.
Triangulos V cuadrillheros.
Oisr:ancilL
T eorema de Pltigoras.

Mlvimlentol r(gidos:
Aotaciones
Reflexiones
Traslaciones

Congruencies V semejanzas.
HOmotecias
Pollgono,
C(rculo

Perlmetro

Simetr(as 8alvas

Grupo de simet:r(as

Aotaciones, tf8slaciones y
reflexiones (grupo de OlOyl-
mientos r(gldos).
Homotecias (grupo •.
Area del clrculo

f'rQyecclones
Oibujo t6k:n1co (piallOl.cor-
te., 8St88s Yperspecthes).
C6nicas
Volumen de 0611dos.

Unk:l'" de longitud(si.
terilll m6trico -decil1l81 y
otros sistemas).
Repasode unidadesde Mea.

Unida::h!l de amplitud de
anguDs (yuettas y grajos).

Qtros sistemasde unidades
de amplitud de lingukls.
Unid8des de duracl6n.

Conversiones ("Comple-
jo,"I.

Un ida:ies de ••..• en varios

sistemas.
Convtniones.

Unldades de vdumen V ca-

pecidad en varial s1stemllS.
Unidades .~ P8IOV nwa
en varios sistemas tdentl-
dad Y peso espec Iticol.

Representael6n enII recta
num6rlca ( N, Q+) (no
"recta real").
Relaciones: (: •_<, :>, >

Funciones creclentesV de-
crecientes. Correlacl6n.
FuncionesUneakls.
Razones
Proporciones
Representaci6n- grMica de
funcianes UnealesV de gr.
fica lineal.
Ejes. cortes, Intercepto.
ECUllciones lineales.
Soluci6n de ecuaciones Ii-
n.I•.

Funcl6n Uneal. Pendlente.
Funci6n cuadnitiCB. Gr.-

ficas.
Interpolacl6n.
Funci6n CUblca. Gntficas.
Allees cuedntda V wblca.
Funci6n Inversa. Gr4fica de
la funci6n Inversa.
Restrlcciones de dominio y
de recorrido.
Ecuackm. cuadnitlcas
Funcion_ exponencial_
de .,.. 2. 3. 4••.. 10.
Funcionas logarftmlcas de
b_ 2. 3.4 •... 10.

Frecuencills ltllOlutas-.
Frecuencla. relativash:xn-
celituales, fracelonarias).
Olagramas de barraV circu-
lar.
Frecuenclas ordinaria 0

puntuales.
Frecuencias acumuladas.

tvtedidas de tendencla cen-
tral: moda, mediay media-
ns.

Medlcl6n
Muestreo.
Olsposici6n V representa-
ciOn de datos.
Escala.

PolinomioL Medidas de dlspersi6n.
Factorlzaci6n. dlvisi6n.

"Sisten... de ecueciones.
Funciones de 2 y 3 varia-
bles.
Vectores en R2 y R'

.•Mlltrices y determlnantes
Suceslones, progreslones
arltmdtlcas V geom6tricas.
Oecimales inflnltos.
Inter's compUeslo.

Conectlvas.
CDnstantesV variables.
T«mlnos V predlcados.
ProPOSiclones abienasV ce-
rradas. SustituclOn. -

AfirmacKmes V · negaciones "
vemaderas y tolsu.
Proposiclones ablert ••V ca-
rrEdes. Cuantificaci6n.
Expresiones con variablesV
pardntesls.
IgUllldadas.

Predicados de unoV dos
puestos.
Negaci6n de cuantiflcado-
res.

OelllOltraci6n: directl, in-
directs. refutacoo. contra-
ejemplos.

7

CONJUNTOS

Conjuntos 1initos e infinl-
tO$.

Conjunto referencial.
Subc:onjunto.
Colnplemento de un con:
junto.
Operacklnes entre conjun-
tos num*icos.

Conjunto de j:8rtes.
Cardinal del conjunto de

PlImts.
Subconjuntosdel conjunto
de ~rtes. Combinadones.

Colecciones finites de oon-
juntos.
Colecciones exhaustivas de
conjuntos dlsyuntoa dos a
do,.
Subconjuntos del producto
cartesiano. Permutaciones.

~ V neoesida:::l: ·YOcabu*
Iorio de pr_lidad.
Eventos. 8Sj:8cios mull-
trales. .,
tv1edidas normalizadas to-
bre conjuntos finltos .

8

\ RELACIONES Y
OPERACIONES

RelBciones binaries.
Propiedad antisilTlM:rlcaV

transitiva de algunas rata-
ciones.
OperacionEts unaries V bi-

naries.
Oiferencia entre operacl6n
V relaci6n.

Operaciones binaries.
Propiedades: operacl6n
clausurativa, asociatlva,
conmutativa, rTDdulativa,
invertlva.

Oistributlvida:l.
L1nealidad de opefadoras.

Aelackmes binarias.
RlIpl'8S801aci6n gr'fiCll de
relaciones.
Propiedades: relacl6n- to-
talmente definida, sabre·
yectlva, funcional. lnvee-
tiva. blyectlva. _
Aetaci6n r8flexiva, antl-
reflexiva, simdtnca, antl-
simdtrica, transitiva, anti·
transltiva.

Claslficaciones, perticiones
V equivalencies.
Serlaclones V 6rdenes.
Composici6n e inversiOn
de relaclones. \

Funclones:
Composicl6n de- funclo·
nos.
FunclOn idMtica.
InversiOn de funciones.
FunciOn de dos variables.
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1
CONJUNTO DE A CONJUNTO DE n CONJUNTO DE (R
OBJETOS OPERACIONES RELACIONES

I
A R IT M E T IC A

)

Ejemplo: Un sistema de numeros enteros (Z .n.. R )

{ ... ,-2,-1,O,1,2, ... } I {+, xL {<,.:::;,>,~}

I
G E O M E T R IA -

Ejemplo: Un sistema de I ineas en el plano ( ,t., T , p )

{L ,M ,N , . . . } {rotaciones, traslaciones } {!I .L}

I
T E O R IA D E C O N J l,J N T O S

)

Ejemplo: Un sistema de conjuntos (P (U ),.n ..,C l

{A , E , c . . . . ,I/>, U } {u :n ,'} {C, ~,':J, :n
- J

/

L O G IC A

Ejemplo: Un sistema de proposiciones ( L o , K . R )

{p, q, r, .. : . } {-' , V, 1 \ }
\ {=, ~ }
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M e to d o lo g ia

Vistas v a las ventajas del enfoque de sistemas, tanto en el interior de las Matem,hicas, como en la
articulaci6n de las Ciencias, analicemos la metodolOgia que se compagina mejor con este enfoque
de sistemaselegido para los contenidos.

La metodologia propuesta para el desarrollo del programa de Matematicas esta basado en la teorla
sicol6gica de Jean Piaget, que se concreta en algunas tecnicas de aprendizaje de las Matematicas, co-
mo las de Zoltan PDienes, Hans Aeoli, etc. Entre las varias que se podrian proponer, es quiza esta
rnetodologia la que resulta mas acorde con los descubrimientos de la Sicologia Evolutiva, con la
T e o ria de Sistemas,v .c o n la realidad individual V social que vive el estudiante.

La Sicologia Evolutiva h~ logrado establecer que los ninos piensen en forma diferente a los adultos
V que la evoluci6n del pensamiento infantil al pensamiento adulto se logra a traves de varios perio-
dos sucesivos ordenados, identificados por caracten'sticas especificas V diferenciados por el grado
de complejidad V de' generalidad de las estructuras del pensamiento, propias de cada uno. Los
perlodos de la evoluci6n del pensamiento son el Sensoriomotriz, el Preoperacional, el de las Opera-
cion~s Concretas V el de lasOperaciones Formales.

Por consiguiente, un programa de Matematicas centrado en el alumno debe atender a suscaraeterls'
ticas, a sus posibi lidades V a sus necesidades.Si atiende a sus caraeteristicas, seadecua a su forma
de pensar Y.alas capacidadesque Ie ha per.mitido desarrollar el medio.en que vive. Si atiende a sus
posibilidades, establece metascuvo logro supone un progreso siempr'e renovado hacia elJnivel mas
desarrollado del periSamiento que sigue inmediatamente al nivel en que el seencuentra. Y si atien-
de a susnecesidades, constituve un estl'mulo constante que hace que el alumno se desarrolle lHa a
dia V adquiera las habilidades de razonamiento, calculo V simbolizaci6n que" Ie permitiran desem-
penarsecon exito en su medio.

Un primer requisito para conseguir 10anterior es identificar los periodos vias etapas de desarrollo
mental por los que atraviesan los estudlantes, en este caso, los estudiantes del Cicio Basico. En Co-
lombia puede decirse que los ninos inician la Primaria aproximadamente a los 6 anos V terminan
la Secundaria hacia los 16. Segun Piaget, entre estasedadesel pensamiento, pasapar dos periodos:
el de las operaciones concretas de 7 a 11 anos, V el de las operaciones .formales de 11 a 15 anos.

En nuestro medio apenas se estan realizando estudios exploratorios, que permiten conjeturar que
el desarrollo de liils operaciones concretas en los ninos sl' empieza hacia los siete anos, aunque el
periodo de adquisici6n de las operaciones formales puede prolQlllgarsehasta los 17 6 18 anos en
ciertos. casos V ambientes el dominio de las operaciones' formales no parece ser necesario, por 10
cual este periodo no Ilegaa estabilizarse ni siquiera en la edad adulta.3

Vale la pena insistir en que el maestro necesita conocer las caraeteristicas del pensamiento de sus
alumnos, en cada una de estasedades,para p~er realizar acertadamente su trabajo.

Pre-escolar: Felix Bustos, Ministerio de Educaci6n Nacional (MEN); Ma'rtha Arango, Centro Internacional
de Educaci6n (CINDE); Primaria: Araceli de T e zano, Universidad Externado de Colorrbia; Secundaria: Eloisa
Vasco, CAFAM; Educaci6n Especial: Miguel de Zubiria, Martha Lucia Perez, Etti Stiwark, Mariela T ob6n,
,Universidad Javeriana.
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Dada la magnitud y la profundidad de la obra que Piaget y su escuela han realizado durante el medio

siglo que lIevan dedicado al estudio de la inteligencia, resulta muy dificil conocer completamente sus

planteamientos y, mas diflcil aun, tratar de sintetizarlos 0 de explicarlos en pocas paginas. Sin embar-

go, dado que la metodolog(a propLesta para desarrollar el programa ofidal de Matematicasesta basada
en gran parte en la Sicolog(a Evolutiva Piagetiana, es preciso intentar un esbozo de varias de sus ideas.

Por ejemplo, es importante mencionar algunas caracterfsticas del desarrollo intelectual en I~s perfodos

de operaciones concretas y de operaciones formales.

Una idea bastante general es que 105ninos pequenos son muy distintos de los adultos en aspectos tales

como: metodos para conocer la realidad, ideas sobre el mundo y empleo dellenguaje. Un nino tiene

una estructura mental diferente a la de un adulto y por eso muchas veces, aun cuando realicen las mis-

mas acciones 0 repitan las mismas palabras, pueden pensar casas muy diferentes.,Por ejemplo, cuando

un nino de menos de 7 anos pasa un Ifquido del vaso a un plato, se fija sola mente en 105estados inicial

y final del Ifquido y cree que hay mas Ifquido en donde el nivel esta mas alto. Si el nivei mas alto era

el del vaso, dice que por pasarlo del vaso al plato se disminuy6 el I(quido. Un nino de 8 anos, por

ejemplo, ya sabe que por el solo hecho de pasarlo de un recipiente a otro no disminuye elllquido, pe-
ro no puede predecir acertadamente casas que no se cinan 9 10que esta viviendo. Un joven de 146 15

anos no tiene problema con el trasvase del agua y puede hacer conjeturas y formular hip6tesis sobre

"cosas que no esta viendo, y finalmente, los adultos pueden pensar que todo eso es tan facil que no se

, !ustifica dedicarle tiempo.

Otro ejemplo: mientras un grupo de adultos puede realizar un dialogo 0 intercambiar diferentes opi-

niones, respetar puntas de vista diferentes, etc., 105 ninos de pocos anos realizan mon610gos colecti-

vos,donde cada uno habla y ninguno escucha. Para otros ninos hablar entre s( puede constituir 'todo C

un descubrimiento porque les permite darse cuenta de que no todos piensan 10 mismo.

De esta y otras consideraciones se puede concluir que el educador no puede suponer que 10que es va-

lido parael, es tambien valido para el alumno. Y si aceptamos que los ninos tienen una estructura

mental diferente de la de 105adultos, entonces el maestro debe'estar atento a la forma como reaccio-

nan los ninos ante las distintas actividades y he!=hosde cada d(a. Algo muy importanteque debe tener

en cuenta el educador, es que los ninos, especial mente los de menDs edad, aprenden a partir de activi-

dades concretas. EI nino necesita actuar sobre las cosas para comprenderlas.

Mediante la actividad con creta y la manipulaci6n de los objetos elnino va progresando en su desarro-

llo int~lectual. Por eso en cada per(odo se comporta de manera diferente. En los primeros anos sim-I,

plemente 105 manipula, 105 reune 0 los separa,los hace girar,los golpea, etc. Unos anos mas tarde, no.

solo los manipula f1skamente, sino que representa mental mente operaciones que se puedan realizar

con esos objetos y en un per (odo posterior, puede representar mental mente las actuaciones sobre 105

objetos, sin necesidad de mirarlos y puede expresar, mediante oraciones, su pensamiento, sus suposi-

donas y las consecuencias de las m ismas.

Caracter(sticas como esas son las que se tienen en cuenta para decir que un nino e;ta en uno u otro

perfodo de su desarrollo inteleetual. Si solamente logra realizar ciertas manipulaciones coherentes, se

ubica en el per(odo preoperacional. Si ademas de las manipulaciones logra realizar tepresentaciones

mentales die acciones organizadas de modo que una acci6n puede combinarse con otra, y anularla 0

reforzarla, se ubica en el perl'odo de las operaciones concretas. Y cuando el joven ademas de todo 10
anterior logra formtJlar hip6teSis sobre objetos que no estan presentes, predecir conclusiones y traba-

jar con proposiciones enlugar de objetos concretos, se ubica en el per (odode las operaciones forma-

les lIamado tambien del pElnsamiento abstracto 0 hipotetico - deductivo.

En terminos generales, puede decirse que cuando el nino iniCia la Educaci6n Basica Primaria esta pa-

sando del per(odo preoperacional al de las operaciones concretas y que en 'os primeros anos de Edu-

caci6n Basica Secundaria debe empezar a tener comportamientos propios de'l per(odo de las operacio-

nes formales.



En cada uno de estos per(od05 el pensamiento'~ caracteriza por su habilidad para realizar ciertas ac-

ciones y por la propension a hacer ciertas deducdones que a los adultos les parecen erroneas, aunque

sean muy coherentes con'la logica predominante en ese per(odo,

En el per(odo de las operaciones concr~as ,el pensamiento: \

1) Adquiere propiedades como la reversibilidad,Ja transitividad, la asociatividad.

2) Realiza composiciones.

3) Reconoce transformaciones.

4) Puede realizar operaciones aritmeticas (como la adicion y la multiplicaci6n).

5) Realiza mediciones (de longitud, de duraci6n, de area, de masa, de peso, etc,).

6) Establece correspondencias, c1asificaciones y seriaciones.

)

Resumiendo las caracteristicas del pensamiento operatorio concreto, podemos decir que se caracteriza

pOl'que :

1) No sedetiene eo los estad'os inicial y final de las cosas 0 de los objetos, sino que tiene en cuenta

las transformaciones e incluso las imagina.

2) Es reversible; esto es, razona de modo que mental mente puede imaginar una acci6n yanularla

con la accion contra ria para regresar al estado inicial.

3) Posee, en gran parte, las nociones de conservaci6n.

4) - No siempre requiere que las accion~s que ernino realiza sobre los objeto~ 0 situaciones, se ejecu-

ten "real mente " , sino que pueden realizarse de manera imaginaria 0 mental. Por ejemplo, son opera-

ciones concretas las que realizan los jugadores de ajedrez cuando frente al tablero piensan 0 se imagi-

nan las posibles jugadas y sus consecuencias, tanto si tocan las fichas' como si no tocan 'ninguna.

"EI nino de 7 a 1 1 anos actua como si su principal tarea fuera organizar y ordenar 10que est~ inme-

diatamente presente: la extrapolaci6n Iimitada de este organizar y ordenar haci;tlo "que no esia all (",

es algo que hara cuando sea necesario, pero que es visto como una actividad restringida de casas es-

peciales", (Sicolog(a, 1978; p. 223).

EI per(odo siguiente es el de las operacio~es formales, lIamado tambien del pensamiento hipotetico -

deductivo. "La propiedad general mas importante del pensamiento formal, aquella de la cual Piaget

deriva todas las restantes, concierne a la distincion entre )0 real y 10 posible. A diferencia del nino del

per(odo delas operaciones concretas, el adolescente, al comenzar la con§ideraci6n'de un problema,

trata de prever todas las relaciones que podr(an tener validez respecto de los datos y luego intenta de-

terminar, 'mediante una combinaci6n de la experimentaci6n y el analisis 16gico, cual de estas relaciQo

-nes posibles tiene validez real". (Sicolog(a, 1978; p. 224).

En la transicion de las operaciones concretas alas operaciones formales se registra un Paso inicial e

importante, que equivale a una reorientaci6n fundamental respecto de los problemas cognoscitivos.

EI adolescente ya no esta preocupado exclusivamente por organizar aquello que Ilega de modo direc-

to a sus sentidos; gracias a esa reorierhaci6n, tiene la capacidad potencial de imaginar todo \0 que

podh'a estar allt y de asegurarse, en mayor medida, de que hallara todo 10que de hecho se e~cuentra
all i. -

EI pensamiento formal es fundamentalmente hipotetico - deductivo, EI adolescente se mueve dentro

del ambito de 10 hipotthico con mucha mas audacia que el nino.

Las entidad~s importantes que manipula el adolescente en su razonamiento ya no son los datos de la

realidad en bruto. sino afirmaciones 0 enunciados (proposiciones) que "contienen" esas datos. EI



adolescente tambien realiza operaciones de primer orden, (c1asificaciones, seriaciones, corresponden-

cia), pero tambien hace algo maS,qUe es precisamente 10que hace a su pensamiento formal antes que

concreto. T o ma los resultados de esas operaciones concretas, los moldea en la forma de proposiciones,

y luego sigue operando con ellos. Es decir, establece diversos tipos de v(nculos 16gicos entre ellos.

Las operaciones formales san, pues, operaciones realizadas sobre los resultados de operaciones (con-

cretas) anteriores.

Estas ideas sobre los dos perfodos finales del desarrollo, pueden complementarse con otras ideas de

John H. Flavell, un estudioso de la teor(a Piagetiana y que hasido ampliamente consultado en 10 refe-

rente al aspecto sicol6gico de este marco te6rico: "EI desarrollo intelectual es un proceso de organiza-

cion y 10 que se organiza son operaciones activas, intelectuales, su organizaci6rr/en sistemas con es-

tructura defi'nible es el sine qua non (indispensable) para la "buena" cognicion, vale decir, la cogni-

cion de mayor rnadurez genetica". (Sicolog(a, 1978; p. 180).
, ~

"EI desarrollo ontogenico de estructuras puede verse como un proceso de aproximaciones sucesivas a

una especie de equilibrio, un estado final que nunca se alcanza por completo. EI desarrollo mismo
I , _.1

pues, constituye una totalidad con'una mma 0 ideal que subordina los medios". (Sicologla, 1978; P.

67).

Lo expuesto acerca del enfoque de sistemas y de la Sicologla Evolutiva debe orientar el trabajo del
maestro en el desarrollo del programa de Matematicas.

Una de las funciones de la metodolog(a es la de determinar la forma de presentar los contenidos a los

estud iantes. Espec(ficamente en el caso de las Matematicas, los contenidos deben trabajarse teniendo en
cuenta las caracterlsticas'y la forma de aprender propias del nino en cada perlodo del desarrollo. En el

Cicio Basico, el nino aprende a partir de la experimentacion y de la manipulaci6n de los objetos.

EI nino no encuentra los objetos en' forma est,hica y aislada. EI ni'no se encuentra siempre con siste-

mas. Pero, como se dijo al tratar las ventajas del enfoque de sistemas, no se pretende que los ninos du-

rante la Educacion Bcisica Primaria aprendan en abstracto que es un sistema ni que estructura tienen

los que con mayor frecuencia se trabajan (como sedan las estructurasde grupo y anillo). La raz6n es
que en los grados 10.,20.,30.,40.1

, y aun 50., no poseen los conocirnientos necesarios para entender

10que es un grupo 0 anillo. Es el maestro quien debe saber, en cada caso ,con cual sistema estan traba-

jando los estudiantes; aSI podra orientarlos para que lIeguen a conclusiones (,alidas dentro de la situa-

cion que estan trabajando y para que cuando se encuentren ante otra situaci6n nueva, no Ie apliquen

irreflexivamente las'mismas conclusiones, sino que la analicen para ver en c;ue se parece y en que se

diferencia de la situacion ya conocida.

EI maestro acompana al estudiante para que vaya adquiriendo -conceptos que en la secundaria Ie per-

mitiran estudiar mas rigurosamente los sistemas y sus estructuras.

T e ne m o s, por ejemplo, el caso de un sistema formado por subconjuntos de un conjun~o referencial

(tapas de gaseosa). EI nino de 6/07 anos no tiene la noci6n abstracta de conjunto. Se encuentra con

una colecci6n de tapas que forman una figura 0 agrupacion visual. "Esa primera noci6n de colecci6n

figural que desarrolla el nino, es la de un sistema de objetos con sus relaciones de cercan(a especial,

en el contexto de la posibilidad de reunirlos 0 separarlos m~nuafmente. No -hay, pues, colecciones

de un solo elemento y mucho menos colecciones vadas. -

La noci6n de colecci6n no figural que se va desarrollando poco a poco, es tambien la de un sistema de

objetos capaces de una descripci6n comun. T o davla aparecen las relaciones de cercan(a, pero empie-

ian a predominar las relaciones de semejanza, en el contexto de la posibilidad de manipular, comparar,

superponer, agregar y retirar objetos". (Concepto 1980).



,
S610 mas tarde, hacia los doce 0 Catorce anos, se independiza el nifio de las colecciones figurales y no

figurales y maneja un sistema con inclusiones, uniones e intersecciones. ASI IIe9a al concepto abstrac-

to de conjunto y al de los sistemas formados por ellos con sus operaciones y relaciones. Este progreso

puede permitirle pensar en conjuntos vacios, en conjuntos de un solo elemento, y distinguir un ele-

mento aislado del conjunto formado por ese unico elemento. Pero esa es una adquisici6n tardla. Por

eso, no hace falta darle al nino de primaria definiciones de sistema, ni de conjunto, ni de la estructu-

ra de semigrupo 0 de algebra de Boole. Pero Sl es conveniente que el maestro sepa que los subconjun-

tos de ese referencial de tapas, T ., con la union, forman un semigrupo (;7> (T), U) y ~on la union.,ia

interseccion y el complemento forman un algebra de Boole [:;; (T), U, n, ' ] .
I

EI enfoque de sistemas permite estudiar articuladamente las diver<$8Sramas de las Mate mati cas; "no

consideramos que la 16gica, los conjuntos, las relaciones,las operaciones y las estrueturas sean cinco

regiones de las Mate mati cas que puedan ser ensenadas sucesivamente y como ternas completos y con-

sistentes entre Sl.

Nos parece que ellos deben aparecer conjunta y unificadamente como un lenguaje que permite no s6-

10 expresar mas precisamente Ias situaciones de la vida real, sino tambieln comprenderla mas profunda-

mente" (Logica 1976; p, 100).

En particular, el profesor debe preparar su c1ase estudiando cuidadosamente el sistema que va a pre-

sentar a sus alumnos. No todo 10que sepa e investigue sobre ese sistema se debera explicar,a los alum-

, nos y, especial mente, se evitara dar palabras y definiciones abstractas, explicitar estructuras formales,

o ensenar demasiados slrnbolos: Para orientaci6n del profesor y para estructurar la presentaci6n del

material, pod ran servir las siguientes preguntas: . (

lCuales son los .objetos con 'Ios que estamos trabajando?

lQue s(mbolos utilizamos para representar esos objetos?
/

l C o m o se agrupan esos objetos en conjuntos?

lQue slmbolos utilizamos para representar esos conjuntos?

lQue operaciones efectuamos con y entre esos oqjetos?

lQue slmbolos utilizamos para representar esasoperaciones?

lQue relaciones descubrimos entre e~os objetos?

lQue slmbolos utilizamos para representar esas relaciones?

lQue sistema estamos estud iando?

l C o m o 10 representamos?

lQue estructura tiene este sistema?

l C o m o explicitamos simb61icamente esa estruetura?

Estas doce preguntas aclaran la situaci6n de cualquier calculo matematico, desde el calculo aritmetico

con numeros naturales, 0 el calculo 16gico1 con proposiciones, el c:alculo de c1asescon los cpnjuntos

como objetos, hasta el c:alculo por antonomasia 0 por excelencia': el c:alculo diferencial e integral en el

cual los objetos son las funciones reales, 0 tambien, el calculo geometrico sobre puntos, rectas, ecua-

ciones,o veetores.

Estas preguntas son perfecta mente generales para todo tipo de descripci6n matematica y hasta para

'cualquier tipo de descripci6,n cient(ficaque quiera ser rigurosa.

En' particular, para el estudio de la 16gica, todas estas preguntas deben estar activas desde el comienzo.

"~ecuerdese que los objetos son las proposiciones y las operaciones son la negaci6n y las diez conec-

tivas binarias. Para el estudio de-Ias conectivas, recomendamos la utilizaci6n de los juegos 16gicos al

- estilo de Dienes - Golding, Papy, etc., por coincidir con el enfoque que busca familiarizar al estudiante

con una situacion real hasta lIegar a su normal formalizaci6n 0 matematizaci6n". (L6gica, 1976; Pp.

100· lOll.



Este paso de las situaciones reales y concretas a la matematizaci6n conceptual y a algun tipo de for-

malizaci6n, as( sea una simple simbolizaci6n, no es exclusivo de la 16gica. Se trae este ejemplo porque

las situaciones del lenguaje ordinario, tanto el de tipo declarativo, formado par proposiciones, como

el de tipo imperativo, formado por instrucciones, presentan suficientes regularidades para servir de sis-

temas concretos, de los cuales puede construirse un sistema conceptual, el cual a su vez puede ser sim-

bolizado con palabras, con s(mbolos, con circuitos, etc. La ultima formalizaci6n simb6lica, con defini-

ciones, axiomas y teoremas, puede esperar a la Media Vocacional 0 a la Universidad; en la Educaci6n

Basica es suficiente una minima simbolizaci6n, ast' sea solo verbal ya \0 mas con algunos s(mbolos

que sirven de "taquigrafias" de las expresiones verbalef, para que esta simbolizaci6n ayude a manejar

los sistemas conceptuales, no para estorbar su construcci6n.

La recomendaci6n fundamental es la de no empezar por los sistemas simb6licos para tratar de que el

alumno construya los sistemas conceptuales, sino comenzar por los sistemas concretos que el maneja,

ast' el profesor los considere muy elementales, em!'(ricos Y pre-matematicos, para que a traves de la

familiaridad con las regularidades de esos sistemas concretos vaya construyendo el sistema concep-

tual respectivo; una vez iniciada la construcci6n de 85te, el mismo alumno puede desarrollar sistemas

simb61icos apropiados, aprender los usuales y aun traducir de unos sistemas simb61icos a otros, puesto

que ya comprenden 10 que quieren decir. Pero si se fuerza al alumno a manejar un sistema simb61ico

sin haber construido el sistema conceptual a partir de los sistemas concretos, ese sistema simb6lico

puede bloquear la construcci6n del sistema conceptual. La concepci6n de los sistemas matematicos

que motiva la recomendaci6,n anterior es la siguiente: cualquier sistema matematico que el profesor

vaya a presentar a sus alumnos puede analizarse como un rave de luz que pasa por un prisma: si se

observa cuidadosamente, se encontrara que tiene un nucleo central, el que es verdaderamente impor-

tante, que es el respectivo sistema conceptual. Sobre el, a un nivel superficial. aparecen uno 0 varios

sistemas simb6licos para representar ese unico sistema conceptual. Y bajo el sistema conceptual, a un

nivel profundo, casi dir(amos; arcaico, aparecen uno 0 varios sister:nas concretos, de cuyas regularida-

des es posible construir el mismo sistema consceptual.

Desafortunadamente, los Iibros solo pUeden ofrecernos los sistemas simb6licos: no sa puede imprimir

otra cose que palabras, s(mbolos y grMicas. Por eso es facil creer que el verdadero sistema matematico

es el sistema simb6lico, y as( trat6 de hacerlo creer la filosoHa formalista de las matematicas. Un buen

matematico puede reconstruir el sistema conceptual a partir del sistema simb6lico, pero los ninos y'

j6venes rr.as bien pueden experimentarlo como un obstaculo para lIegar al sistema conceptual. Ellos

tienen una manera mucho mas natural de construir el sistema conceptual: jugando con sistemas con-

eretos que lIeven a esa construcci6n. Tarea importante del profesor es la de identificar esos sistemas'

concretos, ojala de entre los sistemas que sean familiares para el alumno en su cultura y en su edad

espec(ficas, para organizar actividades de juego, de ejercicio, de comparaci6n, que hagan resaltar las

regularidades que van a permitir la construcci6n conceptual respectiva.

Con las colecciones figurales y no figurales de d~s 0 mas objetos pueden organizarse una serie de jue-

gos que lIeven al sistema conceptual de los nlJmeros naturales, resaltando las ordenaciones 0 seriacio-

nes internas de cada colecci6n y las c1asificaciones en colecciones iguales de numerosas; la simboliza-

ci6n can palabras, palitos, cifras indo -arabigas 0 romanas vendra despues. Pero los mismos juegos de

colecciones pueden servir para resaltar otras operaciones manuales como reunir y separar, y otras reo

taciones como las de inclusi6n y disyunci6n, para permitir una construcci6n de un primer sistema

conceptual de tipo conjuntista, as( no se simbolicen formal mente esas operaciones y relaciones.

Sistemas concretos como los de avanzar 0 retroceder por las calles de la ciudad, observar subidas 0

bajadas de temperatura en un term6metro, 0 jugar con consignaciones y retiros de una caja de aho-

[ros, son la base para la construcci6n del sistema conceptual de los numeros enteros con las operacio-

nes de adici6n y sustracci6n, y las relaciones de orden aditivo. Observese que las calles mismas, 0 el

term6metro, 0 el estado de cuenta, no es un buen modelo para el sistema conceptual: son los siste-

mas activos mencionados los que sirven de sistemas concretos para la construcci6n del sistema concep-

tual de los enteros como operadores actives, en los que la adici6n aparece como una mera composi-



ci6n 0 aplicaci6n sucesiva de operadores. En la misrna forma se aprove~han sistemas concretos cono·\

cidos por el alumno, como de las vueltas y fracciones de vuelta, el de ros metros 0 pulgadas y frac-

ciones de las mismas unidades, el de los litros 0 galones y fracciones de los mismos, para construir el

sistema conceptual de los fraccionarios como operadores reductores 0 ampliadores sobre magnitudes.

Los simbolismos vienen desPUE3s:la mitad, 1/2,0.50 e! 50% nos muestran cuatro s(mbolos posibles

para el mismo concepto. N6tese que no hace falta "dividir un tpdo en partes" ni utilizar rectangulos 0

ponques para dividirlos en partes de areas iguales, entre otras cosas, porque este sistema concreto es el

mas dif(cil para los ninos de 6 a 9 anos. Tambien podr(a utilizarse, si se esta seguro de que los ninos

tienen suficiente familiaridad y dominio del mismo.

Lo ideal, en cuanto a metodolog(a se refiere, es que el maestro organice las actividades de aprendizaje

de modo que el estudiante se enfrente siempre con problemas apropiados para la etapa e!'1que se en-

cuentra, 0 sea aquellos que presentan situaciones propicias para el desarrollo de las estructuras de la

etapa inmediatamente siguiente. La manipulaci6n de objetos permite apreciar que acciones son capa-

ces de hacer los ninos con ellos y, a partir de all (, disenar aetividaqes pedag6gicas para Ilevarios a ima-

ginar acciones posibles sabre ellos y prever los efectos de estas. Conviene organizar el trabajo escolar

de modo que el estudiante pueda ir superando progresivamente las etapas del aprendizaje de las Ma-

tematicas propuestas por Zoltan P. Dienes. Es muy acorde con la teor(a de Piaget, permitir el juego

libre y el juego estructurado durante un tiempo suficiente, para la fami liarizaci6n con las operacio-

nes y las relaciones y para la interiorizaci6n de las acciones concretas sobre los sistemas que inventa
el nino. . .

En un grupo escolarpuede suceder que el desempeno de los estudiantes refleje grados diferentes

de su desarrollo cognoscitivo; que algunos reflejen una mezcla deestrueturas (propias del per(odo

anterior al que se supone que les corresponde por su edad) , organizadas pera inadecuadas; que

otros presenten ya el uso vacilante y esporadico de estrueturas nuevas que aun no se han organiza-

do por completo; y que otros reflejen una mayor organizaci6n y estruCturaci6n del pensamiento.

EI maestro debe tratar de deteetar esas diferencias, que, en la mayor(a de 105 casas, pueden ser per-

fectamente explicables, ya que si bien los per(odos y las etapas del desarrollo se suceden en un orden

riguroso, no se present an en todas las personas a la misma edad cronol6gica. En ese caso, noes preci-

so exigir a todos el mismo nivel de desempeno inteleetual, sino tratar de que cada uno lIegue al domi-

nio de 'lias estrueturas del nivel en que se encuentra y presentarle situaciones en las que se pueda em·

pezar a generar un avance al nivel siguiente. Ese avance solo comenzara cuando la maduraci6n neuro-

nal y el procesamiento mas 0 menos consciente de la informaci6n ya adquirida, 10 permitan.·

Una actitud permanente de busqueda, de observaci6n, de analisis de las respuestas de losestudiantes, .

de las dificultades que encuentran, puede dar al maestro criterios y pautas para mejorar el programa,

para adecuarlo al medio; en una palabra, para lograr que sea 10que debe ser: un instrumento que favo-

rezca el desarrollo integral de los educandos y que los prepare en la vida para la vida.
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R e c o m e n d a o io n e s g e n e ra le s

I

EI pro grama de Matematicas para la Educaci6n Basica
Secundaria es parte de una programaci6n general, se-
cuencial y progresiva de toda la Educaci6n Basica (Pri-

• maria y Secundaria) y de la Media Vocacional.

I Siendo consecuentes con 10 anterior, el Marco General·
del Area (y por consfguiente su enfoque) es el mismo

I para los diferentes niveles; es conveniente hacer un es-
tudio de ese Marco General, sea cual fuere el nivel de
escolaridad en el cual se ejerza la labor docente. En par-
ticular, es importante recordar que aun en Secundaria

~

. se parte de los sistema~ concretos que ya conoce el
alumno, as( el profesor los considere muy elementales,
emp(ricos y pre - matematicos, para que a traves de la
familiaridad c:on las regularidades de esos sistemas con-
cretos vaya construyendo el sistema conceptual respec-
tivo; una vez iniciada la construcci6n de este, el mismo
alumno puede desarrollar sistemas simb61icos apropia-
dos, aprender 105 usuafes y aun traducir de unos siste-
mas simb61icos a otros, puesto que ya comprende 10
que quieren decir. Pero si se obliga al alumna a mane-
jar un sistema simb6lico sin haber constru(do el sistema
conceptual respectivo a partir de los sistemas ~oncre-
tos, ese sistema simb61ico puede bloquear la construe-
ci6n del sistema conceptual.

En cuanto a objetivos, la primera prioridad fa tienen los
objetivos generales de la Educaci6n Basica, (que tam-
bien figuran en el Marco General) yen particular los de
motivaci6n para las Matematicas y los de resoluci6n de
problemas de la realidada traves de modelos matema-
ticos de la misma. La segunda prioridad la tienen los·
objetivos generales de sexto grado, y entre ellos 105de
manejo de 105sistemas de los numeros naturales, frac-

Los 6bjetivos espedficos son ayudas para programar las
clases y las evaluaciones, y para diagnosticar 105 tipos
de errores que aparecen en los ejercicios y examenes de
los alumnos, y as( poder ayudarles en las dificultades
espec(ficas que tengan.

Se supone que 105alumnos ya traen un manejo inteli-
gente de los fraccionarios como operadores de amplia-
ci6n 0 reducci6n. Para este enfoque de los fraccionarios
pueden consultarse los programas de 30. a 50. Prima-
ria. Es conveniente repasar y ampliar ef estudio ~e los
fraccionarios con este enfoque y aplicarlos cuando se
requieran para los sistemas metricos, los sistemas de
datos, 0 para las mediciones en Ciencias Naturales.

Por la heterogeneidad de fa proveriiencia de 105alum-
nos, se encontraran muchas diferencias en la prepara-
ci6n de 105 mismos, no solo en el manejo de los frac-
cionarios, sino en otras areas. Hasta que no se extien-
dan los programas experimentales a toc;Joslos planteles
habra especiales dificultades, y puede ser necesario ha-
cer una nivelaci6n inidal de una 0 mas semanas para
lograr un m(nimo de homogeneidad.

Cuando en las unidades se incluye una lecturc;l comple-
mentaria, se entiende que se trata de material de refe-
rencia para el profesor. Para que los afumnos consulten
algo al respecto es mejor remitirlos a los textos ya las
enciclopedias escolares usuales. EI profesor juzgara si
algunos alumnos de especial habilidad de comprensi6n
de lectura pueden tambien utilizar las lecturas comple-
mentarias que se adjuntan.



O b je t iv o s g e n e ra le s

Describir algunos aspectos del desarrollo hist6rico
de la numeraci6n escrita.

Recopilar las operaciones binarias que aparecenen
el sistemade los numerosnaturales.

Aplicar los algoritmos de algunasoperacionesentre
numeros natura,les.

Reconocer propiedades comunes a algunas opera-
ciones entre numeros naturales y aplicarlas en el
calculo numerico oral yescrito.

Reconocer que la division y la sustracci6n no cum-
plen algunas propiedades de la multiplicaci6n y la
adici6n.

Formular y resolver problemas que requieran el
uso de los numeros naturales.

. Avanzar en et estudio de la potenciaci6n y en el
de susdos operaciones inversas.

Reconocer algunaspropiedadesde la potenciaci6n,
de la radicaci6n y de la logaritmaci6rl1y aplicarlas
en el calculo numerico.

Hallar un procedimiento para verificar si un nume-
ro tiene 0 no ralzexacta y si la tiene obtenerla.

Estimar, con 0 sin ay,udade la calculadora, la ralz, .
cuadrada y la ra(z cubica de algunos numeros y los
logaritmos de.numerosque no son potencias de 10.

Recopilar las relaciones binarias que aparecen en
el sistema de los numeros naturales y compararlas
con algunas relaciones del lenguaje ordinario.

I

Diferenciar entre' operaci6n binaria y 'relaci6n bi-
naria.

Hallar el maximo comun divisor y el mlnimo co-
mun multiplo entre dos numeros naturales.

Hallar los requisitos necesarios para establecer
la verdad 0 falsedad de frases cuantificadas.

Analizar proposiciones simples y compuestas
y hallar el valor de verdad de proposiciones.

Distinguirproposiciones abiertas y proposicio-
nescerradas.

Hallar conjuntos a partir de una condici6n 0 de la
combinaci6n -decondiciones y viceversa.

Establecer algunas relaciones entre conjuntos y
realizar algunasoperacionesentre ellos.

Reconocer el conjunto de [os numeros fracciona-
rios positivos y el de los decimates.

Efectuar las operaciones de adici6n, stlstracci6n,
multiplicaci6n y divisi6n de numeros fraccionarios .

Repasar los algoritmos de la adici6n, sustracci6n,
multiplicaci6n y divisi6n de decimales.

Resolver y formutar problemas que requieran de
las operaciones con fraccionarios y con decimales.

Organizar datos en tablas de frecuencias y repre-
sentarlos mediante diagramas.

Discriminar entre diferentes tipos defrecuencia y
sui>expresiones numericas.

Reconocer y emplear unidades de longitud y de
amplitud de angulos.



C o n te n id o s

S iste mas de numeraci6n: Reseiia hist6rica. Dife-
rentes bases.

(N , + , - ,x , + , •.•, ~l. potenciaci6n, radica-
ci6n y logaritmaci6n.

T raslaciones . Paralelismo
Rotaciones . Perpendicularidad . Angulos
Reflexiones
T riangulos y cuadrilateros
T e o re ma de Pitagoras (comprobaci6n par su-
perposici6n de superficies).

Unidades de longitud del siStema metrico decimal
y de otros sistemas.

Relaciones: ~, <, >,~, .....esmultiplode ...••
••... es divisor de ...••

Frecu,encias absolutas.
Frecuencias relativas (porcentuales, fraccionariasl ..
Diagrama de barras y circular.
Frecuencias ordinarias 0 puntuales.
Frecuencias acumuladas.

Proposiciones simples y propasiciones compuestas.
Proposiciones cuantificadas.
Conectivas.
T e rm ino sy pre d icados.
T e rm ino sconstantes y terminos variables.
Proposiciones abiertas'y cerradas.
Sustituci6n.

Conjuntos finitos e infinitos.
Conju nto referencial.
Subconjuntos.
Complemento de un conjunto.
Operaciones entre conjuntos numericos.

Relaciones binarias.
Propiedades antisimetrica y transitiva de algunas
relaciones. -
Operaciones unarias y binarias.
Diferencia entre relaci6n y operaci6n.



U n id a d I

S IS T E M A S D E N U M E R A C IO N

In tro d u c c i6 n

I

En e sta unidad se han inclu(do algunos temas del sis-
tema de numeraci6n. En este sistema los objetos son
los s(mbolos, de los cuales hay primitivos ('.'d(gitos")
y derivados. Se pretende contribuir a la formaci6n
cultural del estudiante, para 10 cual es necesario que
se reconozca la importancia del aspecto hist6rico
de la elaboraci6n'de los conceptos matematicos.

f

"La tendencia cada vez mayor aunque todav(a inci-
piente a escribir los textos de ensenanzacon informa-
ci6n hist6rica adicional e incluso siguiendo la evolu~i6n
de las ideases un reflejo del axito que puede conseguir-
se en el mejoramiento de la docencia recurriendo a la
historia. Como todo el mundo 10reconoce, la historia
facilita el entendimiento de las teor(as y conceptos,
permite una mejor ubicaci6n de los problemas, nos
ofrece ideales a seguir, etc.; pero 10 que nos interesa
resaltar aqui es un aspecto un tanto descuidado e inex-
plorado y particularmente uti! en el case de las Mate-

O b je t iv o s g e n e ra le s

maticas; la historia nos ofrece metodos y argumentos'
satisfactorios que piJeden retomarse y emplearse de
acue!"docon el nivel de profundidad que se requiera,
maxlme cuando se aplican a resultados ya universal-
mente aceptados" (*) T o rnado del art(culo "La histo-
ria al servicio de la P e d a g o g (a " de Jesus Hernando
Perez, publicado en la Revista "Matematica, Ensenanza
Universitaria". No. 18.

A partir de la experiencia que los alumnos ya tienen
con el manejo del sistema de numeraci6n en basediez,
podran identificar y manejarsin dificultad sistemas de
numeraci6n en cualquier otralbase. Es importante que
el alumno reconozca que hay muchas manerasde repre-
sentar un mismo numero, dependiendo del sistema de
numeraci6n ~ue se este utilizando y que los s(mbolos
utilizados en cada sis~emason puramente convencio-
nales. r '

Describir algunos aspectosdel desarrollo hist6rico de la
numeraci6n escrita.



Co nsultar algunas lecturas que esten relacionadas con
este tema.

Se organizaran con anterioridad algunos grupos para que
cada uno consulte algunos aspectos relacionados con la
numeraci6n de alguna~ culturas. A cada grupo se Ie
asignara una cultura, para que en un tiempo determi-
nado haga una exposici6n a sus compafieros. Cuando
todos 105 grupos hayan expuesto, se puede hacer una
mesa red'onda para que .entre todos elabqren un resu-
men destacando las principales caracteristicas de la nu-

meraci6n de cada cultura, como tambien que las com- "
paren, destacando ventajas y desventajas de cada una.

AI final de esta unidad anexamos la lectura! ;'Recorri-
do hist6rico de la numeraci6n escrita", como un recur-
so mas de consulta para el profesor. Es conveniente
adecuar esta lectura para 105 alum nos.

AI producto de factores iguales se Ie llama p o te n c ia . Un
producto de varios factores iguales se puede expresar
de forma larga como el prodllcto in9jcado: 4 x 4 x 4 0
se puede expresar de forma corta: 4 , a esta expresi6n
se Ie llama potencia indicada.

43, 4 es la base 0 factor que se repite.
3 es el "exponente" e indica el nu-
mere de veces que se repite la base.

Se pueden hacer algunos ejercicios de repaso como 105
siguientes:

"1000 = 103

16 =
8 =

625 =
14 4 =

Oar unas potencias indicadas parOlhallar el resulta-
do, como:

10 X 10 = 100
3 X 3 X 3 x._3 = 81
5 X 5 X 5 = 125

Oar un numeral para descomponerlo en dos facto-
res, uno de 105 cuales sea el resultado de una po-
tencia indicada, como:

I

Oar el resultado de efectuar algunas potencias indi-
cadas, para hallar dichas potencias, como:

400 = 4 X 100 = 4 X 102

96 = 3 X 32 = 3 X 25

5 0 = 5 X 10 = 5 X 10'
48 = 3 X 16 = 3 X 24

(



('
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ELsistema de numeraci6n decimal tiene como base
el diez.

Las cifras oosicas que se utilizan para formar cualquier
numeral son: 'I

0, 1,2. 3,4,?' 6, 7, 8y 9.

Para formar las unidades de las dif$rentes 6rdenes utili-
za agrupaciones y reagrupaciones de diez en diez, aSI se
da origen alas decenas 0 unidades de segundo orden, a
las centenas, 0 unidades de tercer orden, etc.

En un numeral cada cifra tiene un valor de posicion, es
por esto que la cifra de las decenas se escribe a la iz-
quierda de la cifra de las unidades simples, las centenas
a la 'lzquierda de las decemas y aSI sucesivamente de tal
manera que Ie asigna un valor 10 veces mayor a una ci-
fra colocada inmediatamente a la derecha de otra.

Los slmbolos utilizados en el sistema de numeraci6n
romano son:

I 1

V 5

X 10

L 50

C , 100

0 , 500

M 1000

t

Los signos fundarnentales solo se pueden repetir
tres veces, sumando sus valores.

Utiliza la adici6n y la sustracci6npara for mar los
numerales. As, 105 signos colocados a la derecha de
un valor superior Ie agregan su valor y 105 coloca-
dos a la izquierda Ie restan el valor.

No tienen simbolo para el cero.

Recordaran como 81 contar cuando se ~ienen diez uni-
dades se forma una unidad de orden superior que es la
decenl~, en este,caso se escribe 1 decena 0 unidades:
10 ya que no 'han quedado unidades sueltas al formar
grupos de 10 de tal manera que no.-Se necesitan mas
numerales pues se siguen utilizando 105 que se conocen.
Asi pueden eseribir cualquier numeral hasta 99 y cuan-
do se tienen diez decenas se forma la een te n a y s'e re-
presenta 'por 100: 0 unidades, 0 decenas. y 1 cen-

tena.

Cuando se tienen 10 centenas se tiene una unidad de

milo millar: 1000.

Asi recordaran que para tener una lInidad de orden su-
perior se necesitan 10 unidad~es del orden anterior.

(

Individualmente 0 en grup,? se haran ejercicios como~

2498 = 2 x 1rj + 4 x 1c i + 9 x 10 + 8 x 1

Pue d e n hacer algunos ejercicios de repaso para escribir
.algunos numerales en el sistema de numeraci6n roma-
. no. Entre todos pueden deducir las,principales caracte-

risticas de este sistema y luego compararlo con el siste-
ma de numeraci6n decimal y sacar algunas ventajas y
desventajas de cada uno.

La base de un sistema de numeraci6n es un numer6 na-
tural diferente de cero y de uno.

Los numeros naturales se pueden escribir en un sistema
de cualquier base, utilizando tantas cifras como 10 indi-
ca la base. Un numero de unidades de cualquier orden-
forman una unidad de orden inmediatam~te superior
(este numero de unidades 10 indica el numero de la
ba~).

Las reglas de numeraci61l escrita en cualquier base son
las siguientes:

L!n numero natural se escribe en la base elegida
con la ayuda de las cifras d~1 sistema de numera-
ci6n correspondiente, colocadas unas al lado de las
otras. Cada orden de unidades es representado por
una cifra, la Cifra cero indica la ausencia de unida-
des del orden que representa.



La primera cifra escrita a la derecha representa las
unidades de primer orden.

T o da cifra colocada a la izquierda de otra repre-
senta unidades del orden inmediatamente superior.

Es muy importante que los alum nos puedan comprobar
10 que han hecho manipulando objetos al escribir un
numero en cualquier base, haciendo la descomposici6n
polinomial.

Ejemplo: 123 .
CinCO

I

= 1 X 52 + 2 X 5 1 + 3 x 1

ya que hay 3 unidades sueltas, 2 grupo s
d e a cinco y, 1 grupo de 25 (5 2) 0 sean
cinco grupitos de a cinco.

123 . = 1 x 25 + 2 x 5 + 3
cinco

Individualmente trabajaran utilizando un numero de
material como: granos de ma(z, fr(joles, bolitas dibuja-
das, etc. Inicialmente contaran la cantidad de granos
que tienen en base'diez y escribiran el numeral corres-
pondiente.

Luego siguiendo el mismo procedimiento para con tar
en base diez (agrupaciones y reagrupaciones de diez
en diez) hallarcln el numeral correspondiente al nume-
ro de elementos en otras bases (base cinco, base dos,
base doce) , haciendo agrupaciones y reagrupaciones
segun 10 indique la base.

Un alumno tiene los siguientes granos de
malz: .

• • • • • • • • • •• • .' •• • • • •• • • •• • • •• • •• • • • •• ••

Observara que en base diez tiene 38 granos de malz
porque hay 3 decenas 0 unidades de segundo orden
y 8 unidades de primer orden. .

• • •• •. '• •

~... ~ ~ if!: ~
\6J'B\0~~

\ w@ • •
•

. Como se esta trabajando en base cinco, cada vez que se
tengan cinco grupitosse volvera a reagrupar, en este ca-
so pueden senalarlo con otro color, aSI:

~

. @ J -
• ••

." .
•

Hay tres unidadessimples (0 unidades de primer orden).
dos grupos de a cinco (dos unidades de segundo orden)
yun grupo que tiene cinco grupos de a cinco (0 una
unidad de tercer orden). Para escribir e', numeral se ha-
ce 10 mismo que en base diez, 0 sea la.primera cifra de
la derecha representa las unidades simples (en este
case 3) ,a la izquierda de esta, las unidades de segundo
orden (2) ya la izquierda de esta las unidades de tercer
orden (1). EI numeral es en 123 en base cinco que se
puede simbolizar: 123cinco para diferenciarlo de las
representaciones hechas en otras bases se escribe la
palabra cinco a la derecha en la parte inferior. Se lee
uno, dos, tres en-base cinco .

T re s unidades de segundo orden y dos unidades de pri-
mer orden: 32d oce.En esta base se suele lIamar d o c e -

n a alas unidades de segundo orden y g r u e sa alas unida-
des de tercer orden (doce docenas)~ "
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a unidades de primer orden, 1 unidad desegundoorden
y nueve unidades de tercer orden. SesigueFlreagrupan-
do las unidades de tercer orden para obtener las de

cuarto o~den y a su vez astasse reagrupan para obtener
lasde qUinto orden y as( sucesivamente.

Unidadesde primer orden: a
Unidadesde segundoorden: 1 ,
Unidadesde tercer orden: 1 EI numero es: 10011'0 dos
Unidadesde cuarto orden: a
Unidadesde quinto orden: a
Unidadesde sexto orden: 1

I

Se sugiere el trabajo con sistemas de numeraci6n de
otras bases:aquellas que el profesor considere masuti-
les para que los alumnos enfrenten con axito los avan-
cesde la tecnologia.

L E C T U R A (R e c o r r id o H is t6 r ic o d e la -N u m e ra c i6 n E s c r i t l l
)

-.

IN T R O D U C C IO N .. '

Los documentos q
numeraci6n permiten suponer que el hombre empez6 a nes 10 condujeran a la c o r re s p o n d e n c ia ,t6 rm in o a t6 r - •

pensar en tarminos de relaciones numaricas antes del m in o l
. I

nacimiento de las grandes civilizaciones antiguas. Aun-
que el origen del hombre sea todavia enigmatico'se A partir de simples observaciones,el hombre primitive
puede afirmar que para el hombre primitivo (hombre desarrolla gradualmente la idea de comparaci6n y aso- I
de Neandertal 40000 a J.e.) el concepto de numero no cia un signo a qada objeto observado;por ejemplo, al
era completamente extrafio.

~

Antes de laexistencia de un lenguajecapazde posibili-
tar la comunicaci6n verbal, el hombre primitive pod fa
observar en la naturaleza fen6menos cuantitativos: un
arbol y un bosque, un lobo y una manadade lobos, que
10' condujer.on a'distinguir muy pronto entre la unidad
y la pluralidad.

Par ejemplo abrir 0 cerrar un dedo por cada objeto
que vea; 0 hacer una ranura en una rama, 0 un nu-
do en una cuerda por cada animal que pase, 0 he-
char una piedrita en una bolsa' 0 recipiente por ca-
da coss que quiera cambiar u obsequiar.



utiliza como sistema de signos los trpzos 0 incisiones
marcadas en la madera 0 en un hueso.·

Boyer menciona el descubrimiento, en Checoeslova-
quia, de un hueso, perteneciente a un lobq.joven, en
el cual aparece una serie de 55 incisiones dispuestas en
grupos de a cinco (30000 a J.C.).

Lanumeraci6n'surge, con la aparici6n del lenguaje, en
el momento de efectuar la Ejnumeraci6n de un conjunto
de objetos observados.

La numeraci6n interviene, en particular cuando el
hombre primitivo se vuelve comerciante.

Sin embargo, el hecho de reemplazar los objetos por palabras de un lenguaje, no significa que
exista el concepto de' numero en el pensamiento de quien enumera.

Fue despues de una larga evoluci6n cuando el hombre
se hizo maestro de dos metodos.

EI apareamiElnto (0 correspondencia biunivoca)
que 10 lIeva a la noci6n de cardinal.

EI inventariado 0 conteo Que 10 lIeva a la noci6n
de ordinal.

Una etapa muy importante fue superada cuando el
homtfre tuvo la idea de agrupar las muescas 0 incisiones
en subgrupos de 5, 106 20.

Esto po siblemente a causa de los dedos' .

Estos procedimientos exigen para cada numero:

Una palabra para designarlo.

Un signo para escribirlo.

Fue. sin duda, para evitaruria enorme profusion de sig-
nos para 10 que se tuvo la idea de dar un nombre a un
"paquete" de unidades, )10 en la mayoria de los casas,
o 20 para los Mayas, los Celtas y los Galos.

Con el fin de presel')tar una visi6n de conjunto sabre la
evoluci6n de lanumeraci6n escrita se procede a unra-
pido recorrido por los principa.les focos de civilizaci6n.

Ella nace probablemente de un gran numero de comu-
nidades urbanas que se unieron en dos reinos, el alto
Egipto y el bajo Egipto. EI primer Rey que uni6 los dos
reinos fue Menes. )

De Menes hasta Alejandro el Grande se sucedieron di-
ferentes imperios. Este periodo empieza hac;:iael 3100
a. J.C. y se termina con la conquista de Alejandria ha-
cia el 332 a. J.C.

La princibal fueni6 de conocimiento que se tie'ne es un
rollo de papel: el papiro de Rhind comprado en Luksar
en 1858 por un joven abogado' escoces: A. Henry
Rhind.

f
Este manuscrito habia sido escrito por un escriba lIa-
mado Ahmes hacia el ano 1660 a~J.C. Pero el original
es un docu mento mas antiguo (2000 - 1800): E1tItu-
lo parcial del papiro es: "direcciones para obtener un
conodmiento de todas las casas, inh13rentes a todo 10
que existe ... ". .

"l.T . EI num e ro 5 tie ne m ~cha importancia en 105 sis-
temas primitivos de numeraci6n; todos ell as son
de base quinaria a derivadas de estas; la' decimal a
la vigesimal. •• En casi todos 105 idiomas primitivos
el nombre del 5 equivale a mana. (Vera: Historia
Ideas Matematicas).

Es un sistema de base diez no posicional. Cada signo se
repite tantas voces como se requiera; es un sistema de
yuxtaposici6n.

Los simbolos utilizados en este sistema aparecen en' el
cuadro siguiente:

1 ( 10 100 1000

- I n I f
rolla flor de

trazo arco manuscrito Iota

10000 100000 1000000

f l> ~
~

dedo
renacuajo hombre

indicando asombrado

Asi los numeros 1977 y 325 04 01 se e scriben bajo las
formas siguientes:
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325 04 01= I"ry c ;f/t1 f1 flf l< 3 & j. J . ~
S610seutilizaron tr\:!Ssfmbolos

Estas escrituras parecen pesadasporque necesitan un
gran numero de signos; esta observaci6n carecede fun-
damento porql.!een:

Sistema de los sacerdotes, que uhtiza los sr~boloscur-
sivos y que en el siglo VIII a. J.C. conducira al sistema

dem6tico' 0 sistema del pueblo y de la forma abre-
viada.
Los s(mbolos utiHzados en este sistema aparecen en el
cuadro siguiente:

1 2 3 4 5 6
.-

) (j W / Gj .- .
•••

Ella -comprende un conjunto de pueblos que vivieron
en Mesopotamia4 en un pen'odo que comienza hacia
5000 a.J.C. para terminar al iniciarse el Cristianismo.

La ciudad de Babilonia fue un centro cultural fertil en-
tre el 2000 y e l 5 5 0a. J.C.

,
A pesar de su caida en manos del Conquistador Persa
Ciro en 538 a. J.C. la evoluci6n de las Matematicas
babil6nicas continua durante el perfodo-liamado Se-
leucida' .

EI conocimiento actual proviene de los hallazgos ar-
queol6gicos' y de las tablillas de arcilla encontradas en
Mesopotamia' .

Las primeras formas de escritura' aparecen hasta el
tercer mi1enioa. J.~.:

- EI s(mbolo ¥representa la unidac;ly puede repetir-
se hasta nueve vecespara representarel numero 9.

combinandolo con la unidad. para representar'los
numeros de once a cincuenta y nueve8 •

A partir de 60 se utilizan las mismas combinaciones
de los dos signos pero el principio de posici6n entra en
jueg09.

y Y Y mientras queyy'
3721 = (1 x 3600) ~ (2 x 60) + 1-::: Y .o#I/IIIII/(~

Los textos babil6nicos antiguos (hacia 1700 a.J.C.) no
revelan la presencia de un s(mbolo especffico para ef
cero. Sin embargo, los babil6nicos utilizaban un espa-
cio en blanco.

Esas( que, sin texto,¥ ~ designa706 36106 42006 ...

,\ {11
~ Y d e signa 11 x 60

11 X 602

[(10 x 60) +
[(10 X 60)2 +

N .T . Ex iste tambien un papiro dem6tico del perfodo ro-
- mana y unas tablas bizal"ltinas y otras capias que

no tienen nada que no este inclu(do en el papiro de
Rhind. (Vera: historia ideas Matematicas).

4 -N.T . Re gio n que se e x tie nd e e ntre lo s rio s T igre s y
Eufrates. 'b. mas t1anamente, 10 que es hay la Re-
publica de Irak.

J

N.T . La mayor parte de estas tablillas datan de un par de
siglos alrededor de 1700 a. J.C. ; las demas parte-
necen alas tres ultimos siglos arterior:es a nuestra
era. No se ha encontrado ninguna raz6n satisfac-
toria que explique tal discontinuidadentre las del

pri~er grupo y las del segundo. (Asger Aaboe: Mat.
, Ep. Hist.).

N.T . Esta escritura es lIamada Cuneiforme porque los
signos estan compuestos par trazos simples seme·
jantes a cunas...

Los numeros babil6nicos se expresan par media
de dos signos b6sicos: la cuiia vertical para la uni-
dad, y la cuiia angular para la decena. (Asger Aaboe:
Mat. Ep. Hist).

N.T . EI1 0 se utiliza Como base para escribir los numeros
enteros inferiores a 60.

N.T . S i un d igito se d e splaza un espacio hacia la izquier·
da _suvalor queda multiplicado par 60.



Des6ues de una larga epoca de civilizaci6n neolltica se
ve sUJgir en el ~Egeo durante la segunda mitad del deci-
mo primer milenio una civilizaci6n que manifiesta du-
rante 2000 anos una marcada continuidad, y alcanza su
apogeo en los siglos XVI y XV a. J.C.

La mas antigua historia de las matematicas griegas fue
escrita por Edudemo en el siglo IV a. J.C. Un corto
extracto de esta obra perdida aparece en el comentario
sobre el libro I de los elementos de Euclides, donde se
dice que el fundador de las Matematicas griegas fue
T hales de MiletolO , quien habia adquirido sus conoci-
mientos en el curso de sus viajes a Egipto.

Los datos hist6ri'cos pertinentes son muy diffciles de
recopilar porque con mucha frecuencia son cClpias de
copias.

5ntre los numerosos sistemas de numeraci6n dos fue-
ron esencialmente utilizados.

En este sistema los signos no son, propiamente
hablando, simbolos numericos ya que provienen,
exceptuando eJ 1, de las Pfimeras letras de palabras
griegas:

1 5 10 100 1000 10.000

I . r ~ H X M
Asr: 7= f f l
50,500,5000 se escriben respectivamente:

~IH]x, ,
<.

1977= X IH H H H H IA 6 6 r l i

SIST EM A JONICO

Este sistema utilizado desde el siglo V a.J.C. Se cod"ifica
con la ayuda de las letras del alfabeto.

EI pensamiento matematico griego permanece dor-
mido hasta el siglo VI a. J.e.en que, deca(da la re-
Iigion, y con ella los restos de la casta sacerdotal
egipcia que acaparaba los conocimientos cientrfi-
cos, aparece el primer hombre que pUede lIevar dig-
namente el calificativo de pensador: T hales de Mi-
leto, el cual senala el limite inferior de la Matema- .
tica griega prealejandrina. EI I(mite superior esta
determinado por el momento en que, muerto
Alej,mdro Magno, se desmembra el imperio que \
habra fundado y los Ptolomeos hacen de Alejan-
dr(a la capital cientffica del nuevo mundo griego.
(Vera: Historia Ideas Matematicas).

Las unidades simples
Las decenas
Las centenas

0.- S = 2 Y 3 6 4

E> 5__ S; 5 S = 7 n = 8

e 9
"-

= 10 K = 20 A = 30

11 =40 \J = 50
~

= 50 0 =70
\

IT =80 = 90 P = 100 0 =200

G =300 1) =400 ¢ =500 X =50C

= 700 W = 800 ~ = 90C

Cpmo el alfabeto griego tien'e solamente 24 le tras se Ie
agregan los tres signos siguientes:

I

I C; (vaul, .1 y (kop~a), I FJ (sampi)

Para lasunidades de mil se toman las letras de las uni-
dades simples correllpondientes acompafiadas de una
coma a la izquierda.

Las miriadas 0 decenas de mil se notan escribiendo en-
cima de la letra M el numero de miriadas.

18000 = r91/ n

Se considera a Pitagoras de Samos (primera mitad del
~ sigl9 VI a. J.C.) como el padre de las matematicas

griegas. Sin embargo, el persiste como una figura oscu-
ra, muy controvertida y mrstica.

La filosoffa pitag6rica reposa sobre la afirmaci6n tacita
de que el numero entero es la causa de las cualidades/
diversas de los elementos del universo. .

"T o d o e s num e ro ". Tal era la divisa de la escueJa pita-
g6rica. I

-
Los antiguos griegos distinguian el estudio de las reJa-
ciones abstractas que ligan a los numeros y el calculo
practico con los numeros.

La primera actividad era conocida bajo el nombre
de "aritmetica" (hoy teoria de numeros).

La segunda recib(a el nombre de "Iogistica" (nues-
tra aritmetica). \



Entre o tro s, en ellibro IX de loselementos de Euclides,
se encuentran consideraciones sobre los numeros pares
e impares (Nic6maco de Geraza)11 .

Los numeros figurados representaban un lazo de union
entre fa aritmetica y la geometria.

(n + 1)

2

numeros triangulares y sus configuraciones

Los pueblos latinos no son citados como ejemplo de la
bella ciencia, pero parece necesario recordar sus con-
cepciones para comprender mejor su evoluci6n al con-
taetocon los Arabes.

Este sistema no se presta para el calculo; se compren-
de que se haya tenido que recurrir a medios auxiliares
para el calculo: los abacos y las tablas numericas.

500 1 0 0 d 10.000 1.000.000

D M oT
- rr·X

En el sistema de numeraci6n romana lascorresponden-
cias se efeetuan de la siguiente manera:

11111
VV
XXXXX

LL
CCCCC

se remplaza

se remplaza

se remplaza

se remplaza

se remplaza

-etc. -

por V

por X

por L

por C

por 0

1977 se puede escribir MDCCCCLXXVII 0
MCM LXXVII. Luego se tienen varias escrituras po-
sibles de un mismo numero.

M 0 C L X V I

I I 1111 I I III

I I II I I I

_"_1 0 " 0
o CC xx III

Las civilizi'lciones de la China y de la India son proba-
blemente tan antiguas como la Persa y la Egipcia pero
las cr6nicas que nos las hacen conocer son mas que
dudosas.

Parece que los primeros documentos hist6ricos datan
del Ilia. J. C.

Latradici6n hace remontar a los anos 285 2 y 2738
a. J.C., los primeros emperadores (entre ellos Fou-Hi).

II N.T. Comentarista de fines de siglo I0 comienzos del
II.

. Una de las obrQs mas antiguas que se puedan consultar
en el I King, documento que contiene algunas huellas
de elementos matemat;cos; se encuentra alii el famoso
Pa Kua formado de ocho trigramas (como las 8 direc-
ciones celestes).

Estos trigramas estan formados a partir de 2 fo rmas
primarias:

Yang - hsio

Ying - hsio

Algunos interpretan el Pa Kua como un ejemplo de
numeraci6n binaria.

EI La-Shu es el cuadrado magico mas antiguo conocido
(citado en ell King).



·S iste ma de numeraci6n. Se esta en presencia de dos sis-
temas, uno de los cuales es el descrito en las tablas si-
guientes:

1 2 3 4 5

I II III IIII 11111

6 7 8 9

T 1T ill m r
10 20 30 40 50

-- -- ---- -- -- -- --
60 70 80 90

-L -L --L ~

Es un siste ma posicional V utiliza dieciocho signos que
sirven para designar: las unidades (9 signos) vias dece-
nas (9 signos).

Cada numero es considerado como formado alternati-
vamente de unidades y de decenas.

As( a .1977 se Ie hace corresponder la sucesi6n 7, 70,
9, 10, de donde la escritu ra:

1977 = _T T T r -.LIf
L o m ism oHim -L If designa la sucesi6n
(7, 70, 8, 30, 4) del numero cuva escritura decimal es
43877.

EI cero aparece muv tarde V los calculos se hacen esen-
cialmente con la avuda de abacos.

Se observan ademas, insuficiencias para designar las po~
tencias sucesivas de diez.

Hacia el tercer milenio a. J. C., los arios invaden la In-
dia V gradual mente una Iiteratura sabia se desarrolla en
lengua sanscrita: los textos del hinduismo.

Las dos notaciones principales utilizadas (bajo el reino
del r e v Asoka) son la Karoshti V la Brahmi, sistemas de
numeraci6n repetitivos que inclu(an nuevos s(mbolos
para lcis numeros 4, 10, 20, 100; sin embargo, si la
Brahmi contiene los germenes de un d~rrollo ulterior,
se ignora cuando V c6mo se efectu6 la reducci6n a 9
slmbolos; pero no se puede afirmar que la aparici6n de
un s(mbolo para el cero (876 despues de J.C.! este Iiga-
da a la reducci6n a 9 s(mbolos.

EI sistema de numeraci6n utiliza dos s(mbolos princi-
pales: V _ que designan respectivamente 1 V 5 .

Su sistema no era, propiamente hablando, un sistema
de numeraci6n de base 20.

Basados posiblemente en el numero de d(as del ano re-
partidos en 20 m e se s d e 18 d (as, las primeras agru-
paciones se efectuaban por veinte, las segundas por
grupos de d ieciocho (18 x 20 = 360).

Pero esta escritura era ambigua porque se podn'a inter-
pretar como:

Esta ambigQedad desapareci6 desde que introdujeron
un signo para el cero 0 0 mas exactamente un sig-
no para indicar la ausencia de agrupamientos de un
cierto orden.

,...--

Los arabes hab(an establecido un vasto imperio que se
extend(a desde el Indo hasta la penInsula Iberica V que
sirvi6 de union entre el pensamiento griego e hindu de
una parte, V la Europa medioevaI de otra parte.

Elias supieron enriquecer algunas de las herencias re-
cibidas.

Se senalan entre sus matem,hicos a AI-Khuwarizmi
(cuvo nombre dar(a "algoritmo"). Este presenta diver-
5aS reglas para el calculo numerico, modeladas sobre 105

42
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algoritmos hindues (esto no sera mas que la traducci6n '
en arabe de los trabajos de Brahmagupta (I ndia) ).

"Cere" vendria del arabe "cifr" que significa "va do " ,
que serra despues "zifero" en italiano V final mente
"cero".12 :

12 N .T .De "cifr" viene tambien "cifr~". y del nombre de

AH<huwarizmi: la palabra guarismo.



Las invasiones barbaras que devastaron Europa Occi-
dental a partir del siglo IV destruyeron casi todos 10$
focos de cultura.

Fue gracias a los arabes como los europeos volvieron a
entrar en contaeto con el pensamiento cient(fico. (Se
debe sefialar la existencia de un calculo digital en La
Edad Media).

Serra un monje de Auvergnat (Gerberto de Aurillac),
instru (do en las cifras Mabes cuando viaj6 a Cordoue
(980), y que mas tarde fue el Papa Silvestre II, quien
di6 una gran resonancia a estas ideas.

Los trabajos de Fibonacci" (Iibro del abaco en 1202)
ocuparon un lugar muy importante.

La forma de las cifras lIamadas arabigas no fue fijada
sino despues de la invenci6n .de la imprenta (1440).

Fue mas tarde cuandoel calculo con las escrituras de
los numeros vi no a remplazar el calculo con las bolitas
o piedritas ("calculi"). .

N O T A : Las letras para representar los numeros fue-
ron utilizadas por primera vez por Francisco
Viete (1540 - 1603).

A continuaci6n se presenta un arbol ge-
neal6gico de nuestro sistema de numera-
ci6n. .

T EU L E - S EN S ACQ, Pierre. " T o u r d 'h o r iz o n h is to r i-

q u e s u r Ia n u m e ra t io n e c r i te " .1 R EM de Bordeaux·.
Compte Rendu et analyse des travaux sur la nu-
meration. Bordeaux 10 11 fevrier, 17 - 18
Mars 1977.

T raducci6n: Cecilia Casasbuenas S. Grupo Ma-
tematicas M.E.N.

Revisi6n: Dr. Carlos Eduardo Vasco U.

Febrero 1981.
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1-( CL-~-~-f6-7 -K-J---Ol II ( ~ r~~v 1 \ C? - I
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APICES S iglo XI

I J 23 ~ Y ~ ~ g 9 0 I I !2 "34 56 7 «39 0 I
EUROPEO Siglo xv .ALBERTO DURERO Siglo XVI

11 234 5 6 7 8 90 ~

II N.T . L e o nardo de Pisa 0 Leonardo Pisano,apodado Fi-
bonacci inici6 su obra el despertar matematico en
el mundo occidental (siglo XIII). Naci6 en 1170
y muri6 en 124 0.
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Aritmetica Pitag6rica



U n id a d II

E L S IS T E M A

D E L O S N U M E R O S N A T U R A L E S

In t ro d u c c i6 n

En la Educaci6n Basica Primaria se estudi6 el sistema
de los numeros naturales con sus operaciones y las re-
laciones de orden aditivo y multiplicativo. No sa lIeg6
a un nivel de formalizaci6n sino que partiendo de situa-
ciones concretas y significativas para el educando sa
obtuvieron las conclusiones aplicables al referencial con
el cual se trabaj6.

Aqui se trata de ampliar elconcepto de numero y el
de operaci6n, y lIegar a un cierto nivel de formalizaci6n
en cuanto alas propiedades de las operaclones. Median-
te la comparaci6n de las propiedades de las operaciones
binarias se espera, por ejemplo, que el estudiante lIegue
al concepto de operaci6n conmutativa y que sea capaz
de distinguir aquellas que tienen esta propiedad de las
que no la tienen. En cuanto a la propiedad asaciaitiva,
de las expresiones que resultan de la practica sa pasa
a aquellas que corresponden a su formalizaci6n, toman-
do como referencial los numeros naturales.

Se espera que el concepto de m6dulo de una opera-
ci6n surja despues del estudio de la propiedad modu-
lativa en las operaciones propuestas. Alas propieda-
des estudiadas sa les denomina por su nombre.

O b je t iv o s g e n e ra le s

\ . .

aspecto meeanico, es decir, en las tecnicas operatorias
como en la ·reflexi6n y justificaci6n de esas tecnicas.
Un buen ejemplo de esto ultimo es el estudio de la
propiedad distributiva de la multiplicaci6n con res-
pecto a la adici6n.

Se ampl ia el estudio de la potenciaci6n y de sus ope-
raciones inversas, se efectuan algunas operaciones en-'
tre potencias y se desarrollan procedimientos para veri-
ficar si un numero tiene ralz exacta. Tambien sa resal-
ta la importancia de fomentar la habilidad para estimar
tanto la ralz cuadrada y cubica de algunos numeros,
como los logaritm6s de numeros que no son potencias
de 10.

Para cada operaci6n se siguen varios caminos basados
en las propiedades de la operacion de tal manera que
la organizaci6n de los datos, el orden de los pasos a
seguir y la estimaci6n del resultado precedan a la apli-
caci6n automatica de las tecnicas operatorias.

Se analizan 1as relaciones de orden multiplicativo, se
aplican algunos criterios de divisibilidad para hallar los
factores primos de un numero y final mente se ve c6mo
hallar el maximo comun divisor y el mInima comun
multiplo de dos numeros.

Recopilar las operaciones binarias que aparecen en
el sistema de los numeros naturales.

Aplicar los algoritmos de algunas operaciones entre
numeros naturales.

Reconocer propiedades comunes a algunas opera-
ciones entre numeros naturales y aplicarlas en el
calculo numerico oral yescrito.

Reconocer que la divisi6n y la sustracci6n no cum-
plen algunas propiedades de la multiplicaci6n y la
adici6n.

Formular y resQlver' problemas que requieran el
usa de los numeros naturales.

Avanzar en el estudio de la potenciaci6n yen el de
sus dos operaciones inversas. .

Reconocer algunas propiedades de la potenciaci6n
de la radicaci6n y de la logaritmaci6n yaplicarlas
en el calculo numerico.



Hallar un procedimiento para '/erificar si un nu-
mero tiene 0 no raiz exacta y si la tiene obte-
nerla.

Estimar, con 0 sin ayuda de la calcutadora, la raiz
cuadrada y la raiz cubica de algunos numeros y
los logar,j.tmos de numeros que no son potencias
de 10.

c o n te n id o s

Recopilar las relaciones binarias que aparecen en
el sistema de los numeros naturales y compararlas
con algunas relaciones del lenguaje ordinario.

Diferenciar entre operaci6n binaria y relaci6n
binaria.

Hallar el maximo comun divisor y el m{nimo co-
mun multiplo entre dos numeros naturales.

EI conjunto de los numeros que se estudian en esta
unidad es el de los numeros naturales que denotare-
mos por LV

Este es el conjunto de los numeros que nos sirven para
contar y para decir cuantos elementos hay en un con-
junto; a veces no hay sino uno, y a veces no hay nin-
guno.

I

. Hasta el siglo XVI sa dudaba de si los numeros natura-
les empezaban por el uno 0 por el dos, pues para tener-
una colecci6n pareda necesario tener por 10 menos dos
elementos, as{ se pensaba que el uno no era numero, y
hasta se lIeg6 a decir que no era ni par ni impar (as{
como nosotros todavia decimos que no es ni primo ni
compuesto). Pero si se acepta que hay conjuntos uni-
tarios y vados, hay que poner el uno y el cero entre
los numeros naturales.

En el conjunto de los numeros naturales se estudian las
siguientes operaciones: la adici6n, la sustracci6n, la
multiplicaci6n, la divisi6n, la potenciaci6n y las dos
operaciones inversas de esta ultima.

La adici6n de dos numeros naturales es una operaci6n
que se realiza entre dos numeros naturales y da como
resultado un numero natural. Por s~r una operaci6n
que se efectua entre dos objetos, (en este casa los obje-
tos son los numeros naturales) sa dice que es una opera-
ci6n binaria. '

Para indicar que se va a realizar esta operaci6n se uti-
Iiza el signo + .

L o s objetQs (numeros naturales, en este casa) entre los
cuales se va a efectuar la adici6n se suelen lIamar su-
mandos y el resultado de haber efectuado la operaci6n
se suele lIamar "suma"~



La sustracci6n entre numeros naturales tambiE~n es una
operaci6n binaria ya que se realiza entre dos 6bjetos,
produciendo otro objeto, .

Se acostumbra lIamar "minuendo" y "sustraendo" a
los objetos entre los cuales se efeetua la sustracci6n y
al resultado "diferencia",

EI resultado de la sustracci6n entre dos numeros natu-
rales no siempre esta en el conjunto de los numeros
naturales. Cuando el minuendo es mayor 0 igual que
el sustraendo el resultado es un numero natural y cuan-
do el minuendo es menor que el sustraendo el resultado
no esta en el conjunto de los numeros naturales. Poste-
riormente se vera cual es el resultadoen este caso, y
en que conjunto esta.

EI algoritmo de la adici6n de numeros naturales es un
conjunto de /nstrucciones '0 de reglas que perm/ten
desarrollar ordenadamente la operaci6n.

La adici6n es una operaci6n que cumple ciertas prop ie-
dades que son muy utiles en el calculo numerico. Algu-
nas de estas propiedades son:

C onm u ta t iv a : el orden en que se tomen los numeros
para adicionarlos no altera el resultado.

A so c ia t iv a : cuando se tienen tres 0 mas sumalidos, se
pueden asociar de diferentes maneras para adicionarlos
y siempre se obtendra el mismo resultado.

M od u la t iv a : esta propiedad hace referencia a la ex is-
tencia de un elemento dentro del conjunto de los nu- '
meros naturales, que al ser adicionado con cualquier
otro numero natural da como resultado el otro nume-
ro, Este elemento es el cero, pues cualquier numero na-
tural adicionado con cero da como resultado el otro
numero natural.

Cere es pues el m6dulo de la adici6n de numeros na-
turales, se dice tambien que cero es el elemento iden-
tieD de la adici6n de numeros naturales 0 que es el
elemento neutro.

Es indispensable que la modulativa se cumpla a derecha
y, a izquierda, esto es cuando el m6dulo esta a la dere-

cha 0 a la izquierda respeetivamente. Aunque esto pue-
de resultar insignificante, posteriormente se analizaran
situaciones en donde se ve SU importancia.

Algunos autores no consideran el cero como numero
natural, en este caso la adici6n no cumple la propiedad
modulativa puesto que el m6dulo no esta en el con-
junto en el cual se define esta operaci6n.

La sustraeci6n no cumple las propiedades de la adici6n
que se han estudiado. Veamos:

C onm u ta t iv a : una operaci6n es conmutativa si el resul-
tado no se altera cuando se cambia el orden de los da-
tos. Esto no ocurre con la sustraeci6n, pues al cambiar
81 orden de los datos el resultado no es el mismo.

A so c ia t iv a : cuando se realiza una operaci6n binaria
con mas de dos datos se lIega al mismo resultado aun-
que los datos se asocien de maneras diferentes, se dice
que la operaci6n es asociativa. Veamoslo a traves de
un ejemplo:

12- 6-5

(12-6) -5 = 6-5

12 - (6 - 5) = 12 - 1 = 11

(12 - 6) - 5 =I: 12 - (6 - 5)

M od u la t iv a : la sustraeci6n solo tiene m6dulo a derecha.
Cuando el sustraendo es el cero se eumple la propiedad
modulativa: 3 - 0 = 3. Cuando el minuendo es el ce-
ro, la sustracci6n no se puede haeer: a - 3 = ? por
tanto no tiene m6dulo a izquierda. Como para ser mo-
dulativa es neeesario que tenga m6dulo a dereeha y a
izquierda y en este case solo hay m6dulo a derecha,la
sustracci6n entre numeros naturales no cumple la pro-
piedad modulativa.

En cuarto grade de Basica Primaria los alumnos distin-
guieron el conjunto de los numeros naturales de otros
conjuntos numericos.

0 {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} Losd(gitos

N {O,1 ,2,3; 4, 5, 6,7,8,9, ... } Los naturales

E = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,0} Los d(gitos

c= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, ... } Los de eontar

P = {2,4,5,8, 10, 12, ... }

1= {1,3,5,7,9,11,13, ... }

Los alumnos pueden preguntar por que los numeros na-
turales empiezan con el cero y no con el uno, como en
el conjunto C, que podemos /lamar "Ios numeros de
contar". Cuando una persona quiere contar siempre se-
fiala.los objetos y cuenta "uno, dos, tres, cuatro, ... ".
Nunca empieza "cero, uno, dos, ... ".

Los alumnos tienen raz6n en pensar que los numeros
de contar que comienzan con el uno son "mas natu-



rales" que los que comienzan con el cero. La humani-
dad se pas6 miles de anos contando sin necesidaddel
cero.

Se les puede decir que para contar objetos en fila se
comienza por el primero, luego sigue el segundo, el
tercero, etc: (que son los "numeros ordinales" usua-
les), y en esaactividad de contar parece mejor coman-
zar con el uno. Pero que otra cosa es utilizar los nu-
meros naturales para decir cuantos elementos hay en
un conjunto; a veces no hay sino uno, y a veces no
hay ninguno; por ejemplo, escribimos 10 para decir
que hay una decena y no hay ninguna unidad suelta.
Es pues tambi(m "muy natural" decir "tiene un ele-
mento" 0 "tiene cero elementos", y por eso se com-
pleta el conjunto de los numeros naturales (como car-
dinales de los conjuntos finitos) tomando tambien el
cero.

En la Basica Primaria se estudiaron las cuatro opera-
ciones basicas y se inici6 el estudio de la potenciaci6n
y el de sus dos operaciones iriversas. Con respeeto a
las primeras se propone hater un repaso de los proce-
dimientos simb6licos (algoritmos) y aplicarlos para tra-
bajar en otros sistemasde numeraci6n de basediferente
a la usual, por ejemplo,en base5, 3 y 2.

S e pue d e pro po ne ra los alumnos que formulen el algo-
ritmo que ellos han utilizado para efectuar la adici6n
de numeros naturales en basediez y que al mismo tiem-
po yayan efectuando algunas adiciones de varios su-

0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 10

2 2 3 4 10 11

3 3 4 10 11 12

4 4 10 11 12 13

En cuanto a la sustracci6n se pueden seleccionar
algunos problemas cuya soluci6n requiera de la sus-
tracci6n para que el alumno tenga la oportunidad de
aplicar el algoritmo de esta operaci6n. Se puede tra-
bajar en grupos e ir resolviendo los problemas en orden
de dificwltad.

Es conveniente recordar que la sustracci6n es la opera-
ci6n inversa de la adici6n y hacer ejercicios en donde
seaplique esto.

mandos, cada uno de estos sumandos con varias cifras
(2, 3,4,5, etc.) y aumentando cada vez el grade de
dificultad.

Se pueden resolver problemas que requieran de la adi-
ci6n para que los alumnos tengan la oportunidad de
aplicar el algoritmo de esta operaci6n, tambien sepue-
de aprovechar para hacer ejercicios de estimaci6n del
resultado de una adici6n dando varios sumandos para
que el alumno diga aproximadamente entre que nume-
ros esta sin efectuar la operaci6n. Se puede tomar co-
m b referencia las centenas, 0 las unidades de mil, de-
pendiendo de la adici6n que se quiera efeetuar. Se
espera que den respuestas como "el resultado esta
entre 200 y 300" 0 "esta entre 1500 y 2000", etc.

Se pueden hacer algunos ejercicios de calculo mental
para que el alumno de el r~sultado 0 una aproximaci6n
de al.

Como los alumnos trabajaron con sistemas de nume-
raci6n de otras baseses interesante que realicen adicio-
nes en alguno de ellos. Cuando se presenten'dificul-
tades en "Ia lIeyada" se puede recurrir a la representa-
ci6n de los sumandos mediante lautilizaci6n de ca-
sillas. Estas no aceptan un numero de objetos igual 0

superior a la base.

Si !Ie trabaja en el sistema de base 5 puede construirse
inicialmente la tabla de la adici6n:

. ...
• .

•
• ~ ·O ~

1042 1322

+ .2102 + 4 13

3144 '224 0

Eje m plo s: La suma de dos numeros es 53 y uno de
ellos es35. lCual esel otro numero?

La diferencia de dos numeros es 38 y el
mayor de ellos es 55. lCual es el otro
numero?

Tambian se pueden hacer ejercicios de calculo mental y
de estimaci6n del resultado de una sustracci6n.

La aplicaci6n del algoritmo de la sustracci6n tambian
se puede aplicar en otros sistemasde basediferente a
la usual (diez). Veamos algunos ejemplos en base cinco.



1324 104 2

- 203 - 203
1

• • • •.• •
• ..• . .

. Para la aplicaci6n de las propiedades de la adici6n se
pueden reaLizar ejercicios en donde los alumnos las
apliquen espontaheamente y aprecien c6mo fa apli-
caci6n de estas propiedades facilita el calculo nume-
rico oral y escrito. En cada easo conviene destacar
la propiedad que se apliea.

Es conveniente que los alumnos prueben que han he-
cho' correctamente la adici6ri par~ 10 cual pueden em-
plear las propiedades. Una forma de hacerlo es utili-
zando la propiedad conmutativa, cambiando el orden
de los sumandos.

838

325
38

4 27
48

838

Para probar la adici6n, tambien se pueden asociar /os
sumandos y efectuar sumas parciales para luego adi-
cionarlas.

Ejemplo: 3184} 3399215

7 29J6134 16181
9318

)19580 19580

Cuando una operaci6n es asociativa los parentesis
. pueden omitirse; se entiende' que se va agrupan-

do par lei izqujerda: 132 + . 5 7 + 1B significa
032 + 57) +\ 18 que por la asociativa podrfamos
agrupar: 132 + (5 7 + 18). A veces es mas facil
agrupar de un modo ya veces de otro.

En este case podrfa resultar mas facil sumar mental-
mente: 132 +18 = 150, asf la adiCi6n se transforma en
150 + 5 7 =, 207, cuyo resultado es mas faci I de obte-
ner mental mente.

Hallar la adici6n de los nueve primeros numeros na-
turales empezando por 1. Se puede resolver aplicando
la propiedad conmutativa y la asociativa, asf: '

,1 +2+3+4 +5 +6+7 +8+9

(1 + 8) + (2 + 7) + (3 + 6) + (4 + 5) + 9

9 ~ 9 + 9 + 9 + 9 = 45

37 + 8 + 5 - 8

37 + S + 5 :-..S = 42

Se tacharon los numeros que al sumarlos da cero y
luego se hall6 el resultado.

Las propiedades aplicadas fueron la conmutativa y la
modulativa.

37 + 5 .+ 8 - 8

(37 + 5) + (8 - 8)
i

modulativa

Despues de que los alumnos verifiquen que la adici6n
cumple las propiedades: conmutativa, asociativa y mo-
dulativa, efectuaran algunas sustracciones y verificanin
si esta operaci6n cum pie las tres propiedades mencio-
nadas. Concluiran que no cum pie la conmutativa y la
asociativa, y que la modulativa s610 se cumple cuando
el cero esta de sustraendo.

La multiplicaci6n entre numeros naturales es otro
ejemplo de operaci6n binaria. Esta operaci6n trans-
forma una pareja de numeros naturales en su producto.
As( de la parejel (a . b ) se obtiene, mediante la opera-
ci6n, el elemento a x b que es ef producto 0 resultado.

Un esquema usual, de lectura para elresultado de la
operaci6n, es: "el de y En el case de
a x b , se lee: "el producto de a y b " .



Para efectuar multiplicaciones se aplica el algoritmo
que todos conocemos para multiplicar numeros Aatura-
les y que se basa en la numeraci6n en base diez. Existen
otras formas, relativamente mas sencillas, de efectuar
la operaci6n.

En la lectura "recorrido hist6rico de la numeraci6n
escrita" se ilustra con un ejemplo, el metodo de mul-
tiplicaei6n duplicando, empleado por. los antiguos
egipcios, veinte siglos antes de nuestra era. Para apli·
car este metodo basta conocer la tabla del dos.

Otro metodo, el de multiplicaci6n sin lIevar, era em-
pleado por los arabes del medioevo, quienes proba-
blemente 10 tomaron de los hindues.

Adicionando los numerales de cada diagonal, se obtie-
ne el resultado: 2074956.

"EI anterior metodo, fundamental mente identico 131
usualmente empleado, se 'distinguede este porque
deja las ad iciones para el final y en consecuencia puede
resultar mas c6modo de manejar para algunas perso-
nas" (PEREZ, Hernando, Matem.hica. Ensenanza Uni-
versitaria, No. 18, Marzo de 1981).

La divisi6n de numeros naturales tambien es una opera-
ci6n binaria puesto que se efectua entre dos numeros
lIamados dividendo y divisor. EI objeto que se produ-
ce lDuede ser: '

0tro numero natural lIamado cociente, cuando la
pareja de naturales es ta:l que el dividendo es un
multiplo del divisor.

EI esquema de lectura para el resultado es: "el co-
ciente de ... y ... ".

Los simbolos para la operaci6n son:

_:/_r-__ I

EI resultado se lee: "el cociente de 36 y 9", 6 "36
dividido por 9".

Otra forma de simbolizar el resultado es:

36 ra--
b) Una pareja de numeros natural~s (cociente, resi·

duo) cuando el dividendo no es un multiplo del
divisor. Esta es la lIamada division euclidiana 0

divisi6n con residuo.

E I caso a) se puedeconsiderar como uri caso par·
ticular del b) donde el residuo es cero.

Si el residuo no es cero, ya ho se usan los sfm-
bolos .;-, /, sino los otros dos:

41 La.
51 4

41 L9- '
5 4

41~

3~14

41~
36 4
5"

En la aplicaci6n de cualquier tecnica es conveniente no
hacerlo todas las veces en forma puramente mecanica.

EI algoritmo de la divisi6n es la tecnica para efectuar
dicha operaci6n en nuestro sistema decimal. Sin embar-
go, las tecnicas operatorias much as veces nos ocultan
las propiedades y relaciones <;Ielos numeros que inter-
vienen en la operaci6n que se efeetua.

Es conveniente que el proceso de aplicaci6n se inte-
rrumpa en un paso intermedio para hacer resaltar
las relaciones y propiedades que se han tenido en
cuenta. Algunas de estas relaciones, ya conocidas por
los alumnos, son: " ... es un multiplo de ... " y " ...es
un divisor de ... ".

Una pareja (dividendo,divisor) puede producir varias
parejas (cociente, residuo) tales que: dividendo = (di-
visor x cociente) + re sid ua. "

Ejempla: (345,8)

3 4
5Ko

2 5 40
345 =' (8 x 40) + 25

3 4
5~

2 5 42
345 = (8 x 42) + 9

9

3 4
5Ko

1 0 5 30
345 = (8 x 30) + 105



En la divisi6n euclidiana no es suficiente que la igual-
dad: dividendo = (divisor x cociente) + re sid uo, sea
satisfecha. Es necesario que el residuo sea cero 0 un na-
tural menor que el divisbr.

S U G E R E N C IA S M E lO D O L O G IC A S ..._ - - - - - - - - - - - - - - - - - -
\

E 1 profesor iniciarr la clas6 formulando preguntas que
lIeven a 105 alumnos a recorda I' el concepto de opera-
ci6r.l binaria. Luego pedira que escriban parejas de nu-
meres naturales y que al lado de cada una de ellas es-
criban el resultado de realizar entre) las dos componen-
tes la operaci6n multiplicaci6n. AI lado de la Iista for-
mada POI' parejas de naturales. estara la Iista de 105 re-
sultados 0 productos.

(1.4) -

(3.5) _

Se enfatizara el hecho de que la operaci6n se efectua
entre dos elementos, las componentes de la pareja.
1 x 4, 3 x 5, representan el resultado y se leen: "el
producto de 1 y 4" "el producto de 3 y 5" 0 tambien:
"1 POI'4" "3 por 5".

I
Como 105 alumnos ya traen una practica y cierta tec-
nica para efectuar multiplicaciones, el profesor puede
proponer ejercicios desde 105 mas sencillos hasta aque-
1105 que exijan un dominio completo del algoritmo de
la multiplicaci6n.

Para que 105 alumnos recuerden algunos numeros que
tienen propiedadesespeciales que permiten realizar fa-
cilmente la multiplicaci6n sin utilizar papel ni lapiz. el
profesor les puede propone~ ejercicios de calculo IT \e n-
tal en 105 cuales: uno de los' facto res es 10 6 100; uno
de 105 factores es 5; uno de 105 facto res es 9; uno de 105

facto res es 50 y uno de 105 factores es 11.

EI profesor y 105 alumnos'pueden enriquecer esta Iista
de casos ya sea por combinaci6n de 105 casos dados 0

por otros que contribuyan igualmente a agilizar el
calculo mental. Un nuevo caso serta, pol' ejemplo.
cuando uno de 105. factdres es 1s:

Aplicarle aun numero el operador 18x es equivalente a
aplicarle sucesivamente 105 operadores 9x y 2x . EI pro -
fe so r te nd ra en cuenta la justificaci6n general siguiente:
1 8 ,r = (2 x 9} a = 2 x (9 x a ) = 2 x ( lO a - a ).

Otros ejercicios de calculo mental consisten en esti-
mar el resultado de una multiplicaci6n. As( 2100 6
215 0 so nbuenas estimaciories del producto 180 x 12.
Mas de ·1800 y menos de 2200 e s tambj{m una buena
estimaci6n.

Para que 105 alumnos eleboren el algoritmo de la multi-
plicaci6n. el profesor sugiere que trabajen en grupos
de a cinco, de mahera que dos alumnos efectuen la
operaci6n, otro consigne el proceso (105 pasosl, y 105

otros vigilen ycolaboren en ambas actividades. Las
instruceiones que escriba el re~ator deben e~tar tan cla-

ras y precisas que las pudiera seguir un robot. Una vez
terminadas. se intercambian con ICIS de otro grupo. y
cada grupo trata de seguir las instrucciones del otro.
procurando co meter todos 105 errdres que sean com-
patibles con las instrucciones escritas.

EI algoritmode la divisi6n 10 vienen aplicando 105'

alumnos, con diferentes grades de complejidad, desde
el grado segundo de basica primaria.

Para recordar cual es la tecnica que usual mente se em-
plea para efectuar una divisi6n. el profesor puede pro~
poneI' varies ejercicios que consistan en encontrar el
cociente y el residua, conociendo el dividendo y el di-
visor. EI residuo podra ser cero 0 un natural mayor
que cero.

Es conveniente que 105 alumnos hagan un an~lisis de 105

resultados parciales obtenidos en cada paso. EI algorit-
mo 10 permite. y ademas se puede comprobar si 10 que
se ha hecho es correcto.

13'9 LQ..
12 f2
-1

LQue representa el 2? l y' ell? lPor que se tom6 el
2 como cociente? l C 6 m o se comprueba que no hay
error en 10 anterior?

Se establecera que el 2 re pre se nta decenas, y que se
tom6 porque es el numero que multiplicado POl' 6
produce el mayor multiplo de 6 menor que 13. EI
residuo es una decena.

Se continua la operaci6n: 1 39 19--
1 2 123
-1-9-
--l..L

1

Se enfatiza que el cociente que se obtiene en cada paso
es del mismo orden (unidades, decenas. centenas, etc.)
del dividendo en dicho paso.

As( en el ejemplp anterior, 19 representa las unidades y
3 es del mismo orden.

Se observa igualmente que la divisi6n se da POl' termi-
nada cuando el residuo es cero'olln numero menor que
el divisor.



\

El conjunto de los numeros naturales es cerrado para la
multiplicaci6n vademas esta operaci6n tiene las si-
guientes propiedades:

C onm u ta t iv a : el orden en que se tomen-tos factores pa-
ra efeetuar la operaci6n no cambia el producto 0 resul-
tado.

M od u la t iv a : existe un elemento neutro para la multi-
plicaci6n. Este elemento neutro es el 1 que tambien se
denomina m6dulo de la multiplicaci6n. Como la opera-
ci6n es conmutativa, el m6dulo puede. estar a la dere-
cha 0 a la izquierda. Asi: 4 xl = 1 x 4 = 4.

A $ o c ia t iv a : cuando se van a multiplicar tres faetores, la
operaci6n se realiza primero entre dos de ellos (Ia mul·
tiplicaci6n es binaria) V luego entre este producto vel
otro factor. EI producto parcial se puede obtener de
multiplicar 105 dos primeros facto res 0 de multiplicar
105 dos ultimos.

::5 }
5 x 9 = 45 ),

3 x 45 = 135

De 10 anterf~r se puede concluir que: (3 x 5) x 9
3 x (5 x 9), que es la forma como se expresa la propie-
dad asociativa de la multiplicaci6n.

La multiplicaci6n es distributiva con respecto a la
adici6n.

. Si en una multiplicaci6n uno de 105 dos facto res es una
suma indicada, para hallar el producto se distribuye el
otro factor sobre cada ung de 105 sumandos de manera

que- resultan tantos productos parciales como suman-
dos tenia el factor que estaba expresado como una su-
ma indicada.

4 x (5 + 3) = (4 x 5) + (4 x 3). EI
factor 4 se distribuve sobre la suma
5 + 3.

Una pregunta paralela seria: l s e cumple la distributiva
de la adici6n' con respeeto ala multipLicaci6n?

'7
Ejemplo: 4 + (3 x 5) == (4 +3) x (4 + 5). E I

surtlando 4 se tendr(a que distribuir 50-

bre el producto 3 x 5.- Es facit verificar
que en este caso 105 resultados son di-
ferentas.

lHabra algun caSOen que sean iguales? Si el primer suo'
mando es 0, la igualdad 0 + (a x b )= :3(0 + a ) x (0 + b )
siempre se cumple.

En 105 numeros fractionarios y reales se cumple en mu-
chos ca sb s que:

Pero eso no basta para que la adici6n sea distributiva
con respecto a la multiplicaci6n: para ello se requiere
que la igualdad se cumpla siempre. No es suficiente que
una igualdad se cumpla en uno 0 muchos casos para
que se convierta en propil3dad. Es necesario que se
cumpla en todos 105 casos. Basta un solo caso en q u e

no Se dumpla para que va no se cumpla la propiedad.

La multiplicaci6n es distributiva con respecto a la sus-
trac(i6n.

( ,
Si en una multiplicaci6n uno de 105 dos faetores es
una diferencia indicada, para hallar al produeto se
distribuve e'l otro factor sobre el minuendo V el sus-
traendo V fuego se halla la diferencia.



6 x (7 - 2) = (6 x 7) - (6 x 2)
EI factor 6 se distribuye sobre la dife-
rencia 7 - 2.

d e tal manera que se aprecie como en un conjunto hay
casos que no tienen, respuesta pera que en el otro si
la tienen.

No esconmutativa
No esasociativa.
Es modulativa a derecha (como la sus-
tracci6n).
Es distributiva a derecha con respecto a
la adici6n ya la sustracci6n. !

Los alumnos pueden trabajar en gr'llP0sde 566 miem-
bros y consultar sus notas sabre las propiedades de la

_adici6n, con el fin de verificar si la multiplicaci6n tiene
estas mismas propiedades. EI trabajo final de cadagru-
po consistira en un cuadra ados columnas donde se
comparen las. propiedades de las dos operaciones.

Adicibn Mu Itiplicaci6n

Conmutativa Conmutativa

3 + 5 = 5 + 3 3x5=5x 3

Modulativa Modulativa
8 +0=0+8=8 8 x 1 = 1 x 8 = 8 -

EI MOdulo es 0 EI MOdulo es 1

Asociativa Asociativa

(2 + 3) + 4 = 2 + (3 + 4) (2 x 3) x 4 = 2 x (31<4)

Lo mas probable es' que en 105ejercicios de calculo
mental 105alumnos yaaplicaron esta propiedad. y que
este objetivo se haya lograd<;>en una c1aseanterior.

En un ejercicio como 43 x 12 e l pro fe so r pue d e pe d ira
'un alumno que expliqueel procedimiento que sigui6
para hallar mentalmente el resultado. Entre las expli-
caciones,es,posible que surja una como:

En el procedimiento usual esta propiedad se aplica re-
petidamente. l Los alumnos son conscientes de ello?

EI profesor puede pedir que expliqueric6mo se aplica
E1Stapropiedad cuando se realiza una multiplicaci6n
empleando el algoritmo.

236
x45

1180 ..••_-- primer producto parcial
944 ..••_-- segundo I?rodueto parcial

10620

236 x (5 + 4 0) = (236 x 5) + (236 x 40) =

1180 + 9440,= 10620

Prim e r pro d ucto -J l.-Segundo producto
PfIrcial ' parcial

Los alumnos explicaran en que consiste la propiedad
distributiva de la multiplicaci6n con respecto a la
adici6n.

'EI profesor preguntara si la adici6n es distributiva con
respeetoa la multiplicaci6n.

3 + (5 x 4) = (3 +(5) x (3 + 4) y de '

3 x (5 + 4) = (3 x 5) + (3 x 4)?

Paraaveriguar si la divisi6n cumple con las mismaspro-
piedadesde la multiplicaci6n se puede empezar pidien-
dole a un alumno que escriba en el tablero las prop ie-
dades de la multiplicaci6n. st alguien pregunta si hay
una propiedad distributiva de la divisi6n con respecto a
la adici6n y a la sustracci6n. entonces se escribe en el
tablero la de la multiplicaci6n con respecto a la adi-
ci6n y a la sustracci6n y al final se averigua cual es la
respuestade la inquietud anterior. '

I
\

Con ejemplos los, alumnos obtienen sus conclusio-
nesque finalmente pueden consignar,asl;

No escon~utativa.

16+ 8
8 + 16

(16 + 4) + 2 = 4 + 2 = 2. pe ra

16 + (4 + 2) = 16 + 2 = 8

Se puede ensayar con otros ejemplos para reafirmar la
no asociatividad de la operaci6n.

7 + 1 = 7\pero
naturat.

No se puede hablar de una propiedad distributi-
va de, la divisi6n con respecto a la adici6n ya la



sustracci6n en sentido amplio como pasa con la Se continua: 12'8'4 ~ "

multiplicaci6n. Se ve c6mo la no conmutatividad 4,-""decenas 0 sea 80 2
d e la operaci6n s610 permite la distributividad a I

la derecha. Y finalmente: 12'8'4 I ~42 unidades o sea 4 2
VI

((12001 + 80 + 4) + 2 =
I

(1200 + 2) .+ (80 + 2) + (4 7o' 2)

Esta propiedad es especial mente importante porque
es la que se aplica cuando efectuamos pivisiones.

,
1200 +80 + 4 = 1484

EI profesor puede orientar. a los ~Iumnos para que
, vean c6mo .en la aplicaci6n del algoritmo se utiliza

esta propiedad : '

12'84~

Otro ejemplo: (48 - 12) + 6 = (48 + 6)-'(12 + 6)=

8-2=6

1

Un problema es una situaci6n por resolver. Para resol-
ver un problema se tienen unos datos 0 informaci6n.
que se debe utilizar para buscar la soluci6n.

La importancia de resolver problemas radica en que de
nada servirfan los conocimientos basicos y las habili-
dades que posee el alumno si no puede aplicarlos a la
soluci6n de sus problemas.

La habilidad para forrnular problemas es tan importan-
te como la habilidad para resolverlos.

Co~ frecuencia en el trabajo educativo, se ha desarro-
lI~do mas lasegunda que la primera. Sin embargo, ca-
da dia se ve mas la necesidad de estimular la habilidad
requerida para la formulaci6n de problemas de cada
uno de los temas estudiados.

,
Es conveniente orientar al alumno para que al formu-
lar los problemas vea cuales son los datos que necesi-
ta y d6nde estan los aciertos y desaciertos de su razo-
namiento.

S U G E R E N C IA S M E T O D O L 0 G I C A S _

I

Para lograr este objetivo se puederi dedicar varias se-
siones de clase (por 10 menos tres).
\

Es conveniente trabajar en grupo ya que el tema se
presta para que los alumnos discutan y se pongande
acuerdo.

Se puede comenzar por problemas sencillos e ir
aumentando el grado de dificultad. EI profesor pue-
de seleccionar los problemas y los alumnos Ie pueden
colaborar.

Se debe hacer enfasis en que el alumno entienda el
enunciado del pr_oblema, en que identifique la informa-

ci6n
l

por los datos que conoce y vea cual es la mejor
manera de emplearlos para dar soluci6n al problema.

Cuando hayan resuelto un numero suficiente de pro-'
blemas, losalumnos formularan problemas con base
en sus juegos, en las c0lT,lpras que hacen, en las acti-
vidades del mercado, etc. Cada alumno puede escri-
bir en su cuaderno 2 6 mas problemas' cuya soluci6n
requiera de una 0 varias operaciones entre numeros
natureles, luego los analizaran en pequenos grupos
haciendo las correcciones cuando sea necesario.

Se pUede aprovechar esta actividad para que los alum-
nos elaooren un presupuesto familiar, para 10 cual es



necesafio tener en cuenta 10 que gana mensual mente
la familia y los gastos que necesita hacer para atender
a sus necesidades tales como vivienda, alimentaci6n,
salud, edL!caci6n, vestido, recreaci6n, etc. '-

/
alumno puede suponer el caso de .una familia forma-
da por cinco personas; de las cuales .des trabajan con
unos salarios de $10000y $12000.

Se puede sugerir una presentaci6n de los datos como
la siguiente: •

P R E S U P U E S T O F A M IL IA R

M E S : A N O :
\

I ngresos recibidos • Gastos realizados
,

Saiario del padre 12000

Salario de la madre 10000

Alimentaci6n 9000

Educaci6n 2000

Salud 2000

Vestuario 3000

Rccroaci6n 1000

Arriendo 5000 .
-

,-

.

T O T A L E S 22000 22000

CalcLJlo de la allmentaci6n :
\

30 d,as $ 300 diarios 30 x 300 = 9000

La potenciaci6n es otra operaci6n entre numeros natu-
rales que transforma una pareja de numeros en otro nu-
mere natural lIamado potencia.

De la misma manera como la multiplicaci6n por :2 u
otro natural mayor que 2, se considera como una adi-
ci6n repetida, la potenciaci6n por 2 0 mas se puede
considerar como una multiplicaci6n repetida.

3 es la base; 2 e s e l e x po ne nte ;9 es la
potencia,

'I

EI conjuntd de los numeros naturales es cerrado para la
potenciaciG>n.

Noesasociativa: (32)3

(32):3 = 'j 3 = 19683

Es modulativa a derecha: 31

J



N o e s d istributiva con respeeto a la adici6n ni a la
sustracci6n.

(2 + 3)2 = 5 2 ~ 25 pe ro

22 + 32 = 4 + 9 = 13
\

,
Esdistributiva por la derecha respeeto a la multi-
plicaci6n va la divisi6n.

(2 x 3)2 = 22 X 32 pe ro 2 2 X 3
:/: 22 X 23

A partir qe 105 conocimientos que 105 alumnos constru-
veron en 50. grado acerca de la potenciaci6n V de sus
dos operaciones inversasmediante la resoluci6n de ejer-
cicios, se esperaque afiancen el concepto de operaci6n
V el caraeter esencialmenteactivo de ella.

Mediante la operaci6n potenciaci6n, una pareja de nu-
meros se transforma en un solo numero lIamado po-
tencia.

La denominaci6n de la potencia esta dada por el expo"
nente. Asi decimos que 9 es la segunda poter;cia de 3
porque 32 = 9, 0 que 64 es la sexta potencia de 2 0

la segunda potencia de 8 porque 26 = 64 V 82 = 64.

La base indica d e quien es potencia el resultado.
\ .

En 50. grado no se vi6 si la potenciaci6n cumplia las
propiedades de la multiplicaci6n, por eso en este gra-
do se propone hacer esta compar-aci6n para que sean
105 mismos alumnos, posiblemente en grupos de tra-
bajo, quienes lIeguenalas conclusiones, brevemente ex-
presadC\sen 105 contenidos b8sicos.Es importante insis-
tir en laaplicaci6n de la distributiva por la derecha, con
respeetb a la multiplicaci6n V a la divisi6n va que esta
propiedad permite obtener tacilmente el resultado de
multiplicar (0 dividir) potencias que tienen distinta ba-
see igual exponente.

En cuanto alas operaciones entre potencias el proce-
dimiento mas general para hallar el resultado de una
operati6n consiste en calcular cada potencia indicada
V efeetuar luego la operaci6n propuesta. Este procedi-
miento se utiliza comunmente cuando laspotencias
que intervienen en las operaciones tienen distinta baSe
V distinto exponente.

Cuando las potencias que intervienen en una opera-
ci6n tienen algun parecido va sea porque tiene la mis-
ma base 0 el mismo exponente, 105 mismos alumnos
lIegan a encontrar procedimientos que facilitan el
calculo de la potencia resultado.

En cuanto a la resoluci6n y formulaci6n de problemas,
estos pueden tratarse en el momentoen que el profesor
10considere masoportuno.

AI realizar operaciones entre potencias se presentandi-
ferentes casos:

Potencias de distinta base V distinto exponente.

Pot~~cias de la misma base V distintol exponente.
/

Sabiendo que una' gruesa es una docena de doce-
nas. lCuantos paquetes de cigarrillos haven una
gruesade cigarrillos? .

Decir si las igualdadessiguientes son verdaderas0

falsas.En cadacasojustificar la respuesta.

a) (3 + 2)2 = 32 + 22

b) (8 X 5)3 = 83 x / 5 3

c) (4 - 3)3 =I: 43 33

d) (3 x 9)5 = (27)5
,

e) 32 + 5 2 (3 + 5)2

g) y 4 _ 24 = (5 _ '2)4

h) 67 _ 62 = (6)7-2

Hallar el resultado de 83 + 8~

Pue d e nre so lv e rloasi: 83 + 83 = (+)3

lpor que?

13 = 1

De 105 resultados anteriores V con muchos otros
ejercicios se puede concluir, a este nivel, que todo
numero natural diferente de cero elevado a un ex~
ponente cero es iguala i.



La potenciaci6n es otra operaci6n entre numeros na-
turales que transforma una pareja de numeros lIamados
base y exponente en- otro numero lIamado potencia.

exponente

3/05 = --- potencia

~ 53 = 125

M e d iante la potenciaci6n hemos hallado el resultado de
53, que es 125 ;e s d ecir hemos hallado la potencia co-
nociendo la base y el exponente.

La potenciaci6n tiene dos operaciones inversas: la radi-
caci6n y la logaritmaci6n.

Si se desconoce la base y se conocen la potencia y
el exponente, dicha base se.halla mediante la radi-
caci6n. Para indicar esta operaci6n se utiliza el
signo lIamado radical. ..r--'

Bajo el radical se coloca la potencia que en esta
operaci6n S8 llama cantidad subradical. En la par-
te superior izquierda del radical se coloca el expo-
nente que en esta operaci6n se llama {ndice.

EI resu Itado, que corresponde a la base en la po-
tenciaci6n, en esta operaci6n se llama ra{z.

Cuando el Indice es 2, se dice que se esta hallando
la ralz cuadrada 0 la ralz segunda.

Cuando el Indice es 3, se dice que se esta hallando
la ralz cubica 0 la ralz tercera.

Si el Indice es 4, 5, etc., se dice que se esta hallan-
do la ralz cuarta, la ralz quinta, etc., respectiva-
mente.

ASI en 03 = 125

Hay que buscar cual es el numero que elevado al
cuba da como resultado 125,10 que indicamos aSI:

~=o

Indice
radical r-

L-~ 125'= 3_ra(z cubica
L-
cantidad subradical

Si se desconoce el exponente y se conocen la base
y la potencia, dicho exponente se halla mediante la
logaritmaci6n.

ParOl indicar esta operaci6n se utiliza la expresi6n
Log, enseguida mas abajo yen un tipo de'letra mas
pequeno se escribe la base y al mismo nivel que se
escribi6 log, se' escribe la potencia. EI resultado
que corresponde al exponente en la potenciaci6n,
en esta operaci6n se llama logaritmo. '

As( en 50 = 125, hay que buscar cual es el ex-
parente al cual tenemos que elevar a 5 para obte-

ner 125, 10que indicamos as(:

Y decimos que se esta hallando el logaritmo en
base 5 de 125, que es 3 ..

Logs 125' =, 3

Es posible que algun alumno pregunte por que la po-
tenciaci6n tiene dos operaciones inversas, mientras que
la adici6n y la multiplicaci6n s610 tiene una: a ellos se
les puede dar una explicaci6n ~omo la siguiente:

Como la adici6n es una operaci6n conmutativa se tiene
que 5 + 4 = 4 + 5 .

Po r e sta propiedad se tieoe que si se desconoce uno de
los sumandos: 5 + 0 = '9 (10 que tambien puede
expresarse como 0 + 5 = 9), para hallarlo se re-
curre a la sustracci6n, que es la operaci6n inversa de
la adici6n. En los dos casos se obtiene 0 = 9 - 5,
o sea que 0 = 4.



L o m ism o sucede con la multiplicaci6n; f:or ser una
operaci6n conmutativa, se tiene que 4 x 5 = 5 x 4.
AI desconocer uno de los factores, esto es Ox 5 = 20,
(10 que tambien puede expresarse como 5 x 0 = 20),
p:lra hallarlo se recurre a la d ivisi6n, que es la operacl6n

'inversa de la multiplicaci6n. En losdos casos se obtiene

Esto mismo no sucede con la potenciaci6n, pues si se
carr.bia el orden se obtienen resultados diferentes.

La potenciaci6n es una operaci6n que no es conmuta-

tiva. Por 10 tanto si se desconoce un termino en la po-
tenciaci6n, hay que mirar que termino es el1qui falta,
porque si se desconoce la base, como en 0 = 9
para hallarla hay que recurrir a la rad icaci6n, que es
una de las operaciones inversas de la potenciaci6n, asi:

o =IT
Si se desconoce el exponente como en 30 = 9 pa-
ra hallarlo hay que recurrir a la logaritmaci6n que
es la otra operaci6n inversa de la potenciaci6n, as(:
0= log3 9 = 2.

En re sum e n, se tiene, que debido a que la potencia-
ci6n no es conmutativa, tiene dos operaciones in-
versas.

La ralz cuadrada perfecta 0 exacta de un numero na-
tural a , es otro nUmero natural b , que elevado al cua-
drado produce el natural a .

J C i ' = b si b 2 = a
(

J16' = 4 pues 42 = 1~

La ralz cubica exacta 0 perfecta de un numero natural
a es otro numero natural b , que elevado al cuba pro-
duce el natural a .

tr = b si b
3

, = a

rn= 4 pues 43 = 64

La radicaci6n es una operaci6n distributiva con respec-
to ala multiplicaci6n ya la divisi6n. ASI:

5 m .n = fJ m IJ1z

\ 1 m ~ ~
n . 'In

Ejemplos: J 4. 16 ' = J"T . J16' = 2. 4 8

164'= 8

y16 '= JT 6' =~= 2
4 J '""4 ' 2

*= -14'=2
La radicaci6n no es distributiva con respecto a la adi-
ci6n ni a la sustracci6n.

J 4 + 1 6 '1 J4'+ J16"1

J 25 - 1 6 '1 J2.5'- J16'

Las propiedades mencionadas anteriormente facil itan el
calculo de la ralz de un producto y de un cociente; evi-
tan cometer errores para calcular la ralz de una suma 0

de una diferencia.

Otra ~ropiedad importante para facilitar el calculo de
la ralz de una potencia indicada, cuando el (ndice es
un divisor del exponente se puede expresar as(:



Es conveniente orientar a IDS alumnos para que des-
cubran algunas propiedades de esta operaci6n, as(
COmolos resultados de algunas operaciones entre po-
tencias.

A veces es mas importante que' cuando encuentran
alguna propiedad la expresen con sus propias pala-
bras ar+te s d e · lIe gar a expresiones matematicas, 10

. importante esque la entiendan.

Por ejemplo para la propiedad que Fj m P \ = m pue-
den expresarla diciendo que cuatldo a un numero se
Ie va a elevar a .un exponente cualquiera y luego se IQ,
va a sacar una raiz que es igual.al exponente, no hay
necesidad de efectuar estas operaciones, pues el re-
sultado esel mismo numero.

Es importante insistir en la aplicaci6fi de la distribu-
tiva con respecto a la multipliqlci6n y a la divisi6n
pues mediante esta propiedad se obtiene facilmente
el resultado de multiplicar 0 dividir radicales que
tienen igual el indice y diferente la cantidad subra-
dica!.

Pueden resolver algunos' ejer-cicios como los siguien-
tes:

De cada una de las siguientes proposiciones decir si
esfalsa 0 verdadera y por que?

a) J 2 5 + 16'* rI5'+ J16'

b) jff' = 5

c) w= 36

d) ~ 64' V64 '-* -.~ .8

e) ~ a 3 +.b 3 i = ~ a 3 ' + V b 3 '

f) ~ 27 x 81' = ~ 27'x m

De la practica de efectuar operaciones con radicales y
de la aplicaci6n ce las propiedades de esta operaci6n,
es posible que los alumnos hallen un procedimiento pa-
ra verificar si un numero tiene raiz exacta y si la tiene
c6mo hallarla. Sugerimosel siguiente metodo.

Hallarrn

Descomponemos en factores primos la cantidad sub-
radical.

81 3
27 3
9 3
3 3
1

se tiene que ~ ~ 3

Asfque m=,3

256 2
128 2
64 2
32 2
16 2
8 2
4 2
2 _2
1

Como vamos a sacar raiz cuadrada expresamos a 28

como (24)2 le n v irtud d eQue propiedad de la po-
tenciaci6n? .

2 .
Asi se tiene 'JTi4i2' = 24 e n v irtud d e la propiedad

~ mP = m

Por tanto J 256'= 24 =' 16

5832 = 23 . 36

5832 2
2916 2
1458 2
729 3
243 3
81 3
27 3
9. 3
3 3
1

Mediante la propiedaddistributiva de la radicaci6n con
respectoala multiplicaci6n,

~23 ~361= ~231-:J(32)3'= 2.32 = 2.9,f 18

Para la formulaci6n y soluci6n de problemas conviene
que los alumnos primero resuelvan algunos ejemplos
propuestos por el profesor y luego ellos formulen sus
propios problemas y los resuelvan.



La logaritr'nac i6n es una de las operaciones inversas
de la potenciaci6n que tiene por objeto hallar el expo-
nente al cual hay que elevar la base para obtener la '
potencia.

Aside la igualdad 32 = 9 se dice que el exponente al
cual hay que elevar a 3 para obtener g es 2; lue go e l Ic-
garitmo en base 3 de 9 es 2, 10 que se simboliza.

Cuando la base de un logaritmo es 1(), se suele omitir el
10 as!: LoglO 100 = 2.

S e e scribe Log 100 == 2

La logaritmaci6n no es distributiva con respecto a la
multiplicaci6n ni a la divisi6n, ni tampoco 10 escon
respeeto a 18 adici6n ya la sustracci6n.

La logaritmaci6n cumple propiedades como las si-
guientes:

1) Logm A ,B = Logm A +, Logm B (Iogaritmo de
un producto).

EI logaritmo de un producto es igual a la suma de 105

logaritmos de los facto res .

2) Logm£' = Logm A - Logm B (Iogaritmo de un
B cociente).

EI logaritmo de un cociente es igual a la diferencia1en-
tre el logaritmo del numerador yel logaritmo del deno-
minador.

3) Logm in = 1

4) Logm An = n logm A (Iogaritmo de una potencial

EI logaritmo de una potencia es ig'ual al producto del
exponente por el logarit'mo de la base (de la potencial.

Se puede comenzar hallando el exponente desconocido
en un ejercicio de potenciaci6n para que los alumnos
vean la logaritmaci6n como una operaci6n muy sencilla
y no se asusten con la palabra "Iogaritmo".

CllJal es el numero que va en el cuadrito?

8
0

512 6
0

30 81

Po ste rio rm e nte si pue d e ncalcular el logaritmo con ejer-
cicios como:

Log3 27 = 0
Log4 64 = 0

Logg 729

Logs 625

o
o

Tambien pueden for mar igualdades a partir de otra
igualdad dada, empleando la potenciaci6n y la loga-
ritmaci6n.

De la igualdad 53

igualdad Logs 125

125 se d e d uce la

3

De la igualdad Loge 1296 = 4 se dedu-

ce la igualdad 64 = 1296

Para estir.lar los logaritmos en base diez de, a!gunos
numeros que no son -potencias de diez, pueden hacer
un razonamiento como el siguiente:



L o g 1 a}
L o g 10= 1 }

L o g 100 = 2

EI lo garitmo en base diez de un nu-
mero entre 1 y 10 f esta entre 0 y 1,

EI logaritmo en base diez de un nu-
mere entre 10 y 100, esta compren-
dido en 1 y 2

EI lo garitmo en base diez de un nu-
mere entre 100 y 1000, esta com-
prendido entre 2 y 3

As!' por ejemplo el logaritmo en base diez de 95 esta
entre 1 y 2, se puede decir que es 2 aproximadamente.

Log 95 :::::2

S i e l d ocente observa que los alumnos pueden lograr el
objetivo 22, se recomienda orientarlos para que descu-
bran las propiedades, con base en los conocimientos
que tienen acerca de la potenciaci6n, y que las ex-
presen en su propio lenguaje. No es necesario lIegar
alas expresiones matematicas que resumen estas pro-
piedades.

Explicar, con base en los conocimien-
tos que posee sobre la potenciaci6n,
el por que de las propiedades de la 10-
garitmaci6n".

De cada una de las siguientes proposiciones decir si es
falsa 0 verdadera.

729 Log3729
Log3 -81 = ~~-

Log3 81

log3 910
= 1010g3 9

Logs 5124 = (Logs 512)4

144
Log,2 ""'i'T = Log,2 14 4 - lo g'2 12

Calcular LOgs (125 x 25)

Log- 6561 =.
9 81

Log" 11 =

Log7 49'°=

No es posible definir 10 que es una relaci6n en termi-
nos de conceptos mas fundamentales, es posible en-,
contrar algunos sin6nimos que permiten dar mayor
c1aridad sobre este concepto.

Los sin6nimos mas usuales de relaci6n son: referen-
cia, respecto, nexo, lazo, vinculo, conexi6n.

Existen relaciones familiares, relaciones sentimentales,
reladones de trabajo; relaciones de orden, etc.

Estas relaciones aparecen en el lenguaje usual y en el
lenguaje matematico es expresiones como las siguien-
tes:

Juan es el padre de Pablo
Antonio es amigo ~e Marla
Luis es jefe,de Diego
Ana es m~yor que Ll,Iz
2 e s d iv iso r d e 4, etc,

Estas relaciones se denominan binarias porque se dan 0
se establecen entre dos elementos.

En el ejemplo anterior; la relaci6n "es padre de" se da
entre Juan y Pablo; la relaci6n "es amigo de" se en-
Cl:lentra entre Antonio y Maria;la relaci6n "es jefe de"
se establece entre Luis y Di~o; la relaci6n "es mayor



que " se e stablece entre Ana y Luz y la relaci6n "es di-
visor de" se establece entre 2 y 4 .

Ex iste n tambien las lIamadas relaciones unarias, mas
conocidas como predicados. Estas relaciones aparecen
en expresiones como las siguientes:

Pepe es un caballero
II es primo
3 es impar

Este y otros tipos de relaciones (ternarias, cuaternarias,
etc.) no son objeto de estudio en este grado.

Usual mente el esquema de lectura de una relaci6n bina-
ria es el siguiente:

En los dos puestQs donde estan los puntos (.. .l estan
los elementos que se relacionan y en la (__ ) el nom-
bre de la relaci6n.

Algunasrelaciones se pueden representar mediante slm-
bolos relacionales propios de las matematicas, tales
como:

Es importante no confundir la relaci6n con el 51mbolo
que la representa. ASI la relaci6n que se establece entre
dos slmbolos que representan a un mismo objeto, es la
relaci6n de igualdad; el slmbolo con que se representa
es el sigu iente: ==

Una misma relaci6n puede representarse de varias
formas diferentes:

Con una palabra abstracta como divisibilidad,
igualdad, etc.

Con una 0 varias palabras del esquema de lectura.

Con un s(mbolo matem,hico

Inicialmente los alumna's identifican cuando, en el len-
guaje usual, se esta expresando una relaci6n. En las fra-
ses relacionales conviene que identifiquen Los elemen-
tos que se estan relacionando, el esquema de lectura de
la relaci6n y el nombre de la relaci6n.

En las frases donde aparezca una relaci6n matemetica
conviene ademes, que las escriban utilizando losslm-
bolos conveniqos para representarlas; 5610 se hare refe-
rencia a aquellos s(mbolos que algunos ya conocen 0
utl!izan con mucha frecuencia.

Tambien puede'darse la simbolizaci6n de una frase re-
lacional para que el alumno la exprese segun el es-
quema de lectura.

n ~ 0; el numero n es mayor 0 igual
a cero.

A c B; A esta contenido (estrictamen-
tel el1 B.

A es subconjunto (propio) de B.

Para reforzar la diferencia entre un concepto y'la sim-
bolizaci6n del mismo, el profesor puede recordarles la

diferencia que existe entre un numero y el numeral (0
s(mbolo) que 10representa.

Se pueden hacer algunos ejercicios en donde, .dadas
unas proposiciones, el alumno diga si se refieren al nu-
mero 0 al numeral.

el dos, en base diez, tiene una cifra; se
refiere al numeral.

Otros ejercicios que sirven para establecer la diferencia
que hay entre un objeto (denotado) y el slmbolo (de-
riotante) que se utiliza para representarlo, pueden ser
como los sigu ientes:

Bogota es la capital de Colombia. En este case la
frase se esta refiriendo a la ciudad.

Bogota se escribe conseis letras. En este caso la
frase se esta refiriendo a la palabra (s(mbolo) con
la cual represento la ciudad.

De la misma forma se vuelve a hacer notar la diferen-
cia entre una relaci6n y el slmbolo que se utiliza para
representarla. .



Un nur'nero natural n es menor que otro numero natu-
ral m si n es cardinal de una colecci6n menos numerosa
que la colecci6n de la que es cardinal m.

Observamos que B es mas numeroso que A, es dilcir en
B hay mas elementos que en A.' Tambil~n es \0 mismo
de<..irque A es menos nurileroso que B, es decir que en
A hay menos elementos que en B. Como el cardinal de
A es 3 y el cardinal de B es 5 tenemos que las relacio-
nes entre 105 numeros son:

Dados dos numeros naturales diferentes' siempre pode-
mos decir cual es menor y cual es mayor, es decir pode-
mos establecer las relaciones ••... es mayor que ..." y
••... es menor que ... entre ell os dos:

EI profesor podra proponer a los alumnos algunos ejer-
cicios como 105 siguientes:

Representar en un diagrama sagita I la relaci6n
" ... es mayor que ... "en el conjunto

A = {1, 3, 5, 7, 9 }
y hallar el conjunto de parejas que pertenecen
a la relaci6n.

En el esquema de lectura siempre se lee primero la ima-
gen: enla relaci6n " ." es mayor que '" " se lee prime-
ro el mayor, en el ejemplo, 5; en la relaci6n ••... es me-
nor que ...•• se lee primero el menor, en el ejemplo, 3.

Para representar la relaci6n en un diagrama sagital (0 .
diagrama de flechas), la flecha que une 105 elementos'
relacionados siempre debe apuntar a la imagen.

En el casode la relaci6n ••... es mayor que ...•• siempre
debe apuntar al mayor.

En este diagrama esre representada la relaci6n ••... es
mayor que ...•• en el conjunto A = {2, 3~5 }

(2, 3): 3 es mayor que 2

(3,5): 5 es mayor que 3

(2,5): 5 es mayor que 2

L o s e le m e nto s d e las parejas van en orden contrario al
del esquema de lectura.

R = {(1, 3), (1,5). (1,7), (1,9), (3.5). (3,7), (3,9),
(5,7). (5,9), (7,9) }

A continuaci6n hara un ejercicio similar pera con la re-
laci6n " ... es manor que ...•• en la recta numerica.

[
~------

I ! ! , .11

Observar c6mo dados dos numeros naturales el menor
esta a la izquierda del mayor en la recta numerica 0 10
que es 10 mismo el mayor estel a la derecha del menor.



En e l d iagrama sagital de estas dos relaciones los alum-
nos pueden recordar algunas propiedades, que desde
cuarto grado, observaron en dichos diagramas:

- ' No existe un par de flechas de ida y regreso, es de-
cir los eaminos son de una sola via. Esta es la pro-
piedad antisirnetriea.

guidas, hay una flecha directa. Esta es la propiedad
transitiva. '

Cada vez que se presentela ocasi6n, conviene que el
protesor insista en la diferencia entre las propiedades
de las relaciones y las de las operaciones pues en mas
de una ocasi6n hemos observado falta de c1aridad en
esto.

Un numero a es multiplo de otro b, si se puede expre-
sar como el producto de b par un humero natural n Es
decir a = b x n.

Se dice que b es un divisor de a, si al dividir a par b el
cociente es un numero natural n y el residua es cera.
a sea a .;. b = n; n tambien es un divisor de a.

EI conjunto de los multiplos de un numero se obtiene
al multiplicar dicho numero par los numeros naturales,
exclu(do el cera. Como el conjunto de los numeros na-
turales es infinito, la Iista de los multiplos de un nume-
ro es interminable.

EI conjunto de IQSdivisores de un numero esta forma-
do par todos sus factores y tiene un numero fin ita de
elementos.

EI conjunto de los multiplos de b se simooliza Par M b
y el de los divisores par 0 b.

M 6 = { 6, 12, 18, 24,30, ... }

o 6 '7 {r. 2, 3, 6 }

Las relaciones " ... es multiplo de .... "y " ... es divisor
de .., " pueden estudiarse simultaneamente puesto que
una de ellas es la inversa de la otra. Para ello se tendra
en cuenta:

a) Las p ro p o s ic io n e s que resultan cuando en el esque-
ma de lectura de la relaci6n se reemplazan los pun-
tas suspensivos par _numeros tales que la proposi-
ci6n que resulte sea verdadera.

Ejemplo: "12 es multiplo de 6" (2)
Si se intercambian los argumentos, es necesario
eambiar la relaci6n para obtener otra proposici6n
verdadera, aSI:

"6 es divisor de 12" CD
b) Las p a re ja s de la relaci6n; en el esquema de leetu-

ra se lee primero la imagen, s8;lunda componente

de la pareja ordenada. As( de la proposici6n G) se
obtiene la pareja (6, 12), de la proposici6n <6> se
obtiene la pareja (12,6).

c) EI d ia g ra m a sagita I. Si en el conjunto A = {12, 6}
• se considera la relaci6n " ... es multiplo de .. , " la

flecha indicara al multiplo, aSI:

Si 5e considera la relaci6n " ... es divisor de ... ", la
flecha senalara al divisor, aSI:



En la Basica Primaria se estudiaron estas dos relaciones.
Desde el segundo grade se empez6 por identificar mul·
tiplos estrictos y divisores estrictos de algunos numeros.

Se cansideran multiplos estrictos de un numero dado a
todos los multiplos mayores que el. Divisores estrictos
de un numero dado son todos sus divisores diferentes
del mismo numero.

De estils dos relaciones se construyeron los diagramas
sagitales correspondientes y se reconocieron, empiriea-
mente, a partir de los diagramas las propiedades anti-
simetrica y transitiva.

Para esta actividad el profesor podra dividir el tablero
en dos columnas y asignarle una a la rela€i6n " ... es
multiplo de ...•• y la otra a la relaci6n ••... es divisor
de ... ". Los alumnos haran 10 mismo en una hoja de
su cuaderno.

Los alumnos daran ejemplos de parejas de numeros ta-
les que la segunda componente sea un multiplo de la
primera y construiran la proposici6n correspondiente.

EI profesor forrr,ulara preguntas similares para la rela-
ci6n ••... es divisor de ...•• y otras que lIeven a los alum-
nos a elaborar un cuadro semejante a:

" . . . • • m 6 lt ip lo d e ...
..

" . . .• • d iv is o r d e ...
..

30 es multiplo de 5. 5 as divisor de 30

5 x 6 = 30 30 5 = 6

~ 5 es factor de 30

5 30 5 30

- ~
(5. 30) (30,5)

La relaci6n ", .. as muJ1lplo de ... " es la inversa de la
relaci6n " ... esdivisor de , , ."

Si a es multiplo de b entonces b esdivisor 0 factor de a.

. (b. a)

~
b a

~
(a,b)

Otras relaciones como: ••.. , es potencia exacta de ... "
y sus dos inversas tambiEJn se pueden estudiar.

En cada una de las relaciones se analiza si tienen 0 no
las propiedadeS antisimetrica y transitiva. Conviene
dar ejemplos de relaciones que no tengan las propie-
dades anteriores pues esta comparaci6n ayuda a cons-
truir mejor los conceptos.

Usualmente las operaciones binarias se expresan con
alguno de los esquemas siguientes:

En los dos puestos donde estan los puntos ( ... ) se co-
loean los signos que representan los elementos con
los cuales se v a a efectuar la operaci6n; y en la raya
( J se coloca el nombre del resultado de la ope-
raci6n.

En este caso tambien se colocan los simbolos que re-
presentan los elementos con los cuales se v a a efectuar
la operaci6n en los dos puestos donde estan los pun-
tos ( ... J, y en la raya una expresi6n que indica cual es
la operaci6n que se v a a efectuar.



T o das las expresiones anteriores, tanto la,sdel esquema
largo como las del esquema abreviado estan represen-
tando el resultado que se obtiene de efeetuar una ope~
raci6n entre dos elementos de un conjunto. A la opera-
ci6n la representamos sebre la raya y a los elementos
los representamos sabre los puntos ( '" ).

Son todas expresiones que representan al cinco (5), que
es el resultado que se obtiene al sumar el dos (2) con el
tres (3).

Para reconocer el orden de lectura de las operaciones bi-
narias podran hacer un ejercicio' similar al que se Ie pro-
pone para reconocer el esquema de leetura de las rela-
ciones binarias. Esto es, recoger un numero suficiente
de expresiones que aparecen en el lenguaje matematico
conocido por los alumnos y que estan representando

Compara las diferentes expresiones obsElf'lando que
tienen en comun y en que se diferencian unas de otras,
para finalmente,con la ayuda del profesor, reconocer
el esquema de leetura. '

Hay ciertas palabras del lenguaje que se utilizan en for-
ma ambigua, es decir, una misma palabra se utiliza para
denotar objetos diferentes. '

La palabra "suma" se utiliza para de-
notar el resultado de una adici6n y ,
tambien se utiliza como sin6nimo de la
operaci6n misma de adici6n, 10cual nos
puede hacer pensar que el resultado
que se produ,ce al efeetuar una opera-
ci6n y la operaci6n que se efeetua son
10 mismo,

Cuando tenemos una dxpresi6n como "2 + 4 " e sta-
mos representando el resultado de efectuar una opera-
ci6n, el signo" + "no s ind ica la operaci6n que hay
que efeetuar para obtener este resultado, en este caso
a d ic io n a r el 2 con el 4 para ob'tener el 6. 'La operaci6n

es la a d ic i6 n y el resultado es la sum a (en este case,
eI6).

Si la operaci6n es la m u lt ip l ic a c i6 n · al resultado se Ie
, llama p r o d u c to , etc, i

O P E R A C IO N R E SU L T A D O

Adici6n Suma

Sustracci6n Diferencia

Multiplicaci6n Produeto

Divisi6n Cociente

EI profesor propondra algunos ejercicios como los si-
guientes:

L1enar el espacio en blanco para que las siguientes pro-
posiciones abiertas se conviertan en proposiciones ce-
rradas verdaderas.

3+2 =0 302=6

701 = 6 2 x 2 =0
7 -1=0

202 = 1

Por medio de ejercicios como estos el profesor podra
hacer ver a los alumnos la diferencia que hay entre el
resultado de una operacion y la operaci6n misma.

Tambien se podran hacer ejercicios en donde, dada
una proposici6n acerca de una operaci6n 0 de un resul-
tad 0 , el alumno dira si la proposici6n se refiere a la
operaci6n 0 al resultado. '

- La suma de un nurnero par con un
numero impar da un numero par.
En este case se refiere al resultado.

- La multiplicaci6n sepuede hacer
en forma abreviada, E~ este caso
se refiere ala operaci6n.



Las relaciones son el reflejo de la teor(a que vamos
construyendoacerca de los objetos de un conjunto.

Estas frases me dicen algo acerca de
estos objetos: expresan las teor(as que
hemos desarrollado acerca I de ell os.

Las operaciones son el reflejo de la pnletica real que
hacemos sobre los objetos de un conjunto para trans-
formarlos 0 para obtener nuevos objetos.

Si 'tomo dos objetos del conjunto
de naturales, como el 2 y e l 4 pue d o
observar . que relaciones hay entre
ellos y expresarlas mediante unas
frases.

Pero si efectuo una operaci6n con esos
mismos objetos, el 2 y e l 4 obtengo otro
objeto: si sumo el 2 con el 4 obtengo
e16.

Si multiplico el 2 po r e l 4 obtengo el 8.
Si divida el 4 por el 2 obtengo el 2. S i
re sto 2 d e l 4 tambien obtengoel 2.

Po r 10 tanto las expresiones 2 + 4,
2 x 4, 4 + 2, 4 - 2, no son frases acer-
ca de esos objetos, sino s(mbolos para
representar un objeto que obtuvimos al
efectuar la operaci6n y que expresan el
resultado de las practicas que hemos
hecho con ellos.

Se les podra proponer a los alumnos LH1 ejercicio como
el siguiente:

L1enar el espacio en blanco de 105 ejercicios impares
con el s(mbolo de una relaci6n, y el de los ejercicios pa-.
res con el de una operaci6n. I

1) 3 6

2) 3 6

3) A B

4) .~. B

5) 18 9

6) 18 9

Una forma de resolverlos es:

1) . :? < 6"

2) 3 + 6

Despues de que 105 alumnos hayan resuelto el ejer-
. cicio, con la ayuda del profesor observaran que las
expresiones que resultaron en 105 casos impares, don-
de colocaron el s(mbolo de una relaci6n, son proposi-
ciones acerca de 105 objetos respeetivos, y que lasex-
presiones que resultaron en los casos pares, donde co-
locaron el s(mbolo de una operaci6n representan 105

objetos que se obtienen al efectuar la operaci6n indi-
cada. ,

EI profesor preguntara que es 3 + 6, A u B, 6
18 + 9; y luego preguntara que es 3 < 6, A c B,
6 18.J 9. Luego preguntara si es verdad que 3 + 6,
A u B 6 18 + 9 , para que 105 alumnos distingan las
expresiones simb61icas que representan frases 0 propo-
siciones, delas que representan objetos.



Descomponer un numero en sus factores primos es
transformarlo en un producto indicado de factores
primos.

cocientes, hasta- hallar un cociente primo, que se dividi-
ra por Sl mismo.

2 x 5 L o s factores pri~os de 10
son 2 y 5

Para descomponer un numero en sus facto res primos se
divide el numero dado por el menor de sus divisores
primos; el cociente se divide tambien por el menor de
sus divisores prirros y as! sucesivamente con 105 demas

204
102

51
17
. 1

2 204 = 2 x 2 x 3 x 17
2
3 0 tambien
17 204 22 x 3 x 17

Aplicando los criterios de divisibilidad hallaran los fac-
tores primos de algunos numeros.

391
01

L1L
I 30

391 t*-7
51 23
o

Cuando 105 alumnos estan descomponiendo, en algunos
casos pueden creer que porque un numero como 391
no es divisible por los numeros primos pequenos como
2, 3,5, 7, 11, etc., este numero es primo. En estos ca-
ses deben verificar si el numero es primo 0 no, de la
siguiente manera:

Como esta ultima divisi6n tiene residuo
0, sus factores pri mos son: 17 y 23.
Luego 391 no es primo.

Se divide dicho numero por todos los numeros primos
menores que 131 y si se lIega, a una divisi6n con residuo
diferente de cero en la que el cociente sea igual'o me-
nor que el divisor, el numero dado es primo. Si alguna
de las divisiones da como residuo el cero, el numero no
es primo.

191 no es divisible por 2, 3. 5, 7, ni por
11. Ensayemos para 13y 17.

1~~ ~
09 I 1'+

191 1*721 11
4

Aplicando los criterios de divisibilidad,
vemos que no es divisible por 2, 3, 5, 7,
ni 11. Veamos si es divisible por los si-
guiel)tes numeros primos.

En esta ultima divisi6n, el residuo es di-
ferente de 0 y el cociente 11 es menor
que el divisor 17. Por 10 tanto 191 es
primo.

EI mayor de los divisores comunes de dos numeros se
denomina el maximo comun divisordedichos numeros.

EI maximo comun div'isor de.dos numeros se puede ha-
liar de varias maneras.

Se escogen los factores comunes elevados al menor
exponente y se multiplican.

EI rl3sultado de esta multiplicaci6n es el maximo
com un divisor de 105 dos numeros.

a) Se halla el conjunto de los divisores comunes a 105

dos numeros (como en el objetivo anterior) y se es-
coge el mayor de estos.

b) Se desconiponen los nu meros en sus factores pri mos

Cuando el maximo comun divisor entre dosnume-
ros es 1, se dice que 105 dos numeros son primos en~
tre sf.



Inicialmente los alumnos podnin hallar el maxil1"o co-
mun divisor de dos numeros identificando el mayor de
105 divisores comunes.

Hallar el mciximocomun divisor (M.C.O.)
de 30y 18.

Se buscan 105 divisores de 30 y 18, esto
puede hacerseutilizando 105 criterios de
divisibilidad:

30 es divisible por 2 pue sto que te rm ina
en 0, y por tanto es par.

30 es divisible por 3 puesto que la suma
de 105 valoresde suscifras es3.

;

30 es divisible por 5 puesto que su ulti-
ma cifra as O.

30 es divisible por 10, puesto que esdi-
visible por 2 y par 5.

30 asdivisible par 15 puesto que esdivi-
sible par 3 y por 5.

Ademas todo numero es divisible por s( .
mismo y. por 1.

Encontrar 105 numeros por 105 cualeses
divisible un numero equivale a hallar 105

divisores de dicho numero.

En forma similarse pueden buscar 105

divisores de 18.

EI mayor de 105 divisores comuneses 6,
entonces:

Antes de hallar el M.C.D. utilizando el otro metodo, el
profesor recordara otra forma de hallar 105 divisores de
un numero. Esto es, descomponiendolo en susfaetores
primos (para 10 cual tambien se utilizan criterios de di-
visibilidad) .

30 2
15 3
5 5
1

Ademas de los faetores primos, en este caso, 2,3,y 5,
son divisores de 30 los productos entre estos factores:

2x3=6

. 2 x 5 = 10

3 x 5 = 15

De esta forma podemos completar la Iista de 105 diviso-
resde 30, as(: incluyendo ell.

o 30 = {1, 2,3, 5, 6, 10, 15,30} CD
De la misma forma: 18 2

9 3
3 3
1

En e stecaso 105 factores primos son: 2 y 3, Y 105 pro-
duetos son:

2x3=6

3 x 3 9

2 x 3 x 3 = 18

018 = {1, 2, .3, 6,9,18 }@
Ahora hallaran el M. C. O. de 18 y 30. Observando <D
y ~ podemosdecir que los divisores comunes de 30
y 18 son { 1,2.3,6 } 0 seaque:

030 n 0 18 = {1, 2, 3, 6 }

Ahora hallaran el M. C. O. de 18 y 30, utilizando el
otro metodo.

18 2
9 3
3 3
1

30 3
15 3
5 5
1

EI profesororientara para que basadosen el ejercicio
anterior (hallar todos 105 divisores de un numero a par-
tir de sus faetores primos) encuentren una justificaci6n
al escoger 105 faetores c?munes elevadosal menor ex-



po ne nte . S e e spe ra que observen que los factores que
no son primos se pueden obtener como producto de
los facto res primos.

Haran algunos ejemplos de dos numeros que tengan
como M. C. D. 1 para que reconozcan que son primos
entre Sl.

EI minimo comun multiplo de dos numeros, es el me-
nor de los multiplos comunes de los dos numeros.

Para hallar el minimo comun multiplo (M. C. M.) de
dos numeros, se halla el conjunto de los multiplos de
cada uno, luego se halla el conjunto de los rr:ultiplos
comunes 0 sea la intersecci6n de los dos conjuntos y
se selecciona el menor de los multiplos comunes, que
corresponde al M. C. M.

M 8 {8, 16, 24, 32, 40, 48, .., }

M12 = {12,24,36,48, ... }

M 8 n M 12 = {24, 48, ... }

EI menor de estos multiplos comunes es
24,0 sea que:

Otra forma de hallar el M. C. M. de dos numeros es me-
diante los sigu ientes pasos:

Descomponer en facto res primos cada uno de los
numeros.

Seleccionar los factores comunes con su mayor ex-
ponente y los no comunes tomados una sola vez.

8 2 12 -2
4 2 6 2
2 2 8 = 23 3 3
1 1

Haran varios ejercicios por los dos metodos para que·
los alumnos despues elijan cual siguen. utilizando.

T o maran dos numeros que sean primos entre si, y ha-
lIaran el M. C. M. para que concluyan que cuando dos
numeros son primos entre si, el M. C. M. de los 2 nu-
m e ro s e s e l pro d ucto de ellos.

Seria conveniente que los alumnos busquen alguna
justificaci6n al hecho de que para hallar el M. C. M.,
por descomposici6n en factores primos, se hallen los
factores comunes elevados al mayor exponente y los
no comunes tomados solo una vez.

Podran analizarlo en un caso comO el siguiente: hallar
el M. C. M. de 8 y 12.

Si se tomara el producto de 105 dos numeros, ~n este
caso:

menor, puesto que esto s610 ocurre cuando los dos nu-
meros son primos entre si, y en este caso no 10 son.

Observaran que 2 e s factor de 105 dos numeros, de uno
es factor tres veces (23.) y d e o tro e s factor dos veces
(22

), es decir que 23 ya serra multiplo de 22, por tanto
se escoge 23 y no 22• .

Para el M: C. M. no serra suficiente 23 = 8 ya que no
es multiplo de 12, por eso se taman factores no comu-
n~s (en este caso 3) y se tendrfa:

23 X 3 = 24

Pue d e naprovechar para hallar el M. C. M. de tres nu-
meros por cualquiera de los metod os , 0, por simple
inspecci6n si ya han adquirido esa habilidad.

Es conveniente que el profesor proponga a los alumnos,
problemas cuya sol.uci6n requiera hallar el M. C. D. y / o

el M. C. M. de varios numeros. Los alumnos tambien
formularan sus problemas y los resolveran.



U n id a d III

P R O P O S IC IO N E S ,

C O N D IC IO N E S Y C O N J U N T O S

In t ro d u c c i6 n

Co n lo s te mas y ejercicios incluldos QI1 esta unidad se
pretende contribuir a desarrollar en los alum nos sus ca-
pacidades de razonamiento verbal y de pensamiento
formal.

"Para razonar con efectividad se requiere utilizar cuida-
dosa y acertadamente el lenguaje y en particular com-
prender no solamente aquello que expresa una asevera-
ci6n, sino tambien 10que esta implica y c6mo la misma
se relaciona con otras aseveraciones ". (Proyecto de In-
teligencia, Razonamiento Verbal, Manual del Profesor,
Unidad I).

Co'n base en el lenguaje usual y en el lenguaje materna-
tico conocido por los alumnos se les lIeva a adquirir
cierta capacidad para analizar, evaluar y establecer rela-
ciones entre proposiciones. Estas ultimas constituyen
los elementos del s is tem a l6 g ic o , objeto de estudio de
la presente un idad.

En las proposiciones se distingue el termino y el predi-
cado; en este ultimo se explicita la condici6n 0 condi-

O b je t iv o s g e n e ra le s

Las frases simples que forman las proposiciones funda-
mentales no son suficientes ni siquiera para expresar
una minima parte del lenguaje usual y de~ lenguaje ma-
temcltico. Nos damos cuenta que cuando expresamos
nuestras ideas por medio de frases compuestas, intervie-
nen palabras de enlace como"no", "y", "0", que'cons-
tituyen las operaciones del sistema. En la presente uni-
dad se analizan tambien las frases compuestas.

Es igualmente importante precisar el referencial y los
conjuntos cuyos elementos cumplen determinadas con-
diciones con el fin de decidir sobre el valor de verdad
de las proposiciones referidas a dichos conjuntos. En
las proposiciones abiertas', el termino desconocido to-
ma su valor del referencial que se fija. Este tipo de pro-
posiciones se cierran por cuantificaci6n 0 por sustitu-
ci6n, siendo este ultimo el que mas se utiliza en esta
unidad. Para resolver ecuaciones de primer grade se
utilizan los procedimientos de la aritmetica ya conoci-
dos por los alumnos.

Hallar los requisitos necesarios para establecer la
verdad 0 falsedad de frases cuantificadas.

Analizar proposiciones simples y compuestas y ha-
liar el valor de verdad de proposiciones.

Distinguir proposiciones abiertas y proposiciones
cerradas.

Hallar conjuntos a partir de una condici6n 0 de la
cQmbinaci6n de condiciones y viceversa.

Establecer algunas relaciones entre conjunto y rea-
Iizar algunas operaciones entre ellos.



"L o s cuantificadores son importantes porque sin ellos
las aseveraciones son frecuentemente ambiguas. Sin em-
bargo. al usarlo se debe tener cu idado en seleccior.ar 105
cuantificadores apropiados. Los cuantificadores T o d o s

y n in g u n o implican mas conocimiento y dan mas infor-
maci6n qLe 105 cuantificadores A lg u n o s y.No to d o s .

Aseveraciones que comienzan con A lg u n o s 0 N o to d o s

son r:nucho menDs riesgosas que las aseveracionesque
comienzancon T l ld o s 0 N in g u n o . Mas. aun.los requisi-
tos necesarios para demostrar que una aseveraci6n es
verdadera 0 falsa varian grandemente de acuerdo a c6-
mo esa aseveraci6n este cuantificada ...

I

Generalmente es mucho mas dificil demostrar que una
aseveraci6n universal es verdadera que demostrar que
una aseveraci6n universal es falsa. Por otro lado. es mu-
cho mas facil demostrar 1<:1verdad de una aseveraci6n
particular verdadera que demostrar la falsedad de una
aseveraci6n particular falsa. (Proyecto de Ir.teligencia.
Razonarr.iento Verbal. Manual del Profesor. Unidad I.
Lecci6n 3).

Recordemos que no todas las frases del lenguaje son
proposiciones. En el lenguaje corriente se pueden dis-
tinguir dos tipos de proposiciones: simples y com-
puestas.

Maria tiene dos hermanos

Para simbolizar una proposici6n simple se acostumbra
utilizar una letra minuscula. general mente p. q. r. 5•...
o la inicial de una palabra de la proposici6n.

Las proposiciones compuestas se forman a partir de
proposiciones simples que se "conectan" mediante par-
ticulas de enlace. Estas particulas se denominan usual-
mente co n ec t iv a s l6 g ic a s . Elias constituyen las opera-
ciones entre proposiciones.

Las proposiciones compuestas son como estas:

Pablo esta en cine
p

Juan esta estudiando
q

EI lapiz es rojo
r

EI lapiz es azul
5

Si T o mas tiene 7 arios entonces Victor tiene 9 arios
t v

y , o /s i . . . e n to n ce s ... .etc .• son part(culas de enlace 0 sea
conectivas 16gicas. Consideradas como operaciones.
ellas transforman dos proposiciones simples en una pro-
posici6n compuesta.

En la Sasica Primaria 105alumnos trabajaron con frases
cuantificadas del lenguaje usual. por eso se propone
empezar esta unidad retomando ese tipO de expresiones

(

para hacer un analisis mas cuidadoso de ellas en cuanto
a las condiciones necesarias para establecer su valor de
verdad.



Para determinar si esta frase es v e r d a d e r a , sin que que-
de ninguna duda, seria necesario averiguar si cada u n o

de los arquiteetos es un buen dibujante. Aunque poda-
mos imaginar que esta tarea puede hacerse, es praetica-
mente imposible. Luego determinar si la frase es v e r d a -

deraresulta dif(ciL

Para determinar si la frase es falsa (suponiendo que 10
sea) bastaria encontrar un solo arquitecto que no sea
buen dibujante. Esta tarea resulta relativamente f,kil
comparada con ,Iaanterior.

2. Algunos buzos son buenos pescadores .

Determinar si esta frase es v e r d a d e r a (suponiendo que
10 sea) resulta relativamente facil pues bastaria encon-
trar por 10 menos un buzo que sea buen pescador. Mien-
tras que para demostrar que tal frase es falsa (su'ponien-
do que 10 sea) seria necesario constatar de que no hay
ninguh buzo en el mundo que sea al mismotierr po un /
buen pescador. Esta tarea resulta tan diNcil como aque-
lIa de demostrar que la frase de 1a forma: todos los A
son B, como la del primer ejemplo, es v e r d a d e r a .

Con frases como:

3. No todos los alumnos del colegio son colombianos.

4. Ningun profesor del colegio es soltero.

Se puede suscitar una discusi6n que conlleve a encon-
trar conclusiones similares, ~ las obtenidas para las fra-
ses 1 y 2. .

Conviene proponer frases en las cuales los alumnos uti-
-licen los conocimientos aritmeticos que, construyeron
en la Basica Primaria:

No todos los numeros naturales son cuadrados per-
fectos.

AI finalizar puede Ilegarse a un cuadro que resuma las
conclusiones de la discusi6n:

VERDADERA FALSA

"Todos los A son S"

Todos los jueces son justos.

"Ningur:ta A es S" DiHcil Facil

NingLln abogado es b~en
matematico,

"Algunas A son S"

Algunos peri6distas son ve·
races, Fadl DiHcil
"No todas las A son S"

No todos los boxeadores I

son costeiios.

Para el estudio de las frases del lenguaje que son pro-
posiciones cerradas, el profesor puede iniciar recordan-
do que las proposiciones de este tipo son aquellas de
las' que ya se puede afirmar si son verdaderas 0 falsas,

Una lectura' apropiada para que el alumno identifique
las proposiciones compuestas y las conectivas 16gicas
con las cuales se forman, puecje constituir un material
interesante para el logro de estos objetivos:

La negaci6n de una proposici6n simple se pUede obte-
. ner de varias maneras:

Tomemos la proposici6n p: "EI oro es un metal", si
la negamos 'obtenemos la proposici6n q: "EI oro no
as un metal", La palabra "no" s i r v e para negar.

Tambien se puede negar con la exp'resi6n "es falsOque".
La negaci6n de la proposici6n p: "EI oro es un metal",
puede serla proposici6n q: "Es falso que el oro es un
metal".

La proposici6n q que se obtiene al negar la proposi-
ci6n p tambien se puede simbolizar asi:

- p que se lee "no p"

AI negar una proposici6n v e r d a d e r a se obtiene una
proposici6n falsa, el negar una proposici6n falsa se ob-
tiene una proposici6n v e r d a d e r a . Esto se pUede resumir
en un cuadro,asi:

La negaci6n es una operaci6n IJnaria que cambia el v a -

lor de v e r d a d de una proposici6n.



EI profesor puede orientar al alumno para que halle di-
ferentes formas de negar una proposicicn.

Es posible que se presente alguna dificultad debida a la
tendencia que tienen los alumnos de confundir .Ia nega-
ci6n con la proposici6n contraria.

La leche es blanca
La leche es negra
La leche no es blanca

Las dos primeras' proposiciones son en cierto sentido
contrarias, si consideramos que 10 contrario de blanco

\

es negro, mientras que la ultima si es la negaci6n de la
primera pues ella cambia el valor de verdad de dicha
proposici6n.

Los alumnos pueden hallar el valor de verdad de algu-
nas proposiciones simples y enseguida el de su negaci6n.
A partir de estos ejercicios construye la tabla deverdad.

Ricardo es un buen Ricardo no es un buen

Ingeniero de petr61eo Ingeniero de petr61eo

V - F

F V

Cuando dos.proposiciones se "conecta'n" con la particu-
la " ,y ", la proposici6n compuesta que se obtiene se
llama conjunci6n.

La "y" se simboliza asi: " '" ", de tal forma, si se
obtiene la conjunci6n de dos proposiciones: p, q, la
podemos simbolizar de la siguiente manera:

Una conjunci6n p '" q es verdadera solamente cuan-
do p y q son verdaderas, en los demas casos es falsa.

P
I q P '" q

V V V

V F F

F V F

.

F F' F

1;:1 profesor orientara a los allJmnos para que distingan
como conjunci6n a la proposici6n compuesta que resul-
ta deconectar dos proposiciones simples con la particu-
la "y"; les indicara la forma de simbolizarla.

Con material concreto como dos tarjetas de diferente
color. donde por una cara esta escrito "verdadero" y
por fa otra "falso", los alumnos podran analizar los
posibles. valores de verdad que pueden tener dos propo-
siciones.

Si lanzan al aire las tarjetas los casos posibles son:

TARJETA AZUL TARJETA ROJA

V V
F V
V F
F F

Si la tarjeta azul representa una proposici6n pyla tar-
jeta.roja representa una proposici6n q, concluiran que
los valores posibles son:

p q

V V
V F .
F V
F F

Despues analizaran el valor de p '" q para cada uno
de los casas anteriores y obtendran ia tabla de valores
de verdad para la conjunci6n de dos proposiciones.



Se puede descomponer en dos proposiciones simples y
a partir del valor de verdad de estas obtener el de la
compuesta:

Enrique e5un Enrique ama la Enrique e5 un medico

medico brillante docencia brillante V ama la

docencia

V V V

V F F

F V F

F F F

Es conveniente analizar proposiciones en las cuales la
"y" no represente la operaci6n que se viene estudian-
do. Un ejemplo de tales proposiciones pUede ser:

Cecilia y William son·amigos. Se trata'de una proposi-
cion simple, mientras que la proposici6n, Cecilia y
William son inteligentes es una proposici6n compuesta,
las dos proposiciones simples son:

Otra de las operaciones entre proposiciones es la dis-
yunci6n. Cuando dos proposiciones se "conectan" con
la part(cula "0", la proposici6n compuesta que se ob-

. tiene se llama tambien disyunci6n.

La "0" puede ser inclusiva 0 exclusiva; existe ademas
una tercera "0", la incompatibilidad, perQ en 1,6gicase
utiliza mas la "0" inclusiva. En este urtimo sentido, la
disyunci6n de dos proposiciones es falsa unicamente
cuando las dos proposiciones simples son falsas, en los
demas casos es verdadera.

La disyunci6n inclusiva se simboliza as(: "v" y si Ila-
mamos p y q las dos proposiciones simples, la tabla
de los valores de verdad de la operaci6" es:

p q p v q
-.

V V V

V
,

F V

F V, V

F F F

La disyunci6n exclusiva entre dos proposiciones, la mas
utilizada e n el lenguaje usual, es verdadera cuando solo
una de las dos proposiciones es verdadera, en los otros

. dos casos es falsa. Esta operaci6n se simboliza as(: "w"
y su tabla es la siguiente:

p q p w q

V V F
,

V F V

F V V

F F F

EI profesor puede pedir a los alumnos ejemplos de pro-
posiciones compuestas "conectadas" por medio de la
" 0 ". Si entre ellas se escoge una como:

J u a n a e s ta b a p ro fu n d am en te d o rm id a 0 8 1 t im b re n o

fu n c io n 6 . En primer lugar se analiza el sentido de la
proposici6n dentro de un contexto, que en este caso

- podrfa estar relacionado con' el hecho de que alguien

lIeg6 a la casa de Juana y esta, estando' en la casa no
abri6 la puerta. lPor que?

Pudo suceder:

a) Juana dormfa profundamente y no escuch6 el
timbre;

b) Juana estaba en vela y el timbre no funcion6;



c) Juana dormla y ademas el timbre no funcion6. En /
estos tres casas la proposici6n compuesta es verda-
dera y Juana puede excusarse. Pero si Juana no
dormla y el timbre funcion6, la proposici6n com-
puesta es falsa y la 8ctitud de Juana requiere de
una explicaci6n.

Otro ejemplo, Ricardo dice:

o bien compro una moto, 0 me voy ce vacaciones a
Cartagena. Lasdos propasiciones simples son:

Ricardo compra una moto. Ricardo se va de vacaciones
a Cartagena. Es claro que la intenci6n de Ricardo es ha-
cer una de las dos cosas: comprar la mota 0 irse de va-
caciones a Cartagena.

Esta disyunci6n que en 131 leng'uaje usual general mente
se expresa par "0 bien ... 0 ... " es la disyunci6n ex·'
clusiva cuya tabla de val ores de verdad para 131 ejemplo
dado podr(a elaborarse aSI: . I

Ricardo compra Ricardo se va de o bien Ricardo compra

.
una moto vacaciones a una mota 0 se va de

Cartagena vacaciones a C/gena.

V V F

V F V

F V V

F F F

Los ejemplos que den los alumnos referidos a una si-
tuaci6n concreta permiten diferenciar estas dos opera-
ciones 16gicas: la disyunci6n inclusiva y la disyunci6n
exclusiva,

Nota para 131profesor: La tercera "0" es la operaci6n
denominada incompatibilidad que se simboliza por "I"
y cuya tabla de valores de verdad es la siguier.te:

/

p q p I q

V V F

V F - V

V F V

F F V

Esta es la 0 que se utiliza en instrucciones del tipo:
"0 la Unil 0 la otra 0 ninguna de las dos". "

Un te~mino es una 0 varias palabras 0 expresiones
(signos) que se utilizan para designar un objeto: la luna,
3, Bogota, son terminos.

Un predicado es una expresi6n que se utiliza para decir
"algo" acerca de un objeto. Por ejemplo: es redonda, es
impar,es muy grande.

En una proposici6n simple se pueden distinguir 131 ter-
mino y 131 predicado.

en la proposici6n p: "dos es par"; "dos"
es el termino, "es par" es 131 predicado.

Es constante cuando designa un objeto ya determinado:
la luna, 3, Bogota ..

Es variable cuando designa Ul" objeto que todavla no
esta~eterminado: ella, x, una ciudad.

Si el termino de una proposici6n es constante va pode-
mos determinar si es verdadera 0 falsa, y decimos que
la proposici6n es cerrada: la luna es un satelite natural;

.2 es par; Bogota es nuestra capital.

Si el termino de una proposicion es variable todavla no '
podemos determinar si es verdadera 0 falsa y decimos
que la proposicion es abierta:

ella estaba lIena anoche; X es par; una cierta ciudad
tiene mas de un millon de habitantes.



Se pueden proponer ejercicios en donde dada una pro-
posicion el alumno dice cual es el termino y cual es el
prooicado.

Los ejercicios pueden ser planteados por los alumnos.
(un grupo los plantea y otro los analiza y viceversa),

Una.vez se haya identificado el termino de una prapo·
sici6n, los alumnos analizan si dicho termino es cons-
tante 0 es variable y de acuerdo con esto clasifican las
proposiciones en abiertas y cerradas.

Si se sustituye el termino variable de una proposici6n
abierta por un termino constante, dicha proposici6n se
convierte en una proposici6n cerrada, que puede ser
verdadera 0 falsa.

Si en la proposici6n abierta "x es par" sustituimos
"3" en vez cle "x", resulta "3 es par", que es una
proposicion cerrada (pero falsa).

'Si sustituimos "2" en vez de "x", resulta "2 es par",
que es una proposici6n cerrada (pero verdaderal.

Una vez se sustituya ~a variable de una proposici6n
abierta, por una constante, se puede idertificar el valor
de verdad de la proposici6n que resulta.

Algunos ejemplos de proposiciones abiertas son las
ecuaciones de primer grado:

EI cdumno puede obtener proposiciones cerradas que
pueden ser verdaderas 0 falsas, segun la constante que
se sustituya en vez de la x, 0 la a, etc.

El profesor orienta a Ios alumnos para que concluyan
que encontrar la constante que convierte a estas propo-
siciones abiertas (ecuaciol']es) en proposiciones' cerradas
verdaderas, equivalen a encontrar una soluci6n de la
ecLiacion.

Cuando se reemplaza "x" por "3", se obtiene
3 + 2 = 5, que es una proposici¢n verdadera; es-
to equivale a decir que una soluci6n de la ecuaci6n:

Si se ree,mplaza '''x'' por "2", se obtiene 2 + 2 = 5,
que es una proposici6n falsa; ~uego 2 no es una solu-
ci6n de la ecuaci6n x + 2 = 5.



EI analisis de proposiciones cuantificadas se enriquece
cuando se usan diagramas sencillos para representar los
conjuntos de objetos a los que se refieren dichas propo-
siciones. Resultan asi mas explicitas las relaciones, si las
hay, entre dichos conjuntos.

Cada una de estas aseveraciones se refiere ados clases y
especifica una relaci6n entre ellas.

La representaci6n de las dases relacionadas en la pro-
posici6h A pUede ser: ,

EI diagrama a su vez permite formular y responder pre-
guntas como: '

lD6nde estan representados los pajaros que no son
loros?

lD6nde estan representados los animales que no son
pajaros?

. Esta ultima pregunta permite considerar un conjunto
referencial mas amplio (el de los animales) del cual el
referencial inicial (col1junto de los pajaros) es ahora un
subconjunto. .

La relaci6n representada en el diagrama es de in c lu s i6 n
porque cada uno de los elementos del conjunto de los
loros pertenece al conjunto de los pajaros. Esto se sim-
boliza peL. EI simbolo C es el de la relaci6n de
indusi6n en sentido estricto ..

Cuando se considera la relaci6n de inclusi6n en sentido
amplio, el simbolo utilizado es C. Este simbolo se uti-
liza para expresar que un conjunto es subconjunto de
Sl mismo 0 es subconjunto de otro mas amplio.

La segunda proposici6n (8) permite hacer un diagra-
ma como:

Los dos ultimos diagramas permiten reafirmar que en-
tre esos conjuntos no se da la relaci6n de indusi6n.

I

La sugerencia que consideramos fundamental para ,el
tratamiento de estos temas' consiste en tratarlos de ma-
nera integrada evitando que queden como rueda suelta
y como mera informaci6n para el estudiante, Con toda
seguridad el profesor puede lograr este prop6sito en
una forma mas efectiva que la propuesta aquf, debido
al enriquecimiento que proporciona el contacto directo
con los alumnos.

Se puede fijar como referendal el de los numeros natu-
rales menores 0 igualeS a 20 y denominarlo conjunto
M. ' A los alumnos se les pide que elaboren proposicio-
nes referidas a los elementos de este conjunto, en las
cuales aparezcan las expresiones de cuantificaci6n estu-
diadas al comienzo de la unidad. Nuevamente se puede
discutir sobre el valor de verdad de dichas proposicio-
nes can base en el referencial dado y determinar 105'
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conjuntos numericos cuyos elementos cumplen la
condid6n expresada en el predicado de dichas pro-
posiciones.

{a, 1 , r 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,

11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19~20 }

2. Algunos elementos de M son prim?s (V)

3. No todos los elementos de M son multiplos de 4 (V)



La primera proposici6n podfl'a explotarse en varios sen-
tidos. En primer lugar es verdadera porque c a d a u n o

. de los elementos de M es menor que 21. Se puede co-
mentar c6mo en este caso, por tratarse de un referen-

\ cial de pocos elementos, fue facil establecerel valor de
verdad de laproposici6n.

En segundo lugar sitomamos la cond~6n expresadaen
la desigualdad (proposici6n abierta):~ < 21, se pUede
constatar que al reemplazar el cuadflto por cualquie.
elemento M seobtiene una proposici6n cerradaverda-
dera porque "para todo elemento de 1MI X < 21", es
verdadera.

lQuianes viven en la parte rayada del diagrama?

lQua podemos decir de M con respecto al conjunto N

de los numeros naturales?

lSi del conjunto N quitamos los elementos del conjun-
to M, cual conjunto nos queda? l C o m o pbdemos sim-
bolizarlo? lQua nombre recibe este conjunto?

Con relaci6n a la segunda proposici6n se podn'an for-
mular preguntas como: lCuales son los subconjuntos
de M que permiten afirmar que la proposici6n esver-
dadera?

Seobservaque estosconjuntos numaricos pueden tener
desdeuno hastaocho elementos y que cada uno de ellos
es un subconjunto del conjuntoc M. Si a estossubcon-
juntos se lesda un nombre, se puede recordar la simbo'
Iizaci6n correspondiente, par ejemplo T C M.

En al estan expl(citamente simbolizados los elementos
de uno de los posibles conjuntos, T, que permiten afir-
mar que la segundaproposici6nes verdadera. Despuas
de explotar todas las proposiciones cuantificadas esco-
gidas para tal efecto se pueden dar condiciones com-
binadas como "(8] > 4 y (E)< 10" para que los
alumnos digan cual es el subconjunto de M cuyos ele-
mentos cumplen ambas condiciones.

EI conjunto de los numeros mayores que 4 y meno-
res que 10 es:

A este conjunto se l~ denomina conjunto de las solu-
ciones.

Cada uno de dichos numeros produce una proposici6n
cerrada verdadera al reemplazar en ambas cOf"]diciones
el cuadradito por ellos. As(: •• 5 > 4 y 5 < 10" es
una de tales proposiciones, mientras que "2 > 4 y
2 < 10", .. 11> 4 y 11 < 10" son dos proposi-
dones falsas porque 2 y 11 no son soludones para
ambas proposiciones. .

Teniendo en cuenta el mismo conjunto referencial se
pUedeproponer un ejercicio como el siguiente:

Caracter(sticas Conjuntos

<D ser par { 1, 3, 5, 7 }

® ser multiplo de 5 { 6, 12, 18 }

® sermayor que 4 y multiplo de 6 { 6, 10, 15, 20 }

@) ser impar 0 ser menor que 10 {5, 15 }

EI trabajo del alumno consiste en escogerlos conjuntos
cuyos elementos cumplen la caracter(stica dada. AI la-
do del conjunto escriben el numero respectivo encerra-
do en el clrculo.

{6, 12, 18}

{5, 15}

Otro tipo de ejercicios consiste en hallar la condici6n
que cumplen los elementos de un conjunto dado. Ejem-
plo: si uno de los conjuntos es {2, 4, 6, 8 } se puede
decir que la condici6n es "ser par y estar comprendi-
do entre '2 y 8 ".

En la Basica Primaria los alumnos utilizaron el slmbolo
- C para representar la relaci6n de inclusi6n en sentido

estricto. En este grado se puede considerar la utiliza-
ci6n de esta relaci6n en sentido amplio: ••...es un sub-
conjunto de... (0 es igual a...) ". En este casoel slmbolo
para representar larelaci6n es ~. En este sentido todo
conjunto essubconjunto de Sl mismo.

Es conveniente que los alumnos lIeguena una respuesta
a la pregunta lcuando se dice que un conjunto es sub-
conjunto de otro? Asl pueden utilizar la expresi6n
"todos" 0 "cada uno" para explicar un concepto que
ya han construido. De la misrna manerase les pregunta
cuando un conjunto B no essubconjunto cJeotro con-
junto A. Esta pregunta los lIev8 a aplicar la negaci6n
de ura proposici6n cuantificada universalmente. Basta
con que un solo elemento del conjunto B no pertenez-
ca al conjunto A para afirmar que aquel no es un sub·
conjunto de este. Estesesimboliza: B C l A.



Las o'peraciones binarias entre conjuotos numerlcos
que se van a estudiar son: la diferencia, la union y la in-
tersecci6n.

EI conjunto diferencia entre dos conjuntos A y B es-
t~ formado por los elementos que pertenecen al con-
junto A y no pertenecen al conjunto B. Esta opera-
ci6n se simboliza "- ". Asi el conjunto diferencia
entre A y B se nota A - B y se lee: "Conjunto A
menos conjunto S" 0 "diferericia entre los conjuntos
A y B".

EI conjunto diferencia entre un referencial dado y
un conjunto A se llama complemento de A y
se denota A'.'

Consideremos como referencial el con-
junto de los numeros naturales y 1 0 1

conjuntos A = {multiplos de . 3 };
B = {multiplos de 6 }. El conjunto di-
ferencia entre A y B es:

La union de dos conjuntos A y B esta formada por
'Ios elementos que pertenecen al conjunto A 0 que
pertenecen al conjunto Boa ambos conjuntos. La
operaci6n se simboliza mediante el signo U. Asi la
uni6n entre A y B se nota A U B y se lee "A uni-
do con Bi

'.

Si consideramos ,Ios conjuntos A y B del'ejemplo an-
terior, se tiene que la uni6n (0 la reuni6n) de ellc~sesta
for.mada por los multiplos de 3 0 por los multiplos de
6 0 por aquellos que son multiplos de 3 y de 6. En

I este caso, que result6 un ej€lmplo especial, A U B = A
par ser B un subconjunto de A.

La intersecci6n de dos conjuntos A y B esta formada
por los elementos que pertenecen al ~onjunto A y tam-
bien pertenecen al conjunto B. La operaci6n se simbo-
liza mediante el signo n. Asi la intersecci6n de 105

conjuntos A y B se nota A n B y se lee "A inter-
,secci6n B",

Para los conjuntos A y B que se vienen tomando
como ejemplo se tiene que el conjunto intersecci6n._
esta formado por aquellos elementos que son--multi-
plos de 3 y tambien son multiplos de 6. En este case
result6 ser el de los multiplos de 6: A n B = B.



Estos temas por ser 10suficientemente conocidos por el
profesor pueden ser enriquecidos y ampliados no sola-
mente para el logro de 105objetivos pertinentes, sino
para afianzar algunas relaciones entre 105 conjuntos nu-
mericos que se tomen para tal efecto. En este grado no
hemos propuesto la determinacion de conjuntos utili-
zando la simbolizacion de la forma {x I x es .'. }
porque algunos docentes consideran que es una sim-
bolizaci6n dificil para 105alumnos. Sin embargo, u's-
too puOOe ensayar y utilizarla, segun el nivel de sus
estudiantes.

En la Sasica Primaria 105 alumnos han realizado unio-
nes e intersecciones de conjuntos, sin lIegar a repetir las
definiciones que traen 105 Iibros de matematicas, sino
describiendo con su propio lenguaje c6mo se forma el
conjunto reuni6n y cual es la propiedad de 105·elemen-
tos de este conjunto.Respecto a esto, cuando ellos des-
criben el conjuntb reuni6n utilizan fa "y" diciendo,
por ejemplo: "en el salon principal estan 105 alumnos
de 50. y 105de 60."; "en la caja estan las fichas rojas
y las triangulares". Sin embargo, cuando se les pregunta
por fa condicion que cumplen 105 elementos, entonces
51 utilizan la O. Es aSI como pueden lIegar a decir pa-
ra estar en el sal6n principal es necesario ser alumno de
50. 0 de 60." "para que una ficha este en la caja'debe
ser 0 roja 0 triangular 0 un triangulo rojo". A partir de
expresiones como esta ultima el profesor y 105alumnos
puOOen lIegar a la definicion que proponen los matema-

ticos. Es conveniente verbalizarla primero, luego escri-
birla en el lenguaje natural pero ya a nivel matematico
y si el profesor 10 considera apropiado y ya ha utilizado
la "taquigraf(a" pro pia de las matematicas para deter-
minar conjuntos, entonces proponer la simbolizaci6n:

En cuanto ala intersecci6n se ha observado en 105
alumnos de primaria que cuando un objeto posee dos
propiedades ellos utilizan indistintamente las expresio-
nes "y", "que tambien" 0 sencillamente no utilizan
ninguna expresi6n para coneetar las propiedades comu-
nes. Si consideramos por ejemplolos conjuntos:

M = {2,4,6,8, 10.,12,14, 16, 18,20,22,24}

S= {divisores de 60 } =

{ 1,2,3,4,5,6, 10, 12, 15, 20,30,60 }

Es posible que 105alumnos digan que en la interseccion
de los- conjuntos M y S estaran "105 numeros pares q u e

t a m b i6 n son divisores de 60"; "105que son pares y divi-
-sores de 60"; "105 numeros pares divisores de 60".





U n id a d IV

L O S N U M E R O S F R A C C IO N A R IO S

P O S IT I.V O S Y S U E X P R E S IO N D E C IM A L

In t ro d u c c i6 n

Desde el Tercer Grado de Educaci6n Basica Primaria
los alumnos vienen manejando los numeros 'fracciona-
rios positivos como o p e r a d o r e s 0 transformadores achi-
cadores 0 agrandadores aplicados a magnitudes. Tam-
bien los han manejado como m e d id o r e s , como r a z o n e s .

como c o c ie n t e s indicados y como p a r t id o r e s , no de ob-
jetos materiales, sino de unidades de distintas magnitu-
des 0 de cantidades espec fficas de esas magn itudes.

Es posible que algunos de los alumnos de sexto grado
hayan conceptualizado aisladamente los sistemas con-
cretes mencionados anteriormente y tengan dificu Ita~
des al utilizar un mismo sistema simb61ico para expre--
sar los conceptos construidos desde diferentes enfe-
ques. La idea general para el estudio de los fracciona-
rios en la Basica Secundaria es la de tratar de tejer un
sistema conceptual unico, el de los numeros racionales
con sus operaciones y relaciones usuales, a partir de los
distintos sistemas conceptuales parciales que se han vis-
to en la Basica Pri maria, y de tratar de manejar con
comprensi6n y seguridad los sistemas simb61icos usua-
les: el de las facciones, el de las expresiones decimales
y el de las expresiones porcentuales.

EI iogro parcial de esta meta en sexto grado depende en
gran parte del conocimiento que ter:lga el docente de
los programas de Matematicas para la BasicaPrimaria, y
de su habil idad para selecionar las actividades que Ie

permitan a los alumnos aproximarse desde sus diferen-
tes experiencias al sistema conceptual mas abstracto al
que se quiere lIegar en sexto grade: el de los numeros
fraccionarios positivos con sus operaciones usuales y
con las relaciones de orden aditivo.

En este grade se seleccionan como sistemas concretos
las semirrectas num'ericas; se traza una sem irrecta, se Ie
marca el origen y el segmento unidad, y luego se Ie apli-
can a esa unidad de longitud los operadores de la·format x en donde a y b son naturales distintos de cero.

En el sistema simb61ico de las fracciones para los nu-
meros fraccionarios distinguiremos aquellas fracciones
cuyo denominador es una potencia de diez. Esta distin-
ci6n en el sistema simb61ico permite seleccionar un
subsistema del sistema conceptual de los fraccionarios:
el que esta formado por los numeros decimales finitos
con sus operaciones y relaciones. No todos los fraccio-
narios positivos pueden expresarse con fracciones cuyo
denominador sea una potencia de diez. En el sistema
simb61ico de las expresiones decimales, no todos los
fraccionarios positivos pueden pues expresarse con de-
cimales finitos, y por eso lIamamos a losfraccionarios
que Sl pueden expresarse as( "Numeros decimales finic
tos". Tambien se empiezan a estudiar en sex·to grado al-
gunas expresiones decimales que norepresentan un nu-
mero decimal finito.

Hay varios sistemas simb61icos para referirse a los ope-
radores 0 transformadores. Estos ultimos estan al nivel
conqeptual y son con~trucciones mentalesactivas y que
achican 0 agrandan las magnitudes a I.asque se les apli-
can. (En un caso excepcional, el del operador identi·
co. 0 neutro, las dejan como estaban). No debe pues
confundirse el operador con sus slmbolos. Los sfmbe-
los para operadores pueden ser verbaies, 0 gestuales
(abriendo 0 cerrando las manos), 0 escritos. En los pro-

gramas se usan abreviaturas para "dos veces", "tres ve-
ces", "a veces", "Ia mitad de", "Ia tercera parte de",
" b d" '2 3 1 1 .J.""un -avo e., queson. x, x, ... , a x '2 x , '3 x , . . " b A .

En ningun caso debe leerse "dOl equis" 0 "il equis".
Puede utilizarse "el doble de", "el triple de", 0 "dos
por", "tres por", etc. Comoslmbolos pueden utilizar-
se tambien:-



2
_ 3 _ ,0 _ .1._ .1._ . . l . ._

, , .. ala , 2 ' 3 , .. o'b

2-( ),3-( ), , a - ( ),+-( l.t-( ),···,t-()

2x( ), 3x( l. , c:x( l.ix( l.-!x( l. ...•. l ix (

,
Lo importante es enfatizar con los simbolos mismos el
caracter activo de los operadores e indicar que se apli-
can a magnitudes (y a numeros). Los parentesis sefialan
una boca 0 lugar vado que espera una magnitud (0 un
numero) para transformarlo.

Los numeros fraccionarios 0 numeros reales son el re-
su ltado del olvido activo de los operadores 0 transfor-
madores que achican 0 agrandan las magnitudes, una
vez que se completan con el operador' identico 0 neu-
tro, con el operador anulador, y mas tarde con los
opuestos aditivos de esos operadores.

Cuando se olvida ese caracter activo, cuando se repre-
sentan como puntos en una rectanumerica, cuando la
familiaridad con ellos nos 11eve a que se vuelvan "con-
cretos" para nosotros,los Ilamamos nu meros fraccio-
narios 0 racionales. Para ellos hay varios sistemas sim-
b61icos como el verbal (Ia mitad, un medio) el de las

O b je t iv o s g e n e ra le s

expresiones fraccionales 0 simplemente "fracciones"
(t, t, ;t. 188-) el de las expresiortes decimales 0 sim-
plemente "decimales (0.5, - 5, 0.50) el de las expresio-
nes porcentuales 0 simplemente "porcentajes" (50 'Z . ) ,
ademas de muchosotros como el binario, el hexade-
cimal, etc.

Es importante no confundir los numeros fraccionarios
o racionales con sus expresiones, y caer en la cuenta de
que hay un solo numero que corresponde a cada expre-
si6n en un contexte dado, pero que hay muchas expre-
siones diferentes que corresponden a un mismo nu-
mero.

Reconocer el conjunto de los numeros fracciona-
rios positivos y en el el de los decimales finitos.

Repasar los algoritmos de la ad ici6n, sustracci6n,
mu Itiplicaci6n y divisi6n con fracciones.

Repasar los algoritmos de la adici6n, sustracci6n,
multiplicaci6n y divisi6n con decimales finitos.

Resolver y formular problemas que requieran de
las operaciones con fraceionarios expresados con
fracciones y con ·deci males.



EI efeeto de operadores de la forma a x, a = 2, ,3,4, 0,
'" cuando se aplican a una magnitud, es duplicar, tripli-
ear, cuadruplicar, etc., la magnitud a la cual se aplican.
Estos operadores se pueden simbolizar tambien como
a X ( J. a ( ) , a · ( ) , etc.

EI efecto de operadores de la forma t X, b = 2,3,4,5,
'" cuando seaplican a'una magnitud esdisminuirla,a la
mitad, a la tercera parte, a la cuarta parte, etc. Estos
ope"radores se pueden simbolizar tambilm como. EX ( ),

- I i ( l. - t . ( ) ,etc.

En la semirrecta numerica podemos analizar el efeeto
que producen estos operadores cuando son aplieados a
cualquier numero natural mayor que cero.

Si se apl ica un operador de la forma a x, como
2 x, 3 x, 4 x, etc., el resultado aparece ala dere-
cha del numero al cual se apl ic6 y el efecto es du-
plicar, triplicar, cuadrupliear, etc., el numero de
unidades de longitud que hay entre cero y ~I nu-
mero.

Ejemplo: si se v a a aplicar el operador 3 X al 2,
r.esulta:

!~3!X~

o 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

~3X~

2 6

Si se apli~a un operador de la forma i x, como +x,
+x, +x, etc., el resultado aparece a fa izquierda del
numero al cual se apliea y el efeeto es dismin'uir a
la mitad, a la tercera parte, a la cuarta parte, etc.,
el numero de unidades de longitud que hay entre
cero y ese nu mere :

Si el operador de la forma t X se Ie apliea a un
numero multiplo de b , el resultado estarfa re-
presentado en uno de los puntos ya senalados
en la semirrecta , 0 sea, es un numero natural.

si se aplica el operador 1X a 6. EI re-
sultado es 3. 2

r + x ~
! I ! I

Entre' cera y seis hay 6 unidades de longitud,
al apl icarle el operador ~ X se disminuyen a la
mitad,o sea 3 unidades.

1
...-- '2 x--......

6 " 3

Si se apliea un operador de la forma ix , a un
numero que no es multiplo de b , el resultado
estarfa en un punto intermedio en donde no es-
ta represehtado ningun numero natural. Habria
que hacer unas mareas adicionales a la semirrec-
ta para representar dichos resultados. Es decir
que el resultado de apl iear un operador de la
forma tx a un numero que no es multiplo de
b , no es un numero natural. .

Ejemplo: si se apl ica a 5, el operador } x, el re-
sultado no es un nUmero natural.

C }' ,~
·1~ 3 4 'i 6 7

Hay 5 unidades de longitud para d:sminuir a la
mit;:id. EI resultado estarfa entre el 2 y el 3,
exactamente en la mitad. 0 seasetoman 2 uni-
dades de longitud y media unidad mas.

f' - }x~

I l I I

•
2 ; 3 4. 5 -6 7

lx (5)<::1
2 2

Si se aplica un operador de la forma a x 6 tx al
cero, se obtiene siempre cero.



Inicialmente podran hacer ejercicios de aplicaci6n de
estos operadores a una magnitud y analizar el efeeto
que producen, como el siguiente:

al numero 8, aplicar cada uno de los si-
guientes operadores:

Aplicar cada uno de los siguientes operadores a
una superficiede 48 m2 de area: 3 x, 2 x, ~ x, }x . 5e pueden proponer algunos ejercicios como los si-

guientes:

L1enar los espacios en blanco, ya sea colocando el
operador que se apl ic6, el resultado, 0 el numero
al cual se aplic6 el operador:

1
, . . - - 2 x~

3 0
,--0-......

4 2

= 1 X 48 m2
2

1 X 48 m2
5

En estos casas tambien se puede escribir 3 (48 m2),

+(48 m2
), +(48 m2) ,-+(48 m2). 1__ 4" x -.........

o 2
Despues se les pedira que representen en una semirreeta
el efeetode algunos de estos operadores cuando se apli-
can a un numero natural, analizando cuales 10 au men-
tan, cuales Jo disminuyen y cuales 10 dejan como esta.

Escribir en cada caso el operador que se aplic6 al
numero representado en la semirrecta A, para ob-
tener el numero representado en la semirrecta B.

a) A
•

0 2 3 4 5 6" 7 8 9 10 ;1 DB " t

•
0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

b) A ! .
0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 DB .

•
0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

c) A
•

0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 DB . , I • .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11



a
EI efeeto de operadores de la forma b x (4 * 0, b * 0)
cuando seaplican a una magnjtud es equivalente al efeeto
que se produce al aplicar sucesivamentedosoperadores:
uno de la forma a x y otro de la forma tx en cual-
quier orden.

EI resultado de la aplicaci6n de un operador de la for-
ma : x es aumentar 0 disminuir 0 dejar como est8 la
magn itud a la cual se apl ica.

En la semirreeta numerica se puede analizar el resulta-
do que se obtiene y el efeeto que producen dichos ope-
radores cuando son aplicados al uno. EI resultado pue-
de estar a la derecha 0 a la izquierda del uno, 0 caer en
el mismo uno; y el efeeto es aumentar 0 dejar como es-
ta el numero de unida'des de longitud que hay entre ce-
ro y uno.

EI -resultado de aplicar operadores de la forma ~ x a
un numero natural en unos casas da un numero natural
yen otros no da un numero natural.

Ejemplo: aplicar el operador -i x a 6.

EI resultado de aplicar este operador es equivalente a
aplicar sucesivamente losoperadores 2 x y tx en cual-
quier orden, as(:

"...-- 2x --------..
, , , n , 'I , •

1
,--- "j"X

, , , ,
~

I I

,.--- 2 x --....... ~ t x ----.....
6 12 . 4

tx [2 x (6) I

2
" ' - - - 3 X ~

6 4

_ _ _ . ! . .x " ,- - - 2 x _
6 3 -""""2 ....••.4

2
..-- 3" x ---....

6 4

Si a 7 Ie aplicamos el mismo operador el resultado ya
no es un numero natural.

" ,- - -2 x~

, " .

Luego el operador tx. En este caso hay que hacer una
marca adicional entre 4 y 5; porque el resultado no
es un numero natural.

\v : : : : : ~ ',~ .
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 'KJ, 11 12 13 14

1

r--2X
~ ~3x ~1i

7 14 3

1

~3X~14

7 T



Se pueden proponer algunos ejercicios como los si-
guientes:

2
6 ".,--sx --.........0 4

2 ".-- 3" x --....... 0

____o~
10/" 1.£

1111 3

Escribir el operador que se aplico al numero repre-
sentado en la semirreeta A para obtener el nume-
ro representado en la semirrecta B.

a) A

0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 DB

0 2 3 4 5 6 "7 8 9 10 11

b) A

0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 DB

0 2 3 4 5 f, 7 8 9 10 11

AI conjunto que se obtiene de los resultados de aplicar
operadores de la forma t.x al uno, se Ie llama "nume-
rps fraccionarios positivos".

Si aplicamos un operador de la forma tx al uno, se
obtiene el numero fraccionario positivo, representado

por la fracci6n ~, en donde a es el numerador y b es
el denominador. EI numerador indica las veces que se
tuvo que aumentar el uno y el denominador las veces
que tuvo que disminuirse.



Aplicaran diferentes operadbres de la forma ~ x al uno

y ~btendran el conjunto de numeros fraccionarios co-
mo los resultados de dichos operadores.

Ejemplos: 1 x( ' )= ~

)

Observaran que algunos operadores producen el mismo .
resultado 0 sea el mismo numero fraccionario. Este
fraccionario puede ser representado de muchas maneras.

el fraccionario i se obtiene de aplicar al
uno, entre otros, los sigu ientes operadores:

Las fracciones ~ ,to , i\, fo son representaciones para
el mismo numero fraecionario. De estas fracciones se
dice que "son iguales" porque representan el mismo
numero fraccionario, no porque sean "iguales" como
fracciones, pues si las miramos como dibujitos, no tie-
nen los mismos numeradores y denominadores, 0 sea
que no seran "iguales".

Para reconocer las fracciones que representan el mismo
numero fraccionario se utiliza la simplificaci6n y la
complificaci6n de fracciones.

Podran hacer algunos ejercicios como los siguientes:

Hallar 5 fracciones iguales a la fracci6n: t.
Hallar 5 fracciones que no se puedan simplificar,
y que sean iguales a las cinco fracciones siguientes:

..1....!i.~~3
6' 16' 100' 126' 16

Simplificar la fracci6n ~~~.

Sobre la semirreeta numerica, en donde se representa-
ron los numeros naturales, podemos representar algu-
nos numeros fraccionarios.

Como los numero fraccionarios positivos son el resulta-. a
do de, apliCar operadores de la forma TX al uno (con
a * 0 y b ' " 0), para representarlos en la semirreeta
numerica se hara aplicando operadores de la forma fx
uno y marcando el resultado.

AI aplicar el operador i x al uno, se duplica la unidad
de longitud y luego se reduce a la tercera parte 0 vice-
versa.

/ ,2 x"
,

2

Ahora estas dos unidades de longitud se reducen a la
tercera parte, dividiendo en tres partes iguales esta ion-
gitud y marcando una de estas divisiones, as(:

I

I 0

1

/3
X .....

,

2 3 4 5

EI efecto de tx sobre.', es disminuirlo, ya que qued6
a la izquierda de 1.

AI aplicar el operador. t x al uno se disminuye a la
cuarta parte la unidad de longitud y luego se quintupli-
ca este resuItado, 0, viceversa.

Para disminuir a la cuarta parte la longitud del primer
segmento,se divide en 4 partes iguales y se marca una.

Luego esta longitud sequintuplica y se marca el resul-

tado.



I. /x~
0.1. .i.

4 4

EI efecto de este operador es aumentar ya que el resul-
tado esta representado a la derecha del uno.

A I representar varios nu meros fraccionarios· en la semi-
recta numerica se pueden anal izar entre ellos las rela-
ciones "". es mayor que ... " y " ... es menor que .,,"
as!:

Todo numero representado a la izquierda de otro, es
n~enor que ese otro.

Todo numero representado a la derecha de otro, es
mayor que ese otro.

, ,

0 2 5 23' 4'

2 5 5 > 2
3 " 4' 4 3'

Haran la representaci6n grclfica de varios numeros frac-
cionarios aplieando operadores de la forma b x al uno
(con a * 0 y b * 0). 5e puede hacer la apliea-
ci6n de los operadores de las dos maneras para que el
alumno luego elija la que mas se Ie facilite (aplicando
primero el operador a x y lu~o el operador tx 0

. aplicando primero el operador ~x y luego a x).

Observaran que unos resultados caeran antes del uno,
otros e'n el uno y otros despues del uno, es decir unos

operadores aumentan, otros dejan como esta y otros
disminuyen respectivamente. Observaran tambien que
en un mismo punta de la semirrecta pueden estar and-
tadas varias fracciones.

5e podran proponer algunos ejercicios como los si-
guientes:

Coloear adecuadamente el slmbolo >, <, 0 , =
entre las siguientes fracciones:

14 .1 2 . .! 1,. .l .1 . .§. 1. ..i ~ . 2
.1

2 3 6' 21 5 3' 9 4 ' 2 3 ' 4 3 ' 7 3' 2
7

1
4 B!. 3' 9

T.....\ I 8

" /

" Ordenar descendentemente las siguientes t r a c -

0 /1' 2 3 ciones:
5 6.J...

;0 12 14
2 1 2 1 3 7 ..!!.
5' 4' 2' 9' 8' 2' 3

E I efecto de apl icar sucesivamente al uno dos operado-
res de la forma g x es aumentar,.disminuir 0 dejar co-
mo esta. Estos operadores se pueden apliear en cual-
quier orden y el resultado siempre es el mismo.

Ejemplo: Aplicar sucesivamente los operadores ~ x
2 3

Y 3'x.

Apliquim~s primero el operador t x y despues el ope-
radar 3 x,

4 2
3'

..!..x (1)
3



A este resultado ( ~) apliquemosahora el operador % x.

,"--- 2x --.......
I

•
4 2 B 3

"3 '3

At aplicarel operador 2 x a i- se obtiene:

4 8
2x (3')= 3

y al aplicar el operador t 'J(' a t se obtiene:

t (~)= ~.

I

1 ••

I
'---3X~
" " •

0 B 1 2 8 3
9 3"

Pueden aplicar 105 operadores en el otro orden: prime-
ro i x y IUl90 t x. LOS alumnos observaran que el
fracclonario T es el resultado de aplicar el operador
: x al uno es decir que el efecto de aplicar sucesiva-
mente al uno losoperadores ~ x y ; x es equivalente
con el efecto de aplicar al uno el operador : x.

~x (1)= ~
9 9

EI efecto de aplicar sucesivamente al uno, 105 operado-
res g x, y 5 x es equivalente con el de aplicar el ope-

rador t ® ~ al uno, en donde el signo ® se lee "de":

~I resultado de aplicar el operador'g x 5x al uno es
el numero fraccionario que escribimos:

Los alumnos descubriran pronto que la fracci6n b ~ d
representa el mismo resultado que f ® ~x (1). No de-
be darse esta regia de multiplicar numeradores y deno-
minadores hasta que el alumno no comprenda 10 que
esta haciendo al aplicar sucesivamente 105 dos operado-
dores; ojala descubra por si mismo el truco para escri-
bir rapidamente el resultado. Una vez que todos los ha-
van descubierto, podra omitirse el drculo alrededor del
signo x.

De la practica de aplicar sucesivamente estos operado-
res se puede pasar a multiplicar numeros fraccionarios
ya que ~ es la fracci6n que representa al numero
fraccionario que obtenemos a 1 aplicar sucesivamente ~ x
y luego f x al uno.

Lei aplicaci6n sucesiva al uno de 105 opera-
dores i x y 1- x da como resultado el nu-
mere fraccionario fa que es el resultado
que se obtiene si se hubiera aplicadb elope-
rador ib x al uno. .

fX [ t x ( 1) ] = [} ® ~ ] x (1);

Para multiplicar dos 0 mas fraccionarios se escriben las
fracciones respectivas, se multiplican entre si 105 nume-
radores y entre si 105 denominadores, resulta una frac-
ci6n que a veces puede simplificarse. .

E]'emplo: 1
3
x 1. x .! = 2 X 1 X 3

4 5 3 X 4 X 5

Pueden iniciar haciendo algunos ejercicios de aplicaci6n
sucesiva de operadores de la forma -bQ x a magnitudes,
como:

Hallar t de f de una superficie que tiene 50 m2 de
area.

EI profesor hara notar el usa del "de" para indicar la
apl icaci6n sucesiva de operadores.

Despues pueden aplicar sucesivamente operadores de la
forma * x al uno y sacar algunas conclusiones como:

EI resultado de aplicar sucesivamente 105 operado-
res % x y a-x al uno, es otro operador de la misma
forma, que resulta de multiplicar 105 dos ante-

. riores,

encerrado con un circulo el s~no x para
hacer notar que se lee "de": 2" ® ~ se lee
"Ia mitad d e la cuarta parte".



Pueden aplicar sucesivamente tres 0 mas operadores al
uno para que analicen el resultado.

Tambien pueden hacer varios ejercicios de aplicaci6n
sucesiva de operadores de la ·forma ~ x al uno en la
recta numerica, como los siguientes:

Aplicar sucesivamente al uno los operadores i x ,
~x "'3 .

Irlallar el operador cuyo efeeto es equivalen!e al
efecto de aplicar sucesivamente los operadores ~ x

3
Y 2" x.

Hallar dos operadores cuyo efecto de apl icarlos su-
cesivamente al unoe sea equivalente al efecto de
aplicar el operador15 x al uno.

En cada caso analizaran el efecto que se produce al apli·
car sucesivamente los dos operadores al uno. Utilizaran
® para leer "Ios dos quintos d e los tres medios". Des-

pues de varios ejercicios, ellos mismos pod ran conciuir
que para hallar la fraccion que representa al operador
cuyo efecto es equivalente al efecto de apl icar sucesiva-
mente dos operadores de la forma tx, se multiplican
las fracciones que representan a los aos operadores. En-
tonces se podra abandonar el cfrculo alrededor de la x.

Haran varios ejercicios de multiplicaci6n de fracciones
como los siguientes:

'De la practica de aplicar sucesivamente operadores de
la forma g x, resulta la multiplicaci6n de numeros frac-

cionarios. Se pueden resolver algunos problemas para
practicar el algoritmo de esta operaci6n.

Ejemplo: En un pueblo hay 5000 habitantes. Los f
del numero de habitantes son mujeres. Si
los t del numero de mujeres son estudian-
tes. lQue parte de los habitantes del pue-
blo son mujeres que estudian? lCuantas
mujeres estudian?

Pueden resolverlode varias maneras. Una puede ser la
siguiente: Hallandoprimero el operador que produce

el mismo resultado que se obtiene al aplicar sucesiva-
mente los operadores fX y t x.

Dicho operador es i x. Aplicando luego este opera-
dor ala magnitud que en este caso es 5000.

t de los habitantesdel pueblo son mujeresque estudian:
2000 mujeres estudian. .

Los alumnos pueden formular otros problemas en los
que haya que aplicar suresivamente dos 0 mas operado-

res a una misma magnitud y asi tengan la oportunidad
de aplicar la multiplicaci6n de numeros fraccionarios.

EI resultado de aplicar al uno un operador de la forma
t x. (con a * 0, b * 0) es un numero fraccio-
. nano.

Si queremos anular el efecto de dicho operador, apli-
camos el operador de la forma ~x, al resultado de ha-
ber aplicado el operador anterior,

~ x ~ = a x b = 1
b a b x a

~ x es el inverso multiplicativo de -g- x.



Inicialmente hallaran el inverso multiplicativo, aplican-
do operadores en la semirrecta numerica.

EI efeeto del operactor f x al aplicarlo al
uno es triplicar y luego disminuir a la quin-
ta parte. (0 viceversa).

Pe.ra anular el efeeto de dicho operador se tendra que
aplicar un operador que aumente cinco veces (5x) y
IUl3!Jodisminuya a la tercera parte (.;.. x ). Este opera-
dor es ~ x; se obtiene nuevamente el 1.

(%0~)x (1)

+ es el inverso multiplicativo de +
i x .!,,; ~ = 1
3 5 15

EI produeto de un numero fraccionario por su inverse
multiplicativo siempre es 1. EI profesor insistira en
que esto es 10 natural: si el fraccionario que primero se
aplic6 al uno 10 ampli6, su inverso vuelve a reducir Ese
resultado otra vez al uno, y si el primero redujo al uno,
su inverso vuelve a aumentar Ese resultadb hasta caer
otra vez en el uno. EI inverso de un ampliador es pues
un reduetor (0 el de un reduetor es un ampliador) que
compensa exactamente la transformaci6n hecha por el
primero.

Para dividir 105 fraccionarios, se multi plica el dividendo
por el inverso multiplicativo del divisor.

En el grade anterior 105 alumnos buscaron un procedi-
miento para efectuar la divisi6n de fraccionarios par-
tiendo de que "dividir esequivalente a encontrar un
factor desconocido".

1 x 0 = 3, 2 x 0 = 10. Los numeros que
reemplazan 105 cuadros son 3 y 5 respectivamente.
As( el fraccionario es ~

1 3 3
TX5'=lO

Posteriormente y a partir de este procedimiento encon-
traran uno mas abreviado que consiste en multiplicar el
dividendo por el inverse multiplicativo del divisor:

Es conveniente efeetuar varias divisiones por el primer
metodo y a partir de este ojala 105 mismos alumnos des-
cubran el metodo abreviado. Pero no debe ensefiarse el
metodo abreviado hasta que 105 alumnos sepan que es
10 que abrevia.



Para adicionar dos numeros fraccionarios en la semirrec-
ta numerica, se presenta cada uno de ellos en una semi-
recta (as! se determinan dos segmentos, en los que el
extremo izquierdo es el -cero y el extremo derecho es
cada uno de los fraccionarios) luego en otra semirrecta
se coloca uno a continuaci6n del otro, De esta manera
sa obtiene un nuevo segmento, cuyo extremo izquierdo
es el cero y el extremo derecho es el fraccionario que
resulta de adicionar los dos fraccionarios dados.

Adicionar en la semirrecta numerica los
fraccionarios ~ y ~

Adicionar en la semirrecta numerica los fraccionarios
2 3
'3 Y 4'

0 2 2 3 4
'3

, !

•
0 3 1 2 3 4

4"

0 17 2 3 4
IT

0 3 2 3 4
5 2- 3 B + 9 17

'3 + 4' 12 12- •
0 2 3 4

Para efectuar la adici6n de fraccionarios pueden em-

0
12

3 4 plear alguno de los algoritmos conocidos.
4 3
5' 5' ~5'

. Inicialmente adicionaran el efecto de dos operadores
cuando son aplicados a una magnitud ..

~ (Iitro) + t (Iitro)

Posteriormente adicionaran dos 0 mas fraccionarios en
la semirrecta numerica, primero con fracciones que
tengan el mismo denominador y luego con fracciones
de distinto denominador, AI mismo tiempo van practi-

cando cualquiera de los algoritmos para la adici6n de
fraccionarios.

c) .!... + 1. + 1-
2 3 5

En cada caso podran estimar el resultado antes de efec-
tuar la operaci6n, tratando (Ie predecir si es mayor que
1, 0 si esta entre 1 y 2, 0 entre 2 y 3, etc.

Para efectuar la sustracci6n de dos numeros fracciona-
rios en la semirrecta numerica se representa cada uno
de ellos en una semirrecta determinando dos segmen-
tos, luego en otra semirrecta se coloca uno encima del
otro de tal manera que los extremos derechos coinci-
dan. As! se obtiene otro segmento cuyo extremo iz·
quierdo es el' cero y cuyo extremo derecho es el frac-
cionario que resulta de efectuar la sustracci6n de los
dos fraccionarios.

Ejemplo: Efectuar la sustracci6n de t y t.

- -
0 3

'5

-0.2-
5

-
0 2

5'



En fa semirreeta nur:nerica resta 2
de t.'3

,

0 2 i. 3
2

0 2 1 2 3
3"

0 11 2 3
6

Hay varios algoritmos (ya conocidos) para efeetuar la
suStracci6n de dos numeros fraccionarios.

Inicialmente efectuar la sustracci6n entre dos fraccio-
narios en la semirreeta numerica, posteriormente hacer
ejercicios de adici6n y sustracci6n combinadas tanto en
la semirreeta numerica como practicando el algoritmo.

EJ"emplo: Efectuar en fa semirrecta: ~ + !..
2 4

I
,

•
0 2 5 3 4

0 2 2 3 42
3- •

0 1 2 3 4
.

I
4 0 21§.. 3 4

, 12
•

0 2 11 3 4
4 11 2 33 - B 25

5 1 10 ~ 1 = 11
4'-3= 12 =12

"2 + 4= 4"

Pueden resolver algunos problemas como los siguientes:

Carlos pint6 t del area de una pared durante la
manana. AI medio d(a pint6 f mas del area de la
misma pared y por la tarde 1~ mas del area. lQue
tanto del area de fa pared Ie hace falta por pintar?

De un terreno de 400 m2 de area se vendieron ~ de
area a $ 10000 cada m2• lCuanto dinero se recibi6
per esta venta?

La cuarta parte de la duraci6n de un d (a fa emplea
Juanito para ir al Colagio; fa sexta parte para nacer
las tareas, la doceava parte para divertirse y el resto
de fa duraci6n del d(a para dormir. lQue parte de
la duraci6n del d (a emplea Juanito para dormir?

Roberto tiene $ 5000 para gastarfos de fa siguien-
te manera: con ~ del dinero compra Iibros, con t
del dinero compra zapatos y con el resto compra
dos camisas. l A c6mo compr6 cada camisa?

Se partin~ de situaciones reales, teniendo !:!I cuidado de
que los alumnos inicialmente resuelvan cada problema
como 10 harlan en su vida practica, y posteriormente
observen que se pueden utilizarlos numeros fracciona-
rios para encontrar la soluci6n.

Se puede aprovechar para que los alumnos recuerden el
efeeto de cada operador, el resultado que produce, su

Cuando hayan resuelto un numero suficiente de ejerci-
cios, se les pedira que formulen algunos problemas
tomados de SLIS aetividades diarias; el profesor !os
orientara para que ellos mismos se den cuenta de los
datos que hacen falta 0 que sobran. "



AI representar en la semirrecta numerica, el
fraccionario -¥- se obtiene 3 y un poqui-
to. l C u a n to es ese poquito?

AI aplicar operadores de la forma g.x al uno, en la se-
mirreeta numerica el resultado esta antes del uno, en el
uno a despues del uno. Esto quiere decir que cualquier
numero fraccionario es menor que uno, igual a uno 0

mayor que uno.

Los fraccionarios positivos menores que uno (0 sea los
que estan entre 0 y 1) se lIaman "fraccionarios propios"
y las fracciones que los representan tienen elnumera-
dor estrictamente menor que el denominador.

Los fraccionarios iguales que uno a mayores que uno 58

lIaman "fraccionarios impropios" y las fracciones que
los representan tienen el numerador mayor 0 igual que
el denominador.

Un numero fraccionario estrictamente mayor que uno
es igual a la suma de un numero natural y un fracciona-
rio propio. Para haltar dichos sumandos se descompone
la fracci6n como la suma de dos fraccionarios del mis-
mo denominador; en una de ellas eL numerador sera
multiplo del denominador (as( se obtiene el natural) y
la otra sera una fracci6h propia.

, I

•
O. 2 3B. 4'

1
7

ll= 21
+

1 3 +.1. Tres y un poquito
7 "7 7' 7

i t se puede expresar como la suma del entero 3 yel
fraccionario propio t .
3 + + se puede abreviar omitiendo el signo + entre
ellos: 3+ que es la Ilamada notaci6n mixta.

5e pueden proponer algunos ejercicios como los si-
guientes:

Representa,r en la semirrecta l1tumerica los siguien-
tes fraccionarios y decir cuales son propios y cua-
les son impropios .

.! ! ..!!. 2 ~

5'9'7 '5'3

'- Establecer la relaci6n adecuada ( > , < , = )'en-
tre cada uno de los siguientes fraccionarios y el uno:

3 4 2 1 9
'8 '3 '2 'g ,,3 '

5e p u ede u tiliz a r la s em irrec ta n u m eriea p a ra iden tifi-
c a r u n n u m ero fra c c ion a rio es trieta m en te m a y or q u e
u n o, c orr.o la s u m a de u n n a tu ra l y u n fra c c ion a rio
p rop io.

Exp rej8 r en n ota c i6n m ixta :
1 + f .

Exp res a r c om o u n a s u m a y c om o u n a fra c c i6n im -
p ro p ia c a da u n o de los s ig u ien tes fra c c ion a rios en
n ota c i6n m ixta :

U tiliz a r la n ota c i6n m ixta p a ra exp res a r la s s ig u ien -
tes fra c c ion es i m p rop ia s .

21 32 41 47
s '3 'T ,g -

Efec tu a r la s s ig u ien tes op era c ion es en tre fra c c io-
n a rios :



L f· . 3 20 35 78
as racclones como. 10, 100 ' T OOO' fiiiiOO' que

tienen denominador diez 0 potencia de diez, se suefen
lIamar "fracciones decimales".

Estas fracciones se/ pueden representar mediante una
expresi6n decimal endonde se separa fa parte entera
mediante un punto (hasta hace poco se usaba una coma
r.as que un punto). Este punto se llama "punto decimal"

Para la representaci6n se siguen los mismos pasos del
sistema de numeraci6n en base diez, en el sentido de

que fa posici6h ocupada por un d(gito seiiala un valor
diez veces menor que el valor senalado por fa posici6n

! que esta iNnediatamente a la izquierda. .

Ejemplo: 123.456 = ( 1 x 100) + (2 x 10) +

( 3 x l ) + (4 x 1~)- + (5 x 1~) +

( 6 x 1~ ).

Para representar una fracci6n decimal impropia median-
te una expresi6n decimal se puede transformar la frac-
ci6n en la suma de un natural y una fracci6n propia. Si
fa fracci6n es pro pia el natural es cero y la fracci6n sera
la misma. EI numero natural que resufta de la descom-
posici6n se acostumbra lIamarlo "parte entera" del frac-
cionario.

EJ·emplo.' ll= 20 + 5 - 2 + 5 - 2 + ( 5 x ...1...),-
10 10 10- 10 - 10 -

2 mas 5 decimas.

Siguiendo los pasos de la numeraci6n deci-
mal se tiene ~~ = 2.5, y en esta expresi6n.

2 es la parte entera y 5 es la parte decimal.

1~ = a + (0 x - , J o 1 ,+ (7 x 1~)

que se lee "siete centesimas".

a es la parte entera y 07 la parte decimal.

1250 + ...l.....,;, 125 +2. = (1 x 100) + (2 x 10)
10 10 10

+ (5 x 1) + (7 x " " ! ' )

10

Se puede aprovechar'esta actividad para que fos alum-
nos reconozcan fracciones d€cimales equ ivalentes.

Ejemplo: :0 :~ = ::

Las fracciones cuyo denominador es 10 0 una poten-
cia de 10 (fracciones decimales) se pueden representar
tambien mediante una expresi6n decimal. En 40. y 50.
grado los alumnos conoc(an estas expresiones decima-
les como "Ios numeros decimales". Pero ademas de las
fracciones decimales, cualquier otra fracci6n se puedei
representar tambien mediante una expresi6n decimal;
basta efeetuar la divisi6n. del numerador entre ~I de-
nominador. En algunos casos el residuo de estas divl-

" I

siones es cero y las representaciones "terminan" des-
pues de un numero finito de cifras. Estos decimales se
lIaman decimales exactos. '

Pero en otros casos al efeetu'ar las divisiones el residuo
nunca es cero y las expresiones decimales nunca ter-
minan.



1"3=

~ =

0.333 . . . 0.3

1.1428 57 14 2 8 57 ...

En es ta s div is ion es s e ob s erv a q u e d€ s p u es de u n c ierto
n Jorren to s e rep iten a lg u n a s c ifra s del c oc ien te,10 cual

S U G E R E N C IA S M E T D D D L D G IC A S
. I I

Es conveniente que los alumnos efectuen las divisiones
y saquen las conclusiones respectivas. AI efectuar la di-
visi6n para obtener un decimal peri6dico, posiblemente
los alumnos se cansen de seguir colocando la misma 0

las mismas cifras en el cociente y opten por colocar los
puntos suspensivos. Sin embargo, no hay precisi6n so-
bre 10 que esos puntos suspensivos al final significan.
Para que desaparezca toda ambi~uedad se coloca una

indicamds con ~ulnabarra sobre el conjunto de numeros
que se repiten indefinidamente y forman el perlodo. A
estas expresiones decimales, las Ilamamos "decimales
peri6dicas". '

De esta manera todo numero fraccionario se puede e x -

presar como un decimal exacto 0 como un decimal pe-
ri6dico.

j

. - {

raya 0 barra sobre el conjunto de numeros que se repite
o perlodo.

ASI, si se obtienen los decimales: 25.121212... Y
2.3121212 . .. LQue significan los puntos suspensivos
en cada uno de ellos? Para precisarlo utilicemos la
barra. En 25.12 el perlodo es 12. En 2.312 el pe-
rlodo es 12, no 312.

Para comparar dos decimales y decir cual de ellos es
mayor 0 cual es menor, se puede comparar una a una la
cifra de las centenas, la cifra de las decenas,la cifra de
las unidades, la cifra de las decimas, etc. de los dos de-
cimales, comenzando por la pdmera cifra de la izquier-
da donde las cifras son diferentes.

32.45 > 32.43
" , (5 es mayor que 3)

0.256 < 0.257
1•• ' (6 es menor que 7)

S U G E R E N C IA S M E T D D D L D G IC A S '

Se pueden hac~r algunos ejercicios como los siguientes:

Si un articulo cuesta en un almacen $127.75 yen
otro cuesta $127.8 5. LEn que almacen es mas ca-
ro el articulo?

! Ordenar ascendentemente: 0.38 5, 0.358 , 0.8 53 ,
0.8 3 5, 0.58 3 . ' .

0.70 5 < 0.75, , (0 es menor que 5)

245.32 < 245.52, , (3 es menor que 5)

1.375 > 1.365, t (7 es mayor que 6)

Busque un decimal compreodido entre 0.8 2 5 y
0.8 2 7 .

LCuales de los siguientes decimales estan entre
0.75 2 y 0.70 5?



Desde el Cuarto Grado de Educaci6n Basica Primaria
los alumnos han venido trabajando con numeros deci-
males. En este grado se hara un repaso de los algorit-

mos 0 procedimientos mas conocidos para resolver ca-
da una d~ estas operaciones.

I
I

)

Se pueden plantear algunos problemas cuya soluci6n
requiera del uso deja adil:i6n y la sustracci6n de deci-
males para que al resolverlos los alumnos practiquen el
aijgoritmo de cada una de estas operaciones.

Ejemplo: Hallar el perl'metro de un terreno triangular
cuyos lados,>miden: 30.8 3 5 m , 2 7 .3 5 m ,
y 3 1.2 2 m . i

Es c on v en ien te q u e h a g a n a lg u n os ejerc ic ios de c a lc u lo
m en ta l, es tim a n do a p roxim a da m en te la m a g n itu d del
res u lta do de u n a a dic i6n0 de u n a s u s tra c c i6n de dec i-
m a les , s in h a c er el c a lc u lo es c rito.

Ejem p lo: Ca lc u la r a p roxim a da m en te el res u lta do de~

3 .68 4 + 12 .2 + 3 2 .53 + 2 1.3 2

Pueden tomar como referencia la parte entera del
decimal:

Esta aproximaci6n es suficiente. Si queremos una me-
jor, sumamos mental mente las decimas y obtenemos:
6 + 2 + 5 + 3 = 16 decimas como aproximaci6n,
por estas decimas se pueden aumentar dos unidades,
que al sumarlas con las 68 a n teriores n os da 70 uni-
dades. Luego el resultadd de la adici6n estara entre
69 y 70.

Se puede partir de varias situaciones de la vida diaria
donde el alumno reconozca que para resolverlas es ne-
cesario efectuar multiplicaciones 0 divisiones entre de-
cimales.

Una puerta tiene forma rectangular. lCual
sera elarea si mide 20.35 dm de largo y
12.37 dm de ailcho?

Se compr6 un rollo de cinta cuya longitud
es de 75.36m a $7.25 cada metro. lCuan-
to se pag6 por el rollo de cinta?

Por 25.8 5 lib ra s de q u es o s e p a g 6$2594.05
lCuanto se pag6 por, cada libra de queso?

EI area de un terreno rectangular es de
96.32 m2 si et ancho del terreno es de
8 .7 5 m . lCu a l es el la rg o del terren o? .

Cu a n do h a g a n m u ltip lic a c ion es s e p u ede a p rov ec h a r
p a ra q u e los a lu m n os c om p ru eb en q u e s e c u m p le la
p rop ieda d c on m u ta tiv a .

T a m b ien s e p u eden rep a s a r m u ltip lic a c ion es y div is io-
n es a b rev ia da s p or 10 , 10 0 , 10 0 0 , etc., cuando uno
de los facto res 0 el dividendo es un numero decimal,
corriendo solo el punta decimal, esto se puede hacer
mediante conversiones deunidades de longitud, area,
volumen, capacidad y peso en el sistema metrico deci-
mal. Para estas conversiones hay que tener en cuenta
el operador 0 factor de conversi6n que se va a utilizar.

En este casoel factordeconversi6n es: 10 x
y al ampliarlo se corre el punto decimal un
Iugar a la derecha:

Convertir 435.8 5 m2 a O m2

En es te ~s o el fa c tor de c on v ers i6n es1~ x.

1 '. 2 2
1 0 0 x (4 3 5.8 5 m) = 4.358 5 O m .

4 3 5.8 5 m2 = 4 .3 58 5 O m2
.

S e p u eden form u la r a lg u n os p rob lem a s c om o los s i-
g u ien tes :

S e c om p ra n 3 doc en a s de c a m is a s p or$45018 y
s e q u ieren v en der g a n a n do a ,toda s la s c a m is a s

$1062.0. lCuel es el valor de compra y cuel es el
valor de vanta de cada camisa?

(

Se desea enbaldosar un patio que tiene 2636.55
drn2 de area. Si se van a utilizar baldosas de forma
rectangular cuyos lados miden: 21.7 cm y 24.3
cm. lCuentas baldosas se necesitaran?



Es conveniente trabajar en grupo ya que el tema es
apropiado para que losalumnos discutan. Se debe ha-
cer enfasis en que el alumno entienda el enunciado del
problema, en que identifique la informaci6n que posee
y yea cual es la mejor manera de emplearla para solu-
cionar el problema. Posteriormente fQrmularan algunos
problemas, con base en sus juegos, en las compras, en
las aetividades del trabajo diario, etc. Entre todos revi-

saran los problemas ~ealizados y haran las correcciones
necesarias. Se pueE!e aprovechar para que los allJmnos
elaboren un presupuesto familiar, para 10 cual hay que
tener en.cuenta 10 que gana mensual mente la familia y
los gastos que se hacen como: vivienda, vestido, alimen-
taci6n, salud, educaci6n, recreaci6n, etc. Se puede su-
gerir una presentaci6n del presupuesto en un cuadro
como este-

-
In g re s o s R e c ib id o s G a s to s R e a liz a d o s

J

Salarios

Otros Ingresos
J

Arriendo

Alimentaci6n

Vestido

Educaci6n

Salud I

Recreaci6n

Para esta aetividad \ls conveniente dedicar mas..de u'na sesi6n de c1ase,



U n id a d V

E S T A D I'S T IC A

' In t ro d u c c i6 n
",

Son objeto de estudio en esta unidad la recolecci6n de c-

datos estad isticos, su organizaci6n en tablas de frecuen-
cias, la expresi6n de frecuencias en forma porcentual,
fraccionaria, y decimal y su representaci6n por medio

de diagramas de lineas, de barras y circulares. Se hace
algun analisis de Ibs datos recogidos y tabulados mos-
trando 10 que puede deducirse de ellos y c6mo pueden
compararse entre Sl. \

I

Objetiv~sgen~rales

Organizar datos en tablas de frec~ncias y repre=-
sentarlos mediante diagramas.

Discriminar entre diferentes tipos de frecuencias y
sus expresiones numericas.

" -,

O b je t iv o s e s p e c lf ic o s , in d ic a d o re s d e e v a lu a c i6 n ,

c o n te n id o s y s u g e re n c ia s ( m e to d o lo g ic a s



Cuando se c1asifican unos datos teniendo en cuenta
cuantos de ellos verifican una condici6n 0 poseen una
cualidad determinada y se ordenan en dos columnas, de
tal manera que en una de ellas se indican las condicio-
nes 0 criterios de c1asificaci6n y en la otra ~I numero
correspondiente al conteo de los casos que verifican la
condicion, se obtiene una tabla de frecuencias.

verifican la condici6n sa llama f r e c u e n c ia a b s o lu t a . L a

f r e e u e n c ia r e la t i v a , es el cociente entre la frecuencia ab-
soluta y el numerototal de los datos, objeto de estu-
dio. Esta frecuencia relativa puede expresarse en forma
fraccionaria, 0 en forma porcentual. La forma fraccio-
naria a su vez se puede representar de dos maneras,
como una fracci6n a quebrado a mediante la expresi6n
decimal de esta.

I

Para el logro de estos objetivos el profesor podra utili-
zar ejemplos similares al siguiente: se tendran en cuenta
los resultados obtenidos en una previa de matematicas
para contar cuantos alumnos obtuvieron cada una de
las siguientes notas: 1,2,3,4,5 ..

AI realizar el conteo se obtiene la siguiente tabla de fre-
cuencias.

N o t a No. d e a lu m i lo s

5 5

4 2q

3 15

2
, \ 3

1 2

Total 50

Estos datos se pueden representar en un sistema de
coordenadas, por media de un diagrama de lineas asi:

En la tabla se puede observar, por ejemplo, que 25
alumnos obtuvieron uha nota igual a 4. La 'frecuencia
absoluta de este dato es 25.

f . I' d I' d 25 1La recuencla r~ atlva e mlsmo ato eS50 0 sea2'
que es su expresi6n como fracci6n. E,n forma decimal
esta frecuencia es 0.5 y en forma porcentual 50%.

Las mjsmas reflexiones que se hicieron para la nota 4,
pueden hacerse para cualquier otro dato. As!, la fre-
cuencia absoluta para la nota 2 es 3, mientras que la
relativa es ~ 0 10 que es 10 mismo 1~ = 0.06 6 6%.

Para ampliar el ejercicio se puede tomar la tabla ante-
riory agregarle otra columna con el fin de que los

/alumnos la completen calculando las frecuencias relati-
vas y expresandolas como fracci6n, como decimal y en
forma porcentua I.

lFreeuencia
F r e c u e n c ia r e I a t i v a

N o t a
F r a c c ib n D e c im a l P o r c e n t u a la b s o lu t a

5 5
,

0.1 10 %W

4 25 1 0.5 50 %2'

3 15 3 0.3 30 %TO

2 3 3 0.06 6%50

1 2 1 0.04 4%
/

25

Total 50
I

Ejercicios de estetipo permiten el trabajo con los frac-
cfonarios y con los decimales. Asi: para obtener la frac-
ci6n-;k-es necesario partir de ~ y simplificar. .
l

Para obtener la expresi6n decimal tendran, en algunos I

casas, que complificar la fracci6n de tal manera que la
denominaci6n de la nueva fracci6n facilite la escritura
de la expresi6n decimal.

La fracci6h-n- se puede complificar asi
, - . J

,1 X 4 = 4 =0 04 .
25 x 4 m i .

En el quinto grade se vi6 que los operadores fracciona-
rios como~se expresan utilizando la notaci6n por-

porcentual 4%.



En el sistema de coordenadas cartesianas utilizado se
puede observar que las frecuencias absolutas se encuen-
tran sobre el eje vertical 0 eje Y y sabre el eje X se en-
cuentran los datos que representan las condiciones 0

criterios de clasificaci6n.
)

Otro tipo de ejercicios podrla ser, dada la representa-
ci6n en el sisterr,a de coordenadas cartesianas, encon-
trar las frecuencias absolutas y las relativas y construir
la tabla de frecuencias.

Tanto la tabla de frecuencias como el diagrama permi-
ten encontrar fikil mente cualquier informaci6n rela-

r-

cionada con los datos en estudio. Es f,kil dar respuesta
a preguntas como: lcuantos alumnos obtuvieron 3?
lCual fue la nota que mas se repiti6 en e\ curso? La se-
gunda. pregunta podra aprovecharsl!! para recordar que
'el dato que mas se repite se llama moda (esto se e,tudi6
en ef graao anterior).

Distribuciqn de los alumno segun la edad.

Distribuci6n de los alumnos segun la inicial del apellido.

Cuando se tiene un sistema de datos, estos se pueden
ordenar 0 dfstribuir en una.tabla segun las categorlas 0

valores que se fijen como criterios y se obtiene aSI la
tabla de frecuencias. Dichas frecuE;lncias se Llaman ordi-
narias 0 puntuales para distinguirlas de las frecuencias
pcumuladas. .

Las frecuencias absolutaso puntuales son los numeros
absolutos 0 relativos correspondientes al conteo de los
casas que verifican la condici6n; en otras palabras, las
frecuencias que se Ie asignan a cada punto.

,<
Las frecuencias acumuladas son las que reunen todas
las frecuencias puntuales de un punta dado,para atras 0

de un punto dado para adelante, en casa de que esos
puntos esten ordenados en una escala.

La distribuci6n de las notas entre un
grupo de 40 estudiantes produce la si-
guiente tabla de frecuencias absolutas.
(Ver hoja siguiente). '

I



T A B L A

Frecuencia

Notas
Absoluta

No. de Alum.

1 1

2 4

3 5

4 20

5 10

40

20 . . . . . . . .............. 20 ..•....__ .~ .•...... _----
19 19

18 18

17 17

16 16

15 15

14 14

13 13

12 12

en 11 en 11
'"'5 ~

:l

] 10 • • • • • • • • • • • • • • • • 0 • • • • _ . . . . .
@ 10 .. . . . . . . . . . . . . . . . .

.0 .0« 9 « 9
en en

'"'13 8 '" 8
c '13
Ql 7

c
:l

Ql 7
u :l

Ql 6
u•.. e: 6

LL LL

5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

4 4

3 3

2 2

·····1
0 2 3 4 5

--.
Notas 0 5 Notas

Diagrama de Ii'neas Diagrama de barra~

Para obtener las frecuencias acumuladas, se pueden ha·
cer preguntas como: lcuantos estudiantes sacaron 2 0

menos de 27. La respuesta es 4 + 1 = 5.

Observese que las frecuencias acumLiladas anteriores
van sumando 0 acumulando las frecuencias puntuales
de las notas que estan por d e b a jo de la nota dada, in-

\ c1u!da ella misrlna.
Nuevamente se vuelve a preguntar: lcuantos estudian·
'tes sacaron 3 0 menos de 37. Para obtener la respues-
ta se adiciona la frecuencia puntual correspondiente a
la nota mas alta (la del 3, en este casa) con la frecuen-
cia acumulada de la nota anterior ( la del 2), as! se ob-
tiene 5 + 5 = 5 + (4 + 1) = 10,
I

Se continua hasta obtener respuesta a la pregunt~:
lcuantos obtuvieron una nota de 5 0 menos de 57.
La respuesta es 10 \ + 30 = 40, que es el total de 105

alumnos. '

Tambiem pueden hallarse las fresuencias aClfmuladas
que reunan las frecuencias puntualles que esten por e n -

c im a de una nota dada, incluida esa misma nota.

En este caso las preguntas podrian ser como: lcuantos
sacaron 4 0 mas 7. La respuesta es 20 + 10 = 30.
l Cuantos sacaron 3 0 mas 7 5 + 30 = 35. l Cuantos
sacaran 2 0 mas 7, etc.

:

Notas 1 2 3 4 5 T o t a l
.

Alumnos

(Frecuencias Absolutasl
1 4 5 20 10 40

1 o menos 2 0 menos 3 0 menos 4 0 menos 5 0 menos

1 5 10 30 40

Frecuencias Acumuladas
1 o mas 2 o mas 3 0 mas 4 o mas 20 mas

40 39 35/ 30 10
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c
Q)

'1j 40
b
Ql

:s
-@ 5 30
.!!l

"E
a 20

<l:
C1l

'u
c
Cl 10 .••••.•.•• --" ..•

~
It

3 4 5 6 Netas
(

50 50

40 . . . . - . . . . . . . . . . . . . . . 40

30 .... . , . . . . . . . . . - . . . . . 30

20 20

/

10 10 - - - -

0 Netas 0 2 3 4 5 Netas

En la actividad anterior se estudiaron los conceptos de
frecuencia absoluta y frecuencia relativa, a partir de un
sistema Ide datos. La frecuencia relativa se expres6 en
forma fraccionaria, decimal y porcentual. Es conve-
niente que haya c1aridad en estos conceptos antes del
estudio de la frecuencia acumulada, pues tambien hay

frecuencias acumuladas absolutas y relativas, y estas 61·
timas se pueden expresar en las mismas tres formas.

Para construir una tabla de frecuelncias se pueden to·
mar como datos la temperatura de una ciudad. Durante
16 d(as se midi6 la temperatura de una ciudad en las
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T em p e ra tu re N u m e ro ,d e d ie s

O°C 1
/ ,0 C 4

2°C
-

6
3'c 4
4°C 1

"

F re c u e n c ie A b s o lu te F re c u e n c ia re la t iv e e x p re s e d e e n :

T em p e ra tu ra~ No. de dias F ra c c io n D~cim.1 P o rc e n ta je~ I

0° C
1 ,

1 16 0.0~25 6.25%

1° C 4' 1 ~ 0.25 250/04'

2° C 6 3
0.375 37.5 %8

3'c 4
1

25 'Y o'4 0.25

4° C
1

j 1 16 0.0625 ,6.25 %
I 16

-'

I

J

7

6 ._ - _ . . . . . . . . - ._ . . . -

5
I

4 - - - - - -

3

2

"

1

~
0 \1 2 3 4

Para realizar el diagrama circular podemos tomar las
frecuencias relativas, que estan expresadas en forma
porcentual, y pensar cual seria la amplitud del angulo
que Ie corresponde a cada una de ellas. Los 360° al re-

...

dedor c;lel centro del circulo representan el 100%, en-
tonceslos pdrtentajes se deberan distribuir en propor-
cion directa a esta amplitud (360°

1
). _



icual es la a,mp/itud d e l angulo para re-
presentar en un diagrama circular una
frecuencia de 6.25%? 6.25

100
6.25 x 360

100

Para representar el 25% se puede plantear la propor-
cion correspondiente 0 pensar simplemente en la cuarta
parte de la amplitud d e l angulo central, ya que 25% es

Ahara se podra elaborarlatabla de frecuencia acumula-
da. La frecuencia acumulada puede ser creciente 0 de-
creciente.

Elaboremos primero la tabla de frecuencias acumuladas
absolutas.

F ,e c u e n c ia A c u m u le d a

d e e r e c ie n t e
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Las frecuencias acumLJladas tambien se pueden expre-
sar en forma fraccionaria, decimal y porcentual.

cuencias se expresen en las tres formas mencionadas an-
teriormente.

En la sigu iente tabla solamente se presentan las fre-
cuencias en forma porcentual.

Temperatura O°C 1° C , 2"c 3"C 4°C TciJtal

/

- Frecuencia absoluta 1 4 6 4 1 16

Forma porcentual 6.25% 25% 37.50% 25% 6.25% 100%

Frecuencia acumulada creciente 1 5 11 15 16

-
Forma porcentual 6.25% 31.25% 68.75% 93.75% 100%

Frecuencia acumulada decreciente 16 15 11 5 ) 1

Forma porcentual 100% 93.75%' 68.75% 31.25% 6.25%

Tanto el diagrama de IIneas como el de barras de las
frecuencias acumuladas pueden elaborarse tomando co-
mo datos dichas frecuencias, expresadas en forma por-
centuaL Los porcentajes se indican sabre el eje vertical.
Presentamos· un diagrama, como ejemplo, los otros los
dejamos como ejercicio.

/'

. . . . _ . . . . . . . . . - . . _ - - ._ •••••••••••••••••••••••••••• woo ••
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-

-

.75 -.- ~_.._-_ .._ .•.

,.-

.2~ . . . . . . . . . . . . . .

i

•
.25

0 1 2 3 4

93
90

a; 70
.§ 68

~
].60

'"'"'0-s 50
E
::l
U

'"1(l 40
'u
C
Gl
::l
U
Gl

li:

Serra interesante que los alumnos lIegaran a establecer
la correspondencia que hay entre las frecuencias expre-
sadas en forma porcentual y las calculadas mediante la
adici6n de las frecuencias absolutas u ordinarias. Esto
se puede lograr comparando los diagramas respeetivos.

Observese que en los diagramas de barras de las fre-
cuencias acumuladas, la altura de la barra para las tem-
peraturps 4° 0 menos, es 16 en un caso, y 100 en el
otro .

Se pueden hacer otros ejercicios can dates propuestos
par los alumnos.





U n id a d V I

G E O M E T R IA Y M E D IC IO N

In t ro d u c c i6 n

"La geometr{a es una exploraci6n del espacio. La me-
jor manera de explorar este espacio consiste en despla-
zarse dentro de el y observar 10 que sucede a los obje-
tos de este espacio cuando se efectua un cambio. Por
c a m b ia entendemos absolutamente cualquier tipo de
transformaci6n" *

En esta unidad se estudian movimientos r{gidos como
traslaciones, y reflexiones, la congruencia de pol (gonos
mediante la aplicaci6n de movimientos r{gidos, algunas
propiedades de los triangulos, especial mente de los
triangulos rectangulos y se real izan algunas mediciones
de longitud y de ampl itud de angulos. Las de longitud
se hacen con unidades del sistema metrico decimal y
de otros sistemfls.

Las actividades que se proponen son de geometn'a aeti-

O b je t iv o s . g e n e ra le s
I

va y dinamica, donde las rotaciones, las traslaciones, las
reflexiones, etc. no son algo estatico que el alumno ve
dibujado, sino que el "descubre" cuando actua sobre
los objetos; cuando corre, cuando juega, cuando real iza
las construcciones que su imaginaci6n Ie inspira.

Es conveniente que el profesor tenga en cuenta que los
contenidos basicos no son para exig{rselos de memoria
a los alumnos ni para evaluarlos por la precisi6n con
que los reciten sino que son para que el se ubique, y en
alguna forma tenga c1aros algunos conceptos para que
as{ pueda orientar a los alumnos en SLiS' actividades ex-
ploratorias.

La parte de medici6n de longitudes puede ir al comien-
zo 0 <,IIfinal de la unidad, como el profesor 10 crea mas
conveniente.

Reconocer y emplear unidades de longitud y de

amplitud de angulos.

O b je t iv o s e s p e c lf ic o s , in d ic a d o re s d e e v a lu a c i6 n ,

c o n te n id o s y s u g e re n c ia s m e to d o lo g ic a s

DIENES, Z. P. y E. W. GOLDING. L a g e o m e tr fa a tra v e s

d e la s tra n s fo rm a c io n e s . Topologfa, Geometrfa proyectiva

y affn. pag. 47.



Los sistemas de medida estan (ntimamenti;l relaciona-
dos con los sistemas de numeraci6n.

EI sistema metrico decimal tiene muchas ventajas sobre
los otros sistemas, ya que las unidades, multiplos y sub-

multiplos pueden relacionarse entre sf multiplicando 0
dividiendo por 100 una potencia de 10.

Hay algunas unidades de longitud que no pertenecen al
sistema metrico decimal, y que son muy usadas en algu-
nas partes. Entre estas tenemos:

J

E Q U IV A L E N C IA S E X A C T A S A P R O X IM A C IO N E S U T IL E S

La yarda = 0.9144 m /90 cm 10 yardas = 9m
EI pie = 0.3048 m 30 cm 10 pies = 3m
La milia = 1 609.344 m 1600 m 2 millas = 3km
La milia nautica = 18 52 m 180 0 m 5 millas = 9km
La pulgada = 2.54 cm 2.5 cm 4 pulg. = 10 cm
La vara = 80 cm 5 varas = 4m

De acuerdo alas necesidades de la regi6n e intereses de
los alumnos, el profesor puede elegir las unidades de
longitud de otros sistemas que ellos conozcan y utilicen,
hacer las respectivas conversiones al sistema metrico de-
cimal, y resolver algunos problemas de apl icaci6n.

tema metrico decimal; su historia y' sobre otros siste-
mas de medici6n. .

Pueden hacer algunas mediciones como el largo del sa-
16n, el ancho del patio, la altura de un alumno, etc. uti-
lizando m, dm, cm. y expresandolas en diferentes uni-
dades y tambien hacer algunas esti maciones sobre la
medida de algunas longitudes.

Cuando se mueve una figura de una posici6n a otra, en
el mismo plano, se dice que se ha hecho un desl~za-
miento de la figura. Dicho deslizam iento puede ser una
traslaci6n 0 una rotaci6n 0 una combinaci6n de ellas.

Trasladar una figura en su propio plano consiste en
empujarla simplemente desde una posici6n a otra sin
dejarla girar al mismo tiempo.

En una traslaci6n todos los puntos de la figura se mue-
ven en la misma direcci6n y cada punto de la figura
describe una I(nea recta. Todas las I(neas rectas que re-
sultan de las trayectorias de los puntos que se mueven
en la misma direcci6n, son rectas para leias.



I inea recta, cada uno de los puntos se des-
liza en la misma direcci6n de la recta.

B _---.---.,,;--------==-+------- B '
. . . . . . . - - - - - - - - '\•.......~'-\.-.. . ....

., - - ,- r . _ -
;/ --------- A'

_______ J_ •• -

Las rectas AA' y BB' son paralelas porque tienen
la misma direcci6n; cada una corresponde a la trayecto-
ria de un punta en una traslaci6n.

Recordemos que la recta que pasa por los puntos A y
A' se simboliza asi: AA.', se utiliza - para indicar
que la recta se extiende indefinidamente en los dos sen-
tidos .

Para simbolizar que la recta AA' es paralela a la recta
BB' se hace de la siguiente manera:

AA' I I BB'

Inicialmente se pueden deslizar algunos objetos sobre el
escritorio, 0 sobre el piso, como cuadernos, borradores,
etc., luego trasladar esos mismos objetos en una direc-
ci6n dada. AI hacer las traslaciones de los objetos los
alum nos podran ir marcando las trayectorias de varios
puntos para que concluyan que son Ifneas rectas con la

Tambien se les podra pedir que busquen otros ejemplos
de traslaciones como un tren en un tramo recto, etc., y
que se trasladen ellos mismos en alguna direcci6n den-
tro del sal6n de c1ase.

Para trasladar un segmento de recta 0 un pol (gono en
un plano es necesario conocer en que direcci6n se les va
a trasladar, en que sentido y que tanto se les quiere
trasladar.

Ejem~lo 1: Dado el segmento cuyos extremos son los
puntos A y B trasladarlo 3 cm. a la de-
recha en direcci6n horizontal.

Hay que tener c1aros tres datos:
LCual esla direcci6n de la traslaci6n?
LEn que senti do va a ser?
LQue tantos cm va a tener?

Para hacer la traslaci6n se trazan las paralelas que, pa-
san por los extremos del segmento en la direcci6n indi-
cada y luego se traslada el segmento marcando sobre las
paralelas la distancia dada en el sentido que se pide.

EI segmento A' B' es la imagen del segmento AB me-
diante la traslaci6n da~ 0 el resultado de haber trasla-
dado el segmento AB aplicandole esa traslaci6n.

Ejemp~o 2: Trasladar el pol (gono ABC 4 cm hacia
arriba en direcci6n vertical.
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De nuevo precisamos los tres datos:

LCual es la direcci6n de la traslaci6n?

LEn que sentido va a ser?
LQue tantos cm. va a recorrer?

Se puede trasladar cada uno de los vertices vertical men-
te en el sentido y con la magnitud indicados, y luego
trazar el pol (gono resultante.

C' B '

PillV1E
: :A ' ., ~

I I JII I 1

I 1 I
1 I

I 1 1

'I 1C ~ _ _ : _

\ I I

\ 1 I
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EI triangulo A'B'C' es la imagen del triangl,Jlo ABC
mediante la traslaci6n.

EI triangulo A'B'C' es el resultado de haber trasladado
el triangulo ABC apl icandole esa traslaci6n.

Una flecha como la siguiente, que lIamamos t puede
indicar una traslaci6n.

Esta flecha indica que la traslaci6n se efectua en la di-
recci6n horizontal, 2 cm hacia la derecha.

Dado el pol (gono ABCDE hallar su ima-
gen mediante la traslaci6n determinada por
la flecha V" . Esta flecha indica que el
pol (gono se va a trasladar vertical mente
hacia abajo 3.5 cm.
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La imagen del pol(gono ABCDE mediante la trasla-
cion V es el pol (gono A' B' C' 0' E' Esto se pue-
de simbolizar as(:

Para indicar la direcci6n y el sentido se pueden emplear
las siguientes expresiones.

EI borde lateral del tablero (0 la ventana, la puer-
ta, ... ) esta en direcci6n vertical.

En esa direcci6n se distinguen dos sentidos: hacia
arriba y hacia abajo.

EI borde inferior del tablera (0 la ventana, ... ) es-
ta en direcci6n horizontal.

En esa direcci6n se distinguen dos sentidos: hacia
la derecha y hacia laizquierda.

En una cruz pintada en una hoja de cuaderno, los
alumnos pueden distinguir dos direcciones y en
cada una de las direcciones, dos sentidos diferentes.



Si la hoja estasobre una mesa, ambas direcciones son
horizontales, pero se usa la longitudinal para represen-
tar la vertical y la transversal para representar la hori-
zontal.

Direcci6n Norte-Sur: -- t --
Direcci6n Este-Oeste:

(Oriente-Occidente)

Direcci6n Nordeste-Suroeste:
(N ororiente-Su roccidente)

I

-/
I

Direcci6n Noroeste-Sureste:
(N orocc idente-Su roriente)

I

~

Para indicar la magnitud del deslizamiento se puede
emplear cualquier unidad de medida de longitud.

EI profesor y los alumnos pueden utilizar palos 0 lapi-
ces para visualizar las traslaciones de segmentos en la
direcci6n, el sentido y la distancia que las determinan.

AI mover el lapiz 0 palo a 10 fargo de una recta, se man"
tendra la direcci6n inicial en la que estaba, sin hacerlo
girar durante el trayecto.

S e n t id o s

Hacia adelante I Hacia atras

j
• . • •

Hacia la derecha hacia la izq.

Se hace girar la hoja sobre la mesa hasta que la barra
longitudinal de la cruz quede orientada en direcci6n
Norte - Sur. Si los alumnos miran hacia el Norte, se
pueden precisar mas fas direcciones y lossentidos:

Ala derecha,oal Oriente:

A la izquierda 0 al Occidente:

/
/

Para trasladar pol(gonos pueden recortarse estos en pa-
pel 0 cartulina, y trasla~arlos en la direcci6n y sentido
indicados sin dejarlos girar durante el trayecto.

Direcci6n y

sentido de la
, traslaci6n

Triangulo de papel

o cartulina.

-_ _ - , 'T \

, \
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"~-'"

\ --" \ ..•~-
',\ _~-- Posici6n
__ ••••.- final



EI profesor y los alumnos pueden efectuar y represen-
tar un buen numero de traslaciones tanto de segmentos
como de pol (gonos para ejercitar la hab i Iidad de hacer
mediciones y la de manejar la regia a la escuadra para
trazar rectas.

Ejemplo 1: Dado el pol (gono ABCDEF. Trasla-
darlo 4 cm. en el sentido Sureste (tras-
laci6n determinada par la flecha 'tl.

Se trazan paralelas a la flecha que determina la trasla-
ci6n, que pasen par los vertices del pol (gona.

Se marca la distancia en que se deben trasladar los ver-
tices y se completa can segmentos el polt'gono resul-
tante. T (ABCDEF) = A'B'C'D'E'F'

Ejemplo 2: EI paralelogramo ABCD tiene como imaL

gen el paralelogramo A'B'C'D' mediante
una traslaci6n. Hallar la direcci6n, el senti-
do y la magnitud de la traslaci6n.'

Se hallan los vertices del paralelogramo ABCD y los
del paralelogramo A'B'C'D'. (Los alumnos mas avan-
zados notaran que basta hallar un vertice del primero y
el correspondiente de su imagen). Luego se unen los
vertices con rectas que pasen par los vertices corres-
pondientes. Se observa la direcci6nde estas rectas. Se
decide en que sentido fue la traslaci6n y se marcan
puntas de flechas que sefialen la imagen.

D
,J }

I I
I I

I

t :
I I

J A!

V
D

l iB '
. C' I

: I
I I

t :
I IvB

C

Para hallar la magnitud de la traslaci6n basta eontar el
numero'de unidades de longitud que hay entre un pun-
ta y su imagen. En esta traslaci6n la magnitud es de
3 cm. As( la traslaci6n aplicada es de 3 em en direcci6n
vertical hacia arriba.

3: Dado el segmento cuyos puntos extremos
son A y B y dada la traslaci6n cuyo sen-
tido es hacia la izquierda, direcci6n hori-

,zontal y la magnitud de la traslaci6n es un
cent (metro. Hallar los efectos de aplicarle
la traslaci6n:

A'B' es el resultado de aplicarle una vez la traslaci6n a
P.B .

A"B" es el resultado de aplicarle dos veces la traslaci6n
a AB.

A' , 'B' , , es el resultado de apl icarle tres veces la tras-
,Iaci6n a AS.

d) Cual es la traslaci6n que aplicada a AS da como
resultado A"B"?

e) Cual es la traslaci6n que aplicada a AB da como
resultado A" 'B' , , ?

f) Cual es la traslaci6n que aplicada a A'B' da como
resultado A' , '6' " ?



EI profesor hara notar que la traslaci6n del literal d) es
la misma traslaci6n que la del literal f), aunque se apli-
can a segmentos diferentes y producen imagenes dife-

rentes.

a) Trasladarlo vertical mente hacia arriba, 2 cm y
obtener el !J. M'N'P'. .

b) Trasladar el !J. M'N'P' horizontal mente hacia la
derecha, 3.5 cm. y obtener el !J. M"N"P".

c) Trasladar el !J. M"N"P" vertical mente hacia aba-
jo 4cm.

Pueden luego hacer traslaciones indicadas mediante ura
flecha. Dicha flecha indica la direcci6n, el sentido y la
magn itud de la traslaci6n.

I
I
I
I

M ', , 1

Rotar una figura en su propio plano c:onsiste en girarla
alrededor de un punta fijo. Dicho punto fijo puede ser
cualquier punto de la figura y se llama "centro de rota-
ci6n". Tambien puede 'considerarse que el gi ro es alre-
dedor de un eje perpendicular al plano de la rotaci6n
que corta el plano en el centro de rotaci6n.

En una rotaci6n todos los puntos de la figura recorren.
un arco de circulo mas 0 menos largo, excepto el cen-
tro de rotaci6n, pues este permanece fijo. Los puntos
que se mueven recorren caminos de longitud diferente,
pero en cierto sentido "giran 10 mismo": hacen un giro
de la misma amplitud.

Ejemplo: Rotar una hoja de papel en la tapa del pu-
pitre alrededor de un punto fijo.

~
"'"

~
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• I

A I

I
I
I
I___________ J

En este caso el centro de rotaci6n es el punto C que
esta ubicado en una esquina y la hoja de papel se ha ro-
tado en la direcci6n contraria de las agujas del reloj.

A,e . ,
r.- roo - - - - - - - ••... ~

(B I,
I I II
~: .C I I, ~
1 \ A . 1- ~ - -----.- - --

• • . •B '

En este caso el centro de rotaci6n esta ubicado en el
centro de la hoja y se ha girado en direcci6n contraria a
las agujas del reloj.

La hoja se ha girado en la direcci6n de las agujas del reo
loj y el centro de rotaci6n es el punta C.



En cada uno de 105 casas se observa que todos 105 pun-
tos han girado de la misma forma (en el sentido de
efectuar un giro de la misma amplitudl. aunque 105 que

estan mas lejos del centro de rotaci6n recorren un tra-
yeeto circular mas largo.

Inicialmente 105 estudiantes pueden rotar algunos obje-
tos sobre el escritorio, como un libro, un cuaderno, ho-
jas de papel, etc. Podn!ln escoger como centro de rota-
ci6n cualquier punto. Los alumnos deben senalar cui-
dadosamente d6nde esta colocado el punto fijo; para
esto pueden utilizar un chinche, un alfiler, la punta de
un lapiz 0 al menDs el dedo.

AI hacer las rotaciones 105 alumnos pod ran ir marcando
la trayeetoria de varios puntos para que concl uyan que

todos 105 puntos distintos del centro giran de la misma
manera (hacen un giro de la misma amplitudl. aunque
recorren arcos de c(rculo de longitudes diferentes.

Pueden buscar algunos ejemplos de rotaciones como un
columpio, una rueda volante, etc. Observar que pasa
con cada una de las partes del cuerpo cuando gira. En
cada caso deben indicar cual fue el centro 0 eje de rota-
ci6n y decir aproximadamente cual fue la amplitud del
giro (media vuelta, etc.).

Para rotar un segmento de recta 0 un pol(gono en un
plano se necesita conocer el centro 0 eje de rotaci6n y
el angulo de giro. Es importante que ese angulo tenga
una orientaci6n. La orientaci6n se suele indicar compa-
randola con la de las agujas del reloj: en el sentido de
las agujas del reloj. 0 en sentido contrario a ell as.

Para efectuar rotaciones cuyo eje 0 centro de rotaci6n
esta fuera de la figura que se rota, 105 alumnos pueden
realizar una actividad previa, que consiste en observar
el movimiento de una moneda 0 de una figura cortada
en cartulina, cuando se'ha colocado sobre un disco que
esta girando.

Una la del disco alrededor de su centro. En este caso el
cent~o 0 eje de rotaci6n esta deotro de la superficie que

se rota.

La otra rotaci6n es la de la figura que se coloc6 sobre el
disco, al mismo tiempo que este esta girando. En este
caso el centro 0 eje de rotaci6n esta fL!era de la superfi-
cie que se rota.

Ejemplo 1: Dado el segmento cuyos puntos extremos
son A y B orientado de A hacia B, que
notamos AB, rotarlo:

a) Media vuelta alrededor del punto medio
en el sentido de las agujas del reloj.



b) Un cuarto de vuelta alrededor del extre-
mo inferior (B), en el sentido contrario
de las agujas del re/oj.

Como el centro de rotaci6n es el punta medio, estese
puede hallar midiendo la longitud del segmento V mar-
cando la mitad.

Como el segmento va a rotar media vuelta alrededor de
este punta medio, se tiene que el extremo A pasaal
punta B V viceversa.

EI segmento. A'B' es la imagen del segmento AS me-
diante la rotaci6n dada, 0 el resultado de haber rotado
el segmento AS aplicandole esarotaci6n.

N6tese que A'B' tiene la misma longitud V conserva la
misma direcci6n, pero cambi6 de sentido.

EI segmento AS se va ahora a rotar teniendo comb
punto fijo el extrema B, un cuarto de vuelta en senti-
do contrario alas agujasdel reloj.

EI segmento A'B' es la imagendel segmento AB me-
diante la rotaci6n dada.

N6tese que B' siguesiendo el mismo punta B, V que
el segmento A'B' conserva la misma longitud.

Ejemplo 2: Dado el polfgono con vertices A, B, C
V D, efectuar las siguientes rotaciones:

a) Media vueIta alrededor del centro en el
sentido de lasagujasdel reloj.

b) Tres cuartos de vuelta alrededor del ver-
tice C, en sentido contrario alas agujas
del reloj.
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EI pol(gono A'D'B'C' es la imagen del polfgono ADBC
mediante la rotaci6n dada. N6tese que la superficie de-
limitada por la figura rotada sigue siendo la misma, V el
·orden A'D'B'C' ... esel mismo de antes. Pero los verti-
cesse han intercambiado con susopuestos.
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EI pol(gpno A'D'B'C' esel resultado de aplicarle la ro-
taci6n dada al pol (goho ADBC.

N6tese que la superficie delimitada por la figura rotada
va es distinta, aunque tiene la misma area V la misma
forma.

EI punto C esel mismo C', pero los demaspuntos de
la imagen son diferentes de los iniciales. EI orden A'D'
B'C'A' ... seconserva inalterado.



Los estud iantes pueden util izar lapices 0 palos para vi-
sualizar las rotaciones de segmentos, y recortar algunos
poligonos en cartulina para visualizar las rotaciones de
pol igonos. .

Pueden utilizar diferentes centros 0 ejes de rotaci6n y
diferentes angulosde giro.

Para indicar la amplitud del angulo de giro y su orien-
taci6n pueden emplear expresiones como las siguientes:

En sentido de las agujas
reloj.

En la rotaci6n de pol igonos procuraran rotar triangulos
equilateros, cuadrados, recmngulos, triangulos isosceles,
rombos, pentagonos, hexagonos y teda c1ase de poli-
go nos irregulares.

Inicialmente efectuaran algunas rotaciones dadas.
Ejemplos:

Dado el segmento AB rotarlo un cuarto de vuelta
en el sentido de las agujas delreloj, alrededor del
extrema B.

Dado el poligono MNPQ rotarlo en sentido con-
trario alas agujas del reloj:

Dado el pol igono ABCDE F rotarlo en el sentido
de las agujas del reloj:

En cada caso pueden dibujar el poligono dado y tam-
bien recortarlo en cartulina. Colocaran el pol igono de
cartulina sobre el pol (gono dibujado, fijaran el centro
de rotaci6n con un chinche 0 un alfiler y cuando hayan
hecho la rotaci6n pedida dibujaran el poligono imagen
trazando la frontera del poligono de cart6n.

Mientras los alumnos hacen rotaciones se les puede pe-
dir que observen cuidadosamente si, en algun momen-
to, el pol igono de cart6n cubre exactamente el pol (go-
no d ibujado. Si esto ocurre, que sefialen que angulo se
gir6 y cual fue el centro de la rotaci6n. Tambien que
observen cuantas veces el pol(gono de cart6n cubrira
exactamente el pol (gono dibujado al dar ·una vuelta

completa. De este trabajo sacaran algunas conclusiones
como las siguientes: .

La unica manera de que un pol igono irregular vuel-
va a su posici6n inicial es rotandolo una vue Ita
completa alrededor de cualquier punto.

Un rectangulo 0 un fombo tendran que girar media
vuelta alrededor del centro para encontrar una po-
sici6n analoga, osea que el pol (gono de cart6n cu-
brira exactamente dos veces el pol (gono dibujado
al dar una vuelta completa.

Un cuadrado tendra que girar un cuarto de vuelta
alrededor del centro para encontrar una posici6n

analo(:ja. AI dar una vuelta completa encontrara
cuatro posiciones analogas.

Tambien pod ran resolver otros ejercicios como los si-
guientes:
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lCuanto se rot6?

lEn que sentido?

lCual fue el centro de rotaci6n?



a) Rotarlo alrededor del punto M media vuelta en
el sentido de las agujas del reloj" y obtener el
cuadrado M'N'P'Q'.

b) Rotar el cuadrado M'N'P'Q' alrededor del pun-
to P' un cuarto de vuelta en el sentido de las
agujas del reloj y obtener el cuadrado M"N"P"
Q U .

c) Rotar el cuadrado M"N"P"Q" un cuarto de
vue Ita en el sentido de las agujas del reloj alre-'
dedor del punta M".

eI) Verificar si estas tres rotaciones sucesivas son
equivalentes a una traslaci6n.

a) Trasladarlo horizontal mente hacia la derecha 5
unidades de long!tud y obtener el reetangulo
R'S'T'V'.

b) F:otar el recMngulo R'S'T'V' alrededor del
centro, un cuarto de vue Ita en el sentido de las
manecillas del reloj y obtener el rectangulo R"
S"T"V".

c) lQue se puede hacer para que el rectangulo R"
S"T"V" vuelva a la posici6n inicial? (donde es-
taba el rectangulo RSTV). Ensayar primero
una rotaci6n y despues una traslaci6n, y luego,
primero. una traslaci6n y despues una rotaci6n,
o una rotaci6n, luego una traslaci6n y luego
otra rotaci6n. Hay muchas soluciones!.

Una recta que resulte de rota!" + de vuelta a la recta
AS alrededor de uno cualqulera de sus puntos, es una
recta perpendicular a AS.

Ejemplo: AS es perpendicular a A'B'.

Esto se simboliza as(: I AS 1 A'B'

B.' B'. . . - - -
'"

",

A B
.• . .

A '
M A BN M A BN



Si se traza un segmento AB sobre una recta MN, y
se hace girar t de vue Ita el segmento sobre uno de sus
extremosJor ejemplo A, se dice que el segmento
imagen AB' es perpendicular a la recta MN. Esto se
simboliza aSI:

AB' 1MN

Considerando solo el segmento original AB y el seg-
!:D§.nto rotado ~ de vuel12. AIL.-tambien~cimos que
AB' es perpendicular a AB: A.B' 1AB

Cuando se hacen varias rotaciones de un segmento so-
bre un mismo eje, se observa que unas tienen mayor
amplitud que otras; es decir, en unas el giro es mas am-
pi io que en otras. 1ntuitivamente se verifica que algunas
rotaciones tienen mayor 0 menor amplitud que otras;
tambien que puede haber rotaciones de la misma am-
plitud, aunque el segmento inicial haya sido diferente.
Para determinar la amplitud de una rotaci6n se toma
como referencia la vuelta, es decir un giro alrededor de
un punto en el que se sale de una posici6n y se lIega a
la misma posici6n despues de una vuelta completa. L1e-
garemos a una medici6n de la amplitud de un giro en
fracciones de vuelta.

Tambien puede observarse que dos rotaciones de un
segmento sobre uno de sus extremos tienen la misma
amplitud si el otro extremo recorre areos de circulos de
la misma longitud.

AB se rot6 un euarto de vuelta en sentido contrario a
las manecillas del reloj V se obtuvo el segmento AB' EI

segmento resultante AB' tambien se rot6 un cuarto de
vuelta en el mismo sentido, y se obtuvo el segmento
AB".

EI extremo B del segmento recorri6 en cada rotaei6n
un area de drculo de la misma longitud. Pera el punto
medio recorre arcos mas cortos. No debe confundirse
pues ia longitud del arco recorrido con la amplitud del
giro.

Si una rotaci6n de una vuelta se efectua en cuatro ro-
taciones de la misma amplitud, decimos que en cada
una de estas rotaciones el segmento ha girado 90 gra-
dos (90°).

Si una rotaci6n de una vue Ita se efectua en 8 rota c io-
n es de la m is m a a m p litu d, dec im os q u e en ea da u n a de
es ta s rota c ion es el s eg m en to h a g ira do 4 5° .

S i u n a rota c i6n de u n a v u elta s e efec tu a en 20 rotacio-
nes de la misma amplitud, decimos que en eada una de
estas rotaciones el segmento ha girado 18 ° .

S i la rota c i6n s e efec tu a en 3 60 rotaciones de la mis-
ma amplitud, cad a una de estas rotaciones ha girado un
grado, (1°).

Cuando se gira una vue Ita completa, se ha girado 360'.

3:n x (una vuelta) 1°

De esta manera se puede medir la amplitud de giro de
cualquier rotaci6n tomando como unidad el grado.

La adquisici6n de estos coneeptos se logra mediante los
aspectos dinamicos. Los alumnos haran muchas rota-
ciones alrededor del mismo eje, tanto de segmentos co-
mo de pol (gonos, a partir de distintas posiciones inicia-
les, para observar que unas tienen mayor amplitud que
otras y que al ordenarlas algunas rotaciones resultan de
la misma amplitud. Para ordenar las rotaciones podran
tambien observar la longitud del arco que recorre un
mismo punta en las diferentes rotaciones.

Cuando las rotaciones parten de distintas posiciones
iniciales los alumnos podran marcar con colores las fie-
chas que indican cada rotaci6n e intuitivamente ver que
tienen la misma amplitud, 0 que una es mayor que la

c-tra, etc.

Ejemplo: Los siguientes dibujos representan dos rota-
eiones hechas al segmento AB.

Caso 1 B'
I - .
I '
I "
I '~I

B" I \
I \,
I \
I \
1 - - '

A B


