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PRESENTACION

Por nuestra vinculacién y compromiso con el sistema educativo seguramente hemos
cuestionado y denunciado algunos de sus problemas principales.

En lo referente al curriculo, la situacion actual demuestra que, aunque se han realizado
algunos esfuerzos por corregir las fallas de los planes y programas correspondientes a
los Decretos 1710 de 1963 y 080 de 1974, sobre todo en la concepcion educativa y su
practica, quedan problemas como: falta de continuidad entre grados y niveles, predomi-
nio de contenidos, poca atencién a los intereses de los alumnos y a los asuntos de la vida
diaria, escasa participacion en los procesos de construccién de conocimiento, memoriza-

- ci6nineficaz y aprendizaje yerbal, rigidez de programas y faita de adecuacion al medio.

Este diagnéstico ha comprometido ai gobierno nacional en una politica que perfeccione
la calidad de la educacién de modo que pueda responder con justicia a las necesidades,
caracteristicas, valores y aspiraciones de la sociedad.

" Para hacer efectiva esta politica se llev a cabo la re-estructuracion del sistema educati-
vo (Decreto 088/76) con estrategias como la Renovacién Curricular y se promulgaron de-
cretos como el 1419/78 que explica los fines del sistema educativo y sefiala pautas para
el disefio curricular y su administracion y el 1002 de 1984 que establece el Plan de Estu-
dios para Preescolar, Basica (Primaria y Secundaria) y Media Vocacional.

El disefio del nuevo curriculo comprende los Fundamentos Generales, el Plan de Estu-
dios, los Marcos Generales, los Programas Curriculares y materiales de apoyo.

Los Fundamentos Generales son una reflexiéon que, por su naturaleza, integra aspectos
filoséficos, epistemolbgicos, sociolégicos, psicolégicos y pedagégicos, que permiten pro-

- poner en la educacion la idea de hombre que se pretende hacer real. En ellos se concibe -
el conocimiento como proceso y conjunto de experiencias que dura toda la vida, transferi-
ble a otras situaciones y presente en diferentes contextos. Los conocimientos y verdades
se consideran como proyectos que deben revisarse y corregirse permanentemente. El
alumno es el centro del proceso y el maestro es su orientador y animador.-

Asi la educacion liega a ser un proceso para posibilitar la autodeterminacion personal y
social y la escuela, el espacio necesario para el didlogo y el desarrolio de la conciencia
critica.

Los Marcgs Generales son el sustento teérico de las 4reas del Plan de Estudios e infor-
man sobre el enfoque, la estructura y la metodologia de cada area.

El eje organizativo del curriculo es el alumno situado en la sociedad y la historia. Se busca
educarlo para la vida con una formacién integral, que incluya, ademas de lo cognoscitivo,
lo socioafectivo y lo psicomotor; se proponen destrezas y habilidades. necesarias para
desplegar sus potencialidades y se lo orienta en los aspectos de socializacion, participa-
cion y transformacion de la realidad dentro de una perspectiva democrética.

Los contenidos y la metodologia se refieren a conceptos bésicos, principios generales y
actividades que permitan enriquecer y sistematizar las experiencias y el propio aprendi-
zaje del alumno. Tienen como punto de partida el mundo del educando y buscan desarro-
llar las areas de manera integrada e interdisciplinaria, para respetar la percepcién globali-
zante del nifio y el mejor avance posible hacia los niveles de madurez.

La evaluacién busca detectar fallas y aciertos para incluir los correctivos necesarios que
garanticen el progreso del alumno.
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Los nuevos programas de Educacién Basica Secundaria son continuacién de los de Basi-
ca Primaria. Surgieron como propuestas que se han debatido con los técnicos de los Cen-
tros Experimentales Piloto, por 4reas especificas, y han sido estudiados y evaluados por
profesores de distintas regiones del pais. Siguiendo el proceso de revisiony ajuste, se es-
pera mejorarlos en ediciones posterlores

Por lo que se refiere a los Programas de Matematicas, se busca superar algunas de las di-
ficultades que durante muchos afios han impedido una buena educacion en esta area.

La propuesta requiere del docente un trabajo continuado de reflexién sobre la construc-
cién del conocimiento por parte de los alumnos y sobre la busqueda y construccién per-
manentes de una metodologia apropiada que permita partir de su realidad, y apoyarse en
sus vivencias para construir y organizar los conceptos y emplear simbolos mventados por
ellos o aceptados culturalmente

Después de comprobar que el procedimiento pedagégico usual de pasar de los sistemas
simbélicos a los conceptuales lleva, en muchos casos, a la manipulacién mecanica de
simbolos y a la repeticién de definiciones de memoria, consideramos conveniente partir
de la investigacion de los sistemas mateméticos (y atin pre-matematicos) que ya se han
vuelto concretos y que ya manejan de alguna forma los alumnos, para que de la actividad
sobre ellos surjan los sistemas conceptuales que se desea que ellos construyan. Cuando
ya se manejan los conceptos en forma de modelos mentales, actividades motrices, ges-
tos y lenguaje ordinario, se procede a introducir los sistemas simbdlicos como abreviatu-
ras de dicho lenguaje, a inventar nuevos sistemas simb6licos y a traducir éstos a los siste-
mas usuales de los libros de matematicas.

De acuerdo con lo anterior, cualquier sistema matematico comprende:

— Sistemas simbolicos que aparecen a primera vista, con simbolos verbales del lengua-
je ordinario y con simbolos formales u otros sistemas de representacién gréflca

— Sistemas conceptuales, que son los mas importantes, y

— Sistemas concretos, que no necesariamente son objetos materiales, sino sistemas

matematicos (y aun pre-mateméticos) gue ya maneja el alumno, y que por la familiari- -

dad con ellos han pasado de ser abstractos a ser concretos para ellos.

Cada uno de estos sistemas incluye: ;
— Un conjunto de componentes, elementos u objetos con los que se juega.
— Un conjunto de transformaciones, operaciones o acciones sobre ellos, y
- Un conjunto de relaciones entre los mismos.

Con este sencillo andlisis de cada sistema matemétioo que quiere trabajar con sus alum-
nos, el docente puede planear las actividades que conduzcan a la construccién del siste-
ma conceptual por parte del alumno y su eficiente manejo simbélico.

Campo Elias Burgos
Jefe Divisién de Disefio Programacién
Curricular de Educacién Formal.
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Introduccion

Este documento contiene el Marco General del Programa de Mateméticas para la Educacién Bésica,
En él se presenta un enfoque global -de lgs contenidos acorde con el desarrolio de las Matematicas
y se sugiere un enfogue metodoiégico que se adecle al elegido para los contenidos, a las caracterfs-
ticas de los estudiantes colombianos y a las diversas transformaciones por las que pasa el conoci-
miento humano de los 6 a los 18 afios.

Enfoque

A. JUSTIFICACION
La historia de las Matematicas no puede aislarse de la historia de la humanidad puesto que el desa-
rrolio de la una ha avanzado paralelamente con el desarrollo de 1a otra.

Es innegable el impulso que las Matematicas le han dado al progreso de la humanidad, tanto en el
aspecto cientifico como en el tecnoldgico.

Las aplicaciones que actualmente tienen las Matemétlcas no se circunscriben a las de las Ciencias Na-
turales. /

Todos en nuestra practica cotidiana necesitamos, a menudo, efectuar célculos y estimar rdpidamente
algunos resultados. Esta utilidad de las Matematicas es tan antigua como Ic es la historia del hombre.
Es, por tanto, indispensable insistir en la operatoria y el cdlculo mental, sin volver a las rutinas te-
diosas de antafio que provocaban en la mayoria de los alumnos una aversién permanente hacia las
Matematicas; se insiste mas bien en la comprensién de los conceptos y de los procesos, y en la formu-
lacion vy solucidn de problemas, para apoyar y motivar el ejercicio de los algoritmos de célculo. Se
introducen también explicitamente experiencias y ejercicios de estimacién aprdximada de los resulta-
dos de cdiculos y de mediciones, vy se desarrollan habilidades tan importantes como.las de encontrar
Ins resultados exactos a través de procedimientos de rutina, Las calculadoras y las computadoras ha- -
rén cada vez mds importantes las primeras que las segundas'. . V
—_ .
Para la comprensidn de conceptos y procesos matematicos se requiere un mfnimo de teorfa de con-
juntos, la que comienza con el manejo concreto de colecciones figurales y no figurales, necesarias pa-
rala comprension del concepto de nimero natural, y contintia, gradualmente, con un minimo de sim-
bolismo formal, a lo largo de toda la Educacidn Bésica, para proporcionar un lenguaje coman al estu-
dio de los diversos sistemas matematicos y preparar el paso al estudso de la teorfa axiomatica de con-
juntos, en la Educacion Media Vocacional,
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LLa mayorf{a de las profesiones y oficios, y ain el desempefio exitoso en muchas circunstancias de la vi-
da ordinaria, exigen un adecuado manejo del espacio y de sus representaciones plésticas, gréficas o
simplemente imaginativas.

" Por una falsa reaccién contra la geometria euclidiana y por faltas de alternativas, el estudio de la geo-

metria en la Educacién Basica se habfa hecho cada vez mds limitado, hasta llegar a desaparecer en
muchos plariteles, con resultados muy negativos en las habilidades de manejo del espacio. En este pro-
grama !a geometria aparece enfatizada en todos los grados, como una exploracién sistematica cel es-
pacio. Esta exploracidn es primordiaimente activa, dindmica y sblo secundariamente un estudio de fi-
guras trazadas en el tablero, o en el papel, que ya han perdido su cardcter dindmico.

Los computadores encarnan en sus circuitos la légica simbélica de Boole, Esta i6gica, que en la época
de su creacién, a mediados del siglo XX, sdlo interesd a unos pocos especialistas , ocupa hoy un sitio
privilegiado en el disefio y en el manejo de las calculadoras y los computadores y, en general, en todas
las dreas de la informética. Por-lo tanto, aparecen desde el primer grado algunos objetivos relacionados
con la légica y el seguimiento de-instrucciones légicamente estructuradas, que preparen a los alumnos
a una f4cil transicion a la programacion de calculadoras y computadores, cuando puedan tener acceso
a ellos. :

Hay otro aspecto muy importante, es el relacionado con el rigor y la precisién en la formacion inte-
lectual, vy la contribucion de las Matematicas a esa formacién.

El lenguaje de las Mateméticas intenta ser, esencialmente, preciso y general, en contraste con la ambi-
gledad y la particularidad del lenguaje usual. Mientras que el primero est4 sujeto a reglas estrictas que
limitan su significacién para disminuir las interpretaciones subjetivas, el segundo permite toda una se-
rie de interpretaciones mediante Ias cuales el sujeto puede manifestar sus sentimientos e intuiciones.

Es de la sintesis de estos dos lenguajes de donde surge el factor de formacnén intelectual que permlte
dlsnngmr lo preciso de lo ambiguo vy to particular de lo general

En e! curriculo de Educacién Bésica se incluye el estudio de todos estos aspectos de las Mateméticas
con el fin de contribuir decididamente a la educacion integral del individuo, y llevarlo a participar
activamente de ese gran patrimonio de la humanidad, que son las Matemdticas.

B. ENFOQUE DE SISTEMAS

-

En la Matemdtica como en todas las ciencias, ha habido diversas tendencias o enfoques que de alguna
manera buscan organizar los contenidos, correlacionarlos, jerarquizarlos, etc., que han constituido
“escuelas matemédticas’’.

Actualmente hay una corriente .muy notoria que se propone presentar la Matematica como una cien-
cia unificada, en la cual las diversas ramas tienen estructuras comunes, afines, que pueden expresarse
en el lenguaje’de la Teorfa de Conjuntos,

Este enfoque unificador de todas las ramas de la Matemdtica (o sea de las Matematicas) puede articu-
larse o establecerse, de manera coherente, alrededor de un concepto clave més amplio que el de con-
junto, que es el concepto de Sistema.

E} concepto de sistema tiene la ventaja de no ser exclusivo de la Matem4tica, ya que es erﬁpleado en
una u otra forma en todas las ciencias. Cada ciencia se ocupa de sistemas especiales; por consiguiente,
debe establecer reglas especificas para interpretarios y manejarlos, y garantizar, ademés una utiliza-

"cién adecuada de! lenguaje de los sistemas y de la teor{a general de sistemas.




KEI enfoque elegido para el actual programa oficial de Mateméticas correspondiente al nivel de Educa-
cién Basica, es el enfoque de sistemas; por eso conviene analizario detalladamente. \

En cfrculos dedicados en Colombia a la docencia vy a la investigacién matemdtica, son ya bien conoci-
dos estudios como: Relatores y operadores; LOgica, conjuntos y estructuras; Relaciones, operaciones
Y sistemas; El concepto de sisteama como clave del curriculo de Matemética, en los cuales el asesor del
Ministerio de Educacién Nacional, en la elaboracién de los programas de Matemdticas para el nivel B4-
sico, Carlos E. Vasco U., desarrolla el enfoque de sistemas, analiza los conceptos asociados a dicho en-
foque {como los de conjtnto, objeto, relacién, operacidn, sistema y estructura), y los especifica al ca-
so particular de los sistemas matematicos.! . '

1. CONCEPTO DE SISTEMA

- Para definir un sistema hay que establecer previamente el significado de las palabras que se van a em-
plear, Esas palabras son: conjunto, objeto, relacién, operacion. Quien intente definirlas, se convencer4
de que no es posible hacerlo en términos de conceptos més fundamentales, pues lo Unico que es posi-
ble encontrar, para cada una de esas palabras, es una lista de sinbnimos, con diversas connotaciones y
de que, con base en esos sindnimos, todo el mundo parece entender qué quieren decir esas palabras,
sin detenerse a pensar si existe: una definicion precisa para cada una.

Los sindnimos mds usuales para esas palabras son:

Conjunto: coleccion, clase, agrupacién, agregado, montén, grupo (rebafio, jaurfa, bandada...).
Objeto: cosa, elemento, individuo, entidad, ser (persona, animal, planta, mineral...}.

Relacién: referencia, respecto, “ser hacia” (Aristoteles), nexo, lazo, vihculo, conexion.
* Operacion: accion, transformacién, modificacién, intervencién, conversién (Relaciones 1978).

A partir de estas cuatro palabras, o de sus sinénimos, es posible expresar el concepto clave del currf{cu-
lo de Matemdtica: el concepto de sistema.

N

Sistema es un conjuntd de objetos con sus relaciones y operaciones

Con base en esta definicién, pueden identificarse y analizarse sisternas en diversos campos de la activi-
dad cientifica, econdmica, politica, etc.

2. SISTEMAS ESPECLFICOS DE LA MATEMATICA

En particular, para describir un sistema determinado de la Matemética hay que especificar un conjun-
to de objetos, un conjunto de operaciones y un conjunto de relaciones. Un ejemplo puede ser un sis-
tema estudiado en la Aritmética, en el cual: ’

— el conjunto de objetos es el formado por los nimeros enteros.

— el conjunto de operaciones es el formado por la adicién y por la multiplicacién, y

— el conjunto de relaciones es el formado por las relaciones de orden:‘’...es menor o igual que..."”,

I [T

...s mayor o igual que...”, ‘...es estrictamente menor que...’”’, *’...es estrictamente mayor que...”.

2 Sj cada uno de estos conjuntos se simboliza por una letra mayuscula, se tiene:

.~ Conjunto de objetos: Z=1{..-2,-1,0,1,2,...}
1

{Ver bibliografia. L.as obras se citar&n con la primera palabra del titulo y el afio de su publicacién).

2 . , . .
{Conwviene recordar que el conjunto de Ios nimero enteros se simboliza mediante una Z y sus elementos son: el

cero, todos |os enteros positivos: 1, 2, 3, ... v todos [0s enteros negativos: «1, <2, +3, ...).
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Conjunto de operaciones: n= {+,x }
—  Conjunto de relaciones: R = {<. <. > >}

Es posible, pues, representar este sistema de los nimeros enteros asi:

)

(Z . {+.x},{< <> 2})

Para nombrar més abreviadamente este sistema, se puede establecer la convencién de emplear sola-
mente las letras mayuUsculas, que simbolizan los conjuntos de objetos, de operaciones y de relaciones,
en ese orden: )

(Z,n.R)
Por las propiedades que cumplen las operaciones v las relaciones definidas en este conjunto especifi-
co de los enteros, se suele o se acostumbra mencionar este sistema indicando la estructura que tiene.

Como en este caso el sistema tiene estructura de anillo ordenado, se denomina anillo ordenado de los
ndmeros enteros.

En forma similar pueden describirse otros sistemas de la Aritmética, de la Geometria, de la Teor(a
de Conjuntos, de la LAgica Matematica, etc. En general, cada sistema queda perfectamente determi-
nado por tres conjuntos:

a. . Un conjunto de objetos, simbolizado por una letra mayuscula latina, por eJemplo A. Este con-
junto, lamado conjunto subyacente, no puede ser vacio.

b. Un conjunto de operaciones, simbolizado ordinariamente por una |etra mayuscula griega, por
ejemplo . (omega). Este conjunto puede ser vacio en el caso de sistemas puramente relacionales,
‘como el llamado conjunto parcialmente ordenado, en el quesetiene: A # ¢.n= ¢ R= {<}
y que se puede simbolizar asf:

A,¢.{<}),
(A {<}. o,
(4, <)

¢. Un conjunto de relaciones, simboljzado ordinariamente por una letra mayUscula cursiva, por
ejemplo R. En este conjunto, se suelen indicar Unicamente las relaciones binarias entre elementos
del conjunto 4.

Ademds de estas relaciones en A, se dan otras relaciones en las que intervienen elementos de A, opera-
cionesde ny relacuones de R

Estas relaciones se suelen enunciar en el lenguaje propio del sistema, y constituyen su teorra.

Abreviadamente, cualquier sistema especifico de la Matemdtica puede simbolizarse por medio de
una terna o tripla ordenada de conjuntos:

d=(4, n, R)

A el conjunto de objetos del sistema 3
A el conjunto de operaciones del sistema D
R : el conjunto de relaciones del sistema }




3. VENTAJAS DEL ENFOQUE DE SISTEMAS

E| enfoque de sistemas contenido en los estudios mencionados anteriormente, contribuye al logro de
los objetivos del Programa de Mateméticas porque organiza y unifica los diversos contenidos v las di-
versas ramas de la Matematica, a través de unos conceptos y un lenguaje comin; facilita la articulacién
de la Matemética con las demds dreas del Curriculo, y permite desarrollar los contenidos atendiendo
a las caracter(sticas de los alumnos del Ciclio Bésico y de la realidad en que viven, sin caer en el énfa-
sis desmedido en los conjuntos, que se hace en cierto tipo {ya no tan moderno) de la lamada “Mate-
mética Moderna“’.

Son, pues, tres las ventajas del enfogue de sistemas: una en el interior de la Matemética, otra en el
campo de la integracién o articulacion de la Matemética con otras ciencias y otra respecto a la meto-
dologia propuesta para desarrollar los contenidos.

Conviene analizar las implicaciones que tiene este enfoque en la articulacion de la Matemética con las
demds ciencias, Basta una rapida revisién de los contenidos tratados en Ciencias Naturales, en Ciencias
Sociales, en. Administracién, etc., para concluir que todas estudian determinados sistemas, y que, por
consiguiente, hay en este concepto una fuente de articulacién e integracion.

Ejemplos de esos sistemas, no estrictamente matemdticos, son: el sistema ecoloégico (uno de los con-
ceptos de més actualidad), el sistema respiratorio, el sistemma circulatorio, el sistema social, el sistema
econdmico, el sistema solar, etc. Sistemas como el social o el circulatorio son muchisimo mds comple-
jos que los sistemas matematicos.

Los sistemas matemdticos son muy simplificados. Los sistemas reales son siempre mas complejos. Esta

es la regla clave para la articulacién de la Matemdtica con las demds ciencias. El dominio del concepto
de Sistema en Matematica prepara para el dominio de ese ¢oncepto y sus aplicaciones en las Ciencias
Naturales y Sociales, en el Lenguaje, y en la solucién de problemas de la vnda real {Ver: Relaciones,
1978; Concepto, 1980).

Las otras dos ventajas de este enfoque se explicitarén posteriormente en la estructura conceptual
del drea, '

Objetivos

A. OBJETIVOS GENERALES DEL AREA

El estudiante debe:

— Desarrollar habilidades que le permitan razonar légica, critica 'y objetivamente.

— Adquirir independencia en la actividad intelectual.

- Adqumr profundidad vy perseverancua en la busqueda del conocimiento.

- Ampllar su capacidad para realizar generaluzaCIones

— Desarrollar habilidades en los procedimientcs operativos aritméticos y geométricos.

— Familiarizarse con conceptos bdsicos de {a Matematica. ‘ -

—  Adquirir precision en la expresién verbal y familiaridad con el lenguaje y expresiones S|mbé
licas.

— Interpretar la realidad a través de modelos rhatemdticos.

— Utilizar la Matemdatica para interpretar vy solucionar problemas de la vida cotidiana, de |a tecno-
logia y de la ciencia.

— Ejercitar la agilidad mental para encontrar soluciones a problemas de diferentes tipos.

— Reconocer vy valorar algunas de las funciones de la Matemétlca en el desarrollo de la ciencia y en
el mejoramiento de las condiciones de vida.

12
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B. OBJETIVOS GENERALES DEL AREA EN LA EDUCACION BASICA

— Construir el conjunto de los nimeros naturales a partir de colecciones, de objetos concretos vy,
en él, efectuar las operaciones y reconocer las relaciones que correspondan a las situaciones aditi-
va, multiplicativa y potenciativa.

— Adquirir habilidad para el cdlculo aritmético mental y para el calculo escrito, con ayuda de la cal-
culadora y sin ella.

— Construir el conjunto de los nimeros fraccionarios a partir de operadores sobre magnitudes con-
cretas v, en él, efectuar las operaciones y reconocer las relaciones que correspondan a las situacio-
nes aditiva y multiplicativa.

— Resolver situaciones de la vida diaria que requieran el uso de los nimeros fraccionarios y de las
operaciones entre ellos. . :

— Construir algunos subconjuntos de numeros real&c a partir de situaciones geométricas e inicar el
estudio del conjunto de los nimeros reales y, en él, efectuar las operaciones y recondcer las re-
laciones que correspondan a las situaciones aditiva y multiplicativa.

— Resolver situaciones de la vida diaria que requieran el uso de los nUmeros reaies y de {as opera-
ciones entre ellos. ,

— " Realizar cdiculos numéricos utilizando las propiedades de las operac;ones fundamentales estu-
diadas en el conjunto numérico respectivo,

— Adquirir habilidades y destrezas para formular, plantear y resolver problemas que permitan la
aplicacion de modelos matematicos.

— Explorar el espacio en dos y tres dimensiones y construir modelos imaginativos v pictéricos del
mismo y desarrollar algunos sistemas conceptuales y simbdlicos que permitan manejar esos mo-
delos. .

— Calcular Iongutudes dreas y voldmenes de figuras en el espacio,

— Identificar diferentes sistemas métricos vy ejercitar las conversiones de unidades. '

— Analizar sistemas de datos estadlstlcos calcular frecuencia y promedio y representarlos graﬂca-
mente, ) N

— ldentificar y utilizar correctamente las conectivas del lenguaje ordinario:y; o; si, ... 'entonces: si,
entonces... v si no, no,

\

— Reconocer vy utilizar correctamente los cuantificadores del Ienguaje ordinario: todos, cada uno,
algun, alguno, algunos, ningdn, mnguno nadie, algunos no, hay, no hay.

— Determinar y representar conjuntos y subconjuntos.

— Realizar operaciones entre'conjuntos: unién, interseccién, diferencia, complemento vy producto
cartesiano; analizar algunas propiedades de estas operaciones y utilizar correctamente sussimbolos.
mds. usuales.

— Reconocer relaciones de pertenencia, contenencia, disyuncién y equinumerosidad; analizar algu-
nas propiedades de estas refaciones y utilizar correctamente sus simbolos mds usuales.

— Generar todas las permutaciones y combinaciones de objetos tomados de conjuntos de pocos ele-
mentos, atendiendo a condiciones previamente determinadas.

— Reconocer, analizar y representar relaciones en sistemas especificos y en particular relaciones de
orden Yy de equivalencia.

— Reconocer, analizar y representar operaciones en sistemas espec{ficos vy en particular operaciones
conmutativas y asociativas.

Estructura o ,

Es facil comprender ahora la véntaja del enfoque de sistemas, comc organizador de los contenidos de
Matemdtica {ver Cuadros Nos. 1 y 2). Este enfoque suministra una organuzacuén 0 estructura de ca-
récter general para el érea y un esquema de presentacuén de cada sistera, los cuales proporcionan las
bases necesarias para desarrollar los contenidos m{nimos del programa para abordar otros temas de
las diversas ramas de la Matemdtica, y aGn de otras ciencias.
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La estructura del drea de Matematica, debe sefialar, como minima, algunos aspectos, tales como: orga-
nizacién de los contenidos, grandes temas, secuencia, grado de profundidad, interrelaciones y desarro-
llo del enfoque. Los cuadros 1, 2, 3 y 4 que aparecen en las paginas siguientes constituyen una
aproximacion a dicha estructura.

CONTENIDOS (lo.a 50. GRADOS)

Los contenidos del 4rea para la Educacion Bésica Primaria {10. a 5o. grados) se han organizado, bajo
los siguientes titulos: sistemas numéricos, sistemas geométricos, sistemas métricos, sistemas de datos,
sisternas l6gicos, conjuntos, relaciones y operaciones, (Ver cuadro No. 1), )
Los contenidos para la Basica Secundaria (60. a 9o, grados) tienen ademds de los titulos anteriores,
otro denominado andlisis real (Ver cuadro No. 2}.

1. SISTEMAS NUMERICOS

Estos se estudian de manera gradual, En la Educacién Basica Primarié, el de los nimeros naturales,
comenzando con los nimeros de O — 100 en primer grado y ampliando en cada grado el conjunto
numérico. En cada uno de estos conjuntos se van introduciendo progresivamente las operaciones
comenzando con la adicidén y la sustraccién en primer grado, hasta llegar a las primeras nociones de
potenciacién, radicacién y logaritmacién en quinto grado y ademds las relaciones de orden aditivo .
y de orden multiplicativo. También en la Primaria se inicia el estudio de los nimeros fraccionarios
y de los decimales. En la Educacién Bésica Secundaria se avanza en el estudio de los nimeros ente-
ros, los racionales, los reales y los complejos, vistos como sistemas numéricos con sus operaciones y
las relaciones que hay entre sus elementos. Se hace mucho énfasis en la solucidn y formuiacién de
problemas, como aplicacién de los algoritmos de las operaciones y en ejercicios de cdlculo mental.
Con ésto se espera que, a medida que los nifios vayan trabajando con diferentes sistemas, puedan
identificar las semejanzas y diferencias en su funcionamiento y acumular experiencias que mds ade-
lante les permitan integrar conocimientos y hacer generalizaciones.

2. SISTEMAS GEOMETRICOS

Se incorpora toda la parte de Geometria activa a través de la exploracion del espacio. De esta ma-
nera se estudian los soélidos, las figuras planas, las lineas, los dngulos, etc.; destacando relaciones
como paralelismo, perpendicularidad, congruencia y semejanza, y transformaciones como rotacio-
nes, traslaciones, reflexiones, reducciones y ampliaciones.

3. SISTEMAS METR{COS -

Se estudia el sistema métrico decimal y otros sistemas no decimales. En dichos sistemas se expresa
el resultado de medir longitudes, superficies, el volumen de un cuerpo, la capacidad de un recipien-
te, el peso y la masa de un objeto, la duracién de un evento y la amplitud de un dngulo. Los patro-
nes estandarizados se utilizan después de realizar mediciones con unidades arbitrarias y sentir asf la
necesidad de una unidad comin de medida aplicable en todos los casos. En los diferentes sistemas
se realizan conversiones con sus aplicaciones y se hacen comparaciones. )
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4. SISTEMAS DE DATOS

Se estudian algunos conceptos fundamentales de estadistica que sirven para interpretar algunos mo-
delos de la realidad. Se inicia con la recoleccién de datos, su organizacidn en tablas de frecuencia y
su representacién en diagramas. Se hace algliin andlisis de los datos recogidos y tabulados mostrando
lo que puede deducirse de ellos y cOmo pueden compararse entre si; para ello se estudian al final de
la Basica Primaria algunas medidas de tendencia central vy al fipa! de la Bédsica Secundaria se comple-
tan estas medidas y se introducen las medidas de dispersién,

5. SISTEMAS LOGICOS

No se pretende hablar de l6gica matemética abstracta, sino de ciertos aspectos del lenguaje en los
que se notan regularidades que se pueden manejar matemdaticamente. Por eso se parte de las expre-
siones que manejan los alumnos para ir introduciéndolos poco a poco en un lenguaje més riguroso,

. que tiene por objeto, entre otros, evitar las frecuentes ambigledades del lenguaje usual, y mds tarde,
desarroflar las habilidades del pensamiento deductivo.

6. CONJUNTOS
| 7
Como va se dijo en la justificacién, se trata la teoria minima necesaria para introducir algunos con-
ceptos fundamentales de la Aritmética, de la combinatoria y de !a probabilidad, y para preparar una
posterior formulacidn unificada de las diversas dreas de las matemdticas.

7. RELACIONES Y OPERACIONES

Se analizan algunos fundamentos tedricos sobre estos conceptos. Dicho anélisis se insintia empfrica-
mente desde la Bésica Primaria hasta llegar a una conceptualizacién mds general al finalizar la Basica
Secundaria. Las operaciones se estudian como transformaciones sobre los elementos de un sistema,
mientras que las relaciones corresponden a la teoria acerca de los mismos. Se estudian también las

propiedades, tanto de las operaciones comao de fas refaciones y se presentan algunos aspectos teérucos
sobre las funcuones ‘

N
[

8. ANALISIS REAL

Se estudian las funciones reales, en donde se incorporan algunos temas de los que se habrlan venido
tratando en los programas tradicionales bajo el nombre de ‘’Algebra’’, y que en realidad son solo el
manejo de ciertas expresiones para las funciones reales o sus valores. Se enfatiza en los aspectos de re-
presentacion grafica de estas funciones. Se empieza estudiando funciones tan sencillas como la fun-
cién lineal, con lo cual se cubren temas como la proporcionalidad y todas sus aplicaciones; posterior-
mente se trabajan las funciones cuadraticas y demds funciones polindmicas. Paralelamente a las fun-
ciones se van estudiando las ecuaciones e inecuaciones y en 90. grado se introducen las funciones |i-
~ neales en dos y tres dimensiones.

En este programa se hace énfasis en el estudio de sistemas numéricos, sistemas geométrvicos, sistemas
métricos y en Secundaria en el andlisis real. En cuanto a los dem4s sistemas se hace un manejo racio-
nal y prudente necesario para adquirir familiaridad con las mateméticas no numéricas y para contri-
buir al desarrollo de la capacidad de andlisis, y a largo plaza, del pensamiento formal.

En sintesis, los contenidos bdsicos vistos en los cuadros 1 y 2, permiten: identificar los sistemas de
la Matemdtica en los cuales se ubican los contenidos propuestos para el programa; identificar los
grandes temas que se proponen para cada grado; reconocer la secuencia que debe seguirse al desa-
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rrollar los contenidos; apreciar el grado de profundidad con que deben ser tratados los contenidos
en cada grado e identificar las correlaciones que hay entre los temas de un mismo grado o entre te-
mas de diferente grado. El hecho de tener una visién global del programa de cada grado favorece la
ensefianza correlacionada y permite ademds, obtener informacién sobre lo que un alumno, que cur-
sa un determinado grado, estudié en el grado anterior y lo que va a necesitar para el grado siguiente.

El cuadro No. 3, titulado Sistema, sefiala una forma comuin para la presentacion de los diversos
sistemas. SegGn lo explicado anteriormente, es importante identificar en cada caso los elementos
u objetos, las relaciones y las operaciones.

En el ejemplo tomado de la aritmética, los elementos son nimeros enteros, las operaciones son la
adicion y la multiplicacién y las relaciones son: "...es estrictamente menor que...”’, *'...es menor o

igual que...” , etc. En el ejemplo tomado de la geometrla, los elementos son !meas del plano, las
operaciones son las rotaciones y las traslaciones, y las relaciones son: *...es perpendicular a..."”,
..es paralela a...”". En forma similar se explican los ejemplos tomados de la Teorfa de Conjuntos

Y, de la Ldgica. Los eJempIos podrian ser otros, pero el esquema de presentacidn es el mismo en
todos los casos.

No se pretende que los nifios conozcan e interpreten ese cuadro. Pero si' se espera que a medida
gque vayan trabajando con diferentes sistemas, puedan identificar semejanzas y diferencias en su
funcionamiento y acumular experiencias que, mas adelante, les permltan integrar los conocimien-
tos y hacer generalizaciones. Por ejemplo el ‘‘descubrir’’; en la primaria, que la adicién y la multi-
plicacién de némeros naturales son conmutativas y que la unién e interseccién de conjuntos tam-
bién lo son, debe llevar al estudiante de secundaria a elaborar un concepto més general de conmu-
tatividad. Asi se propicia el desarrollo mental deil estudiante, se ahorra tiempo y se adquieren co-
nocimientos mds sélidos y duraderos. En esa forma, también, la mente del nifio elabora progresi-
vamente los conceptos y no tiene necesidad de repetir férmulas y definiciones abstractas carentes
de significado para él. _ e ’

Ademds de los sistemas que se presentan en el cuadro No. 3 para la Aritmética, la Geometria, la
Teoria de Conjuntos y la Légica, podrian darse muchos otros sistemas de esas y otras ramas de
las Matemdticas: par ejemplo, se puede hablar de muchos sistemas numéricos diferentes, no sélo
cambiando el conjunto de los nUmeros enteros por los naturales, los fraccionarios, los reales o
los complejos, sino distinguiendo varios sistemas diferentes sobre cada uno de esos conjuntos.

“Puede hablarse también de un sistema de numeracién diferente de un sistema numérico: en el
sistema de numeracién los objetos son los simbolos, de los cuales hay pnmmvos {(dfgitos) v deri-
vados, vy la operamon bésica es la concatenacion o yuxtapos;cuén

También puede enfocarse en este sentido el estudio de un sistema métrico, y comparar las pre-
sentaciones del sistema métrico decimal que dan los libros de Matemdticas, con los sistemas que
aparecen en los libros de Fisica (IS, MKS, CGS, FPS). Se notard inmediatamente que ninguno de
ellos es el presentado por los libros de Mateméticas; que las unidades de tiemp'o nc son decimales;
que la teoria de la dimensidn se hace necesaria para entender el sistema; que la multiplicacién de
unidades produce muitiplos y submditiplos, si es externa, pero que la multiplicacién interna pro-
duce unidades de otra dimensidn”. (Concepto, 1980).
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CUADRO' No. 1

CONTENIDOS BASICOS PARA LA EDUCACION BASICA PRIMARIA

TEMA i 1 2 3 4 6 6 7
- « RELACIONES Y
RADO §IS‘I’EMAS NUMERICOS SISTEMAS GEOMETRICOS SISTEMAS METRICOS SISTEMAS DE DATOS SISTEMAS LOGICOS CONJUNTOS OPERACIONES

1o. Naturales de 0 a 100 con adicién y Relaciones espaciales. Introduccién a la medicié l i6n a gréfi de Clasificaciones. Iniciacién a la representa-
sustraccion y simbolizacién. Algunos sdlidos -geométri- de longitudes: patrones ar- barras. Noclén de conjunto; ele- cién de relaciones.
Algoritmos con aplicaciones. cos regulares. bitrarios, el dm, y el m, mento. Diversas maneras—de efec-
Orden aditivo Figuras planas. Bordes rec- Medicion de tiempo. Conjuntos equinumerosos, tuar operaciones.

... 68 mayor que ... tos y bordes curvas. ] - Cardinal.
... €8 menor que ... Introduccion a la simetr fa. Nocién de unién de con-
Ordinales, Lineas (abiertas y cerradas). juntos disyuntos, 7
Operadorels como -1, + 1, -2, etc. Representacion gréfica.

A - Arreglos sencillos.

20. Naturales de 0 a 1000 con adicién, Rectas paralelas y perpen- Longitud: m., dm,, -cm, Gréficas de barras. . Significado de la “y” yde Pertenencia. Propiedades: conmutativa,
sustraccién y multiplicacién. Division diculares. . Area. Unidades arbitrarias, ‘la “0" en una instruccién, Nocion de subconjunto. |  asociativa, modulativa de
{iniciacion). . Rotaciones y giros. An- dm?* Expresiones “‘todos”, "al- Unién de conjuntos dis- algunas operaciones. Dis-
Numeros pares y mimeros impares. gulos. Unidades de duracién: ho- gunos”, “ninguno ', yuntos y no disyuntos. tributiva de la multiplica-
Algoritmos con aplicaciones. Formas geométricas regula- ras, minutos. { Cardinal de la pnién. cién con respecto a la adi-
Orden muitiplicativo res: cuadradas, triangulares, Perejas con ¥ sin orden. ¢ién (introduccién),

... & mahiplo de ... rectangulares y circulares. . _
... es divisor de .., Nocién de perimetro, __ L

30. Nuestros sistema da numesacién. _Superficies (fronteras de | » Longitud, m., makiplos y Recoleccién de datos. Diversos significados de la Simbolizacién de las rela- Relaciones de orden.
Numeracién romana. solidos). Superficies planas. submuktiplos. Tabulacién y representa- “y* ydela “o” enel len- ciones de pertenencia y Diagrama de flechas,
Naturales mayores que 1000 con adi- Lineas (fronteras de super- Yarda y vara, cién de datos. guaje ordinario. contenencia. Propiedades antisimétrica y
cién, sustracclon, multiplicacién y ficies). Superficie. Area. Patrones Diversas maneras de cuanti- Unidn e i transitiva.
divisién, Puntos {fronteras de | {neas) standarizados: m?, em?, y ficar expresiones en el len- Algunos arregios con y sin Propiedades: conmutativa,
Algoritmos generalizados para adi- Caracterizacion - de: tridn- mm?, guaje ordinario. orden. asociativa y modulativa de
cién, i6n vy multiplicacié gulo, cuadrado, rectdngulo Volumen. Patrones arbitra- algunas operaciones. Dis-

. - con aplicaciones. y circulo. : ' rios. . tributiva de la multiplica-
Nirmeros primos, Capacidad: patrones arbi- . cién - con respecto a la
Operadores naturales. trarios. Litro. - adicion.
| i6n a log op fraccio- | R N -
narios.

4o. Naturales con adicion, sustraccién, Modelos de sélidos. Ares. Algunos milltiplos y Recoleccién de datos. Proposiciones: Significado Relaciones de contenencia. Relacion inversa.
multiplicacién y divisién. M. C. D. Cuadrildtéros: trapecios. submltiplos del m?, Tabulacién vy representa- verdad o falsedad. {gualdad de conjuntos. Diagramas de flachas. Pro-
yM C. M Perimetro {(generalizado). Medidas agrarias. ci6n de datos. Negacién de proposiciones Conj referencial. piedades antisimétrica vy
Fraccionarios con adicién, sustrac- Radios, didmetros. ‘Volumen: m?, dm?, cm3, Inictacién al andlisis de cuantificadas en el lenguaje Complemento de un con- transitiva.
cién y multiplicacion. Areas: trapecio, cuadrado,” Peso: gramo, kilogramo. datos. ordinario. junto. Simbolizacién y re-

Decimales con adicién y i6 tridngulo. Frecuendias, moda. presentacion.
Algoritmos con aplicaciones. Cuadricula, Algunos tipos de arreglos.
Orden multiplicativo. _ -
Bo. Naturales con adicidn, sustraccion, Construcciones con regla y Conversiones con unidades Nocién de promedio en un Proposiciones Extensién y comprensién, Recopilacién de las opera-
N muttiplicacin, division, p iaci6 d: de longitud, drea, capacidad -conjunto pequefio de datos. Conjuntivas, disyuntivas y Conjuntos: infinito (N}, ciones conmutativas, aso-

radicacién y logaritmacion. Poligonos regulares, Y peso, condicionales, unitario, vac(o. ciativas, modulativas estu-
Fraccionarios con adicién, sustrac- Construccién de algunos Otras unidades de pesa. Unién e interseccién, diadas.
ci6n, multiplicacion y division. .sblidos. "Unidades de duracién. Otros tipas de arreglos. Igualdades.
Decimales con adicién, sustraccion, Avrea de cfrculo. Conversiones,
muhtiplicacion y division, Avrea y volumen de algunos B

. Algoritmos con aplicaciones. stlidos. -,

. . Razones y progporciones, _
Proporcionalidad directa e inversa.




CUADRO No.2

CONTENIDOS BASICOS PARA LA EDUCACION BASICA SECUNDARIA

TEMA 1 < . 2 3 4 [ [} 7 8
SISTEMAS NUMERICOS | SISTEMAS GEOMETRICOS | ~ SISTEMAS METRICOS ANALISIS REAL SISTEMAS DE DATOS SISTEMAS LOGICOS CONJUNTOS prievpreld
RADO! :
T
8o. Sisternas de T P; [l de | d (sis- F ién en la recta Frecuencias absolutas. Conectivas. Conjuntos finitos e infini- Relaciones binarias.
Historia . Rotacién. Angulos. tema métrico decimal y numérica (N, Q'} ino F ives (por- C y vari t0§. Propiedad antisimétrica y
Bases (sin operaciones}: | . Perpendicularidad. otros sistemas). ““recta real’’). cerituales, fraccionarias). Términos y predicados. Conjunto referencial. transitiva de algunas rela-
2,6,10,12. . Tridngulos y cuadrildteros. epaso d idadesde drea. F T €.L, . > Diagramas de barra y circu- Proposiciones abiertas y ce- Subconjunto. ciones.
(N, +, —, x, +,€,2) Distancias. Unidades de amplitud de lar, rradas. Sustitucion. o Complemento de un con- Operacionds unarias y bi-
Potenciacién, radicacidn y Teorema de Pitagoras. dngulos {vueitas y gradas). Frecuencias ordinarias o junto, narias.
logaritmacién. puntuales. Operaciones entre conjun- Diferencia entre operacién
Q. +,—, x, +.£.,3) Frecuencias acumuladas, tos numéricos. y relacién.
Expresiones fraccionarias y :
decimales.
7o. R S - ) Movimientos rigidos: Otros da un Funci i y-de- Medidas de cen- Afir i Yy’ Conjunto de partes, Operaciones binarias.
\ e+, - x, F, &, P) Rotaciones de amplitud de anguios. crecientas. Correlacion. : i verdaderas y falsas, Cardinal del conjunto de Propi
. Valor absoluta Reflexiones Uni de Funcik lineales. Proposiciones abiertas y ce- partes. clausurativa, asociativa,
. . Algoritmos con aplicacio- Traslaciones Conversiones . {“Comple- Razonss . rradas. Cuantificacion, Subconj del conj i iva,
nes: p jas, Congi ias y jos™) Proporciones Ex presiones con variables y de pertes. Combinaciones. invertiva.
103, interds, cambio de mo- Homotecias Represantacion gréfica de paréntesis. Distributivided.
neda. . Poligonos funciones lineales y de gra- {gualdades, Linealidad de operadores.
Algunos reates: . Clreulo ¢ fica lineal.
T " Perfmetro N Ejes, cortes, intercepto.
| Ecuaciones lineales.
- Solucidn de ecuaciones li-
neales. b
8o. (R, +,—,x,%. €, ) }. Simetrfesactivas Unidades de dree en varios | . Funcién Linesl. Pendiente. Medicién Predicados de uno y dos Colecciones finitas de con- Relaciones binarias.
Potenciacién de: Grupo de simetrias sisternas. Funcién dti Gré- M puestos. juntos. Representacion gréfica de
R x Zen R. Rotaci saci y [~ i ficas. n Di d Y ién de ificado- L de iy i
- interpolacién. cién de datos. res. conjuntos disyuntos dos a opiedades: relacién to-
reflexiones {grupo de movi- Funcién Cubica. Gréficas. Escala. - dos. i talmente dafinida, sobre-
mientos rigidos). - " N
Homatecias {grupo}. Raices cuadrada y el_.lhiu. Subconjuntos del producto \(actlva, funcional, inyec-
Area del circulo Funcién inversa. Gréfice de cartesiano. Permutaciones. tlw,blyect[va. .
) la funcién inversa. Relacién reflexiva, anti-
i . Restricciones de dominio y reflexiva, simétrica, anti-
de recorrido. - simétrica, transitiva, anti-
Ecuaciones cuadréticas transitiva.
- Funciones exponenciales Clasificaciones, perticiones
' de base 2, 3, 4, ... 10. y equivalencias.
Funciones logarftmicas de Seriaciones y drdenes.
base 2, 3,4, ... 10. - - Composicién e inversién
derelaciones.
90. (R, +, x)y(cC, +, x} |. Proyecciones Unidades de yeca- | . Polinomk Aedidag de di: 6 D ién: directa, in- Azar y necesidad: ‘vocsbu- Funciones:
{R*, +) vy (R?, +) co- Dibujo técnico (planos,cor- |- pacidad en varios sistemas. Factorizaci6n, divisién, directa, refutacién, contra- {ario de pi i lid [s’ icién de. funclo-
mo espacios vectoriales so- tes, escalas y perspectivas). Unidades Je peso y masa ‘Sistemas de ecuaciones. ejemplos. Eventos, espacios mues- nes.
bre R. . Conicas en varios sistemas (densi- Funciones de 2 y 3 varia- trales. -~ Funcion idéntica.
. Volumen de sdlidos. dad vy peso especifico). bles. Medidas i 20- i fui
Vectores en R* y R? bre conjuntos finitos. Funcién de dos varisbles.
. ~Matrices y determinantes .
Sucesiones,  progresiones
aritméticas y geométricas. -
Decimales infinitos.
{nteréds compuesto.
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CUADRO No.3

SISTEMA

|

CONJUNTO DE

A

CONJUNTO DE

N

CONJUNTO DE

OBJETOS OPERACIONES RELACIONES
ARITMETICA !
' |Ejemplo:  Un sistema de nimeros enteros (Z n R)

{...~2,-1,0,1,2,...}

’ {+.x}

{<,¢.>.2}

]

GEOMETRIA

Ejemplo:  Un sistema de Iineas en el plano (L. T.P)
{L,M,N, ...} { rotaciones, traslaciones } {7/, L}
TEORIA DE CONJUNTOS ,
Ejemplo: Un éistema de conjuntos (P(U), N,C)
{A B C....¢. U} (U n,'} {C,cC. D2}
LOGICA
Ejemplo:  Un sistema de proposiciones (Lo, K, R)
{p.a.r ...} {T.v. A}y (=~
CUADRO No. 4 N ’

l— CONTENIDOS

ENFOQUE DE SISTEMAS

1

NUMERICOS |
GEOMETRICOS
) CONJUNTOS
o _
s F METRICOS RELACIONES
z -
w Y
@ DE DATOS —] i
o OPERACIONES
—  LOGICOS —
ANALISIS REAL  }—

METODOLOGIA

CONCRETOS

CONCEPTUALES

SIMBOLICOS

SISTEMAS
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Metodologia = | \
; . {

Vistas ya las ventajas del enfoque de sistemas, fanto en el interior de las Matemdticas, como'en la

articulaciéon de las Ciencias, analicemos la metodologla que se compaglna mejor con este enfoque
de sistemas elegido para los contenidos.

La metodologia propuesta para el desarrollo del programa de Matemdticas estd basado en la teoria
sicoldgica de Jean Piaget, que se concreta en algunas técnicas de aprendizaje de las Matemdticas, co-
mo las de Zoltan P.Dienes, Hans Aebli, etc. Entre las varias que se podrian proponer, es quiza esta
nietodologia la que resulta mds acorde con los descubrimientos de la Sicclogia Evolutiva, con la
Teorra de Sistemas, y con la realidad individual y social que vive el estudiante.

]

A. ASPECTO SICOLUGICO

La Slcolog|a Evolutiva ha logrado establecer que los nifios piensen en forma diferente a los adultos
y que la evolucién del pensamlento infantil al pensamiento adulto se logra a través de varios perio-
dos sucesivos ordenados, identificados por caracteristicas especificas y diferenciados por el grado
de complejidad y de’ generalidad de las estructuras de! pensamiento, propias de cada uno. Los
periodos de la evolucién del pensamiento son el Sensoriomotriz, el Preoperacnonal el de las Opera-
cionés Concretas y el de las Operaciones Formales.

Por censiguiente, un programa de Matemdticas centrado en el alumno debe atender a sus caracterfs-

ticas, a sus posibilidades y a sus necesidades. Si atiende a sus caracter(sticas, se adecUa a su forma

de pensar y a las capacidades que le ha permitido desarrollar el medio en que vive. Si atiendea sus

- posibilidades, establece metas ‘cuyo logro supone un progreso siempre renovado hacia el/nivel mds

desarrollado del pensamiento que sigue inmediatamente al nivel en que éf se encuentra. Y si atien-

" de a sus necesidades, constituye un est/mulo constante que hace que el alumno se desarrolie dia a

" dia y adquiera las habilidades de razonamiento, cdlculo y simbolizacién que le permitirdn desem-
pefiarse con éxito en su medio.

Un primer requisito para conseguir lo anterior es identificar los perfodos vy las etapas de desarrollo
mental por los que atraviesan los estudiantes, en este caso, los estudiantes del Ciclo Bésico. En Co-
lombia puede decirse que los nifios inician la Primaria aproximadamente a los 6 afios y terminan
la Secundaria hacia los 16. Segun Piaget, entre estas edades el pensamiento, pasa por dos periodos:
el de las operaciones concretas de 7 a 11 afios, y el de las operaciones formales de 11 a 15 afios.

En nuestro medio apenas se estdn realizando estudios exploratorios, que permiten conjeturar que
el desarrollo de Igs operaciones concretas en los nifios s’ empieza hacia los siete afios, aunque el
perfodo de adquisicién de las operaciones formales puede prolomgarse hasta los 17 6 18 afios en
ciertos_casos y ambientes el dominio de las operaciones formales no parece ser necesario, por lo
cual este periodo no llega a estabilizarse ni siquiera en la edad adulta.?

Vale la pena insistir en que el maestro necesita conocer las caracteristicas del pensamiento de sus
alumnos, en cada una de estas edades, para poger realizar acertadamente su trabajo.

Pre-escolar: Félix Bustos, Ministerio de Educacién Nacional (MEN); Martha Arango, Centro Internacional
de Educacién (CINDE); Primaria: Araceli de Tezano, Universidad Externado de Colomrbia; Secundaria: Eloisa
Vasco, CAFAM; Educacién Especial: Miguel de Zubiria, Martha Lucia Pérez, Etti Stiwark, Mariela Tob6n,
Universidad Javeriana. : ‘




Dada la magnitud y la profundidad de la obra que Piaget y su escuela han realizado durante el medio
siglo que lievan dedicado al estudio de la inteligencia, resulta muy dificil conocer completamente sus
planteam|entos v, mas diffcil ain, tratar de sintetizarlos o de explicarlos en pocas paginas. Sin embar-
go, dado que la metodologia propuesta para desarrollar el programa oficial de Matematicas est4 basada
en gran parte en la Sicologia Evolutiva Piagetiana, es preciso intentar un esbozo de varias de sus ideas.
Por ejemplo, es importante mencionar algunas caracteristicas del desarrollo intelectual en Ios perlodos
de operaciones concretas y de operaciones formales. A

Una idea bastante general es que los nifios pequefios son muy distintos de los adultos en aspectos tales
como: métodos para conocer la realidad, ideas sobre el mundo y empleo del tenguaje. Un nifio tiene
una estructura mental diferente a la de un adulto y por eso muchas veces, alin cuando realicen las mis-
mas acciones o repitan las mismas palabras, pueden pensar cosas muy diferentes.-Por ejemplo, cuando
un nifio de menos de 7 afios pasa un {iquido del vaso a un plato, se fija solamente en'los estados inicial
vy final del l{quido y cree que hay mas liquido en donde el nivel estd més alto. Si el nive méds alto era

el del vaso, dice que por pasarlo del vaso al plato se disminuyd el Iiquido. Un nifio de 8 afios, por

ejemplo, ya sabe que por el solo hecho de pasarlo de un recipiente a otro no disminuye el liquido, pe-
ro no puede predecir acertadamente cosas que no se cifian g lo que estd viviendo. Un jovende 14 6 15
afios no tiene problema con el trasvase del agua y puede hacer conjeturas y formular hipOtesis sobre
£osas gue no estd viendo, vy finalmente, los aduftos pueden pensar que todo eso es tan facil que no se
justifica dedicarle tiempo.

Otro ejemplo: mientras un grupo de adultos puede realizar un didlogo o intercambiar diferentes opi-
niones, respetar puntos de vista diferentes, etc., los nifios ce pocos afios realizan mon6|qgos colecti-
vos, donde cada uno habla y ninguno escucha. Para otros nifios hablar entre si puede constituir todo
un descubrimiento porque les permite darse cuenta de que no toqos piensan lo mismo.

De esta y otras consideraciones se puede concluir que el educador no puede suponer que 10 que es vé-
lido para -él, es también valido para el alumno. Y si aceptamos que los nifios tienen una estructura
mental diferente de la de los adultos, entonces el maestro debe estar atento a la forma como reaccio-
nan los nifios ante las distintas actividades y hechos de cada d(a. Algo muy importante'que debe tener
en cuenta el educador, es que los nifios, especialmente los de menas edad, aprenden a partir de activi-
dades concretas. El nifio necesita actuar sobre las cosas para comprenderlas.

-

Mediante la actividad concreta v la manipulacién de los objetos el nifio va progresando en su desarro-
ilo intelectual, Por eso en cada perfodo se comporta de manera diferente. En los primeros afios sim-

“plemente los manipula, los reine o los separa, los hace girar, los golpea, etc. Unos afios mds tarde, no .

solo los manipula fisfcamente, sino que representa mentalmente operaciones que se puedan realizar
con esos objetos y en un perfodo posterior, puede representar mentalmente las actuaciones sobre los
objetos, sin necesidad de mirarios y puede expresar, mediante oraciones, su pensamiento, sus suposi-
ciones y las consecuencias de las mismas,

Caracteristicas como esas son las que se tienen en cuenta para decir gue un nifio estd en uno u otro
periodo de su desarrollo intelectual. Si solamente logra realizar ciertas manipulaciones coherentes, se
~ubica en el periodo preoperacional. Si ademds de las manipulaciones logra realizar representaciones
mentales dF acciones organizadas de modo que una accién puede combinarse con otra, y anularla o
reforzaria, se ubica en el perlodo de las operaciones concretas. Y cuando el joven ademds de todo lo
anterior logra formular hlpétems sobre objetos que no estdn presentes, predecir conclusiones y traba-
‘jar con proposiciones en lugar de objetos concretos, se ubica en el perfodo.de las operaciones forma-
les llamado también dei pensamiento abstracto o hipotético - deductivo,

En términos generales, puede decirse que cuando ei nifio inicia la Educacién Bésica Primaria estd pa-
sando del periodo preoperacional al de las operaciones concretas y que en Ios primeros afios de Edu-
cacion Bésica Secundaria debe emipezar a tener comportamientos propios del periodo de las operacio-
nes formales "
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En cada uno de estos perfodos el pensamiento sé caracteriza por su habilidad para realizar ciertas ac-
ciones y por la propensién a hacer ciertas deducciones que a los adultos les parecen erréneas, aunque
sean muy coherentes con’la légica predominante en ese perfodo:

En el perfodo de las operaciones concretas el pensamiento: [ ‘ —

1) Adquiére propiedades como la reversibilidad, la transitividad, la asociatividad.,
I 2) Realiza composiciones.

3) Reconoce transformaciones,

4) Puede realizar operaciones aritméticas {(como fa adicién vy la multlphcamén)

5) Realiza mediciones {de longitud, de duracién, de area, de masa, de peso, etc.).

6) Establece correspondencias, clasificaciones y seriaciones. :

4 -

J
Resumiendo las caracteristicas del pensamiento operatorio concreto, podemos decir que se caracteriza
porq ue :

1} No se detiene en los estados inicial y final de las cosas o de los objetos, sino que tiene en cuenta
las transformaciones e incluso las imagina.

2) Es reversible; ésto es, razona de modo que mentalmente puede |mag|nar una accién y anularla
con la accién contraria para regresar al estado inicial.

3) Posee, en gran parte, las nociones de conservacion, -

4) - No siempre requiere que las acciones que el nifio realiza sobre los objetos o situaciones, se ejecu-
ten '‘realmente”, sino que pueden realizarse de manera itmaginaria © mental. Por ejemplo, son opera-
ciones concretas las que realizan los jugadores de ajedrez cuando frente al tablero piensan o se imagi-
nan las posibles jugadas y sus consecuencias, tanto si tocan las fichas como si no tocan ninguna.

“El nifio de 7 a 11 afios actia como si su principal tarea fuera organizar y ordenar lo que estd inme-
diatamente presente: la extrapolacion limitada de este organizar y ordenar hacia lo “‘que no estd alli*’
es algo que hard cuando sea necesario, pero que es visto como una actividad restringida de casos es-
peciales””. (Sicologia, 1978; p. 223). ’

~ El perfodo siguiente es el de las operaciories formales, llamado también del pensamiento hipotético -
deductivo, “La propiedad general mds importante del pensamiento formal, aquella de la cual Piaget
deriva todas las restantes, concierne a la distincién entre lo real y lo posible. A diferencia del nifio del
periodo de las operaciones concretas, €l adolescente, al comenzar la consideracién™de un problema,
trata de prever todas las relaciones que podrian tener validez respecto de los datos y luego intenta de-
terminar, mediante una combinacién de la experimentacién vy el andlisis l6gico, cudl de estas relacio-
—nes posibles tiene validez real”. {Sicologia, 1978; p. 224). :

~ En la transicién de las operaciones concretas a las operaciones formales se registra un paso inicial e
importante, que equivalé a una reorientacién fundamental respecto de los problemas cognoscitivos.
El adolescente ya no estd preocupado exclusivamente por organizar aquello que llega de modo direc-
to a sus sentidos; gracias a esa reorientacion, tiene la capacidad potencial de imaginar todo lo que

podrfa estar alll y de asegurarse, en mayor medida, de que hallara todo lo que de hecho se encuentra
alli,

~

Esa reorientacién implica algunas caracter(sticas de! pensamiento formal:

El pensamiento formal es fundamentalmente hipotético - deductivo. El adolescente se mueve dentro
del dmbito de lo hipotético con mucha mds audacia que el nifio.

El pensamiento formal es, por sobre todo, pensamiento proposicional.
. ~ o -

Las entidades importantes hUe'manipula el adolescente en su razonamiento ya no son los datos de la

realidad en bruto, sino afirmaciones o enunciados (proposiciones) que “contienen’’ esos datos. El

N

[ S |



adolescente también realiza operaciones de primer orden, (clasificaciones, seriaciones, corresponden-

cia), pero también hace algo mds, que es precisamente lo gue hace a su pensamiento formal antes que
concreto. Toma fos resultados de esas operaciones concretas, los moldea en la forma de proposiciones,

y luego sigue operando con ellos. Es decir, establece diversos tipos de vinculos légicos entre ellos.
Las operaciones formales son, pues, operaciones realizadas sobre los resultados de operaciones {con-
cretas) anteriores.

Estas ideas sobre los dos perfodos finales del desarrollo, pueden complementarse con otras ideas de
John H., Flavell, un estudioso de la teoria Piagetiana y que ha sido ampliamente consultado en lo refe-
‘rente al aspecto sicoldgico de este marco tedrico: “El desarrollo intelectual es un proceso de organiza-
cién vy lo que se organiza son operaciones activas, intelectuales, su organizacién’en sistemas con es-
tructura definible es el sine qua non (indispensable) para la ""buena’’ cognicién, vale decir, la cogni-
cién de mayor rnadurez genética’. (Sicologfa, 1978; p. 180)\

2 .
€l desarrollo ontogénico de estructuras puede verse como un proceso de aproximaciones sucesivas a
una especue de equilibrio, un estado final que nunca se alcanza por completo. El desarrollo mismo

pues, constltuye una totalidad con'una mefa o ideal que subordina los medios’’. (Sicologia, 1978; p.
67). . , . .

!

v

B. TRABAJO CON SISTEMAS

\
7

Lo expuesto acerca del enfoque de sistemas y de la Sicologia Evolutiva debe orientar el trabajo del
maestro en el desarroilo del programa de Mateméticas.

Una de las fqnciones de fa metodologia es la de determinar la forma de presentar los contenidos a los.

estudiantes. Especificamente en elcaso de las Matemdticas, los contenidos deben trabajarse teniendo en
cuenta las caracteristicas'y la forma de aprender propias del nifio en cada periodo del desarrollo, En el
Ciclo Bdsico, el nifio aprende a partir de la experimentacién y de la manipulacién de los objetos.

El nifio no encuentra ios objetos en forma estética y aislada. El nifio se encuentra siempr’e con siste-
mas. Pero, como se dijo al tratar las ventajas del enfoque de sistemas, no se pretende que los nifios du-
rante la Educacién Bdsica Primaria aprendan en abstracto gué es un sistema ni qué estructura tienen
los que con mayor frecuencia se trabajan {como serian las estructuras -de grupo v anillo). La razén es
que en los grados lo.,20.,30.,40., y ain 5o., no poseen los conocimientos necesarios para entender
lo gue es un grupo o anillo. Es el maestro quien debe saber, en cada caso, con cud! sistema estdn traba-
jando los estudiantes; asi podrd orientarlos para que lleguen a conclusiones {dlidas dentro de la situa-
cidn que estdn trabajando y para que cuando se encuentren ante otra situaciéon nueva, no le apliquen
irreflexivamente las masmas conclusiones, sino que la analicen para ver en qué se parece y en qué se
diferencia de la situacién va conocida.

El maestro acompanfa al estudiante para que vaya adquiriendo conceptos que en la secundaria le per-
mitirdn estudiar mds rigurosamente los sistemas vy sus estructuras.

Tenemos, por ejemplo, el caso de un sistema formado por éubconjuntos de un cqnjunfo referencial
(tapas de gaseosa). El nifio de 6 ¢ 7 afios no tiene la nocién abstracta de conjunto. Se encuentra con
una coleccién de tapas que forman una figura o agrupacidn visual. "'Esa primera nocién de coleccidn
figural que desarrolla el nifio, es la de un sistema de objetos con sus relaciones de cercania especial,
en el contexto de la posibilidad de reunirlos o separarios manuaimente. No hay, pues, colecciones
de un solo elemento y mucho menos colecciones vacfas. - - ’ '
) .

La nocién de coleccién no figural que se va desarrollando poco a poco, es también la de un sistema de
objetos capaces de una descripcién comin. Todavfa aparecen las relaciones de cercania, pero empie-
zan a predominar las relaciones de semejanza, en el contexto de la posibilidad de manipular, comparar,
superponer, agregar y retirar objetos”. {Concepto 1980).

f
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Sélo mas tarde, hacia los doce o catorce afios, se independiza el nific de las colecciones figurales y no
figurales y maneja un sistema con inclusiones, uniones e intersecciones. Asi llega al concepto abstrac-
1o de conjunto y al de los sistemas formados por ellos con sus operaciones y relaciones. Este progreso
puede permitirle pensar en conjuntos vacios, en conjuntos de un solo elemento, y distinguir un ele-
mento aislado del conjunto formado por ese Unico elemento, Pero esa es una adquisicion tardia, Por
. eso, no hace falta darle al nifio de primaria definiciones de sistema, ni de conjunto, ni de la estructu-
ra de semigrupo o de digebra de Boole. Pero si es convenierite que el maestro sepa que‘los subconjun-
tos de ese referencial de tapas, T., con la unidn, forman un semigrupo (2 (T}, U)vy con la unién, la

interseccion y el complemento forman un élgebra de Boole [%P (T), U, N, ! 1.

: , ;
El enfoque de sistemas permite estudiar articuladamente las diversas ramas de las Matemdticas; ''no
consideramos que la légica, los conjuntos, las relaciones, las operaciones y las estructuras sean cinco
regiones de las Matematicas que puedan ser ensefiadas sucesivamente y como temas completos y con-
sistentes entre si. - - '

Nos parece que ellos deben aparecer conjunta y unificadamente como unblenguaje que permite no soé-
lo expresar mds precisamente las situaciones de la vida real, sino también comprenderia més profunda-
mente” {Ldgica 1976; p. 100). '

En particular, el profesor debe preparar su clase estudiando cuidadosamente el sistema que va a pre-
sentar a sus alumnos, No todo o que sepa e investigue sobre ese sistema se deberd explicar.a los alum-

' nos vy, especialmente, se evitard dar palabras y definiciones abstractas, explicitar estructuras formales,
o ensefiar demasiados simbolos; Para orientacién del profesor y para estructurar la presentacién del
material, podrdn servir las siguientes preguntas: - . «

— ¢Cudles son los.objetos con los que estamos trabajando? -
— ¢{Qué simbolos utilizamos para representar esos objetos?

— {Cbmo se agrupan esos objetos en conjuntos?

—  ¢Qué simbolos utilizamos para representar esos conjuntos?
— ¢Qué operaciones efectuamos con y entre esos ohjetos?

—  ¢Qué simbolos utilizamos para representar esas operaciones?
— . ¢Qué relaciones descubrimos entre esos objetos?

—~  ¢Qué simbolos utilizamos para representar esas relaciones?
—  ¢Qué sistema estamos estudiando?

— (Cbémo lo representamos?

— - ¢{Qué estructura tiene este sistema?

—  {CAdmo explicitamos simbdlicamente esa estructura?

Estas doce preguntas aclaran la situacién de cualquier célculo matemdtico, desde el célculo aritmético
con numeros naturales, o el célculo l6gico con probosiciones, el cdlculo de clases con los conjuntos
como objetos, hasta ei cdlculo por antonomasia o por excetencia’ el cdlculo diferencial e integral en el
cual los objetos son las funciones reales, o también, el calculo geométrico sobre puntos, rectas, ecua-
ciones, 0 vectores. '

.Estas. preguntas son perfectamente generales para todo tipo de descripcion matemética v hasta para
cualquier tipo de descripcidn cient{fica que quiera ser rigurosa. . !

.

En'particular, para el estudio de la 4gica, todas estas preguntas deben estar activas desde el comienzo,
“Recuérdese que los objetos son las proposiciones y las operaciones son la negacién vy las diez conec-
- tivas binarias. Para el estudio de las conectivas, recomendamos {a utilizacién de los juegos logicos al
— estilo de Dienes - Golding, Papy, etc., por coincidir con el enfogue que busca familiarizar al estudiante
con una situacién real hasta llegar a su normal formalizacién o matematizacién’’. (Logica, 1976; pp.

100 - 101). )
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Este paso de las situaciones reales y concretas a la matematizacion conceptual y a algan tipo de for-
malizacién, asf sea una simple simbolizacidn, no es exclusivo de la légica. Se trae este ejemplo porque
las situaciones del lenguaje ordinario, tanto el de tipo declarativo, formado por proposiciones, como
el de tipo imperativo, formado por instrucciones, presentan suficientes regularidades para servir de sis-
temas concretos, de los cuales puede construirse un sistema conceptual, el cual a su vez puede ser sim-
bolizado con palabras, con sfmbolos, con circuitos, etc. La Gltima formalizacién simbdlica, con defini-
ciones, axiomas y teoremas, puede esperar a la Media Vocacional o a la Universidad; en la Educacion
Bdsica es suficiente una minima simbolizacién, as( sea solo verbal y a lo més con algunos s'mbolos
que sirven de “‘taquigrafias’’ de las expresiones verbale€, para que esta simbolizacion ayude a manejar
los sistemas conceptuales, no para estorbar su construccion.

i

" LLa recomendacién fundamental es la de no empezar por los sistemas simbolicos para tratar de que el

alumno construya los sistemas conceptuales, sino comenzar por 10s sistemas concretos gue él maneja,
asi’ el profesor los considere muy elementales, empiricos y pre-mateméticos, para que a través de fa
familiaridad con las regularidades de esos sistemas concretos vaya construyendo el sistema concep-
tual respectivo; una vez iniciada la construccién de éste, el mismo alumno puede desarroliar sistemas
simbélicos apropiados, aprender los usuales y ain traducir de unos sistemas simbdlicos a otros, puesto
que ya comprenden lo que quieren decir. Pero si se fuerza al alumno a manejar un sistema simbélico
sin haber construido el sistema conceptual a partir de los sistemas concretos, ese sistema simbdlico
puede bloguear la construccién del sistema conceptual. La concepcidn de los sistemas matemdticos
que motiva la recomendacion anterior es la siguiente: cualquier sistema matematico que el profesor
vaya a presentar a sus alumnos puede analizarse como un rayo de luz que pasa por un prisma: si se
observa cuidadosamente, se encontrard que tiene un ntcleo central, el que es verdaderamente impor-
tante, que es el respectivo sistema conceptual. Sobre éi, a un nivel superficial, aparecen uno o varios
sistemas simbdlicos para representar ese Unico sistema conceptual. Y bajo el sistema conceptual, a un
nivel profundo, casi dirfamos; arcaico, aparecen uno o varios sistemas concretos, de cuyas regularida-
des es posible construir el mismo sistema consceptual, ‘

Desafortunadamente, tos libros solo pueden ofrecernos los sistemas simbélicos: no se puede imprimir
otra coga que palabras, simbolos y graficas. Por eso es ficil creer que el verdadero sistema matematico
es el sistema simbélico, y asi traté de hacerio creer la filosofia formalista de las mateméticas. Un buen
matemdtico puede reconstruir el sistema conceptual a partir de! sistema simbélico, pero los nifios y
jovenes més bien pueden experimentario como un obstdculo para llegar al sistema conceptual. Ellos
tienen una manera mucho mds natural de construir el sistema conceptual: jugando con sistemas con-
cretos que lleven a esa construccion. Tarea importante del profesor es la de identificar esos sistemas ~
concretos, ojald de entre los sistemas que sean familiares para el alumno en su cultura y en su edad
especificas, para organizar actividades de juego, de ejercicio, de comparacién, que hagan resaltar las
regularidades que van a permitir ia construccién conceptual respectiva, .
Con las colecciones figurales y no figurales de dos o més objetos pueden organizarse una serie de jue-
gos gue lleven al sistema conceptual de los niimeros naturales, resaitando las ordenaciones o seriacio-
nes internas de cada coleccion v las clasificaciones en colecciones iguales de numerosas; la simboliza-
cidn con palabras, palitos, cifras indo -ardbigas 0 romanas vendra después. Pero ios mismos juegos de
colecciones pueden servir para resaltar otras operaciones manuales como reunir y separar, y otrasre-
laciones como las de inclusién y disyuncién, para permitir una construccién de un primer sistema
conceptual de tipo conjuntista, asi’ no se simbolicen formaimente esas operaciones y relaciones.

Sistemas concretos como los de avanzar o retroceder por las calles de la ciudad, observar subidas o
bajadas de temperatura en un termdmetro, o jugar con consignaciones y retiros de una caja de aho-
rros, son la base para la construccién del sistema conceptual de los niimeros enteros con las operacio-
nes de adicién y sustraccién, y las relaciones de orden aditivo. Obsérvese que las calles mismas, o el
termdmetro, o el estado de cuenta, no es un buen modelo para el sistema conceptual: son los siste-
mas activos mencionados 10s que sirven de sistemas concretos para la construccién del sistema concep-
tual de los enteros como operadores activos, en los que la adicién aparece como una mera composi-
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cién o aplicacion sucesiva de operadores. En la misma forma se aprovechan sistemas concretos cono-\‘
cidos por el alumno, como de las vueltas y fracciones de vuelta, el de los metros o pulgadas y frac-
ciones de las mismas unidades, el de los litros o galones y fracciones de los mismos, para construir el
sistema conceptual de los fraccionarios como operadores reductores o ampliadores sobre magnitudes,
Los simbolismos vienen después: la mitad, 1/2, 0.5 o e! 50% nos muestran cuatro simbolos posibles
para el mismo concepto, Ndtese que no hace falta ““dividir un todo en partes’’ ni utilizar rectdngulos o
ponqués para dividirlos en partes de areas iguales, entre otras cosas, porque este sistema concreto es el
maés dificil para los nifios de 6 a 9 afios. También podria utilizarse, si se estd seguro de que los nifios
tienen suficiente familiaridad y dominio del mismo. - .

Lo ideal, en cuanto a metodologia se refiere, es que el maestro organice las actividades de aprendizaje
de modo que el estudiante se enfrente siempre con problemas apropiados para la etapa en que se en-
cuentra, o sea aquellos que presentan situaciones propicias para el desarrollo de las estructuras de la
etapa inmediatamente siguiente. La manipulacién de objetos permite apreciar qué acciones son capa-
ces de hacer los nifios con ellos y, a partir de all{, disefiar actividades pedagdgicas para llevarlos a ima-
ginar acciones posibles sobre ellos y prever los efectos de éstas. Conviene organizar el trabajo escolar
de modo .que el estudiante pueda ir superando progresivamente las etapas del aprendizaje de las Ma-
tematicas propuestas por- Zoltan P, Dienes. Es muy acorde con la teoria de Piaget, permitir el juego
libre y el juego estructurado durante un tiempo suficiente, para la familiarizacién con las operacio-
nes y las relaciones y para la interiorizacion de las acciones concretas sobre los sistemas que inventa
el nifio, -

En un grupo escolar ‘puede suceder que el desempefio de los estudiantes refleje grados diferentes
‘de su desarrollo cognoscitivo; que algunos reflejen una mezcla de estruéturas (propias del perfodo
anterior al que se supone que les corresponde por su edad), organizadas pero inadecuadas; que
otros presenten va el uso vacilante y esporddico de estructuras nuevas que aln no se han organiza-
do ‘por completo; v que otros reflejen una ‘mayor organizacién y estructuracién del pensamiento.
El maestro debe tratar de detectar esas diferencias, gue, en la mayoria de los casos, pueden ser per-
fectamente explicables, ya que si bien los periddos vy las etapas del desarrollo se suceden en un orden
riguroso, no se presentan en todas las personas a la misma edad cronoldgica. En ese caso, no es preci-
$0 exigir a todos el mismo nivel de desempefio intelectual, sino tratar de que cada uno llegue al domi-
nio de las estructuras del nivel en que se encuentra y presentarle situaciones en las que se pueda em-
pezar a generar un avance al nivel siguiente. Ese avance solo comenzara cuando la maduracién neuro-
nal y el procesamiento mds 0 menos consciente de la informacién ya adquirida, lo permitan, -

Una actitud permanente de blsqueda, de observacion, de anélisis de las respuestas de los estudiantes,

de las dificultades que encuentran, puede dar al maestro criterios y pautas para mejorar el programa,
para adecuario al medio; en una palabra, para Iogrqr que sea lo que debe ser: un instrumento que favo-
rezca el desarrollo integral de los educandos y que los prepare en la vida para la vida.

~
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El programa de Matemdticas para la Educacién Bésica
Secundaria es parte de una programacion general, se-
cuencial y progresiva de toda la Educacién Bdsica (Pri-
maria y Secundaria) y de la Media Vocacional.

Siendo consecuentes con lo anterior, el Marco General -

del Area (y por consiguiente su enfoque) es el mismo
para los diferentes niveles; es conveniente hacer un es-
tudio de ese Marco General, sea cual fuere el nivel de
escolaridad en el cual se ejerza la labor docente. En par-
ticular, es importante recordar que aln en Secundaria

" se parte de los sistemas concretos que ya conoce el

alumno, asi’ el profesor los considere muy elementales,
empiricos y pre-matematicos, para que a través de la
familiaridad con las regularidades de esos sistemas con-
cretos vaya construyendo el sistema conceptual respec-
tivo; una vez iniciada la construcciéon de éste, el mismo
alumno puede desarrollar sistemas simbdlicos apropia-
dos, aprender los usuales y alin traducir de unos siste-
mas simbdlicos a otros, puesto que ya comprende lo
que quieren decir. Pero si se obliga al alumno a mane-
jar un sistema simbdlico sin haber construido el sistema
conceptual respectivo a partir de los sistemas goncre-
tos, ese sistema simbdlico puede bloquear la construc-
cién del sistema conceptual.

En cuanto a objetivos, la primera prioridad la tienen los
objetivos generales de la Educacién Basica, (que tam-
bién figuran en el Marco General) vy en particular los de
motivacién para las Matemdticas y los de resojucién de
problemas de la realidad a través de modelos matemé-

ticos de la misma. La segunda prioridad la tienen los- -

objetivos generales de sexto grado, v entre ellos los de
manejo de los sistemas de los nimeros naturales, frac-
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Recomendaciones generales

cionarios y decimales.

L os objetivos especificos son ayudas para programar las
clases y las evaluaciones, y para diagnosticar 10s tipos
de errores que aparecen en los ejercicios y exdmenes de
los alumnos, y asi poder ayudarles en las dificultades
especificas que tengan.

Se supone que los alumnos ya traen un manejo inteli-
gente de los fraccionarios como operadores de amplia-
cién o reduccién, Para este enfoque de los fraccionarios
pueden consultarse los programas de 30. a 5o0. Prima-
ria. Es conveniente repasar y ampliar el estudio de los
fraccionarios con este enfoque y aplicarlos cuando se
requieran para los sistemas métricos, los sistemas de
datos, 0 para las mediciones en Ciencias Naturales.
Por la heterogeneidad de la proveniencia de los alum-
nos, se encontrardn muchas diferencias en la prepara-
cién de los mismos, no solo en el manejo de los frac-
cionarios, sino en otras dreas. Hasta que no se extien-
dan los programas experimentales a todos los planteles
habré especiales dificultades, y puede ser necesario ha-
cer una nivelacidn inicial de una o mds semanas para
lograr un m{nimo de homogeneidad.

Cuando en las unidades se incluye una lectura comple-
mentaria, se entiende que se trata de material de refe-
rencia para el profesor. Para que los alumnos consulten

algo al respecto es mejor remitirlos a los textos ¥ a las .

enciclopedias escolares usuales. El profesor juzgard si
algunos alumnos de especial habilidad de comprensién
de lectura pueden también utilizar las lecturas comple-
mentarias que se adjuntan,

’




Objetivos generales

Describir algunos aspectos del desarrollo histérico
de la numeracidn escrita.

Analizar diferentes sistemas de numeracion.

Recopilar las operaciones binarias que aparecen en
el sistema de los nimeros naturales.

Aplicar los algoritmos de algunas operaciones entre
ndmeros naturales.

Reconocer propiedades comunes a algunas opera-
ciones entre ndmeros naturales y apllwrlas en el
célculo numérico oral y escrito,

Reconocer que la divisién y la sustraccién no cum-
plen algunas propiedades de la multiplicacién vy la
adicién.

Formular y resolver problemas que requieran el
uso de los nimeros naturales,

" Avanzar en el estudio de la potenmamén yen el
de sus dos operaciones inversas,

Reconocer algunas propiedades de la potenciacién,
de la radicacién y de la logaritmacion Y aplicarlas
en el cdlculo numérico.

Efectuar algunas operaciones entre potencias.

Hallar un procedlmnento para verificar si un nime-
ro tiene o no raiz exacta y si la tiene obtenerla.

Estimar, con o sin ayuda de la calculadora, laraiz, -

cuadrada vy la raiz cdbica de algunos nimeros y los
logaritmos de.nimeros que no son potencias de 10.

Recopilar las relaciones binarias que aparecen en

el sistema de los nimeros naturales y compararias

con algunas relaciones del lenguaje ordinario.
/

Diferenciar entre operacién binaria y relacién bi-

naria.

Hallar el méximo comin divisor y el minimo co-
mn maltiplo entre dos nimeros naturales.

Hallar los requisitos necesarios para establecer
la verdad o falsedad de frases cuantificadas.

Analizar proposiciones simples y compuestas
y hallar el valor de verdad de proposiciones.

Distinguir proposiciones abiertas y proposicio-

_nes cerradas.

Hallar conjuntos a partir de una condicidn o de la
combinacién de condiciones y viceversa.

Establecer algunas relaciones entre conjuntos y
realizar algunas operaciones entre ellos. :

Reconocer el conjunto de los nimeros fracciona-

rios positivos y el de los decimales.

Efectuar las operaciones de adicién, sustraccion,
multiplicacién y division de nimeros fraccionarios.

Repasar los algoritmos de la adicién, sustraccion,
multiplicacién y divisién de decimales.

Resolver y formular problemas que requieran de
las operaciones con fraccionarios y con decimales.

Organizar datos en tablas de frecuencias y repre-
sentarlos mediante diagramas.

Discriminar entre diferentes tipos de frecuencia y
sus expresiones numéricas.

Reconocer movimientos rigidos en -el plano.
Reconocer dngulos y medir su amplitud.
Reconocer poligonos congruentes .

Caracterizar el tridngulo rectdngulo.

Reconocer y emplear unidades de longitud y de
amplitud de dngulos.
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Contenidos

SISTEMAS NUMERICOS -

- Sistemas de numeracién: Resefia histérica. Dife-
rentes bases.

- (N,+.,—,x,% ., $,>), potenciacién, radica-
ciéon vy logaritmacion.

- Fraccionarios positivos
(Q*l+l-lxl€- lsl 2)

Expresiones fraccionarias y decimales.

SISTEMAS GEOMETRICOS

- Transformaciones en el plano:

Traslaciones . Paralelismo
Rotaciones . Perpendicularidad . Angulos
Reflexiones

Tridngulos y cuadrildteros
Teorema de Pitdgoras (comprobacién por su-
perposicién de superficies).

SISTEMAS METRICOS

- Unidades de longitud del sistema métrico decimal
y de otros sistemas.

- Repaso de unidades de drea.

- Unidades de amplitud de 4ngulo (vueltas y grados).

¥
ANALISIS REAL

- Representacidn en la recta numéricade N y Q*.
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<, >,2, “..esmiltiplode...”
... esdivisor de ...”

- Relaciones: g,

SISTEMAS DE DATOS

- Frecuencias absolutas.

- Frecuencias relativas {porcentuales, fraccionarias). -
- Diagrama de barras y circular.

- Frecuencias ordinarias o puntuales.

- Frecuencias acumuladas.

SISTEMAS LOGICOS i

- Proposiciones simples y proposiciones compuestas.
- Proposiciones cuantificadas.

- Conectivas.

- Términos y predicados.

- Términos constantes y términos variables.

- Proposiciones abiertas-y cerradas.

- Sustitucién.

CONJUNTOS

- Conjuntos finitos e infinitos. .

- Conjunto referencial.

- Subconjuntos.

- Complemento de un conjunto.
Operaciones entre conjuntos numéricos.

RELACIONES Y OPERACIONES

- Relaciones binarias.

- Propiedades antisimétrica y transitiva de algunas
relaciones. :

- Operaciones unarias y binarias.

- Diferencia entre relacién y operacién.



Unidad |

_ SISTEMAS DE NUMERACION

Introduccion

!
En esta unidad se han incluido algunos temas del sis-
tema de numeracién, En este sistema los objetos son
los simbolos, de los cuales hay primitivos (''digitos’’)
y derivados. Se pretende contribuir a la formacién
cultural del estudiante, para lo cual es necesario que
se reconozca la importancia del aspecto histérico
de la elaboracién-de los conceptos matematicos. '

/
“La tendencia cada vez mayor aunque todavfa inci-
piente a escribir los textos de ensefianza con informa-
'cién historica adicional e incluso siguiendo la evolucion
de las ideas es un reflejo del éxito que puede conseguir-
se en el mejoramiento de la docencia recurriendo a la
historia. Como todo el mundo lo reconoce, la historia
facilita el entendimiento de las teorias y conceptos,
permite una mejor ubicacién de los problemas, nos
ofrece ideales a seguir, etc.; pero lo que nos interesa
resaltar aqui es un aspecto un tanto descuidado e inex-
plorado y particularmente Gtil en el caso de las Mate-

Objetivos generales

méticas; la historia nos ofrece métodos y argumentos
satisfactorios que pueden retomarse y emplearse de
acuerdo con el nivel de profundidad que se requiera,
mdxime cuando se aplican a resultados ya universal-
mente aceptados’’ (*) Tomado del articulo ““La histo-
ria al servicio de la Pedagogia” de Jesis Hernando
Pérez, publicado en la Revista "‘Matemdtica, Ensefianza
Universitaria’”’. No. 18.

A partir de la experiencia que los alumnos.ya tienen
con el manejo del sistema de numeracidn en base diez,
podran identificar y manejar sin dificultad sistemas de
numeracién en cualquier otra;base. Es importante que
el alumno reconozca que hay muchas maneras de repre-
sentar un mismo numero, dependiendo del sistema de
numeracion que se esté utilizando y que los simbolos
utilizados en cada sistema son puramente convencio-
nales. ¢

Describir algunos aspectos del desarrollo histérico de la
numeracion escrita.

i

-

Analizar diferentes sistemas de numeracién.

Objetivos especificos, indicadores de evaluacion,
contenidos y sugerencias metodoldgicas
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CONTENIDOS BASICOS

Consultar algunas lecturas que estén relacionadas con
este tema.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Se organizardn con anterioridad algunos grupos para que
cada uno consulte algunes aspectos relacionados con la
numeéracién de algunas culturas. A cada grupo se le
asignard una cultura, para que en un tiempo determi-
nado haga una exposicién a sus compafieros. Cuando
todos los grupos hayan expuesto, se puede hacer una
mesa redonda para que entre todos elaboren un resu-
men destacando las principales caracteristicas de la nu-

i t
)

meéracion de cada cultura, como también que las com-
paren, destacando ventajas y desventajas de cada una.

Al fipal de esta unidad anexamos la lectura: ‘‘Recorri-
do histérico de la numeracién escrita’”’, como un recur-
so mas de consulta para el prafesor. Es conveniente

. adecuar esta lectura para los alumnos.

CONTENIDOS BASICOS

Al producto de factores iguales se le llama potencia. Un
producto de varios factores iguales se puede expresar
de forma larga como el producto mdgcado 4x4x%x4 0

cado de los dos numerales que aparecen enla expresion.

se puede expresar de forma corta: ,a esta expresién Ejemplo: 4%, 4 es la base o factor que se repite.
se le lama potencia indicada, 3 es el “exponente” e indica el nd-
mero de veces que se repite la base:
En una potencia indicada se debe distinguir el signifi-
SUGERENCIAS METODOLOGICAS '
. ) - &
Se pueden hacer algunos ejercicios de repaso como los N 1000 = 108
siguientes: 16 =
: ,' 8 =
— Dar unas potencias indicadas parg hallar el resulta- \ 625 =
do, como: ' Py 144 = |
102 = 10 x 10 = 1\0 - — Dar un numeral para descomponerlo en dos facto-
4 _ o res, uno de los cuales sea el resultado de una po-
33 = 3x3x3Xx.3 = 8l tencia indicada, como:
6 = B XbBXx5H = 125 ! ’

N

N
~ Dar el resultado de efectuar algunas potencias indi-
cadas, para hallar dichas potencias, como:

400 = 4 X 100 = 4 x 102
96 = 3x 32 =3x 2°
50 = 5x 10 =5 x 10"~
48 =3 x 16 = 3 x 24

(

'

o Diteticrrid
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CONTENIDOS BASICOS

El sistema de numeracién decimal tiene como base

el diez.

Las cifras bdsicas que se utilizan para formar cualquier
numeral son: Y

’

0,1,2.3,4,5,6,7,8v9.

Para formar las unidades de las diférentes 6rdenes utili-
za agrupaciones y reagrupaciones de diez en diez, asi se
da origen a las decenas o unidades de segundo orden, a
las centenas, 0 unidades de tercer orden, etc.

En un numeral cada cifra tiene un valor de posicion, es
por ésto que la cifra de las decenas se escribe a la iz-
quierda de la cifra de las unidades simples, las centenas
a la izquierda de las decenas vy asi sucesivamente de tal
manera que le asigna un valor 10 veces mayor a una ci-
fra colocada inmediatamente a la derecha de otra,

Los simbolos utilizados en el sistema de numeracion

romano son: ,

Oor X<
4]
o

Moo

Se basa en los siguientes principios:
4
— Los signos fundamentales solo se pueden repetir
tres veces, sumando sus valores.

— Utiliza la adicién vy la sustraccién 'para formar los

" numerales. Asi los signos colocados a la derecha de
un valor superior le agregan su valor y los coloca-
dos a la izquierda le restan el valor.

i

— No tienen simbolo para el cero.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Recordardn como al contar cuando se tienen diez uni-
dades se forma una unidad de orden superior que es la
decena, en este caso se escribe 1 decena 0 unidades:
10 yaque no han quedado unidades sueltas al formar
grupos de 10 de tal manera que no_sé necesitan mas
numerales pues se siguen utilizando los que se conocen.
Asi pueden eseribir cualquier numeral hasta Q99 y cuan-
do se tienen diez decenas se forma la centena y se re-
presenta 'por 100: O unidades, O decenas y 1 cen-
tena. .

Cuando se tienen 10 centenas se tiene una unidad de
mil o millar: 1000.

As{ recordardn que para tener una unidad de orden su-

perior se necesitan 10 unidad,es del orden anterior, -

/

individualmeénte o en grupo se harén ejercicios como!:

2498

~

2 x10° + 4 x 10> + 9x10+ 8x1

B

2 x 1000+ 4 x 100 + 9 x 10 + 8 x 1

= 2000 + 400 + 90 + 8 .

Pueden hacer algunos ejercicios de repaso para escribir

,algunos numerales en el sistema de numeracion roma-
no. Entre todos pueden deducir las principales caracte-
risticas de este sjstema y luego comparario con el siste-
ma de numeracidn decimal y sacar algunas ventajas y
desventajas de cada uno. :

§

CONTENIDOS BASICOS S

La base de un sistema de numeracién es un niimero na-
tural diferente de cero y de uno. -

Los nimeros naturales se pueden escribir en un sistema

de cualquier base, utilizando tantas cifras como lo indi-

ca la base. Un nimero de unidades de cualquier orden

forman una unidad de orden inmediatameqt_e superior

g:te) nimero de unidades lo indica el nimero de la
se). ’

Las 'reghlas de numeracién escrita en cualquier base son
las siguientes:

— Un ndmero natural se escribe en la base elegida
con la ayuda de las cifras del sistema de numera-
cién correspondiente, colocadas unas al lado de las
otras. Cada orden de unidades es representado por
una cifra, la ¢ifra cero indica la ausencia de unida-
des del orden que representa.
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l

— La primera cifra escrita a la derecha representa las
unidades de primer orden.

— Toda cifra colocada a la izquierda de otra repre-
senta unidades del orden inmediatamente superior,

Es muy importante que los alumnos puedan comprobar
lo que han hecho manipulando objetos al escribir un
ndmero en cualquier base, haciendo la descomposicién
polinomial.

Ejemplo: 123

)
. =1x8 +2x5 + 3x1
cinco

1

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

/ ya que hay 3 unidadés sueltas, 2 grupos
de a cinco y, 1 grupo de 25 (52) o sean
cinco grupitos de a cinco..

1 x 26 + 2 x5+ 3

123
- cinco

N

25 + 10 + 3 = 38

38 es el equivalente en base diez.

Individualmente trabajardn utilizando un nlmero de
material como: granos de maiz, frfjoles, bolitas dibuja-
das, etc. Inicialmente contaran la cantidad de granos
que tienen en base diez y escribirdn el numeral corres-
pondiente. ‘

Luego siguiendo el mismo procedimiento para contar
en base diez (agrupaciones y reagrupaciones de diez
en diez) hallardn el numeral correspondiente al nime-
ro de elementos en otras bases (base cinco, base dos,
base doce), haciendo agrupaciones y reagrupaciones
segun lo indique la base.

Ejemplo: Un alumno tiene los siguientes granos de
maiz: '

Observard gue en base diez tiene 38 granos de maiz
porque hay 3 decenas o unidades de segundo orden
y 8 unidades de primer orden. .

w N,
L I P
o0
¢
o ®
°
Agrupando de a cinco se tiene:
w: W, A & TP
NI ' [ 4 .
! ® ®
°
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- Como se estd trabajando en base cinco, cada vez que se
tengan cinco grupitos se volverd a reagrupar, en este ca-
so pueden sefialarlo con otro color, asf:

Hay tres unidades simples (o unidades de primer orden),

dos grupos de a cinco {dos unidades de segundo orden)”

Yy un grupo que tiene cinco grupos de a cinco (o una
Iy 0 . v
unidad de tercer orden). Para escribir el numeral se ha-

~ ce lo mismo que en base diez, o sea la_primera cifra de

la derecha representa las unidades simples {en este
caso 3),a la izquierda de ésta, las unidades de segundo
orden (2) v a la izquierda de esta las unidades de tercer
orden (1). E! numeral es en 123 en base cinco gue se
puede simbolizar: 123cinco para diferenciario de las
representaciones hechas en otras bases se escribe la
palabra cinco a la derecha en la parte inferior. Se lee
uno, dos, tres en-base cinco,

En base doce, para el mismo ejemplo se tiene:

L v V.

Tres unidades de segundo orden y dos unidades de pri-
mer orden: 32doce. En esta base se suele llamar doce-
na a las unidades de segundo orden y gruesa a las unida-
des de tercer orden (doce docenas).\ )
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En base dos para el ejemplo se tiene:

0 unidades de primer orden, 1 unidad de'segundo orden
y nueve unidades de tercer orden. Se siguen reagrupan-
do las unidades de tercer orden para obtener las de

cuarto o.:den Y @ su vez éstas se reagrupan para obtener
las de quinto orden y asf sucesivamente,

El resultado es: ' Se sugiere el trabajo con sistemas de numeracién de -
' otras bases: aquellas que el profesor considere mds Uti-
Unidades de primer orden: O les para que los alumnos enfrenten con éxito los avan-

Unidades de segundo orden: 1

Unidades de tercer orden: 1 El nmero es: 100110 dos
Unidades de cuarto orden: O
Unidades de quinto orden: 0
Uni(?ades de sexto orden: 1

ces de la tecnologia.

/

LECTURA (Recorrido Histérico de la Numeracién Escrita)
) :

N\

INTRODUCCION

Los documentos que se tienen sobre la historia de la ~ Se puede entonces pensar que sus primeras observacio-
numeracién permiten suponer que el hombre empezé a nes lo condujeran a la correspondencia término a tér-
pensar en términos de relaciones numéricas antes del mino! .
nacimiento de las grandes civilizaciones antiguas. Aun- .
que el origen del hombre sea todavia enigmético'se A partir de simples observaciones, el hombre primitivo
puede afirmar que para el hombre primitivo (hombre desarrolla gradualmente la idea de comparacién y aso-
de Neandertal 40000 a J.C.) el concepto de niimero no cia un signo a cada objeto observado; por ejemplo, él
era completamente extrafio. -

1

Antes de la existencia de un lenguaje capaz de posibili-
tar la comunicacién verbal, el hombre primitivo podia . o .
observar en la naturaleza fenémenos cuantitativos: un - 'ONT Pﬁ'e “"I’:a".“’":‘:b' ir o cerrar un dedo por cada °g’°t:’
drbol y un bosque, un lobo y una manada de lobos, que a ; 0 Nacer una ranura en una rama, o un nu-

. U . ! . do en una cuerda por cada animal que pase, o he-
lo condu;gron a distinguir muy pronto entre la unidad char una piedrita en una bolsa' o recipiente por ca-
y la pluralidad.

da cosa que quiera cambiar u obsequiar.

s 11 |
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. .‘ . . ..
utiliza como sistema de signos los trazos o incisiones
marcadas en la madera o en un hueso,

Boyer menciona e! descubrimiento, en Checoeslova-.

quia, de un hueso, perteneciente a un lobo, joven, en
el cual aparece una serie de b5 incisiones dispuestas en
grupos de a cinco {30000 a J.C.).

\

La numeracién-surge, con la aparicién del lenguaje, en
el momento de efectuar la enumeracién de un conjunto
de objetos observados.

La numeracion intérviene, en particular cuando el
hombre primitivo se vuelve comerciante.

{

Sin embargo, el hecho de reemplazar los objetos por palabras de un lenguaje, no significa que
exista el concepto de' nimero en el pensamiento de quien enumera.

S~

Fue después de una larga evolucion cuando el hombre
se hizo maestro de dos métodos.

— El apareamiento (o correspondencia biunivoca)
gue lo lleva a la nocidn de cardinal.

— El inventariado o conteo gue lo lieva a la nocién
de ordinal. »

Una etapa muy importante fue superada cuando el
hombire tuvo la idea de agrupar las muescas o incisiones
en subgrupos de 5, 10 6 20.

Esto posiblemente a causa de los dedos? .

LA CIVILIZACION EGIPCIA

Estos procedimientos exigen pai'a cada nUmero:

— Una palabra para designarlo.

— Un signo para escribirio.

Fue, sin duda, para evitar una enorme profusion de sig-
nos para lo que se tuvo la idea de dar un nombre a un
“paquete’” de unidades, 10 en la mayoria de los casos,
0 20 para los Mayas, los Celtas y los Galos.

Con el fin de presentar una vision de conjunto sobre la
evolucién de la’ numeracion escrita se procede a un ré-
pido recorrido por los principales focos de civilizacién.

Ella nace probablemente de un gran nimero de comu-
nidades urbanas que se unieron en dos reinos, el alto
Egipto vy el bajo Egipto. El primer Rey que unié los dos
reinos fue Menes,” -

De Menes hasta Alejandro el Grande se sucedieron di-
'ferentes imperios. Este perfodo empieza hacia el 3100
a. J.C. y se termina con la conquista de Alejandria ha-
ciael 332a.J.C.

La princibal fuente de conocimiento que se tiene es un
rollo de papel: el papiro de Rhind comprado en Luksor
en 18568 por un joven abogado escocés: A, Henry
Rhind. i

f.

Este manuscrito habia sido escrito por un escriba lla-
mado Ahmés hacia el afio 1650 a.J.C. Pero el original
es un documento mds antiglio (2000 — 1800): El titu-
lo parcial del papiro es: “direcciones para obtener un
conocimiento de todas las cosas, inherentes a todo lo
gue existe...". ‘

Se estd en presencia de dos- sistemas de numeracién:

t

El nimero 5 tiene mucha importancia en los sis-
temas primitivos de numeracién; todos ellos son
de base quinaria o derivadas de éstas; la decimal o
fa vigesimal... En casi todos los idiomas primitivos
el nombre del 5 equivale a mano. (Vera: Historia
Ideas Matemdticas), \

i —

SISTEMA JEROGLIFICO

Es un sistema de base diez no posicional. Cada signo se
repite tantas veces como se requiera; es un sistema de
yuxtaposicion. L .
Los simbolos utilizados en este sistema aparecen en el
cuadro siguiente:

1| . 10 100 1000
rollo ﬂ;ar de

trazo arco manuscrito . loto

10000 100000 1000000

" dedo . hombre
indicando renacusjo asombrado

As( los nimeros 1977 y 3250401 se escriben bajo las
formas siguientes: :

Ao




HIINNNN 2729

"1l NNN 99999
250401 = 999 99N> DR L2

S6lo se utilizaron tres simbolos

1977

Estas escrituras parecen pesadas porgue necesitan un
gran namero de signos; esta observacion carece de fun-
damento porque en: ‘

I- 0’ % = 10100017"

SISTEMA HIERATICO

\

Sistema de los sacerdotes, que utiliza los simbolos cur-
sivos y que en el sigio VI a. J.C. conducird al sistema

LA CIVILIZACION BABILONICA

demético® o sistema del pueblo y de la forma abre-
viada.

Los sfmbolos utilizados en este sistema aparecen en el
cuadro siguiente:

)QU/(/W:'.'.
74

« 2w || D

Ella tomprende un conjunto de pueblos que vivieron
en Mesopotamia* en un periodo que comienza hacia
5000 a.J.C. para terminar al iniciarse el Cristianismo.

" La ciudad de Babilonia fue un centro cultural fértil en-
tre el 2000 y el 550 a. J.C.

A pesar de su caida en manos del Conquistador Persa
Ciro en 538 a. J.C. la evolucién de las Matematicas
babilénicas contintia durante el perfodo-llamado Se-
léucida® .

El conocimiento actual proviene de los hallazgos ar-
queoldgicos’ y de las tablillas de arcilla encontradas en
Mesopotamias . ’

i
Las primeras formas de escritura’ aparecen hasta el
tercer milenio a. J.C.:

" El simbolo Yrepresenta la unidad y puede repetir-
se hasta nueve veces para representar el nimero 9.

El simbolo «grepresenta el nimero diez y se repite

T

combinandolo con la unidad. para representar los
nGmeros de once a cincuenta y nueve® .

A partir de 60 se utilizan las mismas combinaciones
de los dos signos pero el principio de posicién entra en

| << v v Yr,nientras que
««< VY

3721 =(1x3600) + (2x60) + T= y“v

Los textos babilénicos antiglios (hacia 1700 a.J.C.) no
revelan la presencia de un simbolo especifico para el
cero. Sin embargo, los babilénicos utilizaban un espa-
cio en blanco. j

Asf: 45 =

Es asi que, sin texto,v « qesigna 70636106 42000....

)
11

11 x 60 [(10 x60) + 11

« Vdesigna
, 11 x 60° [(10 x 60 + 1]

Este sistema es en efecto un sistema de numeracidon mixto de base sesenta y de base diez.

4
#

Existe también un papiro demético del periodo ro-

"mano y unas tablas bizantinas y otras copias que
no tienen nada que no esté incluido en el papiro de
Rhind. (Vera: historia ideas Matemdticas).

Regién que se extiende entre los rios Tigres y
Eufrates, b, més Hanamente, lo que es hoy la Re-
plblica de Irak. : ’

Tres Ultimos siglos a. J.C.

[

La mayor parte de estas tablillas datan de un par de
siglos alrededor de 1700 a. J.C. ;las demds perte-
necen a los tres Gltimos siglos anteriores a nuestra
era. No se ha encontrado ninguna razén satisfac-
toria que explique tal discontinuidad entre las del

priﬁer grupo v las del segundo. {Asger Aaboe: Mat,
» Ep. Hist.).

Esta escritura es llamada Cuneiforme porque |os
signos estdn compuestos por trazos simples seme-
jantes a cufias...

{Los ndmeros babildnicos se expresan por medio
de dos signos bdsicos: la cufia vertical para la uni-
dad, vy la cufiaangular para la decena. (Asger Aaboe:
Mat. Ep. Hist,). |

El 10 se utiliza como base para escribir 1os nimeros
enteros inferiores a 60.

Si un digito se despiaza un espacio hacia la izquier-
da .su valor queda mulitiplicado por 60.
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LAS MATEMATICAS GRIEGAS

Después de una larga época de civilizacion neolitica se
ve su;g|r en el‘Egeo durante la segunda mitad del déci-
mo primer milenio una civilizacién que manifiesta du-
rante 2000 afios una marcada continuidad, y alanza su
apogeo en los siglos XV1y XV a.J.C, :

La mds antigla historia de las matem4ticas griegas fue
escrita por Edudemo en el siglo IV a. J.C. Un corto
extracto de esta obra perdida aparece en el comentario
sobre el libro | de los elementos de Euclides, donde se
dice que el fundador de las Mateméticas griegas fue
Thales de Mileto*®, quien habia adquirido sus conoci-
mientos en el curso de sus viajes a Egipto.

Los datos histéricos pertinentes son muy dificiles de
recopilar porque con mucha frecuencia son copias de
copias.

Entre los numerosos sistemas de numeracién dos fue-
ron esencialmente utilizados.

SISTEMA ATICO O HERODIANG
Su-origen parece remontar al siglo VI a. JC

En este sistema los signos no son, propiamente
hablando, simbolos numéricos ya que provienen,
exceptuando e} 1, de las pylmeras letras de palabras
griegas:

{penta) (deka) (hekaton) {(khilioi) (Muriade)l

1 5 10 100 1000 10.000

I T AalH] XM

At 7 Il

50, 500, 5000 se escriben respectivamente:

IPMCNES \
w7 - XIFHHHHE A AT

SISTEMA JONICO

Este sistema utilizado desde el siglo V a.J.C. Se codifica .

con la ayuda de las letras del alfabeto.

19 N.T. El pensamiento matemético griego permanece dor-
mido hasta el siglo VI a. J.C. en que, decaida la re-
ligidén, y con ella los restos de la casta sacerdotal
egipcia que acaparaba los conocimientos cientifi-
cos, aparece el primer hombre que puede lievar dig-
namente el calificativo de pensador: Thales de Mi-

leto, el cual sefiala el [fmite inferior de la Matemd-

tica griega prealejandrina. El I{mite superior estd
determinado por el momento en que, muerto

Alejandro Magno, se desmembra el imperio que

habia fundado y los Ptolomeos hacen de Alejan-
dria la capital cientifica del nuevo mundo griego.
{Vera: Historia Ideas Matemdticas).
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Las unidades simples
Las decenas
Las centenas

oL =1 B 2 Y =30 -4
£-=-5 CJ c6 |C =711 =38
B -9 | =10 |K =20 |\ =3
U =40 \)=50 [E =60 () =70
TT =80 |7 =90 |P =100 | =200
T, =300 | =400 (D =s00 | X =60c
\Jj =700 |()) =800 |2 = o0

Como el alfabeto griego tiene solamente 24 letras se le

agregan los tres signos siguientes:
/(A (sampi)

é (vauJ, Q (koan),

Para las unidades de mil se toman las létras de las uni-
dades simples correspondientes acompafiadas de una
coma a la izquierda.

Q = 1000 B = 2000
/ /

Las mirfadas o decenas de mil se notan escribiendo en-
cima de la letra M el nimero de miriadas.

@2

Asf : 18000 = M/ﬂ

ARITMETICA PITAGORICA

Se considera a Pitagoras de Samos (primera mitad del
siglo VI a. J.C.) como el padre de las matematicas
griegas. Sin embargo, €l persiste como una figura oscu-
ra, muy controvertida y mistica.

La filosofia pitagdrica reposa sobre la afirmacién técita

de que el nimero entero es la causa de las cualidades,

diversas de los elementos del universo.
“Todo es niimero”. Tal era la divisa de la escuela pita-
gorica. ] ’

Los antiglios griegos distinguian el estudio de las rela-
ciones abstractas que ligan a los numeros y el célculo
prdctico con los nimeros.

— La primera actividad era conocida bajo el nombre
de ”aritmética”‘(hoy teoria de nGmeros).

- La segunda reCIbla el nombre de "Ioglst|ca (nués-
tra aritmética). ¢




— Esta divisidn subsistié hasta finalizar el siglo XV.

Entre otros, en el libro 1X de loselementos de Euclides,
se encuentran consideraciones sobre los niimeros pares
e impares {Nicbmaco de Geraza)* .

Los nimeros figurados representaban un lazo de unién
entre la aritmética y la geometria.

CIVILIZACION LATINA

Ejemplo:

n (n + 1)

L J L ] e o© L J [ J 5

nUmeros triangulares y sus configuraciones

Los pueblos latinos no son citados como ejemplo de la
bella ciencia, pero parece necesario recordar sus con-
cepciones para comprender mejor su evolucién al con-
tacto con los Arabes. ;

Su sistema de signos fue el siguiente:

Este sistema no se presta para el cdlculo; se compren-
de que se haya tenido que recurrir a medios auxiliares
para el céalculo: los dbacos y las tablas numéricas.

Sobre el dbaco los nimeros se represeritaban con la"
ayuda de guijarros (en latin “calculi” {que originaria
'célculo”) ); asi CCVI se representaba:

C X \
[ ] °
°

1 5 10 -50 100
[ [vIX|L|IC
500 1006 10.000 1.000.000
D IM:sI X |'T?

En el sistema de numeracién romana las corresponden-
cias se efectlan de la siguiente manera:

i se remplaza por V
vV se remplaza por X
XXXXX se remplaza por L
LL se remplaza por C
CCCCC se remplaza por D
— etc. —
1977 se ,'puede escribir MDCECCLXXVII 6

MCMLXXVI{. Luego se tienen varias escrituras po-
sibles de un mismo nimero,

CIVILIZACION CHINA E HINDU

Calculemos sobre el dbaco la suma siguiente:

MDCDLVIII +MDCCLXV

M D C L X vV |

| o Hi | | it

it | 1 " A1

MMM D cC XX i
Luego: MDCDLVIll + MDCCLXV = MMMDCCXX!II

Las civilizaciones de la China y de la India son proba-
blemente tan antiguas como la Persa y la Egipcia pero
las crénicas que nos las hacen conocer son mds que
dudosas.

Parece que los primeros documentos histéricos datan
del {1l a. J. C.

CIVILIZACION CHINA

La tradicién hace remontar a los afios 2852 y 2738
a. J.C., los primeros emperadores (entre ellos Fou-Hi}.

11 N.T. Comentarista de fines de siglo | o comienzos del
I,

-Una de las obras més antiguas que se puedan consultar

en el | King, documento que contiene algunas huellas
de elementos mateméticos; se encuentra alli el famoso
Pa Kua formado de ocho trigramas (como las 8 direc-
ciones celestes).

Estos trigramas estdn formados a partir de 2 formas
primarias:
Yang — hsio

Ying — hsio

Aigunos interpretan el Pa Kua como un ejemplo de
numeracién binaria.

El La-Shu es el cuadrado mégico mds antiguo conocido
(citado en el | King}.
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Sistema de numeracién. Se estd en presencia de dos sis-
temas, uno de los cuales es el descnto en las tablas si-
guientes:

1 -2 3 4 5
| 1 R
6 7 8 . 9
T 1T T | T
10 20 30 40 50
60 70 80 g0
L =L = | =

Es un sistema posicional y utiliza dieciocho signos que
sirven para designar: las unidades (9 signos) y las dece-
nas {9 signos).

Cada ndmero es considerado como formado alternati-
vamente de unidades y de decenas.

Asi" a .1977 se le hace corresponder la sucesién 7, 70,
9, 10, de donde la escritura:

CIVILIZACION D.E LOS MAYAS

977 =TT LT

Lo mismo }] == TTT = TTT_ designa la sucesién
(7,70, 8, 30, 4) del namero cuya escritura decimal es
43877.

El cero aparece muy tarde y los cdlculos se hacen esen-
cialmente con la ayuda de dbacos.

Se observan ademds, insuficiencias para designar las po-
tencias sucesivas de diez.

CIVILIZACION DE LA INDIA

Hacia el tercer milenio a. J. C., los arios invaden la In-
dia y gradualmente una Ilteratura sabia se desarrolla en
Iengua sdnscrita: los textos del hinduismo.

Las dos notaciones pnnmpales utilizadas (bajo el reino
del rey Asoka) son la Karoshti y la Brahmi, sistemas de
numeracién repetitivos que incluian nuevos simbolos
para los nimeros 4, 10, 20, 100; sin embargo, si la
Brahmi contiene los gérmenes de un desarrolio ulterior,
se ignora cudndo y cdmo se efectud la reduccién a 9
simbolos; pero no se puede afirmar que la aparicién de
un simbolo para el cero (876 después de J.C.) esté liga-
da a la reduccién a 9 simbolos.

Se cree que ella remonta hasta el siglo 1V de nuestra era.

El sistema de numeracién utiliza dos simbolos princi-

pales: y que designan respectivamente 1yb.
Asf: 7 = = 13 = 22+

Su sistema no era, propiamente hablando, un sistema
de numeracién de base 20.

Basados posiblemente en el namero de dfas del afio re-
partidos en 20 meses de 18 dias, las primeras agru-
paciones se efectuaban por veinte, las segundas por
grupos de dieciocho (18 x 20 = 360).

Asi’: designaba (6 x.20) + 12 = 132

.
—
L
—
—

" CIVILIZACION ARABE

Pero esta escritura era ambigua porque se podria inter-

© pretar como:

(6 x 360) + (2 x 20) + 10 = 2210

Esta ambigledad desaparecié desde que introdujeron
un signo para el cero 0 més exactamente un sig-
no para indicar la ausencia de agrupamientos de un
cierto orden.

0

Asf: =18 + {0x20) + (7x360) =

.
.
.

2538

Il

Los drabes habian establecido un vasto imperio que se
extendia desde el Indo hasta la peninsula Ibérica y que
sirvid de unién entre el pensamiento griego e hindd de
una parte, y la Europa medioeval de otra parte.

\
Ellos supieron enriquecer algunas de las herencias re-
cibidas.

Se sefialan entre sus matemdticos a Al-Khuwarizmi
(cuyo nombre daria ‘“‘algoritmo’’). Este presenta diver-

sas reglas para et cdlculo numérico, modeladas sobre los

42

algoritmos hindles (ésto no serd mas que la traducc}én
en drabe de los trabajos de Brahmagupta (India) ).

""Cero’’ vendria del drabe “cifr” que significa "'vacio”,
que serfa después ’‘zifero’’ en italiano y finalmente
Ilceroll.lz :

2 NT.De “cifr” viene también “cifra”, y del nombre de

Al-Khuwarizmi. la palabra guarismo,

[TICREE e NN S



CIVILIZACION MEDIOEVAL

Las invasiones bérbaras qué devastaron Europa Occi-
dental a partir del siglo |V destruyeron casi todos los
focos de cultura.

Fue gracias a los drabes como los europeos volvieron a
entrar en contacto con el pensamiento cientifico. {Se
debe sefialar la existencia de un cdlculo digital en la
Edad Media).

Serfa un monje de Auvergnat {Gerberto de Aurillac),
instruido en las cifras drabes cuando viaj6 a Cordoue
(980), v que mdas tarde fue el Papa Silvestre i, quien
di6 una gran resonancia a estas ideas.

Los trabajos de Fibonacci®® {libro del dbaco en 1202)
ocuparon un lugar muy importante.

La forma de las cifras llamadas ardbigas no fue fijada
sino después de la invencion de la imprenta (1440).

Fue mas tarde cuando .el cdlculo con las escrituras de
los nimeros vino a remplazar el calculo con las bolitas
o piedritas (“‘calculi”).

NOTA: Las letras para representar los nimeros fue-
ron utilizadas por primera vez por Francisco

Viete (1540 - 1603).

A continuacién se presenta un drbol ge-
nealégico de nuestro sistema de numera-
cion.

Condensado de:

TEULE — SENSACQ, Pierre. “Tour d'horizon histori-
que sur la numeration écrite”. | REM de Bordeaux.
Compte Rendu et analyse des travaux sur la nu-
meration, Bordeaux 10 11 février, 17 - 18
Mars 1977.
Traduccién: Cecilia Casasbuenas S. Grupo Ma-

teméticas M.E.N.

Revisiéon: Dr. Carlos Eduardo Vasco U.

Febrero 1981.

GENEALOGIA DE NUESTRO SISTEMA DE NUMERACION

BRAHMI

_-—-—if‘(e%?

Sigio 111 a. C.

HINDU

WZ3XL{(7 \\C\ O | sigo v;,c, |

SANSCRITO—DEVANAGARI

21385\/5\9250

INDIA

(2X2067 X?

ARABE OCCIDENTAL Siglo X

/ﬂVﬁDVVAq

ARABE ORIENTAL

|G XeLd13/87

12345 A 89 o

EUROPEO Siglo XV

APICES  Siglo X1

12%4567890

-ALBERTO DURERO Siglo XVI

1234567890

ACTUAL

] N.T. Leonardo de Pisa o Leonardo Pisano, apodado Fi-
beonacci rmcm su obra el despertar matemdtico en
el mundo occidental (siglo X!}, Naci6 en 1170
y murié en 1240,
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Unidad I

| EL SISTEMA
DE LOS NUMEROS NATURALES

Introduccion

En la Educacién Bésica Primaria se estudi6 el sistema
de los ndmeros naturales con sus operaciones v las re-
laciones de orden aditivo y multiplicativo. No se llegb
a un nivel de formalizacién sino que partiendo de situa-
ciones concretas y significativas para el educando se
obtuvieron las conclusiones aplicables al referencial con
el cual se trabajo.

Aqui se trata de ampliar el concepto de nimero vy el
de operacién, y llegar a un cierto nivel de formalizacién
en cuanto a las propiedades de las operaciones. Median-
te la comparacién de las propiedades de las operaciones
binarias se espera, por ejemplo, que el estudiante llegue
al concepto de operacién conmutativa y que sea capaz
de distinguir aquellas que tienen esta propiedad de las
que no la tienen. En cuanto a la propiedad asociativa,
de las expresiones que resultan de la préctica se pasa
a aquellas que corresponden a su formalizacién, toman-
do como referencial los nimeros naturales.

Se espera que el concepto de mbédulo de una opera-
cion surja después del estudio de la propiedad modu-
lativa en las operaciones propuestas. A las propieda-
des estudiadas se les denomina por su nombre.

En cuanto al cdlculo numérico se insiste tanto en el

Objetivos generales

aspecto mecdnico, es decir, en las técnicas operatorias
como en la reflexién y justificacion de esas técnicas.
Un buen ejemplo de esto Ultimo es el estudio de la
propiedad distributiva de la multiplicacién con res-
pecto a la adicién,

Se amplia el estudio de la potenciacién vy de sus ope-

raciones inversas, se efectlan algunas operaciones en-
tre potencias y se desarrollan procedimientos para veri-
ficar si un nimero tiene raiz exacta. También se resal-
ta la importancia de fomentar la habilidad para estimar
tanto la raiz cuadrada y cUbica de algunos nimeros,
como los logaritmos de nimeros que no son potencias
de 10, '

Para cada operacién se siguen varios caminos basados
en fas propiedades de la operacion de tal manera que
la organizacién de los datos, el orden de los pasos a
seguir y la estimacién del resultado precedan a la apli-
cacién automdtica de las técnicas operatorias.

Se analizan ias relaciones de orden muitiplicativo, se
aplican algunos criterios de divisibilidad para hallar los
factores primos de un namero y finalmente se ve como
hallar el méximo comdn divisor y el minimeo comun
muitiplo de dos nimeros.

— Recopilar las operaciones binarias que aparecen en
el sistema de los nimeros naturales,

— Aplicar los algoritmos de algunas operaciones entre
ndmeros naturales,

— Reconocer propiedades comunes a algunas opera-
ciones entre nameros naturales y aplicarlas en el
célculo numérico oral y escrito.

— Reconocer que la divisidn vy la sustraccion no cum-
plen algunas propiedades de la multiplicacién y la
adicién.

— Formular y resolver’ problemas que requieran el
uso de los nimeros naturales.

= Avanzar en el estudio de la potenciacion y en el de
sus dos operaciones inversas.

— Reconocer algunas propiedades de la potenciacién
de la radicacién vy de la logaritmacién vy aplicartas
en el célculo numérico.

— Efectuar algunas operaciones entre potencias.
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— Hallar un procedimiento pera verificar si un ni-
mero tiene 0 no raiz exacta y si la tiene obte-
nerla.

— Estimar, con o sin ayuda de la calculadora, la rai'z
cuadrada y la rafz clbica de algunos nimeros y
los logaritmos de nimeros que no son potencias
de 10.

Objetivos especificos, indicadores de evaluacion,
contenidos y sugerencias metodoldgicas

CONTENIDOS BASICOS

— Recopilar las relaciones binarias que aparecen en
el sistema de los nimeros naturales y compararlas
con algunas relaciones del lenguaje ordinario.

— Diferenciar entre operacién binaria y relacuén
binaria.

— Hallar el méximo comln divisor y el minimo co-
min miltiplo entre dos nimeros naturales.

El conjunto de los ndmeros que se estudian en esta
unidad es el de los nidmeros naturales que denotare-
mos por V.

N= {0,1,2,3,4,5 .}

Este es el conjunto de los nimeros que nos sirven para
contar y para decir cudntos elementos hay en un con-
junto; a veces no hay sino uno, ¥ a veces no hay nin-
guno, )

{
. Hasta el siglo XVI se dudaba de si los nimeros natura-

les empezaban por el uno o por el dos, pues para tener-

una coleccién parecia necesario tener por lo menos dos
elementos, asi se pensaba que el uno no era nimero, y
hasta se llegé a decir que no era ni par ni impar {(asi
como nosotros todavia decimos que no es ni primo ni
compuesto). Pero si se acepta que hay conjuntos uni-
tarios y vacios, hay que poner el uno y el cero entre
los nimeros naturales.
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En el conjunto de los nimeros naturales se estudian las
siguientes operaciones: la adicién, la sustraccién, la
multiplicacidén, la divisién, la potenciacién y las dos
operaciones inversas de esta Gltima.

La adicién de dos nimeros naturales es una operacion
que se realiza entre dos niimeros naturales y da como
resultado un ndmero natural. Por sgr una operacion
que se efectlia entre dos objetos, (en este caso los obje-
tos son los nimeros naturales) se dice que es una opera-
cién binaria.

Para indicar que se va a realizar esta operacion se uti-
liza el signo + .

Los objetos {nmeros naturales, en este caso) entre los
cuales se va a efectuar la adicién se suelen llamar su-
mandos vy el resultado de haber efectuado {a operacién
se suele Hamar “suma’”,

Lo




La sustraccién entre niimeros naturales también es una
operacidn binaria ya que se realiza entre dos objetos,
produciendo otro objeto,

“minuendo”’

Se acostumbra llamar y "sustraendo’’ a

los objetos entre los cuales se efectlia la sustraccién y

al resultado ““diferencia’’.

El resultado de la sustraccién entre dos nimeros natu-
rales no siempre estd en el conjunto de los nlmeros
naturales. Cuando el minuendo &s mayor o igual que
el sustraendo el resultado es un nimero natural y cuan-
do el minuendo es menor que el sustraendo el resultado
no estd en el conjunto de los nimeros naturales. Poste-
riormente se verd cud! es el resuitado -en este caso, y
en qué conjunto esta.

El algoritmo de la adicién de numeros naturales es un
conjunto de instrucciones 0 de reglas que permiten
desarrollar ordenadamente la operacién.

La adicién es una operacién que cumple ciertas propie-
dades que son muy Gtiles en el cdiculo numérico. Algu-
nas de estas propiedades son:

*
Conmutativa: el orden en gue se tomen los nimeros
para adicionarlos no altera el resultado.

. Asociativa: cuando se tienen tres o mds sumandos, se
pueden asociar de diferentes maneras para adicionarlos
y siempre se obtendrd el mismo resultado.

Modulativa: esta propiedad hace referencia a la exis-

tencia de un elemento dentro del conjunto de los ni- -

meros naturales, que al ser adicionado con cualquier
otro numero natural da como resultado el otro nime-
ro. Este elemento es el cero, pues cualquier nimero na-
tural adicionado con cero da como resultado el otro
namero natural.

Cero es pues el médulo de la adicién de numeros na-
turales, se dice también que cero es el elemento idén-
tico de la adicibn de nUmeros naturales 0 que es el
" elemento neutro,

Es indispehsable que la modulativa se cumpla a derecha
y a izquierda, esto es cuando el médulo esté a la dere-

SUGERENCIAS MET'ODDLUGICAS

cha o a la izquierda respectivamente. Aunque esto pue-
de resultar insignificante, posteriormente se analizardn
situacicnes en donde se ve su importancia.

Ejemplos:

O+5= 5+O=

Moédulo a la izquierda Moddulo a la derecha

Algunos autores no consideran el cero como nimero
natural, en este caso la adicién no cumple la propiedad
modulativa puesto que el médulo no estd en el con-
junto en el cual se define esta operacion,

La sustraccién no cumple las propiedades de la adicién
que se han estudiado. Veamos:

Conmutativa: una operacién es conmutativa si el resul-
tado no se altera cuando se cambia el orden de los da-
tos, Esto no ocurre con la sustraccién, pues al cambiar
el orden de los datos el resultadoc no es el mismo.

Asociativa: cuando se realiza una operacion binaria
con mas de dos datos se llega al mismo resultado aun-
que los datos se asocien de maneras diferentes, se dice
que la operacién es asociativa. Vedmoslo a través de
un ejemplo:

12-6-5
(12—6) =5 = 6—5 = 1
—(6-6) = 12—1 =11
(12-6) =5 4 12— (6-5)

Modulativa: la sustraccién solo tiene médulo a derecha.
Cuando el sustraendo es el cero se cumple la propiedad
modulativa: 3 — 0 = 3. Cuando el minuendo es el ce-
ro, la sustraccidn no se puede hacer: 0 — 3 = ? por
tanto no tiene mddulo a izquierda. Como para ser mo-
dulativa es necesario que tenga médulo a derecha y a
izquierda y en este caso solo hay mddulo a derecha, la
sustraccién entre nimeros naturales no cumple la pro-
‘piedad modulativa.

En cuarto grado de Bésica Primaria los alumnos distin-
gujeron el conjunto de los ndmeros naturales de otros
conjuntos numéricos,

Ejemplo:
D= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} Los dfgitos
N={0.,1,2,3,4,5,6,7,8,9, ..} Losnaturales
E={1,2,3,45,6,7,8,9,0} Los digitos
C = {1,2,3,4,5,6,7,8,9, ..} Losde contar

-
1]

{2.4,5,8,10,12,... } Los pares

it

{1,3,5,7,9,11,13,...} Los impares
L.os alumnos pueden preguntar por qué los nimeros na
turales emipiezan con el cero y no con el uno, como en
el conjunto C, que podemos llamar “los nGdmeros de
contar’’. Cuando una persona quiére contar siempre se-
fiala, los objetos y cuenta ‘‘uno, dos, tres, cuatro, ..."”.
Nunca empieza “cero, uno, dos, ..."

Los alumnos tienen razén en pensar que los nimeros
de contar que comienzan con el uno son ‘‘més natu-
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rales” gue los que comienzan con el cero. La humani-
dad se pasd miles de afios contando sin necesidad del
cero.

Se les puede decir que para contar objetos en fila se
comienza por el primero, luego sigue el segundo, el
tercero, etc. (que son los ‘‘nimeros ordinales” usua-
les), y en esa actividad de contar parece mejor comen-
zar con el uno. Pero que otra cosa es utilizar los nu-
meros naturales para decir cuantos elementos hay en
un conjunto; a veces no hay sino uno, y a veces no
hay ninguno; por ejemplo, escribimos 10 para decir
que hay una decena y no hay ninguna unidad suelta.
Es pues también “muy natural” decir “tiene un ele-
mento’ o ‘‘tiene cero elementos’’, y por eso se com-
pleta el conjunto de los nimeros naturales (como car-
dinales de los conjuntos finitos) tomando también el
cero.

En la Basica Primaria se estudiaron las cuatro opera-
ciones bdsicas y se inici6 el estudio de la potenciacién
y el de sus dos operaciones inversas. Con respecto a
las primeras se propone hater un repaso de los proce-
dimientos simbdlicos (algoritmos) vy aplicarlos para tra-
" bajar en otros sistemas de numeracién de base diferente
a la usual, por ejemplo,en base 5, 3y 2.

Se puede proponer a los alumnos que formulen el algo-
ritmo que ellos han utilizado para efectuar la adicidén
de ndmeros naturales en base diez y que al mismo tiem-
po vayan efectuando algunas adiciones de varios su-

mandos, cada uno de estos sumandos con varias cifras
(2, 3,4, 5, etc.) y aumentando cada vez el grado de
difieultad.

Se pueden resolver problemas que requieran de la adi-
cién para que los alumnos tengan la oportunidad de
aplicar el aigoritmo de esta operacidn, también se pue-
de aprovechar para hacer ejercicios de estimacién dei
resultado de una adicién dando varios sumandos para
que el alumno diga aproximadamente entre qué nime-
ros estd sin efectuar la operacion. Se puede tomar co-
mo referencia las centenas, o las unidades de mil, de-
pendiendo de la adicién que se quiera efectuar. Se
espera que den respuestas como ‘‘el resultado estad
entre 200 vy 300" o ‘“‘estd entre 1500 y 2000", etc.

Se pueden hacer algunos ejercicios de célculo mental
para que el alumno dé el resultado o una aproximacion
de él.

Como los alumnos trabajaron con sistemas de nume-
racién de otras bases es interesante que realicen adicio-
nes en alguno de eilos. Cuando se presenten-dificul-
tades en “la llevada” se puede recurrir a la representa-
cién de los sumandos mediante la utilizacion de ca-
sillas. Estas no aceptan un nimero de objetos igual o
superior a la base.

Si se trabaja en el sistema de base 5 puede construirse
inicialmente la tabla de la adicién: .

+ o | 1 2 3 4 e
- L] L]
)
0 0 1 2 3 4 4 .
» S . )
1 1 2 3 4 10 10
2 2 3 4 10 11 o
L] L ]
3 3 4 10 11 12 +3 .
12 o)
4 4 10 11 12 13
Otro tipo de adiciones pueden ser: 1042 1322 - . oo
2102  + 413 el ® \
3144 2240 eo B3N 0 @
’ 2 2 4 0
En cuanto a la sustraccién se pueden seleccionar Ejemplos: La suma de dos nimeros es 53 y uno de

algunos problemas cuya solucién requiera de la sus-
traccién para que el alumno tenga la oportunidad de
aplicar el algoritmo de esta operacién. Se puede tra-
bajar en grupos e ir resolviendo los problemas en orden
de dificultad. .

Es conveniente recordar que la sustraccién es la opera-
cién inversa de la adicién y hacer ejercicios en donde
se aplique esto.
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ellos es 36. {Cudl es el otro ndmero?

La diferencia de dos ndmeros es 38 vy el
mayor de ellos es 55. {Cual es el otro
ndmero?

También se pueden hacer ejercicios de cdlculo mental y
de estimacién del resultado de una sustraccion.

La aplicaciéon del algoritmo de la sustraccién también
se puede gplimr en otros sistemas de base diferente a
la usual (diez), Veamos algunos ejemplos en base cinco,

2




1324 1042 .
- 203 - 203

1 NTC? 0\’
R J L ]

1121 324 2 ;
: .. . ‘.‘
° : . ® ::

3 2 4

. Para la aplicacién de las propiedades de la adicién se
pueden realizar ejercicios en donde los alumnos las
apliquen espontdneamente y aprecien cOémo fa apli-
cacion de estas propiedades facilita el célculo numé-
rico oral y escrito. En cada caso conviene destacar
la propiedad que se aplica.

Es conveniente que los alumnos prueben que han he-
cho correctamente la adicion par% lo cual pueden em-
plear las propiedades. Una forma de hacerio es utili-
zando la propiedad conmutativa, cambiando el orden
de los sumandos. ' g
Ejemplo: 838 prueba
325

38

427
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) 838
Para probar la adicién, también se pueden asociar los
~sumandos y efectuar sumas parciales para luego adi-
cionarlas.

Ejemplo: 3184}
e 3399
729
6134 16181
9318)
19580 19580

 Resolver:

Cuando una operacién es asociativa los- paréntesis

" pueden omitirse; se entiende que se va agrupan-

do por la izqujerda: 132 + 57 + 18 significa
{132 + 57) +- 18 que por la asociativa podriamos
agrupar: 132 + (57 + 18). A veces es mas facil
agrupar de un modo vy a veces de otro..

En este caso podria resultar més facil sumar mental-
mente: 132 +18 =150, asi la adicién se transforma en
150 + 57 =207, cuyo resultado es mas facil de obte-
ner mentalmente. .

Hallar la adicién de los nueve primeros nimeros na-

" turales empezando por 1. Se puede resolver aplicando

la propiedad conmutativa y la asociativa, asi:

1+2+3+4+45+6+7+8+9
(1+8)+(2+7)+(3+6)j—‘(4+5)+v9=4
| 9%‘9+9+9+9=45
37 +8+5 -8
37 +8 +5-8 =42

Se tacharon los nimeros que al sumarlos da cero y
luego se hallo el resultado.

Las propiedades aplicadas fueron la cofmutativa v la
modulativa.

37 + 5.+ 8 -8 conmutativa
(37 + 5/ + (8 —8) \,
42 + O modulativa

42 :

Después de que los alumnos verifiqguen que la adicidn
cumple las propiedades: conmutativa, asociativa y mo-
dulativa, efectuardn algunas sustracciones y verificardn
si esta operacion cumple las tres propiedades mencio-
nadas. Concluirdn que no cumple la conmutativa v la
asociativa, y que la modulativa s6lo se cumple cuando

el cero estd de sustraendo.

CONTENIDOS BASICOS

La multiplicacién entre nOmeros naturales es otro
ejemplo de operacién binaria. Esta Operacién trans-
forma una pareja de nimeros naturales en su producto.
Asi de la parejd (a, b) se obtiene, mediante la opera-
cibn, el elemento @ x b quees el producto o resultado.

N

~/

\
Un esquema usual de lectura para el resultado de la
operacion, es: el —— . de..y..”.Enelcasode
a xb, selee: “el productode a y b".

" '

Otro esquema abreviado es: ' ... __ _____ ..
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/ b .
Para el ejemplo que se trae, se lee: “‘@ por b’

Para efectuar multiplicaciones se aplica el algoritmo
que todos conocemos para multiplicar nimeros patura-
les y que se basa en la numeracién en base diez. Existen
otras formas, relativamente mas sencillas, de efectuar
la operacion.

En la lectura “recorrido histérico de la numeracidén
escrita’ se ilustra con un ejemplo, el método de mul-
tiplicacion duplicando, empleado por, los antiguos
egipcios, veinte siglos antes de nuestra era. Para apli-
car este método basta conocer la tabla del dos.

Otro método, el de multiplicacién sin Ilévar, era em- .

pleado por los drabes del medioevo, quienes proba-
blemente lo tomaron de los hindles.

Ejemplo: 3679 x 564
3 6 7 9
o |1 3 3 4 5
5 (o] 5 5
0 1 3 4 5 6
8 6 2 4
1 2 2 3
7 4
2 4 8 6
4 9 5 6

Adicionando los numerales de cada diagonal, se obt|e~
ne el resultado: 2074956.

"El" anterior método, fundamentalmerite idéntico al
usualmente empleado, se "distingue’ de éste porque
deja las adiciones para el final y en consecuencia puede
resultar mas comodo de manejar para algunas perso-
as’’ (PEREZ, Hernando, Matemdtica. Ensefianza Uni-
versitaria, No. 18, Marzo de 1981).

La divisién de nGmeros naturaies también es una opera-
cién binaria ptiesto que se efectla entre dos nimeros
llamados dividendo y divisor. El objeto que se produ-
ce puede ser:

a) Otro ndmero natural llamado cociente, cuando la
pareja de naturales es tal que el dividendo es un
multiplo del divisor.

El esquema de lectura para el resultado es: '‘el co-
cientede ...v..."”

Los simbolos para la operacién son:

=/ L

[}
S
O~

Ejemplo: (36,9)-—-——36 + 9
(36,9)—»=36 / 9

n
E =Y
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El resultado se lee: ;’el cocientede 36 y 9, 6 ''36
dividido por 9",

Otra forma de simbolizar el resultado es:

\36l“9—‘ _‘-'é Bélo

b) Una pareja de nimeros naturales {(cociente, resi-
duo)} cuando el dividendo no es un multipio del
divisor. Esta es la llamada division euclidiana o
divisién con residuo.

El caso a) se puede considerar como un caso par-
ticular del b) donde el residuo es cero.

!

Si el residuo no es cero, ya no se usan Ios sim-
bolos +, /, sino los otros dos:

41 I
i ‘ 5 4

~

Lo anterior se simboliza:

(41,9) —

41 4119
36| 4 . 36 4
5 5

Esta es la division euclidiana o con residuo.

(4,5), 6:

En la aplicacién de cualquier técnica es conveniente no
hacerlo todas las veces en forma puramente mecanica.

El algoritmo de la division es la técnica para efectuar
dicha operacién en nuestro sistema decimal, Sin embar-
go, las técnicas operatorias muchas veces nos ocultan
las propiedades y relaciones de los nimeros que inter-
vienen en la operacién que se efectda.

Es conveniente que el proceso de aplicacion se inte-
rrumpa en un paso intermedio para hacer resaltar
las relaciones y propiedades que se han tenido en
cuenta. Algunas de estas relaciones, ya conocidas por
los alumnos, son: ** ... es un multiplo de ...”" v *' ...es
un divisor de ...”". i

Una pareja (dividendo, divisor) puede producir varias

parejas (cociente, residuo) tales que: dividendo = (di-

visor x cociente) + residuo. .
Ejemplo: (345,8)
345 —8'—" 345 =(8 x 4
2520 x 40) + 25
345 "
2542 =8x42) +9
) 9
345|8 |

105! 30 345= (8 x 30) + 105

[T




En la division euclidiana no es suficiente que la igual-
dad: dividendo = {divisor x cociente) + residuo, sea
satisfecha. Es necesario que el residuo sea cero o un na-
tural menor que el d|V|sor

\
4

(
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(45, 8) —= (4, 13) cumpliria que
(8x4) + 13 =

Ejemplo:
32 + 13 = 45

-Pero 13 no es-menor que 8,

)

El profesor iniciard la clase formulando preguntas que
lleven a los alumnos a recordar el concepto de opera-
cion binaria. Luego pedird que escriban parejas de nl-
meros naturales y que al lado de cada una de ellas es-
criban el resultado de realizar entre’las dos componen-
tes la operacidon multiplicacién. Al lado de la lista for-
mada por parejas de naturales, estara la lista de los re-
sultadas o productos. "

Ejemplo: (1,4) = 1 x4 =4

(3,5) —=- 3 x5 =15

.Se enfatizard el hecho de gue la operacion se efectia

entre dos elementos, las componentes de la pareja.
1 x 4, 3 x 5, representan el resultado y se leen: el
producto de 1 y 4"’ “el producto de 3y 5’ o también:
"1 por 4" "3 por 5.
] .

Como los alumnos ya traen una practica y cierta téc-
nica para efectuar multiplicaciones, el profesor puede
proponer ejercicios desde los més sencillos hasta aque-
llos que exijan un dominio completo del algoritmo de
la multiplicacion.

Para que los alumnos recuerden algunos niimeros que
tienen propiedades .especiales que permiten realizar fa-
cilmente la multiplicacion sin utilizar papel ni lapiz, el
profesor les puede proponer ejercicios de calculo men-
tal en los cuales: uno de los factores es 10 6 100; uho
de los factores es 5; uno de los factores es 9; uno de los
factores es 50 y uno de los factoreses 11.

El profesor vy los alumnos pueden enriquecer esta lista
de casos ya sea por combinacion de los casos dados o
por otros que contribuyan igualmente a agilizar el
calculo mental. Un nuevo caso serfa, por ejemplo,
cuando uno de los. factores es 18.

Aplicarle a un nimero el operador 18x es equivalente a

aplicarle sucesivamente los operadores 9x y 2x. El pro-
fesor tendrd en cuenta la justificacion general siguiente:
18 =(2x9 a=2x(@xa =

Otros ejercicios de cdlculo mental consisten en esti-
mar el resultado de una multiplicacién. Asi 2100 6
2150 son buenas estimaciones de! producto 180 x 12,
Més de 1800 y menos de 2200 es también una buena
estimacion,

Para que los alumnos eleboren el algoritmo de la multi-
plicacion, el profesor sugiere que trabajen en grupos
de a cinco, de manera que dos alumnos efect(ien la
operacién, otro consigne el proceso (los pasos), y los
otros vigilen y .colaboren en ambas actividades. Las
instrucciones que escriba el relator deben estar tan cla-

2x(10a —a). -

ras y precisas que las pudiera seguir un robot. Una vez
terminadas, se intercambian con las de otro grupo, y
cada grupo trata de seguir las instrucciones del otro,
procurando cometer todos los errores que sean com-
patibles con las instrucciones escritas.

El algoritmo ‘de la divisién lo vienen aplicando los:
alumnos, con diferentes grados de complejidad, desde
el grado segundo de bdsica primaria.
Para recordar cudl es la técnica gue usuaimente se em-
plea para efectuar una division, el profesor puede pro-
poner varios ejercicios que consistan en encontrar el
cociente y el residuo, conociendo el dividendo y el di-
visor. El residuo podra ser cero o un natural mayor
que cero,
Es conveniente que los alumnos hagan un andlisis de los
resultados parciales obtenidos en cada paso. El algorit-
mo lo permite, y ademas se puede comprobar si lo que
se ha hecho es correcto.
Ejemplo: dividir 139-entre 6.
1391 6
12 12
1

{Qué representa el 2? ¢y el 17. {Por qué se tomd el
2 como cociente?, {COmo se comprueba que no hay
error en lo anterior?

Se establecerd que el 2 representa decenas, y que se
tomé porque es el nimero que multiplicado por 6
produce el mayor multiplo de 6 menor que 13 El
residuo es una decena.

En efecto: 139=(20 x 6) +(10 +9)

Se continlia la operacién: 139 |6
12 23
19
18
1

Se enfatiza que el cociente que se obtiene en cada paso
es del mismo orden (unndad&q decenas, centenas, etc.)
del dividendo en dicho paso.

Asi en el e;emplp anterior, 19 representa las unidades y
3 es del mismo orden.

Se observa igualmente que la d|V|S|én se da por termi-
nada cuando el residuo es cero’s Un nimero menor que
el divisor,

{
\
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. P
El conjunto de los nimeros naturales es cerrado para la
multiplicacidn y ademds esta operacion tiene las si-
guientes propiedades:

Conmutativa: el orden en que se tomen-fos factores pa-
ra efectuar la operacién no cambia el producto o resul-
tado. ’

Modulativa: existe un elemento neutro para la multi-
plicacion, Este elemento neutro es el 1 que también se
denomina mddulo de la multipticacién. Como la opera-
cién es conmutativa, el médulo puede estar a la dere-
cha o a la izquierda. Asi: 4 x 1 = 1 x 4 = 4,

Asociativa: cuando se van a multiplicar tres factores, la
operacion se realiza primero entre dos de ellos (la mul-
tiplicacién es binaria) y luego entre este producto v el
otro factor. El producto parcial se puede obtener de
multiplicar los dos primeros factores o de multlphcar
los dos ult|mos

/
Ejemplo: Halle el producto de 3,5,y 9.

3x5=15 .

: . (3 xb) x9 =135
15 x 9 = 136 !
5x 9 =45 ‘

3x(6x9 =135

3 x 4656= 135

De lo anterfbr se puede conciuir que: {3 x5) x 9
3 x (5 x 9), que es la forma como se expresa la propie-
dad asociatjva de la multiplicacién.

La multiplicacidn es distributiva con respecto a la
adicion.

~Si en una multiplicacién uno de los dos factores es una
suma iridicada, para hallar el producto se distribuye el
otro factor sobre cada uno de los sumandos de manera
(
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que resultan tantos productos parciales como suman-
dos tenfa el factor que estaba expresado como una su-
ma indicada.

4x(B+3)=@E x 5)+(4 x 3). €
factor 4 se distribuye sobre ia suma
5+ 3.

Ejemplo:

7

Una pregunta paralela seria: ése cumple la distributiva
de la adicién con respecto a la multiplicacién?

4 +(3 x 5) = (4 +3) x (4 +5).El

surmando 4 se tendria que distribuir so-

bre el producto 3 x 5. Es fécil verificar

que en este caso los resultados son di-
{ ferentes.

Ejemplo:

c‘Habré alglin caso en que sean iguales?. Si el primer su-
mando es 0, la igualdad 0 +(@ x b)= (0 +a) x © +b)
snempre se cumple.

En los nimeros fractionarios y reales se cumple en mu-
chos casos que: :
a+ bxe)=@+ b)x@+c) !

Pero eso no basta para que la adicién sea distributiva
con respecto a la multiplicacién: para ello se requiere’
que la igualdad se cumpla siempre. No es suficiente que
una igualdad se cumpla en uno o muchos casos para
que se convierta en propiedad. Es necesarid que se
cumpla en todos los casos. Basta un solo caso en que
no se oumpla para que ya no se cumpla la propiedad.
La multzpllcacuﬁn es distributiva con respecto a la sus-
tracc:on

Si en una_ multiplicacién uno de los dos factores es
una diferencia indicada, para hallar el producto se
distribuye el otro factor sobre el minuendo y el sus—
traendo y luego se halla la diferencia.




6 x(7—2) ={6x7)—(6x2)
El factor 6 se distribuye sobre la dife-
rencia 7 — 2.

Ejemplo:

v

La divisién no tiene las mismas propiedades de la mutti-
plicacion, o
. {

En este momento no tiene sentido examinar con los
alumnos la propiedad clausurativa en ninguna de las
operaciones estudiadas. Esto se hard cuando se es-
tudie una misma operaciéon en dos conjuntos distintos,

|
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de tal manera que se aprecie como en un conjunto hay
casos que no tienen respuesta pero. que en el otro si

la tienen.

La division:
No es conmutativa
No es asociativa.
Es modulativa a derecha (como la sus-
traccion). ,
Es distributiva a derecha con respecto a
la adicion vy a la sustraccién, ;

Los alumnos pueden trabajar en grypos de 56 6 miem-
bros y consultar sus notas sobre las propiedades de la
_adicién, con el fin de verificar si ta multiplicacién tiene
estas mismas propiedades. El trabajo final de cada gru-
po consistird en un cuadro a dos columnas donde se
comparen las propiedades de las dos operaciones.

Adicion Multiplicacion

Conmutat\iva
3+5=5+3

Conmutativa
3x5=56x3

Modulativa Modulativa
8+0=0+8=8 8x1=1x8=8 .
El Médulo es O El Médulo es 1
Asociativa Asociativa

(2+3)+4=2+1(3+4) (2x3)x4=2x(3x‘4)

Lo més probable es que en los ejercicios de cdlculo
mental los alumnos ya aplicaron esta propiedad, y que
este objetivo se haya logrado en una clase anterior.

En un ejercicio como 43 x 12 el profesor puede pedir a
~un alumno que explique el procedimiento que siguid
para hallar mentalmente el resultado. Entre las expli-
caciones, es posible que surja una como:

1

43 x(10+ 2) = (43x10) + {(43x2) =430 + 8(6.= 516

En el procedimiento usual esta propiedad se aplica re-
petidamente. ¢Los alumnos son conscientes de ello?

El profesor puede pedir que expliquen cémo se épHm
esta propiedad cuando se realiza una multiplicacién
empleando el algoritmo.

236
x45

1180 ««——— primer producto paréial
944 w—— segundo producto parcual

10620

Ejemplo:

Lo anterior es equivalepte a:
236 x (6 + 40) = (236 x 5) + (236 x40) =

1180 + 9440 = 10620
Primer prod ucto --l L» Segundo producto
parcial parcial

:Ejemplo: 1

Los alumnos exblicaran en qué consiste la propiedad .
distributiva de la multiplicacidn con respecto a la
adicion,

~

El profesor preguntara si la adicidén es distributiva con

respecto a la multiplicacion.

Cudl es el valor de verdad de: -

3+ (5x4) = (3 +,5 x(3+ 4 yde "

3x(5+ 4) =1{3xb) + (3x4)?

Para averiguar si la divisién cumple con las mismas pro-
piedades de la multiplicacién se puede empezar pidién-
dole a un alumno que escriba en el tablero las propie-
dades de la multiplicacién. Si alguien pregunta si hay
una propiedad distributiva de la divisién con respecto a
la adicion y a'la sustraccidn, entonces se escribe en el
tablero la de la multiplicacién con respecto a la adi-
cién y a la sustraccion y al final se aver:gua cuél es la
respuesta de la mqunetud anterior. i

Con ejemplos los alumnos obtienen sus conclusio-

nes que finalmente pueden consignar, asi: .
: . ,
— No es conmutativa. ‘

no es lo mismo gue

— Tampoco es asociativa.

Ejemplo: (16 +

Se puede ensayar con otros ejemplos para reafurmar la
no asociatividad de la operacion.

y <
— Es modulativa a:derecha.
Ejemplo: 7+1=
naturat,

7\pero 1 + 7 no esun

—. No se puede hablar de una propiedad distributi-
va de la divisidn con respéqto a la adiciony a la
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sustraccién en sentido amplio como pasa con la
multipticacién. Se ve cdmo la no conmutatividad
de la operacidén sdlo permite la distributividad a
la derecha. )

r(1200'+ 80 + 4):2 =
(1200 + 2) + (80 = 2) + (4 +'2)

Ejemplo:

Esta propiedad es especialmente importante porgue
es la que se aplica cuando efectuames givisiones.
Enefecto: 1200 +80 + 4 = 1284

El profesor puede orientar.a los alumnos para que
vean como en la aplicacién del algoritmo se utiliza
esta propiedad:

12’84 | 2 :
6 ——— centenas o sea 1200 + 2

f

2 o
"84  decenas o sea 80 %
~A ;

Se contina: 12’8’4

.l
N

I
Y finalmente: 12'8'4 | 2 : .
' 642\’unidades osea 4 + 2

Lo anterior se puede resumir asi:
1284 + 2= (1200 + 2) + (80 + 2) + (4
800 + 40 + 2 = 642

Esta propiedad también se aplica en el calculo mental.

Gtro ejemplo: (48 — 12) + 6 = (48 + 6)— (12 + 6)=

8—-2=6

| CONTENIDOS BASICOS
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Un problema es una situacién por resolver. Para resol-

ver un problema se tienen unos datos o informacién.

que se debe utilizar para buscar la solucién,

La importancia de resolver problemas radica en que de
nada servirian los conocimientos bdsicos vy las habili-
dades que posee el alumno si no puede aplicarlos a la
solucién de sus problemas.

La habilidad para formular proble_maé es tan importan-
te como la habilidad para resolverlos.

!

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Con frecuencia en el trabajo educativo, se ha desarro-
llado 'més la'segunda que la primera. Sin embargo, ca-
da dra se ve mds la necesidad de estimutlar la habilidad
requerida para la formulacién de problemas de cada
uno de los temas estudiados.

Es conveniente orientar al alumno para que al formu-
lar los problemas vea cudles son los datos que necesi-
ta vy dénde estdn los aciertos y desaciertos de su razo-
namiento.

L

1
Para lograr este objetivo se pueden dedicar varias se-
siones de clase (por Io menos tres).
Es conveniente trabajar en grupo ya que el tema se
presta para que los alumnos discutan y se pongan de
acuerdo. o }

Se puede comenzar por problemas sencillos e ir
aumentando el grado de dificultad. E! profesor pue-
de seleccionar los problemas vy los alumnos le pueden
colaborar.

)
Se debe hacer énfasis en que el alumno entienda el
enunciado del problema, en que idantifique la informa-
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cién por los datos que conoce y vea cud! es la mejor
manera de emplearlos para dar solucién al problema.

Cuando hayan resuelto un nimero suficiente de pro-
blemas, los alumnos formulardn problemas con base
en sus juegos, en las compras que hacen, en las acti-
vidades del mercado, etc. Cada alumno puede escri-
bir en su cuaderno 2 & més problemas cuya solucion
requiera de una o varias operaciones entre nimeros
naturales, luego los analizardn en pequefios grupos
haciendo las correcciones cuando sea necesario.

Se ptjede aprovechar esta actividad para que los alum-
nos elaboren un presupuesto familiar, para lo cual es




necesario tener en cuenta lo que gana mensualmente
. la familia vy los gastos que necesita hacer para atender
a sus necesidades tales como vivienda, alimentacion,
salud, educacion, vestido, recreacion, etc. -

Como modelo de elaboracién de un presupuesto, el

d . -
alumno puede suponer el caso de.una familia forma-
da por cinco personas; de las cuales dos trabajan con
unos salarios de $10000 y $12000,

Se puede sugerir una presentacién de los datos como
la siguiente: 3

PRESUPUESTO FAMILIAR
MES: ARO: ’
A
) Ingresos recibidos ‘ Gastos realizados

Salario del padre 12000 - . ,
Salario de la madre 10000
Alimentacion ' 9000
Educacion 2000
Satud 2000
Vestuario 3000
Recreacion 1000
Arriendo 5000 ,
TOTALES 22000 22000
Célculo de la alimentacion : . - \

. 30 dias $ 300 diarios 30° x 300 = 9000 '

i
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La potenciacién es otra operacién entre nimeros natu-
rales que transforma una pareja de nimeros en otro nu-
mero natural llamado potencia. :

De la-misma manera como la multiplicacién por 2 u
otro natural mayor que 2, se considera como una adi-
cidén repetida, la potenciacién por 2 o méas se puede
considerar como una multiplicacién repetida.

Ejemplo: (3,2) ==3~-2=3=3x3=9
3 es la base; 2 es el exponente; 9 es a
potencia.

§

32 es la potencia indicada.

El conjunto de los niimeros naturales es cerrado para la
potenciacién, ’

Esta operacion:

— No es conmutativa: 32 = 9 pero 2% =.8

—  Noesasociativa: (32)% = 9% = 729 pero

(32)3 = 3® = 19683

—  Es modulativa a derecha: 3' 3 pero ,13 = 1.
; J
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— No es distributiva con respecto a la adicion ni a la
sustraccion. -

(2 + 32 =522 25 pero
13

22ﬂ-32=4+\9=

— Es distributiva por la derecha respecto a la muiti-
plicacién y a la divisién.

(2x3)% = 2% x 3 pero 22°° 4 22 x 2°

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

o
6 + 3?2 = 62 + 32 pero 20%3 4 28 .53

Al realizar operaciones entre potencias se presentan di-
ferentes casos:

— Potencias de distinta base y distinto exponente.

—  Potencias de la misma base y distintol exponente.
7

— Potencias de distinta base e igual exponente.

] I

A partir de los conocimientos que los alumnos constru-
yeron en 50. grado acerca de la potenciacién y de sus
dos operaciones inversas mediante la resolucién de ejer-
cicios, se espera que afiancen el concepto de operacion
y el cardcter esencialmente activo de ella.

Mediante la operacién potenciacién una pareja de nG-

meros se transforma en un solo nimero llamado po-
tencia.

La denominacién de la potencia estd dada por el expo-
nente. Asu decimos que 9 es la segunda potercia de 3
porque 32 = 9,0quebdesla sexta potenc»a de2o0
la segunda potencia de 8 porque 2° = 64y 8? = 64.

El otro ndmero que no es el exponente, se llama base.

La base indica de quien es potencia el resultado.

'

9 es potencia de 3,64 de 2,de 4 y de 8, etc.

En B5o. grado no se vid si la potenciacién cumplfa las
propiedades de la multiplicacién, por eso en este gra-
do se propone hacer esta comparacién para que sean

los mismos alumnos, posiblemente en grupos de tra-

bajo, quienes ileguen a las conclusiones, brevemente ex-
presadas en los contenidos bdsicos. Es importante insis-
tir en la aplicacién de la distributiva por la derecha, con
respecto a la multiplicacién y a la divisidn ya que esta
propiedad permite obtener ficilmente el resultado de
multiplicar (o dividir) potencias que tienen distinta ba-
se e igual exponente,

En cuanto a las operaciones entre potencias el proce-
dimiento mds general para hallar el resuitado de una
operacién consiste en calcular cada potencia indicada
y efectuar luego la Operacién propuesta. Este procedi-
miento se utiliza comGnmente cuando las potencias
.que intervienen en las operauones tienen distinta base
y distinto exponente

Cuando las potencias que intervienen en una opera-
cién tienen algln parecido ya sea porque tiene la mis-
ma base o el mismo exponente, los mismos alumnos
llegan a encontrar procedimientos que facilitan el
cdlculo de la potencia resultado.

En cuanto a la resolucién y formulacién de problemas,

éstos pueden tratarse en el momento en que el profesor
lo considere mds oportuno,

56

Pueden resolver algunos ejercicios como los siguientes:

— ¢(Cuantos cuadros tiene el tablero de ajedrez?

— Sabiendo que una’gruesa es una docena de doce-

‘ nas. {Cudntos paquetes de cugarrnllos hay en una
gruesa de cigarrillos?

— Decir si las igualdades siguientes son verdaderas o
falsas, En cada caso justificar la respuesta.

a) 3+ 2?2 =23%+ 22

b) (8 x )% = 8% x5

o (4-3°+44° -3

d) (3 x9)°=(27)°

o F + 52 = (3 + 5)° L

fl gt s a® =3t

9 §*-2*=(65-2*%

h) 67 — 6% = (6)7 =2
— . Hallar el resultado de 8% + 8°
 Pueden resolverlo asi’: g3 + g? =(-§-)3

¢{por qué?

4= 1% =

oasl: éa + 8% = 8% = 8% ¢por qué?

o también asi: 8% 3+ 8 = 512 3 512 =1

{por qué?
"De los resultados anteriores y con muchos otros
ejercicios se puede concluir, a este nivel, que todo

nGmero natural diferente de cero elevado a un ex-
. ponente cero es iguala 1.

S a+0 a=1
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La potenciacion es otra operacién entre nimeros na-
turales que transforma una pareja de nimeros Hlamados
base y exponente en~otro ndmero Hamado potencia.

exponente
5°°= [J

base, 53 = 125

'Ejemplo:

potencia

Maediante la potenciacién hemos hallado el resultado de
5%, que es 125; es decir hemos hallado la potencia co-
" nociendo la base y el exponente. 4

La potenc1acnon tiene dos operamones inversas: la radi-
cacién v la logaritmacion.

— Si se desconoce la base y se conocen la potencia y
el exponente, dicha base se.halla mediante la radi-
cacién. Para indicar esta operacién se utiliza el
signo llamado radical.

Bajo el radical se coloca la potencia que en esta
operacion se llama cantidad subradical. En la par-
te superior izquierda del radical se coloca el expo-
nente que en esta operacién se Hama indice.

El resultado, que corresponde a la base en la po-
tenciacion, en esta operacion se ilama raiz.

Cuando el indice es 2, se dice que se estd hallando
la raiz cuadrada o la raiz segunda.
Cuando el Indice es 3, se dice que se esta hallando
la raiz cibica o la raiz tercera.

Si el indice es 4, 5, etc., se dice que se estd hallan-

do la ra(z cuarta, la raiz quinta, etc., respectiva-
mente.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Asi en D3 = 125

Hay que buscar cuél es el nimero que elevado al
cubo da como resultado 125, lo que indicamos asi':

E-J

y decimos que se esta hailando laraiz cbicade 125.

indice .
radical | ’
L ¥195= raiz ctibica

cantidad subradical

Laraiz cibica de 125 es 3.

— Si se desconoce el exponente y se conocen la base
y la potencia, dicho exporiente se halla mediante la
logaritmacién,

Parg indicar esta operacién se utiliza la expresién
Log, enseguida mds abajo y en un tipo de fetra més
pequefio se escri/be la base y al mismo nivel que se
escribié log, se escribe la potencia. El resultado
gue corresponde al exponente en la potenciacién,
en esta operacion se Hlama logaritmo. “

Asien 50 = 125, hay que buscar cudl es el ex-

panente al cual tenemos que elevar a 5 para obte-
ner 125, lo que indicamos as!:

Log, 126 = (]

Y decimos que se estd hallando el logaritmo en
base 5 de 125, que es 3.°

Log, 125 = 3

Es posible que algin alumno pregunte por qué la po-
tenciacidn tiene dos operaciones inversas, mientras que
-la adicién y la multiplicacién sélo tiene una: a ellos se
les puede dar una explicacion como la siguiente:

Como la adicion es una operacion conmutatnva se tiene
queb + 4 =4 + 5 :

Por esta propiedad se tiene que si se desconoce uno de
los sumandos: 5 + [J. = 9 (lo que también puede
expresarse como [} + 5 9), para hallarlo se re-
curre a la sustraccién, que es la operacién inversa de
la adicidn. En los dos casos se obtiene [] = - 5,
oseaque [J= 4.
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Lo mismo sucede con la multiplicacién; cor ser una
operacién conmutativa, se tiene que 4 x5 = 5 x 4.
Al desconocer uno de los factores, esto es (x5 = 20,
{lo que también puede expresarse como 5 x [J = 20),
para hallarlo se recurre a la divisidn, que es la operacion
‘inversa de la multiplicacién. En los-dos casos se abtiene

(=20 < 5osea (J= 4

Esto mismo no sucede con la potenciacién, pues si se
camrbia el orden se cbtienen resultados diferentes.

23 =38

23 4 32
32 =9

CONTENIDOS BASICOS

La potenciacidn es una operacién gue no es conmuta-
tiva. Por:lo tanto si se desconoce un término en la po-
tenciacion, hay que mirar qué término es el:que falta,
porque si se desconoce la base, como en . D2 =9
para hallarla hay que recurrir a la radicacion, que es
una de las operaciones inversas de la pcotenciacion, asi:

0-ve

Si se desconoce el exponente como en 34 - 9 pa-
ra hallarlo hay que recurrir a la logaritmacién que
es la otra operacién inversa de la potenciacién, asi:
[:] =log, 9 = 2.°

-

En resumen, se tiene, que debido a que la potencia-
cion no es conmutativa, tiene dos operaciones in-
versas.

La raiz cuadrada perfecta o exacta de un ndmero na-
tural @, es otro ndmero natural 0, que elevado al cua-
drado produce el natural a. '

Ja=bsi bz{ =a
Asl: V16 = 4 pues 42 = 1&
La raiz cibica exacta o perfecta de un nlmero natural
a es otro numero natural b, que elevado al cubo pro-
duce el natural a.

a\la = b Si b3/= a
Asfl: ¥4 = 4 pues 4° = 64

La radicacién es una operacién distributiva con respec-
to a la multiplicacién y a la divisién. As/:

= Tm . I

P Y
n ,371 ‘
Ejemplos: Vaie=va J16=2.4=28
V64 =8
58

-

.I.

’16 16 =i=2
4 Ja 2
‘,{16
4

g

2

La radicacibn no es distributiva con respecto a la adi-
cidn ni a la sustraccion,

Va+ 164 Va+ V16
V25-16'# V25— V16

Las propiedades mencionadas anteriormente facilitan el
célculo de la raiz de un producto y de un cociente; evi-
tan cometer errores para calcular la raiz de una suma o
de una diferencia. '

Otra cropiedad importante para facilitar el cdlculo de
la raiz de una potencia indicada, cuando el ndice es
un divisor del exponente se puede expresar asi:

: P
p,/mﬁ:m; Jmpa = m9:
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1

Es conveniente orientar a los alumnos para gue des-
cubran algunas propiedades de esta operacién, asf
como los resultados de algunas operaciones entre po-
tencias.

A veces es mds importante que cuando encuentran
alguna propiedad la expresen con sus propias pala-
bras antes de llegar a expresiones matemdticas, lo

_importante es que la entiendan.

Por éjempio para la propiedad que Ime=m pue-
den expresarla diciendo que cuando a un ndmero se

le va a elevar a un exponente cualquiera y luego se la.

va a3 sacar una raiz que es igual.al exponente, no hay
necesidad de efectuar estas operaciones, pues el re-
sultado es el mismo namero.

Es importante insistir en la aplicaciéi de la distribu-
tiva con respecto a la multiplicaciéon y a la divisién
pues mediante esta propiedad se obtiene facilmente
el resultado de multiplicar o dividir radicales que
tienen igual el fndice y diferente la cantidad subra-
dical. .

Pueden resolver algunos ejercicios como los siguien-
tes: :

De cada una de las siguientes proposiciones decir si
es falsa o verdadera y por qué?

a) V25 + 164 V25 + V16
by /52 =5
o J3F= 38

d)‘i@;é\“ff |

LR 8

) ¥z7x8r=¥77x V&
g Jaxé6d+ Vva.JVeq

De la practica de efectuar operaciones con radicales y
de la aplicacién ce las propiedades de esta operacion,
es posible que los alumnos hallen un procedimiento pa-
ra verificar si un nimero tiene raiz exacta y si la tiene
como hallarla. Sugerimos el siguiente método.

Hallar ‘\/ a1

Descomponemos en factores primos la cantidad sub-
radical. .

81
27
9
3
1

Wwww

Como aplicacion de la propiedad, ¥ m® = m

se tiene que Y 34 = 3
Asi que Y 81 =3 ‘ »

" Hallar J 256"

266
128
64
32

16 256

fl

28

NNNNNNNN

v

L E Y

Como vamos a sacar raiz cuadrada expresamos a 28
como (24)2 ¢en virtud de qué propiedad de la po-
tenciacién? '
g
Asi se tiene V (24)2" = 2* en virtud de la propiedad
Smr=m

Por tanto v 256'= 2* = 16

_ Hallar V' 5837

5832 = 2% . 38

5832

2916

1458

729

243

81

27
9.

3

1

WWWWWWNNN

Mediante la propiedad-distributiva de la radicacién con
respecto a la multiplicacion,

3 3, 3 3 . 7 .
V23 V3= V23 (32 =2.32=2.9% 18
¢ mediante qué propiedades se lleg6 al resultado final?
Para la formulacibn vy solucién de problemas conviene
que los alumnos primero resuelvan algunos ejemplos

propuestos por el profesor y luego ellos formulen sus
propios problemas y los resuelvan.
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La logaritraciéon es una de las operaciones inversas

de la potenciacién que tiene por objeto hallar el expo-

nente al cual hay que elevar la base para obtener la
potencia.

As{.de la igualdad 32 = 9 se dice que el exponente al
cual hay que elevar a 3 para obtener Q es 2; luego el lc-
garitmo en base 2 de 9 es 2, lo que se simboliza.

Llogy 9 = 2

Cuando la base de un logaritmo es 10, se suele omitir el
10asi: Logy 100 = 2.

Se escribe Log 100 = 2
La logaritmacidén no es distributiva con respecto a la

multiplicacidn ni a la divisién, ni tampoco lo es con
respecto a la adicién y a la sustraccién.

La logaritmacion cumple propiedades como las si-

guientes:

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

i

1) log, A.B = Log, A +.Log,, B (logaritmo de
un producto). :

El logaritmo de un producto es igual a la suma de los
logaritmos de los factores .

2) Log, A = Log,, A — Log,, B (logaritmo de un
: cociente).

El logaritmo de un cociente es igual a la diferenciaren-
tre el logaritmo del numerador vy el logaritmo del deno-
minador,

3) Logy, m=1

4) Log, AN = n log,, A (logaritmo de una potencia)

El logaritmo de una potencia es igual al producto del
exponente por el logaritmo de la base {de la potencia).

5) Log, 1 =0

Se puede comenzar hallando el exponente desconocido
en un ejercicio de potenciacién para que los alumnos
vean la logaritmacién como una operacién muy sencilla
Yy Nno se asusten con la palabra "“logaritmo”.

Pueden ser ejercicios como estos:

Cudl es el nimero que va en el cuadrito?

g% =512 67 =36
3" =81
Pp§teriormente si pueden calcular el logaritmo con ejer-
cicios como:
Logs 27 = [] Logg 729 = [ ]
Log, 64 = [ ] Logs 625 = [_|
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También pueden formar igualdades a partir de otra
igualdad dada, empleando la potenciacién y la loga-
ritmacién.

De la igualdad 5% = 125 se deduce la
igualdad Logg 125 3

Ejemplos:

De la igualdad Logg 1296 = 4 se dedu-
ce la igualdad 6% = 1296

Para estiriar los logaritmos en base diez de a'gunos
numeros que no son potencias de diez, pueden hacer
un razonamiento como el siguiente:

|
1




Llog 1 =0 _
El logaritmo en base diez de un nu-
mero entre 1y 10, estdentre Oy 1,
Log 10 = 1 . )
o9 E! logaritmo en base diez de un nu-
mero entre 10 vy 100, esta compren-
Log 100 = 2 ) didoen1y2
El logaritmo en base diez de un nt-
mero entre 100 y 1000, estd com-
prendidoentre 2y 3
Log 1000 = 3.|

Log 10000 = 4, etc...

Asi por ejemplo el logaritmo en base diez de 95 estd
entre 1 y 2, se puede decir que es 2 aproximadamente.

Log 95 = 2

Si el docente observa que los alumnos pueden lograr el
objetivo 22, se recomienda orientarlos para que descu-
bran las propiedades, con base en los conocimientos
que tienen acerca de la potenciacién, y que las ex-
presen en su propio lenguaje. No es necesario llegar
a las expresiones matemdticas que resumen éstas pro-
piedades.
Ejemplo: Explicar, con base en los conocimien-
tos que posee sobre la potenciacién,
el por qué de las propiedades de la lo-
garitmacién; :

7/

52 X54 - 52"‘4 = 56

Logs (52 x5*) = logg5% + logg5* = 2 + 4 = 6

De cada una de las siguientes proposicionés decir si es-
falsa o verdadera.

Logs 625 = logs 5 + logs 125

Log, 729 _ Logs 729

81 Logsz 81
— Logg 65 =0
— Logg 1 =1

— Log, 9¥ = 101o0g; 9

— Logg 512* = (Logg 512)*

144

— Log,, )

= Log,; 144 — log,, 12

Calcular Logs {125 x 25) =

Log, 6561 .

81
Logy, 11 = : :

Log, 49" =
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No es posible definir lo que es una relacién en térmi-
nos de conceptos mds fundamentales, es posible en-
contrar algunos sindnimos que permiten dar mayor
claridad sobre este concepto.

Los sin6nimos mds usuales de relacién son: referen-
cia, respecto, nexo, lazo, vinculo, conexién.

Existen relaciones familiares, relaciones sentimentales, ~

relaciones de trabajo, relaciones de orden, etc. »

Estas relaciones aparecen en el lenguaje usual y en el
lenguaje matemdtico es expresiones como las siguien-
tes:

Juan es el padre de Pablo
Antonio es amigo ge' Mar(a
Luis es jefe.de Diego

Ana es mayor que Lyz

2 es divisor de 4, etc.

Estas relaciones se denominan binarias porque se dan o
se establecen entre dos elementos.

En el ejemplo anterior; la relacién "es padre de” se da
entre Juan y Pablo; la relacién "‘es amigo de" se en-
cuentra entre Antonio y Marfa; la relacion "‘es jefe de”

se establece entre Luis y Diego; la relacion “es mayor
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que’’ se establece entre Ana y Luz y la relacién "es di-
visor de’’ se establece entre 2y 4. :

Existen también las llamadas relaciones unarias, mds
conocidas como predicados. Estas relaciones aparecen
en expresiones como las siguientes:

Pepe es un caballero
Il es primo
3esimpar

Este y otros tipos de relaciones (ternarias, cuaternarias,
etc.) no son objeto de estudio en este grado.

Usuaimente el esquema de Iectura de una reIamén bma-
ria es el sugmente
‘...es (el, la,un, una) de (que) ... "

En los dos puestos donde estdn los puntos (...) estdn

los elementos que se relacionan vy en la (—) el nom-

bre de la relacién.

Ejemplo: 2 es {un) divisor de 4

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

)

Algunas relaciones se pueden representar mediante sim-
bolos relacionales propios de las matemdticas, tales

© como:
< :...es (estrictamente) menor que . . .
> . ...es mayor o igual qu(e .-
C :...essubconjunto de (o esigual a) ...

I :...esparalelaa...

Es importante no confundir la relacién con el simbolo
que la representa. Asl la relacion que se establece entre
dos simbolos que representan a un mismo objeto, es la
relacién de igualdad; el simbolo con que se representa
es el siguiente: =

Una misma relacién puede representarse de varias
formas diferentes:

— Con una palabra abstracta como divisibilidad,
igualdad, etc.

— Con una o varias palabras del esquema de lectura.

— Con un simbolo matemdatico

Inicialmente los alumnos identifican cuando, en el len-
guaje usual, se estd expresando una relacién. En las fra-
ses relacionales conviene que identifiquen los elemen-
tos que se estdn relacionando, el esquema de lectura de
la relacién y el nombre de la relacidn.

En las frases donde aparezca una relacién matemética
conviene ademds, que las escriban utilizando los sim-
bolos convenidos para representarlas; sblo se hard refe-
rencia a aquellos simbolos que algunos ya conocen 0
utlllzan con mucha frecuencia.

Ejemplo: Tres es mayor que uno: 3 > 1

También puede ‘darse la simbalizacién de una frase re-
lacional para que el alumno la exprese segin el es-
quema de lectura,

> 0; el nimero n es mayor o igual

Ejemplo: n
. a cero.

A C B; A estd contenido (estructamen-
te) en B.

A es subconjunto (propio) de B.

\
Para reforzar la diferencia entre un concepto y la sim-
bolizacién del mismo, el profesor puede recordartes la

diferencia que existe entre un nimero vy el numeral (o
simbolo) que lo representa.

Se pueden hacer algunos ejercicios en donde, .dadas
unas proposiciones, el alumno dlga si se refleren al ng-
mero o al numeral.

Ejemplo: - dos es par; se refiere al nimero.

el dos, en base diez, tiene una cifra; se
refiere al numeral.

Otros ejercicios que sirven para establecer la diferencia
que hay entre un objeto (denotado) y el simbolo {de-
notante) que se utiliza para representarlo, pueden ser
como los siguientes:

— Bogotd es la capital de Colombia. En este caso la
" frase se esté refiriendo a la ciudad.

— Bogota se escribe con seis letras. En este caso la
frase se estd refiriendo a la palabra (simbolo) con
la cual represento la ciudad.

De la misma forma se vuelve a hacer notar la diferen-
cia entre una relacién y el simbolo que se utllnza para
representarla.
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Un numero natural n es menor que otro nimero natu-
ral m si n es cardinal-de una coleccién menos numerosa
que la coleccidn de ia que es cardinal m.

Ejemplo:

Observamos que B es mds numeroso que A, es decir en
B hay mds elementos gue en A. También es lo mismo
decir que A es menos numeroso que B, es decir que en
A hay menos elementos que en B. Como el cardinal de
A es 3 v el cardinal de B es 5 tenemos que las relacio-
nes entre los nimeros son:

5 es mayor gue 3 3 es menor que b

Dados dos nameros naturales diferentes'siempre pode-
mos decir cudl es menor y cud! es mayor, es decir pode-
mos establecer las relaciones ** ... es mayor que ..."" v
* ...esmenorque .. entre ellos dos:

Ejemplos: Dados el 3 y el 5 podemos decir:

\

“5 esmayorque 3 vy

" 3 es menor que 5 "

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

En el esquema de lectura siempre se lee primero la ima-

" gen: en la relacién * ... es mayor que ... ' se lee prime-

ro el mayor, en el ejemplo, 5; en la relacién “ ... es me-
nor que ... "' se lee primero el menor, en el ejemplo, 3.

Para representar la relacién en un diagrama sagital (o -
diagrama de flechas), la flecha que une los elementos -
relacionados siempre debe apuntar a la imagen.

En el caso de la relacion ... es mayor que ... ”’ siempre
debe apuntar al mayor.

Ejemplo:

En este diagrama estd representada la relaciéon ”* ... es
mayor que ... "enet conjunto A= {2,3,5 }

Las parejas que pertenecen a esta relacién son:
(2,3): 3esmayorque?2
{3,5) : Besmayorque3
(2,5) : 5es mayor que 2

L.os elementos de las parejas van en orden contrario al
del esquema de lectura.

El profesor podré proponer a los alumnos algunos ejer-
cicios como los siguientes:

— Representar en un -diagrama sagital la relacion
... es mayor que ... "’ en el conjunto
A= {1,35,79}
y hallar el conjunto de parejas que pertenecen
a la relacién.

R={(1,3),(1,5),0,7),(1,9),(3,5),(3.7),(39),
(5,7),(69),(79) }

A continuacién hard un ejercicio similar pero con la re-
lacion * ... es menor que ... ’ en la recta numérica.

Ejemplo: 5es mayor que 2 , 4 es menor que 7

Observar como dados dos niimeros naturales el menor
estd a la izquierda del mayor en la recta numérica o io
que es lo mismo el mayor estd a la derecha del menor.
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En el diagrama sagital de estas dos relaciones los alum-
nos pueden recordar algunas propiedades, que desde
cuarto grado, observaron en dichos diagramas:

- No existe un par de flechas de ida y regreso, es de--

cir los caminos son de una sola via. Esta es la pro-
piedad antisimétrica.

— Siempre que se pueda transitar por dos flechas se-

’,

guidas, hay una flecha directa. Esta es la propiedad
transitiva,

Cada vez que se presente la ocasidén, conviene que el
profésor insista en la diferencia entre las propiedades
de las relaciones y las de las operaciones pues en mds
de una ocasidén hemos observado falta de claridad en
esto. ‘

"CONTENIDOS BASICOS

Un nimero a es multiplo de otro b, si se puede expre-
sar como el producto de b por un nGmero natural n. Es
decira = b x n.

Se dice que b es un divisor de a, si al dividir apor b el
cociente es un nimero natural ny el residuo es cero,
Oseaa + b = n;ntambién es un divisor dea.

E! conjunto de los muitiplos de un ndmero se obtiene
al multiplicar dicho ndmero por los nimeros naturales,
excluido el cero. Como el conjunto de los nimeros na-
turales es infinito, la lista de los multiplos de un ndme-
ro es interminable.

El conjunto de les divisores de un nimero esta forma-
do por todos sus factores y tiene un ndmero finito de
elementos.

El conjunto de los mdltiplos de b se simboliza por M b
y el de los divisores por D b.

{6,12,18,24,30,... }

Ejemplos: M6

D6={1.2,361
Las relaciones ' ... es militiplo de ... "y " ... es divisor
de ... "' pueden estudiarse simultdneamente puesto que

una de elias es la inversa de la otra, Para ello se tendrd
en cuenta:

a) Las proposiciones que resultan cuando en el esque-
ma de lectura de la relacién se reemplazan los pun-
t0s suspensivos por_nlmeros tales que la proposi-
cién que resulte sea verdadera.

Ejemplo: ““12es miltiplode 6 ' @
Si se intercambian los argumentos, es necesario

cambiar la relacién para obtener otra proposicién
verdadera, asi:

" 6esdivisorde12” @

b) Las parejas de la relacion; en el esquema de lectu-
ra se lee primero la imagen, segunda componente
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de la pareja ordenada. Asi de |a proposicién @ se
obtiene la pareja (6, 12), de la proposicion (@) se
obtiene la pareja (12, 6).

c) El diagrama sagital.Si en el conjunto A = {12,6}
- se considera fa relacién * ... es multiplo de ... "’ Ia
flecha indicard al maltiplo, asi:

7
Si se considera la relacién " ... es divisor de ... "', la
flecha sefialara al divisor, asi:

A

~Un solo diagrama para las dos refaciones, serfa.
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En la Bésica Primaria se estudiaron estas dos relaciones.
Desde el segundo grado se empezd por identificar mal-
tiplos estrictos y divisores estrictos de algunos nimeros.

Se consideran multiplos estrictos de un nimero dado a
todos los multiplos mayores que él. Divisores estrictos
de un nimero dado son todos sus divisores diferentes
del mismo ndmero.

De estas dos relaciones se construyeron los diagramas
sagitales correspondientes y se reconocieron, empirica-
mente, a partir de los diagramas las propledades anti-
simétrica y transitiva.

Para esta actividad el profesor podrd dividir el tablero
en dos columnas y asignarle una a la relagion " ... es
multiplo de ...”” v la otra a la relacién * ... es divisor
de ...”. Los alumnos hardn lo mismo en una hOJa de

su cuaderno. .

Los alumnos dardn ejemplos de parejas de nimeros ta-
les que la segunda componente sea un multiplo de la
primera y construirédn la proposicién correspondiente,

Ejemplos: (5, 30)  “ 30 es mltiplo de 5"

El profesor formulard preguntas similares para la rela-
cidén ... es divisor de ...” y otras que lleven a los alum-
nos a elaborar un cuadro semejante a:

>
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"

. es miltiplode . . ."”" *“, ..esdivisorde...

30 es multiplo de 5, 5 es divisor de 30

5x 6=230 30 +5=6
/‘\\ 5 es factor de 30
5 30 5 30
(5, 30) (30, 5)
La relacién . . . es mumplo de. " es la inversa de la
refacién es divisor de .

Si a es muitiplo de b entonces b esdivisor o factor de a.

-(b,a)

N

b a

{a,b)

Otras relaciones como: ** ... es potencia exacta de ...”
y sus dos inversas también se pueden estudiar.

En cada una de las relaciones se analiza si tienen 0 no
las propiedades antisimétrica y transitiva. Conviene
dar ejemplos de relaciones que no tengan las propie-
dades anteriores pues esta comparacién ayuda a cons-
truir mejor l0s conceptos.

Usualmente las operaciones binarias se expresan con
alguno de los esquemas siguientes:

"la, el de..vy..

En los dos puestos donde estan los puntos ( ...) se'co-

'locan los signos que representan los elementos con

los cuales se va a efectuar la operacidon; y en la raya

( ) se coloca el nombre del resultado de la ope-
racion,
Ejemplos: “lasumade 2y 3"

“ el producto de 5y9”

"la unionde A y B "

7] "

El esquema se, podria abreviar asi:

En este caso también se colocan los simbolos gue re-
presentan los elementos con los cuales se va a efectuar
la operacién en los dos puestos donde estan los pun-
tos { .. ), y en la raya una expresion que indica cuél es
la operacidn que se va a efectuar.

Ejemplos: "2 mds 3"
" 5por9”
“ A unién B

Estas expresiones también se suelen representar asi:

"2+3" " 2 sumado con 3~
"5x9" " § multiplicado por 9
“AuB” " Aunidocon B "
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Todas las expresiones anteriores, tanto las del esquema
largo como las del esquema abreviado estdn represen-
tando el resultado que se obtiene de efectuar una ope-
racion entre dos elementos de un conjunto. A la opera-
cién la representamos sobre la raya y a fos elementos
los representamos sobre los puntos ( ... ).

Ejemplo: Lasumade 2y 3; 2 mds 3

Son todas expresiones que representan al cinco (5), que
es el resultado que se obtiene al sumar el dos (2) con el
tres (3).

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Para reconocer el ordende lectura de las operaciones bi-
narias podrdn hacer un ejercicio similar al gue se le pro-
pone para reconocer el esquema de lectura de las rela-
ciones binarias. Esto es, recoger un nuimero suficiente
de expresiones que aparecen en el lenguaje matemdtico
conocido por los alumnos y gque estdn representando

una operacion binaria.

Compara las diferentes expresiones observando qué
tienen en comdn y en qué se diferencian unas de otras,
para finalmente, con la ayuda del profesor, reconocer
el esquema de lectura,

CONTENIDOS BASICOS

~ Hay ciertas palabras de} lenguaje que se utilizan en for-

ma ambigua, es decir, una misma palabra se utiliza para

denotar objetos diferentes.

Ejemplo: La palabra ''suma” se utiliza para de-
notar el resultado de una adicién vy -
también se utiliza como sin6nimo de la

e operacién  misma de adicion, lo cual nos

puede hacer pensar que el resultado
que se produce al efectuar una opera-
cion vy la operaciéon gue se efectla son
lo mismo.

Cuando tenemos una e/xpresién como ' 2 + 4’ esta-
mos representando el resultado de efectuar una opera-
cion, el signo " + " nos indica la operacién que hay
que efectuar para obtener este resultado, en este caso
adicionar el 2 con el 4 para obtener el 6. La operacién

.
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es la adicién v el resuitado es la suma (en este caso,
el 6).

Si la operacion es la multiplicacién- al resuftado se fe

- llama producto, etc,

Podemos resumir en un cuadro, asi:

OPERACION RESU LTAbO
Adicién Suma
Sustraccidn Diferencia
Multiplicacién Producto
Divisién | Cociente

El profesor propondra algunos ejercicios como los sn-
guuentes

Llenar el espacio en blanco para que las siguientes pro-
posiciones abiertas se conviertan en proposiciones ce-
rradas verdaderas.

O s0J2

6 2 x 2

3+2 6 7—-1=D

70 O 202-

Por medio de ejercicios como éstos el profesor podrd
hacer ver a los alumnos la diferencia que hay entre el
resultado de una operacion y la operacion misma,
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También se podran hacer ejercicios en donde, dada
una proposicién acerca de una operacién o de un resul-
tado, el alumno dira si la proposucuon se refiere a la
operacuﬁn o al resultado.

- La suma de un ndmero par con un
ndmero impar da un nimero par.
' En este caso se refiere al resultado.

Ejemplos:

- La multiplicacién se puede hacer
en forma abreviada. En este caso
se refiere a la operacnﬁn
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Las relaciones son el refiejo de la teorfa que vamos
construyendo acerca de los objetos de un conjunto.

Las operaciones son el reflejo de la prdctica real que
hacemos sobre los objetos de un conjunto para trans-
formarlos 0 para obtener nuevos objetos.

Si “tomo dos objetos del conjunto
de naturales, como el 2 y el 4 puedo

Ejemplo:

observar " qué relaciones hay entre
ellos y expresarlas mediante unas
frases.

4 es mayor que 2
2 es menor que 4
4 es multiplo de 2

2 esdivisorde 4

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Estas frases me dicen algo acerca de
estos objetos: expresan las teorfas que
hemos desarrollado acerca de ellos.

Pero si efectllo una operacién con esos
mismos objetos, el 2 y el 4 obtengo otro
objeto: si sumo el 2 con el 4 obtengo
el 6. :

Si multiplico el 2 por el 4 obtengo el 8.
Si divida el 4 por el 2 obtengo el 2. Si
resto 2 del 4 también obtenga el 2.

Por lo tanto las expresiones 2 + 4,
2x4,4 + 2,4 — 2, no son frases acer-
ca de esos objetos, sino simbolos para
representar un objeto que obtuvimos al

p; efectuar la operacion y que expresan el
resultado de las prdcticas que hemos
hecho con ellos.

Se les podrd proponer a los alumnos un ejercicio como
el siguiente:

Llenar el espacio en blanco de los ejercicios impares
con el simbolo de una relacién, y el de los gjercicios pa-,
res con el de una operacién. '

3 8.
23 8.
3 A B
4 A B.
5 18___ 9.
6 18 9.

Una forma de resolverios es:

o3 < &

2 3 __+ 8

3) A < B
4 A _uvu B
5) 18 ] 9 {18 es multipio de 9)

Después de que los alumnos hayan resuelto el ejer-

. cicio, con la ayuda del profesor observardn que las

expresiones que resultaron en los casos impares, don-
de colocaron el simbolo de una relacién, son proposi-
ciones acerca de los objetos respectivos, y que las ex-
presiones que resultaron en los casos pares, donde co-
locaron el simbolo de una operacién representan los
objetos que se obtienen al efectuar la operacién indi-
cada, :
El profesor preguntard que es 3 + 6, A u B, 6
18 + 9 vy luego preguntard quées 3 < 6, A cB,
6 18 1 9. Luego preguntard si es verdad que 3 + 6,
A u B 618 & 9, paraque losalumnos distingan las
expresiones simbdlicas gue representan frases © propo-
siciones, de las que representan objetos.
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Descomponer un nimero en sus factores primos es
transformarlo en un producto indicado de factores
primos.

10 = 2 x5 Losfactores primos de 10

Ejermiplo:
. son2y5H

Para descomponer un ndmero en sus factores primos se
divide el nimero dado por el menor de sus divisores
primos; el cociente se divide también por el menor de
sus divisores primros y asi sucesivamente con los demds

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

cocientes, hasta hallar un cociente primo, que se dividi-
rad por s/ mismo,

Ejempilo: Descomponer en factores primos a 204.
204 2 204 = 2x2x3x17
102 2 '

51 3 o también

17 17 204 = 22 x 3 x 17
1

Aplicando los criterios de divisibilidad hallaran los fac-
tores primos de algunos nimeros.

Cuando los alumnos estdn descomponiendo, en algunos
casos pueden creer que porgue un ndmero como 391
no es divisible por los nimeros primos pequefios como

2,3,5,7, 11, etc., este nimero es primo. En estos ca--

sos deben verificar si el nimero es primo o no, de la
siguiente manera:

Se divide dicho ndmero por todos los niimeros primos
menores que él vy si se llega, a una divisién con residuo
diferente de cero en la que el cociente sea igual-c me-
nor que el divisor, el nimero dado es primo. Si alguna
de las divisiones da como residuo el cero, el nimero no
€s primo. )

Ejemplo: 391 es un niimero primo?

Aplicando los criterios de divisibilidad,
vemos que no es divisible por 2, 3,5, 7,

ni 11. Veamos si es divisible por los si-

guientes nimeros primos.

391 13 391 | 17
01 30 51 | 23
0

Como esta Ultima divisidn tiene residuo
0, sus factores primos son: 17 y 23.
Luego 391 no es primo.

Averigiemos si 191 es primo.

191 no es divisible por 2, 3,5, 7, ni por
11. Ensayemos para 13y 17.

191 13 191 | 17
61 14 21 | 11
09 4

N

En esta (ltima division, el residuo es di-
ferente de O vy el cociente 11 es menor
que el divisor 17. Por lo tanto 191 es
primo.
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El mayor de los divisores comunes de dos nGmeros se
denomina el médximo comun divisor de dichos nimeros.

El méxirr)o comin divisor de.dos nimeros se puede ha-
llar de varias maneras.

a) Se halla el conjunto dJe los divisores comunes a los
dos ndmeros {como en el objetivo anterior) vy se es-
coge el mayor de éstos.

.

b} Se descomponen los nimeros en sus factores primos
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Se escogen los factores comunes elevados al menor
exponente y se multiplican.

El resultado de esta multiplicacion es el maximo
comun divisor de los dos nimeros.

Cuando el maximo comdn divisor entre dos nime-
ros es 1, se dice que los dos niimeros son primos en-
tre sf. : .




SUGERENCIAS METODbLOGICAS

Inicialmente los alumnos podrén hallar el méximo co-
mun divisor de dos nimeros identificando el mayor de
los divisores comunes. ,

Ejemplo: Hallar el méximo comtndivisor (M.C.D. )
de 30y 18.

Se buscan los divisores de 30 y 18, esto
puede hacerse utilizando los criterios de
divisibilidad :

30 es divisible por 2 puesto que termina
en O, y por tanto es par.

30 es divisible por 3 puesto que la suma
de los valores de sus cifras es 3.

30 es' divisible por 5 puesto que su Ulti-
ma cifraes O.

30 es divisible por 2 y por 3.

30 es divisible por 10, puesto que es di-
visible por 2 y por 5.

30 es divisible por 15 puesto que es divi-
sible por 3 y por 5.

Ademds todo nlmero es divisible por si -

mismo y por 1.

Encontrar los ndmeros por los cuales es
divisible un nimero equivale a hallar los
divisores de dicho nimero.

D30 = {1,2,3,5,6,10,15,30}
En forma similar se pueden buscar los
divisores de 18.

D18 = {1,2,3,6,9,18}

Se buscan los divisores.comunes:

D30nD18 = {1,2,3,6}
El mayor de los divisores comunes es 8,
entonces:

M.C.D. (30,18} =

Antes de hallar el M.C.D. utilizando ef otro método, el
profesor recordard otra forma de hallar los divisores de
un ndmero. Esto es, descomponiéndolo en sus factores
primos (para lo cual también se utilizan criterios de di-
visibilidad).

Ejemplo: 30
- 15

G1LWN

Ademds de los factores primos, en este caso, 2,3,Y 9,
son divisores de 30 los productos entre estos factores:

2 x 3=26
-2 x 5=10
3 x5 =15

2x 3 x 5= 30

De esta forma podemos completar la lista de los diviso-
res de 30, asf: incluyendo el 1.

D30 = {1,2,3,5,6,10,15,30}@
De la misma forma: 18] 2
913
3] 3
1

En este caso fos factores primos son: 2 y 3, vy los pro-
ductos son:

2x3=6
3x 3=29

2x 3 x 3= 18
D18={1236918}@

Ahora hallardn el M. C. D. de 18 y 30. Observando (@)
Yy @ podemos decir que los divisores comunes de 30
y 18son {1,2, 3,6 }o seaque:

D30n D18= {1,2,3,6}

E! mayor de los divisores comunes es 6, entonces:

M. C. D. (30,18) =

Ahora hallardn el M. C. D. de 18 y 30, utilizando el
otro método.

. 18] 2 30|3
9|3 15| 3
313 515
1 1
18 = 2x 32 30 =2x3x5

Factores comunes elevados al menor exponente:

2x3 = 6,

El profesor orientard para que basados en el gjercicio
anterior (hallar todos los divisores de un namero a par-
tir de sus factores primos) encuentren una justificacion
al escoger los factores comunes elevados al menor ex-
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ponente. Se espera que observen que los factores que
no son primos se pueden obtener como producto de
fos factores primos.

. {
CONTENIDOS BASICOS

Haran algunos ejemplos de dos nimeros que tengan
como M. C. D. 1 para que reconozcan que son primos

entre si,

El minimo comin multiplo de do$ nGimeros, es el me-
nor de los multiplos comunes de los dos nUmeros.

Para hallar el minimo comdn multiplo (M. C. M.) de
dos ndmeros, se halla el conjunto de los maltiplos de
cada uno, luego se halla el .conjunto de los multiplos
comunes O sea la interseccién de los dos conjuntos y
se selecciona el menor de los multiplos comunes, que
corresponde al M. C. M,

HallarelM.C.M.de 8y 12,

Ejemplo:
M 8 = {8 16 24, 32, 40, 48, ... }
M12 = {12, 24,36,48,..}

M8 n M12 = {24,48, ..}

E! menor de estos multiplos comunes es
24, o sea que:

M.C.M.(8,12) = 24

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Otra forma de hallar el M. C. M. de dos nimeros es me-
diante los siguientes pasos:

— Descomponer en factores primos cada uno de los
ndmeros.

— Seleccionar los factores comunes con su mayor ex-
ponente y los no comunes tomados una sola vez,

— Efectuar el producto de los factores seleccionados.

Ejemplo: Hallarel M. C.M.de 8y 12.
8|2 12 12
412 6| 2 )
2|2 8=2% 313 12 =2%x3
1 1

M.C.M.23x3 = 24

Hardn varios ejercicios por los dos métodos para que
los alumnos después elijan cual siguen . utilizando.

Tomaran dos nlimeros que sean primos entre si, y ha-
liardn el M. C. M. para que concluyan que cuando dos
ndmeros son primos entre si, el M. C. M. de los 2 ni-
meros es el producto de ellos.

Seria conveniente que los alumnos busguen alguna
justificacion al hecho de que para hallar el M. C. M.,
por descomposicidn en factores primos, se hallen los
factores comunes elevados al mayor exponente y los
no comunes tomados solo una vez.

Podradn analizarlo en un caso como el siguiente: hallar
el M.C. M.de8vy 12
g = 28 12 = 22 x3

Si se tomara el producto de los dos nimeros, €n este
caso:

8x12=2%x 2" x 3=06
resulta un maltiplo de los dos nimeros pero no es el
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menor, puesto que ésto sélo ocurre cuando los dos nd-
meraos son primos entre si, y en este caso no lo son.

Observardn que 2 es factor de los dos nimeros, de uno
es factor tres veces (23) y de otro es factor dos veces
(22), es decir que 23 ya seria muitiplo de 22 por tanto
se escoge 23 y no 22, .

Para el M, C. M. no seria suficiente 2% = 8 ya que no
es multiplo de 12, por eso se toman factores no comu-
nes (en este caso 3) vy se tendria:

23 x 3=24
que si es muaitiplo de 12 y 8 y ademds seria el menor.

Pueden aprovechar para hallar el M. C. M. de tres ni-
meros por cualquiera de los métodos, o, por simple
inspeccidn si ya han adquirido esa habilidad.

Es conveniente que el profesor proponga a los alumnos,
problemas cuya soluciéon requiera hallar el M. C. D. v/o
el M. C. M. de varios nimeros. Los alumnos también
formulardn sus problemas y los resolverdn.

[at

]
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| Unidad |l

PROPOSICIONES,
CONDICIONES Y CONJUNTOS

Introduccion

Con los temas y ejercicios incluidos en esta unidad se
pretende contribuir a desarrollar en los alumnos sus ca-
pacidades de razonamiento verbal y de pensamiento
formal.

“Para razonar con efectividad se requiere utilizar cuida-

dosa y acertadamente el lenguaje y en particular com-

prender no solamente aquello que expresa una asevera-
cion, sino también lo que ésta implica y cdmo la misma
se relaciona con otras aseveraciones ’. (Proyecto de In-
teligencia, Razonamiento Verbal, Manual del Profesor,
Unidad |).

Con base en el lenguaje usual vy en el lenguaje matem:4-
tico conocido por los alumnos se les Hleva a adquirir
cierta capacidad para analizar, evaluar y establecer rela-
ciones entre proposiciones, Estas Ultimas constituyen

los elementos del sistema légico, objeto de estudio de -

la presente unidad.

En las proposiciones se distingue el término vy el predi-
cado; en este tiltimo se explicita la condicién o condi-

v [

Objetivos generales

— Hallar los requisitos necesarios para establecer la
verdad o falsedad de frases cuantificadas.

— Analizar proposiciones simples y compuestas y ha-
ilar el valor de verdad de proposiciones.

— Distinguir proposiciones abiertas y proposiciones

cerradas.

ciones .que cumple el término de la proposicién.

Las frases simples que forman las proposiciones funda-
mentales no son suficientes ni siquiera para expresar
una minima parte del lenguaje usual y det lenguaje ma-
temdtico. Nos damos cuenta que cuando expresamos
nuestras ideas por medio de frases compuestas, intervie-
nen palabras de enlace como*'no”, ’'y"’, ""0’’, que'cons-
tituyen las operaciones del sistema. En la presente uni-
dad se analizan también las frases compuestas.

Es igualmente importante precisar el referencial y los
conjuntos cuyos elementos cumplen determinadas con-
diciones con el fin de decidir sobre el valor de verdad
de las proposiciones referidas a dichos conjuntos. En
las proposiciones abiertas, el término desconocido to-
ma su valor de! referencial que se fija. Este tipo de pro-

'posiciones se cierran por cuantificacion o por sustitu-

cién, siendo este Ultimo el que mds se utiliza en esta
unidad. Para resolver ecuaciones de primer grado se
utilizan los procedimientos de la aritmética ya conoci-
dos por los alumnos.

~— Hallar conjuntos a partir de una condicién o de la
combinacidn de condiciones y viceversa.

— Establecer algunas relaciones entre conjunto y rea-
lizar algunas operaciones entre ellos.
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Objetivos' especificos, indicadores de evaluacion,
contenidos y sugerencias metodoldgicas

CONTENIDOS BASICOS

"I_os cuantificadores son importantes porgue sin ellos
las aseveraciones son frecuentemente ambiguas. Sin em-
bargo, al usarlo se debe tener cuidado en selecciorar los
cuantificadores apropiados. Los cuantificadores Todos
y ninguno implican mds conocimiento y dan mas infor-
macion gLe los cuantificadores Algunos y No todos.
Aseveraciones que comienzan con Algunos o No todos

son mucho menos riesgosas que las aseveraciones que

comienzan con Tudos o Ninguno. Mds, adn, los requisi-
t0s necesarios para demostrar que una aseveracidn es
verdadera o falsa varian grandemente de acuerdo a c6-
mo esa aseveracidn esté cuantificada...

/

Generalmente es mucho mas dif{cil demostrar que una
aseveracién universal es verdadera que demostrar que
una aseveracidn universal es falsa. Por otro lado, es mu-
cho mds facil demostrar la verdad de una aseveraciéon
particular verdadera que demostrar la falsedad de una
aseveracion particular falsa. (Proyecto de Inteligencia,
Razonam.iento Verbal, Manual del Profesor, Unidad |,
Leccién 3).

Recordemos que no todas las frases del lenguaje son
proposiciones. En el lenguaje corriente se pueden dis-
tinguir dos tipos de proposiciones: simples y com-
puestas.

Las proposiciones simples son como éstas: !

Dos es par

Maria tiene dos hermanos-

Para simbolizar una proposiciébn simple se acostumbra
utilizar una letra mindscula, generalmente p, q, r, s,...
o la inicial de una palabra de Ia proposicion.

Las proposiciones compuestas se forman a partir de
proposiciones simples que se ‘‘conectan’ mediante par-
ticulas de enlace. Estas particulas se denominan usual-
mente conectivas l6gicas. Ellas constituyen las opera-
ciones entre proposiciones.

Las proposiciones compuestas son como éstas:

Pablo estd en cine y Juan estd estudiando
P q

El ldpiz es rojo o El ldpiz es azul
r s

Si Tomds tiene 7 afios entonces Victor tiene 9 afios
t : v

Y, 0, si... entonces..., etc., son particulas de enlace o sea
conectivas logicas. Consideradas como operaciones,
ellas transforman dos proposiciones simples en una pro-
posicibn compuesta.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

En la Basica Primaria los alumnos trabajaron con frases
cuantificadas del lenguaje usual, por eso se propone
empezar esta unidad retomando ese tipo de expresiones

i
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para hacer un andlisis méds cuidadoso de ellas en cuanto
a las condiciones necesarias para establecer su valor de
verdad.

)



es un meta

Veamos los siguientes eJemplos
1. Todos los arquitectos son buenos dnbu;antes

Para determinar si esta frase es verdadera, sin que que-
de ninguna duda, seria necesario averiguar si cada uno
de los arquitectos es un buen dibujante. Aunque poda-
mos imaginar que esta tarea puede hacerse, es practica-

mente imposible. Luego determinar si la frase es verda-

dera resulta dificil.

Para determinar si la frase es falsa (suponiendo que lo
sea) bastaria encontrar un solo arquitecto que no sea
buen dibujante. Esta tarea resulta relativamente facil
comparada con la anterior.

2. Algunos buzos son buenos pescadores .

Determinar si esta frase es verdadera (suponiendo que
lo sea) resulta relativamente facil pues bastaria encon-
trar por lo menos un buzo que sea buen pescador. Mien-
tras que para demostrar que tal frase es falsa (suponien-
do que lo sea) seria necesario constatar de que no hay
ningéh buzo en el mundo gue sea al mismo tierr po un
buen pescador. Esta tarea resuita tan dificil como aque-
lia de demostrar que la frase de {a forma: todos los A
son B, como la del primer ejemplo, es verdadera.
, ,

" Con frases como:

3. No todos los alumnos del colegio son colombianos.
4. Ningin profesor del colegio es soltero.

Se puede suscitar una discusién que conlleve a encon-
trar conclusuones similares_ a las obtenidas para las fra-
ses 1y 2

ﬂConvnene proponer frases en las cuales los alumnos uti-

licen los conocimientos aritméticos que; construyeron

en la Basica Primaria:

— Todos los nimeros impares son multiplos de 3.
— Ningdn divisor de 20 es multiplo de 6.

— Algunos nimeros naturales son primos.

\

N

— No todos los nimeros naturales son cuadrados per-
fectos.

Al finalizar puede llegarse a un cuadro que resuma las
conclusiones de la discusion:

VERDADERA| FALSA

*“Todos los A son B”
Todos los jueces son justos.

“Ninguna A es B” Difrecil Fdcil
ngun abogado €s buen

v/ matemdtico. :

"Algunas A son B” .
Algunos periddistas son ve-
races. N
““No todas las A son B”

No todos los boxeadores |
son costefios.

Fécil Difrcil

Para el estudio de las frases del lenguaje que son pro-
posiciones cerradas, el profesor puede iniciar recordan-
do ‘que las proposiciones de este tipo son aquellas de
las que ya se puede afirmar si son verdaderas o falsas.

Una lectura' apropiada para que el alumno identifique
las proposiciones compuestas y las conectivas ldgicas
con las cuales se forman, puede constituir un material
interesante para el logro de estos objetivos.

CONTENIDOS BASICOS

La negacién de una proposicién snmple se puede obte-

- ner de varias maneras:

Tomemos la proposicién p: “El oro es un metal”, s
la negamos obtenemos la proposicién q: “El oro no
1. La palabra "'no’’ sirve para negar.

También se puede negar con laexpresion “es falso que’’.
La negacién de la proposicién p : "El oro es un metal”’,
puede ser la proposicion q : ‘‘Es falso que el oro es un
metal”’. '

La proposicién g que se obtiene al negar la propos:-
ciéon p también se puede simbolizar asi:

"

~p queselee “no p”

Al negar una proposicién verdadera se obtiene una
proposicidn falsa, el nedar una proposicién falsa se ob-
tiene una proposicion verdadera. Esto se puede resumir
en un cuadro.asi:

P ~p
Y F
F v

LLa negacién es una operacion unaria que cambia el va-
lor de verdad de una proposicién.
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS

El profesor puede orientar al alumno para que halle di-
ferentes formas de negar una proposicién.

Es posible que se presente alguna dificultad debida a la
tendencia que tienen los alumnos de confundir la nega-
cién con la proposicion contraria.

Asi en las proposiciones:
~  La leche es blanca

— La leche es negra
— La leche no es blancd

Las dos primeras proposiciones son en cierto sentido
contrarias, si consideramos que lo contrario de blanco

—

N 1
es negro, mientras que la Ultima si es la negacién de la
primera pues ella cambla el valor de verdad de ducha
proposicién.
Los alumnos pueden hallar el valor de verdad de algu-
nas proposiciones simples y enseguida el de su negacién.
A partir de estos ejercicios construye la tabla de verdad.

Ricardo es un buen Ricardo no es un buen

Inggniero de petréleo Ingeniero de petrdleo

\ - F
F ) \

CONTENIDOS BASICOS

Cuando dos proposiciones se “‘conectan’’ con la particu-
la la proposicion compuesta que se obtiene se
llama con;uncnén “

La vy " sesimboliza asi: “ ~ ', de tal forma, si se
obtiene la conjuncién de dos proposiciones: p, g, la
podemos simbolizar de la siguiente manera:

P~ 9

Una conjuncién p ~ q es verdadera solamente cuan-
do p y q son verdaderas, en los demds casos es falsa.

p ' q P~ q
v v v
v F F
F Y F
F F F

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

El profesor orientard a los alumnos para que distingan
como conjuncidn a la proposicién compuesta que resul-
ta de conectar dos proposiciones simples con la partncu-
la “'y" ;lesindicara la forma de simbolizarla.

Con material concreto como dos tarjetas de diferente
-color, donde por una cara esta escrito “verdadero’ vy
por la otra '“falso”, los alumnos podrén analizar los
posibles valores de verdad que pueden tener dos propo-
siciones.

Si lanzan al aire las tarjetas los casos posibles son:

TARJETA AZUL TARJETA ROJA
\% \"
F v
\% F
F F
74 N

Si la tarjeta azul representa una proposicion p vy la tar-

-jeta roja representa una proposicidon q, concluirdn que

los valores posibles son: .

nn<< o
<< g

Después analizardn el valor de p A~ g para cada uno
de los casos anteriores y obtendran la tabla de valores
de verdad para la conjuncién de dos proposiciones.

Ejemplo: La proposicion

'

Enrique es un médico brillante y ama la docencia.

L‘ﬁﬁa-:.n’-m...__..._.s.“ -t



" Se puede descomponer en dos proposiciones simples y
a partir del valor de verdad de éstas obtener el de la
compuesta: '

Enrique es un meédico
brillante y ama la
docencia

Enrigue es un Enrique ama la

médico brillante docencia

< <L
< N
M

Es conveniente analizar proposiciones en las cuales la

‘v no represente la operacion que se viene estudian-
do. Un ejemplo de tales proposiciones puede ser:

Cecilia y William son amigos. Se trata“de una proposi-
cién simple, mientras que la proposicion, Cecilia y
William son inteligentes es una propcsicion compu&sta
las dos proposiciones simples son-

Cecilia es inteligente y William es inteligente

CONTENIDOS BASICOS :

Otra de las operaciones entre proposiciones es la dis-

yuncién. Cuando dos proposiciones se ‘‘conectan’’ con

la particula ‘0", la proposicion compuesta que se ob-
- tiene se llama tamblén disyuncién.
La “o” puede ser iriclusiva o exclusiva; existe ademas
una tercera ‘0", la incompatibilidad, pero en légica se
utiliza més la “o" inclusiva. En este Gftimo sentido, la
disyuncién de dos proposiciones es falsa Unicamente
cuandc las dos proposiciones simples son falsas, en los
demds casos es verdadera.

"

La disyuncién inclusiva se simbolizaasi: “v ' v si lla-
mamos p y.q las dos proposiciones simples, la tabla
de los valores de verdad de la operacion es:

P q P v 1
v Vv
V i
F V. v
F F F

SUGERENCIAS METGDOLOGICAS

La disyuncién exclusiva entre dos propaosiciones, la mas
utilizada en el lenguaje usual, es verdadera cuando solo
una de las dos proposiciones es verdadera, en los otros

- dos casos es falsa. Esta operacién se simboliza asi: “‘w

y su tabla es la siguiente:

P q P waq
v v F 2
v F v

F v v

F F F

El profesor puede pedir a los alumnos ejemplos de pro-
posiciones compuestas ‘‘conectadas’” por medio de la
0", Sientre ellas se escoge una como:

Juana estaba profundamente dormida o el timbre no

funcioné. En primer lugar se analiza el sentido de la
proposiciéon dentro de Un contexto, que en este caso
podria estar relacionado con el hecho de que alguién

lleg6 a la casa de Juana y ésta, estando-en la casa no
abrio la puerta. ¢Por qué? -

Pudo suceder'

a) Juana dormia profundamente Y no escuchd el
timbre;

b) Juana estaba en vela y el timbre no funciond;
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c) Juana dormia y ademads el timbre no funciond. En

estos tres casos la proposicion compuesta es verda-
dera y Juana puede excusarse. Pero si Juana no
dormia y el timbre funciond, la proposiciéon com-
puesta es falsa y la actitud de Juana requicre de
una explicacion.

Otro ejemplo, Ricardo dice:

O bien compro una moto, 0 me voy ce vacaciones a
Cartagena. Las dos proposiciones simples son:

Ricardo compra una moto. Ricardo se va de vacacicnes
a Cartagena. Es claro que la intencidn de Ricardo es ha-
cer una de las dos cosas: comprar la moto o irse de va-
caciones a Cartagena.

Esta disyuncién que en el lenguaje usual generalmente

" se expresa por O bien ... 0.
clusiva cuya tabla de valores de verdad para el ejemplo
dado podr{a elaborarse asi:

Ricardo compra | Ricardo se vade |O bien Ricardo compra
s una moto vacaciones a una moto o se va de
Cartagena vacaciones a C/gena.
\ \ F
\" F \
F \ \%
F F F

" es la disyuncion ex-~

~ Los ejemplos que den los alumnos referidos a ura si-

tuacién concreta permiten diferenciar estas dos opera-
ciones l6gicas: la disyuncion inclusiva v la disyuncién
exclusiva.

Nota para el profesor: Latercera “o” es la operacion

denominada incompatibilidad que se simboliza por ‘I

y cuya tabla de valores de verdad es la siguiente:
\ /

P q p | q

v \% F

v F -V /
\Y F v

F F v

Esta es la C que se utiliza en instrucciones del tipo:
O la una o la otra o ninguna de las dos”’, N

A

CONTENIDOS BASICOS

Un término es una © varias palabras o expresiones
(signos) que se utilizan para designar un objeto: la luna,
3, Bogot4, son términos.

Un predicado es una expresion que se utiliza para decir
”algo acerca de un objeto. Por ejemplo es redonda, es
impar, €s muy grande.

)

En una proposicién simple se pueden dlstmguur el tér-v

mino vy el predicado.

" en la proposicién p: “‘doses par”’; “dos”
es el término, ‘'‘es par’’ es el predicado.

Ejemplo:

Un término puede ser constante o variable,
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s constante cuando designa un objeto ya determinado:
la luna, 3, Bogota.

Es variable cuando designa ur objetb que todavia no
estd.determinado: ella, x, una ciudad.

Si el término de una proposicidn es constante ya pode-
mos determinar si es verdadera o falsa, y decimos que
la proposicién es cerrada: la luna es un satélite natural;
2 es par; Bogota es nuestra capital. c

Si el término de una proposicién es variable todavia no
podemos determinar si es verdadera o falsa y decimos
que la proposmuén es abierta: -

ella estaba llena aroche; X es par; 'una cierta ciudad
tiene mds de un millén de habitantes.

i



" SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Se pueden proponer ejercicios en donde dada una pro-
posicidn el alumno dice cual es el término y cual ese
prédicado. .

Los ejercicios pueden ser planteados por los alumnos.
(un grupo los plantea y otro los analiza y viceversa),

Una. vez se haya identificado el término de una propo-
sicién, los alumnos analizan si dicho termino es cons-
tante o es variable y de acuerdo con ésto clasifican las
proposiciones en abiertas y cerradas.

CONTENIDOS BASICOS

Si se sustituye el término variable de una proposicién
abierta por un término constante, dicha proposicion se
convierte en una proposicion cerrada, que puede ser
verdadera o falsa.

Si en la proposicién abierta ‘' x es par “ sustituimos
“3" en vezde “x', resulta ‘“3espar’”, queesuna
proposicién cerrada (pero falsa).

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Iy

" Si sustituimos ‘2" envezde ‘'x', resulta ‘2 es par”’,
que es una proposicién cerrada (pero verdadera).

Una vez se sustituya la variable de una proposicién
ablerta, por una constante, se puede idertificar el valor
de verdad de la proposicién que resulta.

Algunos ejemplos de proposiciones abiertas son las
ecuaciones de primer grado: - ' .

X + 2 =25 a — 3 =17

El alumno puede obtener proposiciones cerradas que
pueden ser verdaderas o falsas, segn la ccnstante que
se sustituyaenvezdela x, o la a, etc.

E! profesor orienta a los alumnos para que concluyan
que encontrar la constante que convierte a estas propo-
siciones abiertas {ecuaciones) en proposiciones cerradas
verdaderas, equivalen a encontrar una solucién de la
ecuacion.

Ejemplo: X + 2 =5
Cuando se reemplaza "“x” por 3", se obtiene
3 + 2 = b, queesuna proposicidn verdadera; es-
to equivale a decir que una solucién de la ecuacion:

‘ x+'2=5§53

Siseregmplaza “'x” por 2", seobtiene 2 + 2 = 5,
gue es una proposicién falsa; luego 2 no es una solu-
cibn de |aecuacidon x + 2 = 5.
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CONTENIDOS BASICOS

El andlisis de proposiciones cuantificadas se enriquece
cuando se usan diagramas sencillos para representar los
conjuntos de objetos a los que se refieren dichas propo-
siciones. Resultan asi’ mds explicitas las relaciones, si las
hay, entre dichos conjuntos.

Ejemplo tomado del Proyecto de Inteligencia: i
A: Todos los loros son péjaros.
B: Ningln gato es perro.

C: Algunos perros son animales carifiosos.

Cada una de estas aseveraciones se refiere a dos clases y
especifica una relacién entre ellas.

La representacidn de las clases relacionadas en la pro-
posiciéh A puede ser: |

El diagrama a su vez permite formular y responder pre-
guntas como: :

¢Ddénde estdn representados los pdjaros que no son
loros?.

N

éDdénde estdn representados los animales que no son
pdjaros?. :

Esta Gltima pregunta permite considerar un conjunto
referencial mds amplio (el de los animales) del cual el
referencial inicial (conjunto de los pédjaros) es ahora un
subconjunto. '

La relacién representada en el diagrama es de inclusién

" porque cada uno de los elementos del conjunto de los
loros pertenece al conjunta de los pdjaros. Esto se sim-
boliza P C L. Elsimbolo C eseldelarelacién de
inclusion en sentido estricto..

Cuando se considera la relacién de inclusién en sentido
amplio, el simbolo utilizado es C . Este simbolo se uti-
liza para expresar que un conjunto es subconjunto de
si mismo o es subconjunto de otro mds amplio.

La segunda proposicién (B} permite hacer un diagra-
ma como:

En este caso las dos clases se excluyen mutuamente.

La tercera proposicién (C) permite undiagrama como:

En este caso las dos clases tienen elementos comunes.

Los dos Gltimos diagramas permiten reafirmar que en-
tre esos conjuntos no se da la relacién de inclusién,

La sugerencia que consideramos fundamental para el

tratamiento de estos temas consiste en tratarlos de ma- -

nera integrada evitando que queden como rueda suelta
y como mera informacién para el estudiante: Con toda
seguridad el profesor puede lograr este propdsito en
una forma més efectiva que la propuesta aqui, debido
al enriquecimiento que proporciona el contacto directo
con los alumnos.

Se puede fijar como referencial el de los niimeros natu-
rales menores o iguales a 20 y denominarlo conjunto
M. A los alumnos se les pide que elaboren proposicio-
nes referidas a los elementos de este conjunto, en las
cuales aparezcan las expresiones de cuantificacion estu-
diadas al comienzo de la unidad. Nuevamente se puede
discutir sobre el valor de verdad de dichas proposicio-

nes con base en el referencial dado y determinar los °
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conjuntos numéricos cuyos elementos cumplen la
condicién expresada en el predicado de dichas pro-
posiciones.

Ejemplo:

{o, 1, 2 3 4, 5 6,7, 8 9, 10,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,20 }

M =
/

1. ' Todos los elementos de M son menoresque 21 (V)
Algunbs’ elementos de M son primos (V)

No todos los elementos de M son multiplosde 4 (V)

(F)

»> w0 N

_ Ningin Elemento de M €5 muitiplo de 7



La primera proposicién podria explotarse en varios sen-
tidos. En primer lugar es verdadera porque cada uno
" de los elementos de M es menor que 21. Se puede co-
mentar cdmo en este caso, por tratarse de un referen-
cial de pocos elementos, fue f4cil establecer el valor de
verdad de la proposicién.

En segundo lugar si tomamos la condicion expresada en
la desigualdad (proposicién abierta):[X] < 21, se puede
constatar que al reemplazar el cuadrito por cualquie.
elemento M se obtiene una proposicion cerrada verda-
dera porque '‘para todo elemento de X < 21", es
verdadera.

écdmo se puede representar el conjunto M?

"\

N\

=
=

éQuiénes viven en la 'parte rayada del diagrama?

¢Qué podemos decir de M con respecto al conjunto N
de los niimeros naturales?

¢Si del conjunto &V qurcamos los elementos del conjun-
to M, cudl conjunto nos queda? ¢Cofmo podemos sim-
bolizarlo? ¢{Qué nombre recibe este conjunto?

Con relacién a la segunda proposicion se podrian for-
mular preguntas como: {¢Cudles son los subconjuntos
de M que permiten afirmar que la proposicién es ver-
dadera? , .

Se observa que estos conjuntos numéricos pueden tener
desde uno hasta ocho elementos y que cada uno de ellos
es un subconjunto del conjunto. M. Si a estos subcon-
juntos se les da un nombre, se puede recordar la simbo>
lizacién correspondiente, por ejemplo T C M,

El diagrama que representa uno de los posibles casos es:

En él estdn explicitamente simbolizados los elementos
de uno de los posibles conjuntos, T, que permiten afir-
mar que la segunda proposicién es verdadera. Después
de explotar todas las proposiciones cuantificadas esco-
gidas para tal efecto se pueden dar condiciones com-
binadas como ”> 4 y < 10" para que los
alumnos digan cual es el subconjunto de M cuyos ele-
mentos cumplen ambas condiciones. .

El conjunto de los nimeros mayores que 4 y meno-
resque 10 es:

{6,6,7,8,9 }

A este conjunto se le denomina conjunto de las solu-
ciones.

Cada uno de dichos nimeros produce una proposicién
cerrada verdadera al reemplazar en ambas condiciones
el cuadradito por elios. Asf: “5 >4y 5 <10" es
una de tales proposiciones, mientras que "2 > 4 y
2 <10”,“11> 4y 11 < 10" son dos proposi-
ciones falsas porque 2 y 11 no son soluciones para
ambas proposiciones,

Teniendo en cuenta el mismo conjunto referencial se
puede proponer un ejercicio como el siguiente:

Caractgn’sticas Conjuntos
@ ser par {1,3, ‘5. 71}
@ ser mltiplo de 5 {6 12 18}
@ ser mayor que 4 'y miltiplode6 {5, 10,15,20 }
@ ser impar o ser menor que 10 {5,156}

El trabajo del alumno consiste en escoger los conjuntos
cuyos elementos cumplen la caracter(stica dada. Al la-
do del conjunto escriben el nimero respectivo encerra-
do en el cireulo,

Ejemplo: {6, 12, 18 }

{5,

ON©)
® ®

Otro tipo de ejercicios consiste en hallar la condicién
que cumplen los elementos de un conjunto dado. Ejem-
plo: si uno de los conjuntos es {2,4,6,8 } se puede
decir que la condicién es ‘' ser par y estar comprendi-
doentre 2 y 8",

15}

En la Bésica Primaria los alumnos utilizaron el simbolo
C para representar la relacidn de inclusién en sentido
estricto. En este grado se puede considerar la utiliza-
cidn de esta relacidn en sentido amplio;. “...es un sub-
conjunto de... {o es igual a...) . En este caso el sifmboio
para representar la relacién es G . En este sentido todo
conjunto es subconjunto de si mismo.

Es conveniente que los alumnos lleguen a una respuesta
a la pregunta {cudndo se dice que un conjunto es sub-
conjunto de otro? As{ pueden utilizar la expresién
“todos”” o ''cada uno' para explicar un concepto que
ya han construido, De la misma manera se les pregunta
cudndo un conjunto B no es subconjunto de otro con-
junto A, Esta pregunta los lleva a aplicar la negacién
de ura propaosicién cuantificada universalmente. Basta

con que un solo elemento del conjunto B no pertenez-
ca al conjunto A para afirmar que aquel no es un sub-
conjunto de este, E_ste sesimboliza: B  A.
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En este caso los diagramas podrian ser de este tipo:

CONTENIDOS BASICOS

Las operaciones binarias entre conjuntos numéricos
que se van a estudiar son: la diferencia, la unién vy la in-
terseccion.

El conjunto diferencia entre dos conjuntos A y B es-
t4 formado por los elementos que pertenecen al con-
junto A vy no pertenecen al conjunto B. Esta opera-
cién se simboliza ", Asf el conjunto diferencia
entre A y B senota A—B vyselee: “Conjunto A
menos conjunte B” o "diferencia entre los conjuntos
Ay B".

-~

EI conjunto diferencia entre un referencial dado vy

un conjunto A
se denota A'.'

se llama complemento de A vy

Ejemplo: Consideremos como referencial el con-
junto de Ios nlimeros naturales vy los
conjuntos { méltiplos de "3 };
B= {multnplos de 6 }. El conjunto dl-
ferenciaentre A y B es:

A — B = {multiplosde 3 quenoson maltip|osde6}

A’ = {nGmeros naturales que no son maltiplos de 3 }

B’ = {m’;merog naturales que no son multiplos de 6 }

(N

La uni6n de dos conjuntos A y B estd formada por
los elementos que pertenecen al conjunto A 0 que

pertenecen al conjunto B o a ambos conjuntos. La’

operacién se simboliza mediante el signo U. Asl la
uniénentre A y B senota AU B yselee A uni-
do con B

Si consideramos los conjuntos A y B del'ejemplo an-

terior, se tiene que la unién (o la reunién) de ellos estd
formada por los multiplos de 3 o por los multiplos de
6 o por aquellos que son multiplos de 3 yde 6. En
este caso, que resulté un ejemplo especial, AU B = A
por ser B un subconjunto de A.

t
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La interseccién de dos conjuntos A vy B estd formada
por los elementos que pertenecen al conjunto A y tam-
bién pertenecen al conjunto B. La operacion se simbo-
liza mediante el signo N. Asi la interseccion de los
conjuntos A y B senota A ﬁ B yselee “A inter-
secciéon B

Para los conjuntos A y B que se vienen tomando
como ejemplo se tiene que el conjunto interseccién _
estd formado por aquellos elementos que son- maiti-
plos de 3 vy también son multiplos de 6. En este caso
resultd ser el de los multiplos de 6: A N B = B.
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Estos temas por ser lo suficientemente conocidos por el
profesor pueden ser enriquecidos y ampliados no sola-
mente para el logro de los objetivos pertinentes, sino
para afianzar algunas relaciones entre los conjuntos nu-
méricos que se tomen para tal efecto. En este grado no
hemos propuesto la determinacién de conjuntos utili-
zando la simbolizacién de la forma { x X es ..
porque algunos docentes consideran que es una sim-
bolizacién dificil para los alumnos. Sin embargo, us-
ted puede ensayar y utilizarla, segln el nivel de sus
estudiantes.

En la Basica Primaria los alumnos han realizado unio-
nes e intersecciones de conjuntos, sin llegar a repetir las
definiciones que traen los libros de matematicas, sino
describiendo con su propio lenguaje como se forma el
conjunto reunién y cual es la propiedad de los elemen-
- tos de este conjunto. Respecto a ésto, cuando ellos des-
criben el conjunto reunion utilizan la "’ y ' diciendo,
por ejemplo: “en el salon principal estdn los alumnos
de 50. ylosde 60."”; "en la caja estan las fichas rojas
y las triangulares”’, Sin embargo, cuando se les pregunta
por la condicién que cumplen los elementos, entonces
si utilizan la O. Es asi como pueden llegar a decir pa-
ra estar en el saldn principal es necesario ser alumno de
Bo. ode 60.”” “para que una ficha esté en la caja dgbe
- ser o roja o triangular o un tridnguio rojo”. A partir de
expresiones como esta Gltima el profesor y los alumnos
pueden llegar a la definicién que proponen los matemd-

ticos, Es conveniente verbalizaria primero, luego eseri-
birla en el lenguaje natural pero ya a nivel matemético
y si el profesor lo considera apropiado y ya ha utilizado
la “taquigrafia’ propia de las matemadticas para deter-

minar conjuntos, entonces proponer la simbolizacion:
AUuB={x|xeAvxeEB}

En cuanto a la interseccién se ha observado en los
alumnos de primaria que cuando un objeto posee dos
propiedades ellos utilizan indistintamente las expresio-
nes “vy ", "quetambién” o sencillamente no utilizan
ninguna expresién para conectar las propiedades comu-

nes. Si consideramos por ejempio los conjuntos:

M

{ nGmeros pares menores que 25 }

M= {2,4,6,8,10,12,14.16,18,20,22,24 }

{ divisoresde 60 } = -
{1,2,3,4,5,6,10,12,15, 20,30, 60 }
Es posible que los alumnos digan que en la interseccion
de los conjuntos M vy S estaran “los nimeros pares que
también son divisores de 60'’; “’los que son pares y divi-
-sores de 60"'; "“los nGmeros pares divisores de 60",

MNS=1{24,6101220}
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Unidad IV

LOS NUMEROS FRACCIONARIOS
'POSITIVOS Y SU EXPRESION DECIMAL

Introduccion

PROPOSITO GENERAL

Desde el Tercer Grado de Educacion Bésica Primaria
los alumnos vienen manejando los nimeros fracciona
rios positivos como operadores o transformadores achi-
cadores o agrandadores aplicados a magnitudes. Tam-
bién los han manejado como medidores, como razones,
como cocientes indicados y como partidores, no de ob-
jetos materiales, sino de unidades de distintas magnitu-
des 0 de cantidades especificas de esas magnitudes.

Es posible que algunos de los alumnos de sexto grado
hayan conceptualizado aisladamente los sistemas con-
cretos mencionados anteriormente y tengan dificulta-
des al utilizar un mismo sistema simbélico para expre--
sar los conceptos construidos desde diferentes enfo-
ques. La idea general para el estudio de los fracciona-
rios en la Bésica Secundaria es la de tratar de tejer un
sistema conceptual Unico, el de los nimeros racionales
con sus operaciones y relaciones usuales, a partir de los
distintos sistemas conceptuales parciales que se han vis-
to en la Bdsica Primaria, y de tratar de manejar con
comprension vy seguridad los sistemas simbolicos usua-
les: el de las facciones, el de las expresiones decimales
y el de las expresiones porcentuales.

)
h

El logro parcial de esta meta en sexto grado depende en
gran parte del conocimiento que tenga el docente de
los programas de Matematicas para la Basica.Primaria, y
de su habilidad para selecionar ias actividades que le

permitan a los alumnos aproximarse desde sus diferen-
tes experiencias al sistema conceptual més abstracto al
que se guiere llegar en sexto grado: el de los nimeros
fraccionarios positivos con sus operaciones usuales y
con las rélaciones de orden aditivo. '

En este grado se seleccionan como sistemas concretos
las semirrectas numeéricas; se traza una semirrecta, se le
marca el origen y el segmento unidad, y luego se le apli-
can a esa unidad de longitud los operadores de la-forma
% x en donde a y b son naturales distintos de cero.

En el sistema simbélico de las fracciones para los nd-
meros fraccionarios distinguiremos aquellas fracciones
cuyo denominador es una potencia de diez. Esta distin-
cién en el sistema simbdlico permite seleccionar un
subsistema del sistema conceptual de los fraccionarios:
el que estd formado por los nimeros decimales finitos
con sus operaciones y relaciones. No todos los fraccio-
narios positivos pueden expresarse con fracciones cuyo
denominador sea una potencia de diez. En el sistema
simbélico de las expresiones decimales, no todos los
fraccionarios positivos pueden pues expresarse con de-
cimales finitos, y por eso llamamos a los fraccionarios
que si pueden expresarse asi “Numeros decimales fini-
tos’'. También se empiezan a estudiar en sexto grado al-
gunas expresiones decimales que no representan un nd-
mero decimal finito.

SIMBOLIZACION DE LOS OPERADORES

Hay varios sistemas simbéblicos para referirse a los ope-
radores o transformadores. Estos Ultimos estdn al nivel
conceptual y son congtrucciones mentales activas y que
achican o agrandan las magnitudes a las que se les apli-
can. (En un caso excepcional, el del operador idénti-
€o. 0 neutro, las dejan como estaban). No debe pues
confundirse el operador con sus simbolos. Los simbo-
los para operadores pueden ser verbales, o gestuales
{abriendo o cerrando las manos), o escritos. En los pro-

reoae

gramas se usan abreviaturas para ‘‘dos veces'’, ‘‘tres ve-
ces”’, ""a veces'’, “'la mitad de’’, “’la tercera parte de”,

7] _ re . l _‘|_
un b-avo de’’, queson: 2x, 3x, .. .,ax,3x,4x, . . . gx

" En ningun caso debe leerse ‘‘dos equis’” o "a equis”’.

Puede utilizarse ‘‘el doble de’’, el triple de’’, o ""dos
por", *'tres por’’, etc. Como simbolos pueden utilizar-
se también:*
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20,3¢,..,a% 30,50,
200 ), 3s( ), .ael gl dge (), e ()
2x( ), 3x( ), ekl )l gt ) gl )

200.30), .al), 50500 .. g0)

SIMBOLIZACION DE LOS FRACCIONARIOS

z
Lo importante es enfatizar con los simbolos mismos el
cardcter activo de los operadores e indicar que se apli-
can a magnitudes (y a nimeros). Los paréntesis sefialan
una boca o lugar vacio que espera una magnitud (o un
ndmero) para transformarlo.

Los nimeros fraccionarios o nimeros reales son el re-
sultado del olvido activo de los operadores o transfor-
madores que achican o agrandan las magnitudes, una
vez que se completan con el operador ‘idéntico o neu-
tro, con el operador anulador, y més tarde con los
opuestos aditivos de esos operadores.

Cuando se olvida ese carécter activo, cuando se repre-
sentan como puntos en una recta numérica, cuando la
familiaridad con ellos nos lleve a que se vuelvan ‘‘con-
cretos’’ para nosotros, fos (lamamos ndmeros fraccio-
narios o racionales. Para ellos hay varios sistemas sim-
bolicos como el verbal (la mitad, un medio) el de las

Objetivos generales

- Reconocer el conjunto de los nimeros fracciona-
rios positivos vy en él el de los decimales finitos.

- Repasar los algoritmos de la adicion, sustraccion,
multiplicacion y division con fracciones. ;

Objetivos especificos, indicadores de evaluacién,
contenidos y sugerencias metodoldgicas

expresiones fraccionales o simplemente ‘‘fracciones’”
(3, % & 788 el de las expresiories decimales o sim-
plemente ‘‘decimales (0.5, 5, 0.50) el de las expresio-
nes porcentuales o simplemente “porcentajes’’ (50 % ),
ademas de muchos otros como el binario, el hexade-
cimal, etc.

Es importante no confundir los nimeros fraccionarios
O racionales con sus expresiones, y caer en la cuenta de
que hay un solo nimero gue corresponde a cada expre-
sién en un contexto dado, pero que hay muchas expre-
siones diferentes que corresponden a un mismo nd-
mero.

- Repasar los algoritmos de la adicidn, sustraccion,
multiplicaciéon y divisibn con decimales finitos.

- Resolver y formular problemas que requieran de
las operaciones con fractionarios expresados con
fracciones y con decimales.
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El efecto de operadores de la forma ax, a= 2,3,4,5,
. cuando se aplican a una magnitud, es duplicar, tripli-

car, cuadruplicar, etc.,

fla magnitud a la cual se aplican.

Estos operadores se pueden simbolizar también como
ax{ ), al), as (), etc

El efecto de operadores de la forma

. cuando se aplican a'una magnitud es disminuirla, a la
mitad, a la tercera parte, a la cuarta parte, etc. Estos
operadores se pueden simbolizar también como. -lx (),

20,2

En la

), etc.

semirrecta numérica podemos analizar el efecto

que producen estos operadores cuando son aplicados a
cualguier numero natural mayor que cero.

- Si se aplica un operador de la forma a X,

como

2 x, 3x, 4x, etc., el resultado aparece a la dere-
cha del nimero al cual se aplicd vy el efecto es du-
plicar, triplicar, cuadruplicar, etc., el nimero de
unidades de longitud que hay entre cero y e/l na-
mero.

Ejemplo:

si se va a aplicar el operador 3 x al 2,
resulta:

IOy

2

[ Y TR I 1 —

0 2 345 6 7 8 9 101 121314
3x

vl TN 3x(21=6

6

Sise ?plica un operador de la forma 1 x, como —x
X, X, etc., el resuftado aparece a ﬁa

izquierda del

numero al cual se aplica v el efecto es disminuir a
la mitad, a la tercera parte, a la cuarta parte, etc.,

el

numero de unidades de longitud que hay entre

cero y ese numero:

Ejemplo:

Si el operador de la forma %x se le aplica a un
namero maltiplo de b, el resultado estaria re-
presentado en uno de los puntos ya sefialados
en la semirrecta, o sea, es un numero natural.

si se aplica el operador :}x a 6. Elre-
sultadoes 3.

}x 6=2,34,5,

Ejemplo:

Entre cero v seis hay 6 unidades de longitud,
al aplicarle el operador 1x se disminuyen a la
mitad, 0 sea 3 unidades.

1
/—-5-)( .
6 \3 1x (6) = &£ =3

Si se aplica un operador de la forma %x, aun

numero que no es multiplo de b, el resultado
estaria en un punto intermedio en donde no es-
t representado ningin nimero natural. Habria
que hacer unas marcas adicionales a la semirrec-
ta para representar dichos resultados. Es decir
que el resultado de aplicar un operador de la
forma %x a un namero que no es multiplo de
b, no es un nimero natural:

si seaplicaa b, el operador %x, el re-
sultado no es un nGmero natural.

Hay 5 unidades de longitud para disminuir a la
mitad. El resultado estaria entre el 2 y el 3,
exactamente en la mitad. O seasetoman 2 uni-
dades de longitud y media unidad mas.

N

~

1 2!,3 4, 5 6
5
2

//—'%X '\5

Z

Ix 6) =3 5

Ly al

Si se aplica un operador de la forma ax 6Fx a
cero, se obtiene siempre cero.
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Inicialmente podran hacer . ejercicios de aplicacién de
estos operadores a una magnitud y analizar el efecto
que producen, como el siguiente:

Aplicar cada uno de los siguientes oPeraQOres a

una superficie de 48 m? de 4rea: 3 x, 3% TX %x

3x (48m?) = 3 x 48m? = 144 m?

Ly (48m?) = 1 X 98 2 _ 482 o o4m?
2 2 2
+x (48m?) = 1228 i: 8 m? = 2 m? = 12m?

—;—x‘(’48 m?) %——m =

En estos casos también se puede escribir 3 (48 m?),
+-(48 m?), (48 m?), (48 m?).

Después se les pedird que representen en una semirrecta
el efecto.de algunos de estos operadores cuando se apli-
can a un numero natural, analizando cudles lo aumen-
tan, cudles Jo disminuyen y cudles lo dejan como esta.

Se pueden proponer algunos ejercicios como los si-

Llenar los espacios en blanco, ya sea colocando el
operador que se aplicd, el resultado, o el nidmero
al cual se aplico el operador:

X 48 2—-‘53-m2=9.6m2.

al nimero 8,  aplicar cada uno de los si-
guientes operadores:

1
3X, -4-X.

1
— —-—X
3 0

D B

Escribir en cada caso el operador que se aplico al
ndmero representado en la semirrecta A, para ob-
tener el ndmero representado en la semirrecta B.

a) A ! — . L L 1 L
0 1 2 3 4 5 9 10 i1
B " ——— — e . L )
0 1 2 3 4 5 9 10 1
b) % w_;_» ’
0 1 2 3 4 5 g 6] 1
B oemsess— L L 1 L L H
o} 1 2 4 5 9 0 1
c) 4 ——— ! L ' - '
0 1 2 3 4 5 9 10 1
B il — | 1 1 ) —
o} 1 2 3 4 5 9 10 n
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CONTENIDOS BASICOS

a
El efecto de operadores de la forma g x (2 + 0, b ¢ 0)
cuando se aplican a una magnitud es equivalente al efecto
gue se produce al aplicar sucesivamente dos operadores:

uno de la forma a x vy otro de la forma 117_’( en cual-

quier orden.

El regultado de la aplicacién de un operador de la for-
ma +-x es aumentar o disminuir o dejar como esta la

" magnitud a la cual se aplica.

En la semirrecta numérica se puede analizar el resulta-
do que se obtiene y el efecto que producen dichos ope-
radores cuando son aplicados al uno. El resuitado pue-
de estar a la derecha o a la izquierda del uno, o caer en
el mismo uno; vy el efecto es aumentar o dejar como es-
t4 el nimero de unidades de longitud que hay entre ce-
ro y uno. :

N a
El ‘resuttado de aplicar operadores de la forma X a
un nGmero natural en unos casos da un nimero natural
y en otros no da un nimero natural.

Ejemplo: aplicar el operador %x a 6.

El resultado de aplicar este operador es equivalente a
apllcar sucesivamente los operadores 2x y FXx en cual-
quier orden, asf:

Primero aplicamos el operador 2 x,

2 x (6 =

2
. N

0 12 3 4 6 6 7 8 9 101 1213 4

Enseguida aplicamos el operador %x.

+x (12) = ?2= 4

0 1 2 3 4 5 86 7 8 910 N 12 1B3M

El resultado es 4, que es un nimero natural.

1
X\12/'3X\4

x12x 81 =4x (12 = 2 - 4

En el otro orden se tendrfa:

1

,2xr =x (8] = 2x (2) = 4

Sia 7 le aplicamos el mismo operador el resultado ya
no es un nimero natural.

Veamos: Primero apliquemos el. operador 2 x.

2x (7) = 14

_ — TN

01 2 3 45 6 7 8 9 10 1 1213 14

7

Luego el operador ~'3—x En este caso hay que hacer una
marca adicional entre 4 y 5; porque el resuttado no
€s un nimero natural,

M 1
3\/TX \

01 2 3 4 567 89 101 12134

7/ ° \14 7 T

'/"X\%
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Se pueden proponer algunos ejercicios como los si-

guientes: .
. = 127 00—
Llenar los espacios en blanco. 18
, _— 2, —
F 4
2
D — Escribir el operador que se aplicd al niamero repre-
10/ 20 sentado en la semirrecta A para obtener el nGme-
» 3 . ro representado en la semirrecta B.
a) A ————— L 4 L A 1 L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
B emmmte——————————— | i L 1 B
0 1 2 3 4 5 5} 7 8 9 10 1
b) 4 ————— 1 ! } ) A L
0 1 2 <3 4 5 6 7 8 g 10 1"
B essunssssees———————— ! 1 1 L L A T
0 1 2 3 4 5 € 7 8 9 10 1

CONTENIDOS BASICOS

Al conjunto que se obtiene de los resultados de aplicar por la fraccibn—=, endonde a es el numerador y b es
operadores de la forma £ x al uno, se le llama ""nime- el denominador. El numerador indica las veces que se
ros fraccionarios positivos”. - tuvo que aumentar. el uno y el denominador las veces
‘ que tuvo que disminuirse.

Si aplicamos un operador de la forma £ x al uno, se
obtiene el nimero fraccionario positivo, representado

88 .



Fr

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Aplicardn diferentes operadores de la forma g x aluno
y obtendrdn el conjunto de nimeros fraccionarios co-
mo los resultados de dichos operadores.

Ejemplos: +x (1) =

2 3X(1)=%

1 3
2 5

%x (1} =

Wi~
wjo
|
x
=
1]

|e

-;—‘x (1) =

: ;
Observardn que algunos operadores producen el mismo .

resultado o sea el mismo namero fraccionario. Este
fraccionario puede ser representado de muchas maneras.

el fraccionario % se obtiene de aplicar al

" uno, entre otros, los siguientes operadores:

Ejemplo:

2 L &

70 X

Las fracciones £, &, &, £, son representaciones para

el mismo numero fraeccionario. De estas fracciones se
dice que ‘‘son iguales” porque representan el mismo
ndmero fraccionario, no porque sean ‘‘iguales’” como
fracciones, pues si las miramos como dibujitos, no tie-
nen los mismos numeradores y denominadores, o sea
que no serdn “‘iguales”’.

Para reconocer las fracciones que representan el mismo
nimero fraccionario se utiliza la simplificaciéon y la
complificacién de fracciones.

Podrdn hacer algunos ejercicios como los siguientes:

- Hallar 5 fracciones iguales a la fraccién: %

- .HaIIar 5 fracciones que no se puedan simplificar,
y que sean iguales a las cinco fracciones siguientes:

14 55 & 3
6" 18’ 100’ 126’ 16

- Simptificar la fraccidn -,1,34—%-.

CONTENIDOS BASICOS

Sobre la semirrecta numérica, en donde se representa-
ron los nimeros naturales, podemos representar aigu-
nos numeros fraccionarios.

Como los nimero fraccionarios positivos son el resulta-
do de aplicar operadores de la forma -2.x al uno (con
a + 0y b + 0), para representarlosen la semirrecta

numérica se hard aplicando operadores de la forma 'E'X
unoy marcando el resultado

1[N}

Ejemplo: representar 3. ,—i—

Al aplicar el operador % x al uno, se duplica la unidad
de longitud vy luego se reduce a la tercera parte o vice-
versa.

Ahora estas dos unidades de longitud se reducen a la
tercera parte, dividiendo en tres partes iguales esta lon-
gitud y marcando una de estas divisiones, asi’:

|

1
» Txl ~
0 1 2 3 4 5
El efecto de £ x sobre 1, es disminuirio, ya que qued6

a la izquierda de 1.

Al aplicar el operador . 4 x al uno se disminuye a la
cuarta parte la unidad de longitud y luego se quuntuph-
ca este resultado, o, viceversa.

Para disminuir a la cuarta parte la longitud del primer
segmento, se divide en 4 partes iguales y se marca una.

I —
—— N L A 1
0 N 2 3 4

Luego esta longitud se quintuplica y se marca el resul-
tado.
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1 5
03 12 2 3 4

El efecto de este operador es aumentar ya que el resul-
tado estd representado a la derecha del uno.

Al representar varios nimeros fraccionarios. en la semi-
recta numérica se pueden analizar entre ellos las rela-
ciones "'... es mayor que ... y ‘... es menor que ..."”
asi:

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Todo nimero representado a la izquierda de otro, es
nenor que ese otro.

Todo numero representado a la derecha de otro, es
mayor que ese otro.

Ejemplo:

o
Q!M -
N
alok
N
w

wiN
;
ST

Slo
i Vv
win

Haran la representacién grdfica de varios ntimeros frac-

cionarios aplicando operadores de la forma< x al-uno

(cona # 0 y b % 0). Sepuede hacer la aplica-

cién de los operadores de las dos maneras para que el

alumno luego elija la que mds se le facilite (aplicando

primero el operador a x vy luego el operador Ly o
- aplicando primero el operador %.x y luego a x).

Observardn que unos resultados caerdn antes del uno,
otros en el uno y otros después del uno, es decir unos

1
1_3_ 7 6 2
o S
-.‘,-\\/,8|' \l/
0 /‘\ 1 2 - 3
s &L
0 2 M

operadores aumentan, otros dejan como estd y otros
disminuyen respectivamente. Observardn también que
en un mismo punto de la semirrecta pueden estar ano-

‘tadas varias fracciones.

Se podrdn proponer algunos ejercicios como los si-
guientes:

- Colocar adecuadamente el simbolo >, <, 0, =
entre las siguientes fracciones:
3 2. 421. 2 3. 5 1. 4 2. 591
5 3' 9 4' 2 3°' 4 3' 7 3 ‘2

- Ordenar descendentemente
ciones:

las siguientes frac-

2
5 ’

CONTENIDOS BASICOS

El efecto de aplicar sucesivamente al uno dos operado-
res de la forma £ x es aumentar; disminuir o dejar co-
mo estd. Estos operadores se pueden aplicar en cual-
quier orden y el resultado siempre es el mismo.

Ejemplo: Ap_licar sucesivamente los operadores %x
Y =X,
3

Apliquemés primero el operador %x y después el ope-
2
rador 3 x.
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A esteresultado ( g- ) épliquemos ahora el operador % X.

INY

L
3

Al _aplicar‘el dperador 2x a -;- se obtiene:

4,\_
2 X (3)—
y al aplicar el operador % X a % se obtiene:
L(8y_ 8
3 (3)‘ 9"
1. =
3
0 81 2 8 3
(] 3

Pueden aplicar los operadores en el otro orden: prime-
o Fx vy lu%go -x {Cos alumnos observardn que el
fraccnonano < s el resultado de aplicar el operador
%x al uno es decir que ef e&ecto dg aplicar sucesiva-
mente al uno los operadores TX Y FX esaequwalente
con el efecto de aplicar al uno el operador 5%

Fx Dsx (M 1=3x(3)=3

%x (1= ¢

El efecto de aplicar sucesivamente al uno, los operado-
res ’5‘ X, Y §x es equivalente con el de aplicar el ope-

rador-g- ® ﬁx al uno, en donde el signo & se lee ““de’":

fx [gxM1=1[@F]xM

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

!El resultado de aplicar el operador
el nimero fraccionario que escribimos:

120 3

Los alumnos descubrirdn pronto que la fraccién
representa el mismo resuitado que ® x (1). No de-

X éx al uno es

a C

b *xq °

axc

. be darse esta regla de multiplicar numeradores y deno-

minadores hasta que el alumno no comprenda lo que
estd haciendo al aplicar sucesivamente los dos operado-
dores; ojald descubra por si mismo el truco para escri-
bir rdpidamente el resultado. Una vez que todos los ha-
yan descubierto, podrd omitirse el circulo alrededor det
signo x .

De la préctica de aplicar sucesivamente estos operado-
res se puede pasar a multiplicar nGmeros fraccionarios
ya que es la fraccidn que representa al numero
fraccionario que obtenemos al aplicar sucesivamente é-x
y fuego -g-x al uno.

La aplicacién sucesiva al uno de los opera-
dores #x y ¥ x dacomo resultado el nd-
~mero fraccionario 3§ que es el resultado
que se obtiene si se hubiera aplicado el ope—
rador x al uno.

Ejemplo:

?x[-x (1)]—[ ]x(1)
3

1 _
X 75 305

o]

Para multiplicar dos o mds fraccionarios se escriben las
fracciones respectivas, se multiplican entre s los nume-
radores y entre si los denominadores, resulta una frac-
cién que a veces puede simplificarse.

. .2 1 ,3_ 2x1x3_ 6
Ejemplo: 3 X X §= %7 x5 0

. . 8 _ 1
Se simplifica el resultado o = )

Pueden iniciar haciendo algunos ejercicios de aplicacion
sucesiva de operadores de la forma £ x a magnitudes,
como: b

Hallar :} de l— de una longitud de 40 m.
Hallar % de —g— de una superficie que tiene 50 m? de
4rea. .

Hallar la mitad de la tercera parte de $ 900.

_El profesor hard notar el uso del ‘’de’” paraindicar la
aplicacidn sucesiva de operadores.

Después pueden aplicar sucesivamente operadores de la
forma § B X al uno vy sacar algunas conclusiones como:

- El resultado de aplicar sucesivamente |os operado-
res -5x Yy -§x al uno, es otro operador de la misma
forma, que resulta de multiplicar 1os dos ante-

' riores.

Notamos:

EFx[ExM1=[4®51x ()

encerrado con un circulo el sgno X para
hacer notar que se lee "de’": T selee
“la mitad de la cuarta parte"
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Pueden aplicar sucesivamente tres o mds operadores aI
uno para que analicen el resultado.

También pueden hacer varios ejercmlos de aplicacién
sucesiva de operadores de la forma 5 x alunoen la
recta numérica, como los siguientes:

- Apl|car sucesivamente al uno los operadores 3x,

. 5
3)(

- Hallar el operador cuyo efecto es eqU|valente2al
efecto de aplicar sucesivamente los operadores £ x

5
y;x.

- Hallar dos operadores cuyo efecto de aplicarlos su-
cesivamente al uno, sea equivalente al efecto de

aplicar el operador-ﬁ x al uno.

En cada caso analizaran el efecto que se produce al apli-
car sucesivamente los dos operadores al uno. Utilizardn
@ para leer “'los dos quintos de los tres medios”. Des-
pués de varios ejercicios, ellos mismos podrédn concluir
que para hallar la fraccién que representa al operador
cuyo efecto es equivalente al efecto de aplicar sucesiva-
mente dos operadores de la forma $-x, se multiplican
las fracciones que representan a los CES operadores. En-
tonces se podrad abandonar el circulo alrededor de la x.

Hardn varios ejercicios de multiplicacién de fracciones
como los siguientes:

5 4 2
X3 TXF

~in
X
X

Wi

ojw

Multiplicar:

CONTENIDOS BASICOS

De la pra’ctica de aplicar sucesivamente operadores de
la forma 4 B % resulta la multiplicacién de ndimeros frac-
cionarios. Se pueden resolver algunos problemas para
practicar el algoritmo de esta operacidn.

En un puebloc hay 5000 habitantes. Los 33-
del nimero de habitantes son mujeres. Si
los % del nimero de mujeres son estudian-
tes. {Qué parte de los habitantes del pue-
blo son mujeres que estudian? (Cudntas
mujeres estudian?

Ejemplo:

Pueden resolverlo de varias maneras. Una puede ser la
siguiente: Hallando primero el operador que produce

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

el mismo resultado que se obtiene al aplicar sucesiva-
mente los operadores #x vy

Dicho operador es %x. Aplicando luego este opera-
dor a la magnitud que en este caso es 5000.

2x (5000) = 1000 =

2 2000

% de los habitantes del pueblo son mujeresque estudlan
2000 mujeres estudian,

Los alumnos pueden formular otros problemas en los
que haya que aplicar sucesivamente dos 0 mas operado-

res a una misma magnitud y asi tengan la oportunidad
de aplicar la multiplicacién de numeros fraccionarios.

CONTENIDOS BASICOS

El resultado de aplicar al uno un operador de la forma
-g x (con a # 0, & #+ 0) esun nimero fraccio-
- nario,

Si queremos anular el efecto de dicho operador, apli-

camos el operador de la forma ZX, al resultado de ha-
ber aplicado el operador anterior,

92
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Inicialmente hallardn el inverso multiplicativo, aplican-
do operadores en la semirrecta numérica.

Ejemplo: Hallar el inverso multiplicativo de 2 x.
El efecto del operador £x al aplicarlo al
uno es triplicar y luego disminuir a la quin-
ta parte. {0 viceversa).

0 \ __f 4

Pzra anular el efecto de dicho operador se tendra que
aplicar un operador que aumente cinco veces (5x) y
luego disminuya a la tercera parte (%—x ). Este opera-
dor es -g-’-x; se obtiene nuevamente el 1.

0 .g_k_z/a 4
(2 L)x M

—~ es el inverso multiplicativo de —g-
5 3.5 _ 4

2 X S=

3 5

Ix[2x ()] =

El producto de un nimero fraccionario por su inverso
multiplicativo siempre es 1. EIl profesor insistird en
que ésto es lo natural: si el fraccionario que primero se
aplicéd al uno lo amplié, su inverso vuelve a reducir ese
resultado otra vez al uno, y si el primero redujo al uno,
su inverso vuelve a aumentar ese resultado hasta caer
otra vez en el uno. El inverso de un ampliador es pues
un reductor (¢ el de un reductor es un ampliador) que
compensa exactamente la transformacién hecha por el
primero.

CONTENIDOS BASICOS

Para dividir los fraccionarios, se multiplica el d|V|dendo
por el inverso multiplicativo del divisor,

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

En el grado anterior los alumnos buscaron un procedi-
miento para efectuar la divisién de fraccionarios par-
- tiendo de que “dividir es equivalente a encontrar un
factor desconocido”

Ejemplo: % = ":T = .Q
. 0 .
Esto es equivalente a %— X - = %
O
1 x O =3 2 x [J = 10. Los nimeros que

reemplazan los cuadros son 3 y 5 respectivamente.
Asf el fraccionario es =

1 3 _
T XE T i

i .3 22 _ 3,989 _ 21
Ejemplo: T T F = 5Xy = H
' i 03 -1 3

Se puede concluir que: T T <%

Posteriormente y a partir de este procedimiento encon-
trardn uno- mas abreviado que consiste en multiplicar el

dividendo por el inverso multiplicativo del divisor:

+ 1o
v2

diw
Slw

Es conveniente efectuar varias divisiones por el primer
método y a partir de éste ojald los mismos alumnos des-
cubran el método abreviado. Pero no debe ensefiarse el
método abreviado hasta que los alumnos sepan qué es
lo que abrevia.
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CONTENIDOS BASICOS

Para adicionar dos nimeros fraccionarios en la semirrec-
ta numérica, se presenta cada uno de ellos en una semi-
recta (asi se determinan dos segmentos, en los que el
extremo izquierdo es el ctero y el extremo derecho es
cada uno de los fraccionarios) luego en otra semirrecta
se coloca uno a continuacién del otro. De esta manera
se obtiene un nuevo segmento, cuyo extremo izquierdo
es el cero y el extremo derecho es el fraccionario que
resulta de adicionar los dos fraccionarios dados.

Ejemplo: Adicionar en la s1emirrecta numérica los
fraccionarios %y T
 ena— o A ! A
0 3 1 2 3 4
5
- . A L N
0 1 2 3 4
CHNENAER......... . A »
0 N 1— 3 _1.2 3 4
5 5 5

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Adicionar en la semirrecta numérica los fraccionarios

2 3
3 YT N
. 1 A A
0 27 2 3 4
3
— A . d
0 31 2 3 4
4
L ————— d . )
0 1 7 3 4
hr
3.+3=B+9 - n
3 T 12 B F]

Para efectuar la adici6n de fraccionarios pueden em-
plear alguno de los algoritmos conocidos.

- Inicialmente adicionardn el efecto de dos operadores
cuando son aplicados a una magnitud.:

Ejemplo: ;—(metro) + } (metro)

'

£ (litro) + % (iitro)

Posteriormente adicionardn dos o més fraccionarios en
la semirrecta numérica, primero con fracciones que
tengan el mismo denominador y luego con fracciones
de distinto denominador. Al mismo tiempo van practi-

cando cualquiera de los algoritmos para la adicién de
fraccionarios.

Finalmente hardn algunos ejercicios como los siguientes:

a) 2+ 1++2 b 84+ +3 o L+ t+i

Wy

1 1
4 2
En cada caso podran estimar el resultado antes de efec-
tuar la operacion, tratando e predecir si es mayor que
1, osiestdentre 1 v 2, oentre 2 y 3, etc.

CONTENIDOS BASICOS

Para efectuar la sustraccién de dos nimeros fracciona-
rios en la semirrecta numérica se representa cada uno
de ellos en una semirrecta determinando dos segmen-
tos, luego en otra semirrecta se coloca uno encima del
otro de tal manera que los extremos derechos coinci-
dan. Asi se obtiene otro segmento cuyo extremo iz-
quierdo es el cero y cuyo extremo derecho es el frac-
cionario que resulta de efectuar la sustraccién de los
dos fraccionarios.

Ejerﬁplo: Efectuar la sustraccién de % y %—
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- Enlasemirrecta numérica resta 5 de -g-
e —————— i A
0 1 2 5 3 4
2
————._. I e ol
0 21 2 3 4
3
ES——. A e 4
0 1 n2 3 4
- 6

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

iy
il
|
Y
-

b
6 8

Hay varios algoritmos (ya conocidos) para efectuar la
sustraccién de dos nimeros fraccionarios.

Inicialmente efectuar la sustraccién entre dos fraccio-  Ejemplo: Efectuar en la semirrecta: 2 + L — 2
narios en la semirrecta numérica, posteriormente hacer 2 4 3
ejercicios de adicién y sustraccion combinadas tanto en
la semirrecta numérica como practicando e} algoritmo.
0 1 5 5 ; :1 | 1 ] -l
: 2 0 2 1 2 3 4
_— 1 e ) - R 3
o ! 1 2 3 4 aEnsemsssheeTE——— L )
.4 0 1 225 4
A —— | L 12
o] | 2 " 3 4
4 n_ 2 _ 33 —8 _ 25
5, 1 _ 0+ 1_ 1 4 3 12 1
2 g 4 4

CONTENIDOS BASICOS

Pueden resolver aigunos problemas como los siguientes:
- Carlos pint6 % del drea de una pared durante la
mafiana. Al medio dfa pint6 2 més del drea de la
misma pared y por la tarde 1—10 mds del drea. {Qué
tanto del drea de la pared le hace falta por pintar?

- De un terreno de 400 m? de 4rea se vendieron %dé

4rea a $ 10000 cada m2. ¢Cudnto dinero se recibié
por esta venta?

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

- La cuarta parte de la duracién de un dia la emplea
Juanito para ir al Colegio; la sexta parte para hacer
las tareas, la doceava parte para divertirse y el resto
de la duracién del dia para dormir. ¢Qué parte de
la duracion del dia emplea Juanito para dormir?

- Roberto tiene $ 5000 para gastarlos de la siguien-
te manera: con - del dinero compra libros, con -
del dinero compra zapatos y con el resto compra
dos camisas. (A cOdmo comprd cada camisa?

Se partird de situaciones reales, teniendo el cuidado de
que los alumnos inicialmente resueivan cada problema
como lo harfan en su vida practica, y posteriormente
observen que se pueden utilizar los nimeros fracciona-
rios para encontrar la solucién,

Se puede aprovechar para que los alumnos recuerden el
efecto de cada operador, el resultado que produce, su

representacion en la semirrecta numérica, etc.

Cuando hayan resuelto un nimero suficiente de ejerci-
cios, se les pedird que formulen algunos problemas
tomados de sus actividades diarias; el profesor los
orientard para que ellos mismos se den cuenta de los
datos que hacen falta o que sobran.
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CONTENIDOS BASICOS

Al aplicar operadores de la forma #x al uno, en la se-
mirrecta numérica el resultado estd antes del uno, en el
uno o después del uno, Esto quiere decir que cualquier
niamero fraccionario es menor que uno, igual a uno o
mayor que uno.

Los fraccionarios positivos menores gue uno {0 sea los
que estan entre Oy 1) se llaman ‘‘fraccionarios propios”
y las fracciones que los representan tienen el numera-
dor estrictamente menor gue el denominador,

Los fraccionarios iguales que uno 0 mayores que uno se
llaman '‘fraccionarios impropios” vy las fracciones que
los representan tienen el numerador mayor o igual que
el denominador,

Un numero fraccionario estrictamente mayor gue uno
es igual a la suma de un nGmero natural y un fracciona-
rio propio. Para hallar dichos sumandos se descompone
la fraccién como la suma de dos fraccionarios del mis-
mo denominador; en una de ellas el numerador serd
multiplo del denominador (asi se obtiene eI natural) y
la otra serd una fracmon propia.

~Ejemplo: Al representar en la semirrecta numérica, el
fraccionario —"3-72— se obtiene 3 y un poqui-
to. {Cudnto es ese poquito?
1 - L L
22 .
0 1 2 /3f-7_ 4
22 _ 21 1 _ Tres y un poquito
=547 3+ 7 S Y un pog

372 se puede expres1ar como la suma de! entero 3 y el
fraccionario proplo -

3 + } se puede abreviar omitiendo el signo + .entre

ellos: 34 que es la llamada notacion mixta.

22 _ 1. 3L
7 = 3 + 5 = 33

SUGERENCIAS METODOLOGICAS.

Se pueden proponer algunos ejercicios como los si-
guientes:

- Representar en la semirrecta numérica los siguien-
tes fraccionarios y decir cuéles son propios y cud-
les son impropios.

' 3

5 ¢

ol

s 2
7 '5

wiw

[ . ’

- Establecer la relacién adecuada (> , <, = )en-
tre cada uno de los siguientes fraccionarios y el uno:

®|w
[SFS

2
2

w|©

0

r
f g

Se puede utilizar la semirrecta numérica para identifi-
car un nimero fraccionario estrictamente mayor que
uno, como la suma de un natural y un fraccionario
propio.

Pueden hacer algunos ejercicios como los siguientes:

- Exprezsar en notacién mixta: 3 + %— , 8+ %
1+ =

1

96

- Expresar como una suma y como una fraccién im-
propia cada uno de los 3|gu1entes fraccionarios en
notacién mixta:

2L

- Utilizar la notacidon mixta para expresar las siguien-
tes fracciones impropias.

w
uln

21 a4
5 ' 7 ' 9

- Efectuar las siguientes operamones entre fraccio-

narios:

22 11 2 1 3
3 * T t*r 3 55 x 23
1 2 3 1 - 2

2—3- + 3-5— + 87 84 67



CONTENIDOS BASICOS

; . 3 20 35 78
Las fracciones como: 55 . g : 1666 « 70000+ due

tienen denominador diez o potencia de diez, se suelen
llamar ‘‘fracciones decimales”.

Estas fracciones se pueden representar mediante una
expresion decimal en.-donde se separa la parte entera
mediante un punto (hasta hace poco se usaba una coma
rds que un punto). Este punto se llama '‘punto decimal”

Para la representacion se siguen los mismos pasos del

sistema de numeracién en base diez, en el sentido de ’

que la posicién ocupada por un digito sefiala un valor
diez veces menor que el valor sefialado por la posicion
que estd inmediatamente a la izquierda.
Ejemplo: 123456 = (1 x100) + (2x 10} +
1 1
(3x1) + (4x55)-+ (5)(17‘5) +

{Bx 10100 ).

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Para representar una fraccién decimal impropia median-
te una expresion decimal se puede transformar la frac-
cién en la suma de un natural y una fraccién propia. Si
la fraccién es propia el natural es cero y la fraccion serd
la misma. El namero natural que resulta de la descom-
posicién se acostumbra llamarlo ‘parte entera’’ del frac-
cionario.

-

; . 28 _20_ 5 _ S _ 1y =
Ejemplo: 3$5= o T 5= 2 + 0= 2 + {(bx 10) =
2 mds 5 décimas

Siguiendo los pasos de la numeracion deci-
mal se tienef—: = 2.5, y en esta expresion.

2 eslaparteenteray 5 esla parte decimal.

N

=0+ (0Ox5) + (7xg) = 007

que se lee '‘siete centésimas’’.

0 eslaparteenteray 07 la parte decimal.

257 _ 1250 7 D 195 + L = (1x100) + (2 x10)
10 10 .

10 10

+ (5Bx1) + (7x1—10)= 125.7 s /
Se puede aprovechar esta actividad para que los alum-
nos reconozcan fracciones decimales equivalentes.

Ejemplo: 3= 32. 30 3 _

o= == x 0.30 = 0.300

CONTENIDOS BASICOS

Las fracciones cuyo denominador es 10 o una poten-
cia de 10 {fracciones decimales) se pueden representar
también mediante una expresion decimal. En 4o. y Bo.
grado los alumnos conocian estas expresiones decima-
les como "los niimeros decimales”. Pero ademds de las
fracciones decimales, cualquier otra fraccion se puede
representar también mediante una expresién decimal;
basta efectuar la divisién.del numerador entre el de-
nominador. En algunos casos el residuo de estas givi-

.) I
- )

siones es cero y las representaciones ‘‘terminan’ des-
pués de un numero finito de cifras. Estos decimales se
llaman decimales exactos.

Ejemgio:

1 _ 3 -
- = 05 + = 075

Pero en otros casos al efectuar las divisiones el residuo
nunca es cero y las expresiones decimales nunca ter-
minan, \ -~

. , 97



Ejemplo: —;-: 0.333... = 03
5 - 1142857142857 ... = 1.142857
- 07333... = 073

En estas divisiones se observa que después de un cierto
mormento se repiten algunas cifras del cociente, lo cual

/ i

i

indicamds con u’na barra sobre el conjunto de nlimeros
que se repiten indefinidamente y forman el periodo. A
estas expresiones decimales, las llamamos ‘‘decimales
periddicas’’. S

;
{

De esta manera todo numero fraccionario se puede ex-
presar como un decimal exacto o como un decimal pe-
riédico.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS
" :

Es conveniente que los alumnos efectlen las divisiones
y saquen las conclusiones respectivas. Al efectuar la di-
visién para obtener un decimal periddico, posiblemente
los alumnos se cansen de seguir colocando la misma o
las mismas cifras en el cociente y opten por colocar los
puntos suspensivos. Sin embargo, no hay precisién so-
bre 1o que esos puntos suspensivos al final significan.
Para que desaparezca toda ambigiiedad se coloca una

x : ]

N . - s { .
raya o barra sobre el conjunto de nimeros que se repite
0 periodo.

Asf, si se obtienen los decimales:
23121212 ...

25121212, .. vy ¢
¢Qué significan los puntos suspensivos

‘en cada uno de ellos? Para precisarfo utilicemos la
barra. En 25.12 el periodo es 12. En 2.312 el pe-
riodoes 12, no 312.

CONTENIDOS BASICOS - !

Para comparar dos decimales y decir cudl de ellos es
mayor o cudl es menor, se puede comparar una a una la
cifra de las centenas, la cifra de las decenas, la cifra de
las unidades, la cifra de las décimas, etc. de los dos de-
cimales, comenzando por la prfmera cifra de la izquier-
da donde las cifras son diferentes.

Ejemplo: 3245 > 3243 -
| IR |

0.256 < 0.257
o |

(5 es mayor que 3).

(6 es menor que 7)

SUGERENCIAS METODOLOGICAS -

0.7056 < 0.75

t t (0 es menor que B)
24532 < 24552

t } (3 es menor que 5)

1.375 > 1.365

t__ 1 (7 es mayor que 6)

{

Se pueden hacer algunos ejercicios como los siguientes:

Si un articulo cuesta en un almacén $127.75 y en
otro cuesta $127.85. (En qué almacén es més ca-
ro el artfcplo? '

; Ordenar ascendentemente: 0.385, 0.358, 0.853,
0.835, 0.583.

- Busgue un decimal comprendido entre 0.825 vy
0.827. _ .

- {Cudles de los siguientes decimales estdn entre
0.752'y 0.705?

0750, 0.725, 0715, 0.775, 0.757
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*SUGERENCIAS METODOLOGICAS

decimal:

CONTENIDOS BASICOS

Desde el Cuarto Grado de Educacién Bdsica Primaria
los alumnos han venido trabajando con ndmeros deci-
males. En este grado se hard un repaso de los algorit-

y

mos o procedimientos méas conocidos para resolver ca-
da una de estas operaciones.
|

Se pueden plantear algunos problemas cuya solucién
requiera del uso de.la adn‘:nén y la sustraccién de deci-
males para que al resolverlos los alumnos practiquen el
algoritmo de cada una de estas operaciones.

Hallar e} perimetro de un terreno triangular
cuyos lados,miden: 30.835 m, 27 3B m,
y 31.22m.

Ejemplo:

Es conveniente que hagan algunos ejercicios de célculo
mental, estimando aproximadamente la magnitud del
resultado de una adicién o de una sustraccidn de deci-
males, sin hacer el cdlculo escrito.

Calcular aproximadamente el resultado de:
3684 + 122 + 3253 + 21.32

Ejemplo:

Pueden tomar como referenCIa la parte ‘entera del

3'+ 12 + 32 + 21 = 68

Esta aproximacion es suficiente. Si queremos una me-

jor, sumamos mentalmente las décimas y obtenemos:
6 + 2 + 5 + 3 = 16 décimas como aproximacion,
por estas décimas se pueden aumentar dos unidades,
que al sumarlas con las 68 anteriores nos da 70 uni-
dades. Luego el resultado de la adicién estara entre
69 y 70. :

Se puede partir de varias situaciones de la vida diaria
donde el alumno reconozca que para resolverias es ne-
cesario efectuar multiplicaciones o dwnsnones entre de-
cimales.

Una puerta tiene forma rectangular. ¢Cudl
serd el-drea si mide 20.35 dm de largoy
12.37 dm de ancho?

Ejemblo:

{

Se comprd un rolo de cinta cuya longitud
esde 75.36m a $7.25 cada metro. cCuan-
to se pagd por el rollo de cinta?

\

Por 25.85 librasde queso se pagd $2594.05

¢Cudnto se pagd por cada libra de queso?

El drea de un terreno rectangular es de

06.32 m? si el ancho del terreno es de

_ 875 m,

Cuando hagan multiplicaciones se puede aprovechar

para que los alumnos comprueben que se cumple la
propiedad conmutativa.

También se pueden repasar multiplicaciones y divisio-
nes abreviadas por 10, 100, 100Q, etc., cuando uno
de los factores o el dividendo es un nimero decimal,
corriendo solo el punto decimal, ésto se puede hacer
mediante conversiones de unidades de longitud, &rea,
volumen, capacidad y peso en el sistema métrico deci-
mal. Para estas conversiones hay que tener en cuenta
el operador o factor de conversién que se va a utilizar.
Ejemplo: Convertir 32.475m a dm.

En este caso el factor déconversién es: 10 x
y al ampliarlo se corre el punto decimal un
lugar a la derecha:

324.75dm,

10 x (32.475m) =

Convertir 43585 m? a Dm?

En este caso el factor de conversién es %0 X.

% (43585m2) = 4.3585Dm2,

= 4.3585 Dm?.

1
00
435.85 m?

CONTENIDOS BASICOS

Se pueden formular algunos problemas como los si-
guuentes

Se compran 3 docenas de camisas por $45018 y
se quieren vender ganando a.todas las camisas

)

A\

$1062.0." éCuél es el valor de compra y cuél es el
valor de venta de cada camisa?

- Se desea enbaldosar un patio que tiene 2636.55

- dm? de 4rea. Si se van a utilizar baldosas de forma

- rectangular cuyos lados miden: 21.7cm vy 24.3
cm. {¢Cudntas baldosas se necesitaran?

g , 99

éCudl es el largo del terreno? .
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Es conveniente trabajar en grupo ya que el tema es
apropiado para que los-alumnos discutan. Se debe ha-
cer énfasis en que el alumno entienda el enunciado del
problema, en que identifique la informacion que posee
y vea cudl es la mejor manera de emplearla para solu-
cionar el problema. Posteriormente formuiardn algunos
problemas, con base en sus juegos, en las compras, en
las actividades del trabajo diario, etc. Entre todos revi-

sardn los problemas realizados y harén las correcciones
necesarias. Se puede aprovechar para que los alumnos
elaboren un presupuesto familiar, para lo cual hay que
tener en.cuenta lo que gana mensualmente la familia y
los gastos que se hacen como: vivienda, vestido, alimen-
tacién, salud, educacién, recreacién, etc. Se puede su-
gerir una. presentacion del presupuesto en un cuadro
como éste-

Ingresos Recibidos

Gastos Realizados

Salarios

Otros Ingresos
.

Arriendo

Alimentacién

Vestido

Educacién

Salud A

Recreacién

Para esta actividad es conveniente dedicar mds-de una sesidn de clase.

.
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Unidad V

ESTADISTICA

Introduccion

Son objeto de estudio en esta unidad la recoleccion de
diatos estad{sticos, su organizacion en tablas de frecuen-
cias, la expresion de frecuencias en forma porcentual,
fraccionaria, y decimal y su representacion por medio

Objetivos generales

Organizar datos en tablas de frecuencias 'y repre-
sentarlos mediante diagramas.

—~

de diagramas de Iineas, de barras y circulares. Se hace
algin andlisis de Ms datos recogidos y tabulados mos-
trando o gue puede deducirse de ellos y cémo pueden
compararse entre si. b

i

- Discriminar entre diferentes tipos de frecuencias y
sUs expresiones numéricas.
~

\ )

Objetivos especificos, indicadores de evaluacion,
contenidos y sugerencias, metodoldgicas

; 101
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Cuando se clasifican unos datos teniendo en cuenta -

cuantos de ellos verifican una condicién o poseen una
cualidad determinada y se ordenan en dos columnas, de
tal manera que en una de ellas se indican las condicio-
nes o criterios de clasificacién y en la otra ¢l nimero
correspondiente al conteo de los casos que verifican la
condicidn, se obtiene una tabla de frecuencias.

El nimero correspondiente al conteo de los casos que

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

verifican la condicién se llama frecuencia absoluta. La
frecuencia relativa, es el cociente entre la frecuencia ab-
soluta y el ndmero total de los datos, objeto de estu-
dio. Esta frecuencia relativa puede expresarse en forma
fraccionaria, o en forma porcentual. La forma fraccio-
naria a su vez se puede representar de dos maneras,
como una fraccién o quebrado o mediante la expresion’

-decimal de ésta.
i

Para el logro de estos objetivos el profesor podré utili-
zar ejemplos similares al siguiente: se tendran en cuenta
los resultados obtenidos en una previa de mateméticas
para contar cuéntos alumnos obtuvieron cada una de
las siguientes notas: 1,2, 3,4, 5.

Al realizar el conteo se obtiene la siguiente tabla de fre-
cuencias. ! v

Nota | No.de alumnos

5 5
25
15
~ \ 3
2

- N W s

Total 50

Estos datos se pueden representar en un sistema de
coordenadas, por medio de un diagrama de Iineas asi’:

—

No. de alumnos

~ b

95 |eeeemmere e

20 } ¢

16 oy

10 r

)
§ [ rremmsees |
1 2 3 4 5 Notas

En la tabla se puede observar, por ejemplo, que 25
alumnos obtuvieron una nota igual a 4. La frecuencia
absoluta de este dato es 25.

\ )
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La frecuencia relativa del mismo dato esgg © sea 75—,
que es su expresién como fraccién, En forma decimal
esta frecuencia es 0.5 y en forma porcentual 50%.

Las mjsmas reflexiones gue se hicieron para la nota 4,
pueden hacerse para cualquier otro dato. Asi, la fre-
cuencia absoluta para la nota 2 es 3, mientras que la
relativa es -:;— o lo que es lo mismo %o-= 0.06 6 6%.
Para ampliar el ejercicio se puede tomar la tabla ante-
rior .y agregarle otra columna con el fin de que los

~alumnos la completén calculando las frecuencias relati-

vas y expresdandolas como fraccidén, como decimal y en
forma porcentual.

La tabla quedaria asi:

LFrm:uem:ia Frecuencia relativa

ota absoluta Fraccion | Decimal |Porcentual
s 5 1%' 0.1 10 %
: » 5 0.5 50 %
° 15 '1% 0.3 30 %
2 3 % 0.06 6 %
T 2 ’i% 0.04 4 %
Total 50 v - ’

Ejercicios de este tipo permiten el trabajo con los frac-
cionarios y con los decimales. Asi: para obtener la frac-
fiénT:feS necesario partir de-—%y simplificar.

Para obtener la expresion decimal tendran, en algunos
casos, que complificar la fraccion de tal maneraque la
denominacion de la nueva fraccion facilite la escritura
de la expresién decimal.

Ejemplo: La fraccion—=- se puede complificar asi
25 . cort

1 4 _ 4 _
X4 =& =004

En el quinto grado se vié que los operadores fracciona-
rios como Tt%se expresan utilizando la notacién por-
porcentual 4%. :

/



Lo anterior se puede sintetizar en Un cuadro como:

Absoiuta

Frecuencia
Fraccionaria

\
~

Relativa

Porcentual

e 25
. 1
como Fraccién __ -
como Decimai____
o 0.5
R 50 %

cionada
a pregu

En el sistema de coordenadas cartesianas utilizado se
puede observar que las frecuencias absolutas se encuen-
tran sobre el eje vertical o eje Y y sobre el eje X se en-
cuentran |os datos gue representan las condiciones o
c;/riterios de clasificacion.
f
Otro tipo de ejercicios podria ser, dada la representa-
cidn en el sistema de coordenadas cartesianas, encon-
trar las frecuencias absolutas y las relativas y construir

la tabla de frecuencias. Distribu

Tanto la tabla de frecuencias como el diagrama permi- Distribu
ten encontrar facilmente cualquier informacién rela-
. . I

con los datos en estudio. Es facil dar respuesta
ntas como: ¢cudntos alumnos obtuvieron 32.

¢Cud! fue la nota que més se repiti6 en el curso?. La se-
gunda. pregunta podra aprovecharse para recordar que
el dato que mds se repite se llama moda (ésto se estudio
en et grado anterior).

Otros ejemplos que podrian trabajarse son:

cién de los alumno seglin la edad.

cidn de los alumnos segun la inicial del apellido.

CONTENIDGS BASICOS

Cuando se tiene un sistema de datos, éstos se pueden
ordenar o distribuir en una tabla segin las categorias o
valores que se fijen como criteries y se obtiene asi la
tabla de frecuencias. Dichas frecuencias se llaman ordi-
narias o puntuales para distinguirlas de las frecuenmas
acumuladas.

las frecu

puntos e

Las frecuencias absolutas.o puntuales son [0$ nGmeros
absolutos o relativos correspondientes al conteo de los
casos que verifican la condicién; en otras palabras, las
frecuencias que se le asignan a cada punto.

Ejemplo:

'
i

Las frecuencias acumuladas son las gue reunen todas

encias puntuales de un punto dado:para atras o

de un punto dado para adelante, en caso de que esos

stén ordenados en una escala.

La distribucién de las notas entre un
grupo de 40 estudiantes produce la si-
guiente tabla de frecuencias absolutas
(Ver hoja siguiente).

)
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) 1 '
20 5 - s s e e eaans 204------ Teeeemmam e
19 4 b 194
18 4 184
) 17 4 17
16 4 164
15-4 154
14 . ' 14 -
' 13 4 " 134
12 4 124
2 11 1 @ 114
05 -
TABLA g 10 e .3 T R T T IO TPp ey
© £ . o .
Frecuencia < 9 1 < 9 '
Notas Absoluta 8 ,j,8 j 8 8
No. de Alum. g g 1
" ] 7 4 . r) 7J
1 1 3 3
2 64 S 6+ '
2 4 - w
. (S R 5.1....--.......
3 5 4 daeeeae e \ P2 1 P
4 20 3 34
‘ i .
5 10 2 2 .
1 e om 1 i ER) '
40 ; |
o] 1 2 3 4 5 Notas ol112]3}a]ls] Notas
,/
Diagrama de Iineas Diagrama de barras/

Para obtener las frecuencias acumuladas, se pueden ha-
cer preguntas como: ¢cuantos estudiantes sacaron 2 o
menos de 27, Larespuestaes 4 + 1 = b,

Nuevamente se vuelve a preguntar: ¢cudntos estudian-
tes sacaron 3 o menos de 37?, Para obtener la respues-
ta se adiciona la frecuencia puntual correspondiente a
la nota mas alta (la de! 3, en este caso) con la frecuen-
cia acumulada de la nota anterior ( Ia del 2),as( se ob-
tene 5 + 5 =5+ {4 + 1} =

|

Se continla hasta obtener respuesta a la pregunta:
écudntos obtuvieron una notade 5 o menosde 5?7,
La respuesta es 10 .+ 30 = 40, quees el total de los,

Obsérvese que las frecuencias acumuladas anteriores
van sumando o acumulando las frecuencias puntuales

_de las notas que estan por debajo de la nota dada, i
cluida ella mistna.

También pueden hallarse las frecuencias acumuladas
que renan las frecuencias puntuales que estén por en-
cima de una nota dada, incluida esa misma nota.

En este caso las preguntas podr{an ser como: {cuantos
sacaron 4 o mas?. La respuestaes 20 + 10 = 30.
¢{Cuéntos sacaron 3 omds? 5 + 30 = 35. {Cudntos
sacaron 2 o mas?, etc.

alumnos.
Notas X 1 : 2 3 ' 4 5 o Total
Alumnos 1 4 5 20 10 40
(Frecuencias Absolutas) '
, 1o menos 2 o menos 3 o menos 4 0 menos 5 o menos
1 , 5 10 - 30 ' 40
Frecuencias Acumuladas -
1 o mds 2 omds 3 o mds 4 o mds 20 mds
40 39 35" 30 10
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. Iy .
La representacién grafica €s como sigue:

.
) ! Diagrama de Lineas Y
2 1
§ 50 1 L 50
s ( g
= g
40 -~ mmmmmmm e o 40 T
© - N
B @ .
E z
S 80 e 8 30 1~}
< 3
\ s E
3 207 2 20
: s
¢ =
T I B § 10 {4~ \
g
I i
r1 2 :’3 4 g l6 lNotasV 1 2 3 4 5 6  Notas
) s
{ Diagrama de Barras
50 - 50 | ‘
N
/ 40 A : - 40 4:.:
30 reeemeearmreriec s p— 30 4--- oy
20 A 20 4
10 A rmreenn veeme . - 10 =---
ol11213lalsl [notas oj1]213la]s] [Notas

SUGERENCIAS METODOLOGICAS.

En la actividad anterior se estudiaron los conceptos de
frecuengia absoluta y frecuencia relativa, a partir de un
sistema de datos. La frecuencia relativa se expresd en

forma fraccionaria, decimal y porcentual. Es conve- -

niente que haya claridad en estos conceptos antes del
estudio de la frecuencia acumulada, pues también hay

\
\

frecuencias acumuladas absolutas y relativas, y estas Gl-

timas se pueden expresar en las mismas tres formas.
Para construir una tabla de frecuencias se pueden to-

mar como datos la temperatura de una ciudad. Durante
16 dias se midié la temperatura de una ciudad en las
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1

horas de la mafiana. Los resultados obtenidos estdn consignados en la siguiente tabla:
‘ P ‘ :

Temperatura Namero de dias

0°C ‘
TP
2°C
FC
. 4°C

- Hh o

La frecuencia relativa y los diagramas de lineas y de barras para el ejemplo son los siguientes:

Frecuencia Absoluta Frecuencia relativa expresada en:
Temperatura =
. No. de dias Fraccion _ Décimal Porcentaje ;
‘,o T - 1 y
0C 1 T} 0.0625 v 6.25%
1°C 4 T - 0.25 25 %
rc 6 2 0.375 375 %
1
Fc 4 T 0.25 25 %
o 1 . ! [
£Lc ! 1 % 0.0625 6.25 %
¢ 16
L.uego se elabora el diagrama de I/neas y el de barras. , )
l -
7 n 7 -
6-~----------- 6 T~ ~
5 5
2 8 p
5 °
g 4 B 4ot
2 o
Q
g £,
E 3 2 3
2 4 2
{
L R it CGRETE] T ) 1
T ] ‘ _
1 2 3 4 5 0 3 2 3 4 )
\ Temperatura ' : b Temperatura
. ~
! /

Para realizar el diagrama circular podemos tomar las dedor del centro del circulo representan el 100%, en-
" frecuencias relativas, que estdn expresadas en fofma tonces los portentajes se deberdn gistribui( en propor-

porcentual, y pensar cudl seria la amplitud del dngulo cion directa a esta amplitud (360° ).

que le corresponde a cada una de ellas. Los 360° al re-
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Veamos:

dcud) es la amplitud del dngulo para re-
presentar en un diagrama circular una

frecuencia de 6.26% ?.

i

360

' {
Llamemos n el valor que se busca:

625 _ 1
100 "

100

Para representar el 25% se puede plantear la propor-

 cidn correspondiente o pensar simplemente en la cuarta

parte de la amplitud del dngulo centrat, ya que 25% es

un cuarto del total

(100% ).

En este caso n

90° .

Finalmente se llegard a una figura semejante a:

Bl

37.5

14

Ahora s¢ ;;odré elaborar la tabla de frecuencia acumular-

Elaboremos primero la tabla de frecuencias acumuladas

da. La frecuencia acumulada puede ser treciente o de- absolutas. /
creciente. -
Frecuencia Acumulada : Frecuencia Acumulada
Temperatura Frecuencia Absoluta Frecuencia Absoluta
creciente decreciente
o°c 1 e 1 1 ot 16
— c \ ;
1°cC 4 é———-—» 5 4 (———1+—» 15
— ; \
2c 6 4—-» 1" 6 et 11 )
/ \‘
% \
Fc 4 4—-——’ 15 4 —‘\——\—————\—b 5
a£c 1 - ——» 16 1 — - 1

107



Diagrama de |ineas:
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Las frecuencias acumuladas también se pueden expre-
sar en forma fraccionaria, decimal y porcentual.

El alumno podréd elaborar una tabla en la cual las fre-
¥

cuencias se expresen en las tres formas mencionadas an-

teriormente.

En la siguiente tabla solamente se presentan las fre-

cuencias en forma porcentual.

Temperatura o°c 1°c c 3c a°c Total
- Frecuencia absoluta 1 4 € 4 1 16
Forma porcen;ual 6.25% 25% 37.50% 25% 6.25% 100%
Frecuencia acn; mulada creciente 1 5 1 15 16
Forma porcentual 6.25% 31 .2‘3% 68.75 % 93.75% 100 %
Frecuencia acumulada decreciente 16 15 1 5 / 1
Forma porcentual 100% 93.75%" 68.75% 31.25% 6.25%

Tanto el diagrama de |ineas como el de barras de las
frecuencias acumuladas pueden elaborarse tomando co-
mo datos dichas frecuencias, expresadas en forma por-
centual. Los porcentajes se indican sobre el eje vertical.
Presentamos- un diagrama, como ejemplo, los otros los
dejamos como ejercicio.

l e
100 b R R b e e L
9375 --mmrm mren s
90 —~t
80 -
2z 70 i
£ 68.75 B kb
D
8 . 2
860 A
2 i
E
S 50 -
£
=
@ e
& 40 y
Q
=4
@
8 5031254
e
20 -
. f
10 4 .
6.25
0 1 2 3| a4 o
' i Temperatura

Seria interesante que los alumnos llegaran a establecer
la- correspondencia que hay entre las frecuencias expre-
sadas en forma porcentual y las calculadas mediante ia
adicién de las frecuencias absolutas u ordinarias. Esto
se puede lograr comparando los diagramas respectivos.

Obsérvese que en los diagramas de barras de las fre-

_ cuencias acumuladas, la altura de la barra para las tem-

peraturas 4° o menos,es 16 enuncaso,y 100 enel
otro.

Se pueden hacer otros ejercicios con dates propuestos
por los alumnos. b






‘Unidad VI

GEOMETRIA'Y MEDICION

Introduccidén

"LLa geometria es una exploracion del espacio. La me-
jor manera de explorar este espacio consiste en despla-
zarse dentro de &l y observar 10 que sucede a los obje-
tos de este espacio cuando se efectlia un cambio. Por
cambio entendemos absolutamente cualquier tipo de
transformacién’’ *

En esta unidad se estudian movimientos rigidos como
traslaciones, y reflexiones, {a congruencia de poligonos
mediante la aplicacién de movimientos rigidos, algunas
propiedades de los tridngulos, especialmente de los
tridngulos rectdngulos y se realizan algunas mediciones
de longitud y de amplitud de angulos. Las de longitud
se hacen con unidades del sistema métrico decimal y
de otros sistemas.

Las actividades que se proponen son de geometria acti-

Objetivos generales

- Reconocer movimientos rigidos en el
- Reconocer angulos y medir su amplitud

- Reconocer poligonos congruentes

~

plano |

va y dindmica, donde las rotaciones, las traslaciones, las
reflexiones, etc. no son algo estdtico que el alumno ve
dibujado, sino que é| "“descubre” cuando actlia sobre
los objetos; cuando corre, cuando juega, cuando realiza

las construcciones que su imaginacién le inspira.
Es conveniente que el profesor tenga en cuenta que los
contenidos basicos no son para exigirselos de memoria
a los alumnos ni para evaluarlos por la precisién con
gue los reciten sino que son para que él se ubique, y en
alguna forma tenga claros algunos conceptos para que
as{ pueda orientar a los alumnos en sus actividades ex-
ploratorias.

La parte de medicién de longitudes puede ir al comien-
zo o al final de la unidad, como el profesor lo crea mas
conveniente. :

Caracterizar el tridngulq rectdngulo

Reconocer y emplear unidades de longitud y de
amplitud de dngulos.

.

Objetivos especificos, indicadores de evaluacion,

contenidos y sugerencias metodologicas

* DIENES, Z. P, y E. W. GOLDING. Lageometria a través
de las transformaciones. Topologfa, Geometria proyectiva
y afin. Pag. 47, -
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CONTENIDOS BASICOS

Los sistemas de medida estdn ntimamente relaciona-
dos con los sistemas de numeracion.

El sistema métrico decimal tiene muchas ventajas sobre
los otros sistemas, ya gue las unidades, multiplos y sub-

multiplos pueden relacionarse entre si multiplicando o
dividiendo por 10 o una potencia de 10.

Hay algunas unidades de longitud que no pertenecen al
sistema métrico decimal, y que son muy usadas en algu-
nas partes. Entre éstas tenemos:

EQUIVALENCIAS EXACTAS APROXIMACIONES UTILES
La yarda = 09144 m 90 cm 10 yardas = 9m
El pie = 03048 m 30 cm 10 pies = 3m
La milla = 1609.344m 1600 m 2 millas = 3km
La milla ndutica = 1852 m 1800 m 5 millas = 9km
l.a pulgada = 254cm - 25cm 4 pulg. ="10cm
Lavara = 80cm 5 varas = 4m

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

De acuerdo a las necesidades de la regién e intereses de
fos alumnos, el profesor puede elegir las unidades de
longitud de otros sistemas que ellos conozcan y utilicen,
hacer las respectivas conversiones al sistema métrico de-
cimal, y resolver algunos problemas de aplicacion.

Se puede dar alguna informacién sobre lo que es el sis-

tema métrico decimal; su historia y sobre otros siste-
mas de medicién.

Pueden hacer algunas mediciones como el largo del sa-
I16n, el ancho del patio, la altura de un alumno, etc. uti-
lizando m, dm, cm. y expresdndolas en diferentes uni-
dades y también hacer algunas estimaciones sobre la
medida de algunas longitudes.

CONTENIDOS BASICOS

Cuando se mueve una figura de una posicion a otra, en '

el mismo plano, se dice que se ha hecho un desliza-
miento de la figura. Dicho deslizamiento puede ser una
traslacion o una rotacibn o una combinacion de ellas.

Trasladar una figura en su propio plano consiste en
empujaria simplemente desde una posicién a otra sin
dejarla girar al mismo tiempo.
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En una traslacion todos los puntos de la figura se mue-
ven en la misma direcciéon y cada punto de la figura
describe una |/nea recta. Todas las Ifneas rectas que re-
sultan de las trayectorias de los puntos que se mueven
en la misma direccién, son rectas paralelas.

Ejemplo:  Si un avibén se traslada a lo largo de una



Iinea recta, cada uno de los puntos se des-
liza en la misma direccion de la recta.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Las rectas AA’' y BB’ son paralelas porque tienen
la misma direcci6n; cada una corresponde a la trayecto-
ria de un punto en una traslacion.

Recordemos que la recta que pasa por los puntos A y
A’ se simboliza asi: AA’, se utiliza — para indicar
que la recta se extiende indefinidamente en los dos sen-
tidos.

Para simbolizar que la recta AA’ es paralela a larecta
BB’ se hace de la siguiente manera:

A || BB

Inicialmente se pueden deslizar algunos objetos sobre el
escritorio, o sobre el piso, como cuadernos, borradores,
etc., luego trasladar esos mismos objetos en una direc-
cion dada. Al hacer las traslaciones de los objetos los
alumnos podran ir marcando las trayectorias de varios
puntos para que concluyan gue son lineas rectas con la

misma direccidn o sea rectas paralelas.

También se les podra pedir gue busgquen otros ejemplos
de traslaciones como un tren en un tramo recto, etc., y
que se trasladen ellos mismos en alguna direccién den-
tro del salén de clase.

CONTENIDOS BASICOS

Para trasladar un segmento de recta © un poligono en
un plano es necesario conocer en qué direccidn se les va
a trasladar, en qué sentido y qué tanto se les quiere
trasladar.

Ejemplo 1:Dado el segmento cuyos extremos son los
puntos A y B trasladarlo’ 3 cm. ala de-
recha en direccién horizontal.

B

Hay que tener claros tres datos:
¢Cuél es la direccidn de la traslaciéon?
¢En qué sentido va a ser?

¢Qué tantos cm va a tener?

Para hacer la traslacién se trazan las paralelas que, pa-
san por los extremos del segmento en fa direccién indi-
cada v luego se traslada el segmento marcando sobre las
caralelas la distancia dada en el sentido que se pide.

3cm, A’
’—b
——-
—-
3cm
B B’

El segmento A™ B’ es la imagen del segmento AB me-
diante {a traslacién dada, o el resultado de haber trasia-
dado el segmento AB aplicdndole esa traslacién.

Ejemplo 2:Trasladar el polfgono ABC 4 cm hacia
arriba en direccién vertical.,
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A

De nuevo precisamos los tres datos:
¢Cudl es la direccién de la traslacion?
¢En qué sentido va a ser?

¢Qué tantos cm. va a recorrer?

Se puede trasladar cada uno de los vértices verticalmen-
te en el sentido y con la magnitud indicados, y luego
trazar el poligono resultante.

4cm.

El tridngulo A'B'C' es la imagen del tridngulo ABC
mediante la traslacién. '

El tridngulo A'B‘C’ es el resultado de haber trasladado
el tridngulo ABC aplicédndole esa traslacion.

Una flecha como la siguiente, que Hlamamos t puede
indicar una traslacién.

L L
r Y

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Esta flecha indica que la trasiacion se efectla en la di-
reccidn horizontal, 2 cm hacia la derecha.

Ejemplo: Dado el poligono ABCDE hallar su ima-
gen mediante la traslacién determinada por
ja flecha ™=/ . Esta flecha indica que el
polfgono se va a trasladar verticalmente

hacia abajo . 3.5 cm.

C
D
B 3%‘
3
E
A y
C
N
BN Q\NPD
P P\
VN
1 / » \
v DN
AL-TT 0 T
e b
1 C ' E :§1)
D’ 3
t
1
'
]
1
lE,
A’

La imagen del poligono ABCDE mediante la trasla-
cion V es el poligono A’ B’ C' D' E' Esto se pue-
de simbolizar asi:

V (ABCDE) = A'B'C'D'E

Para. ingiicar la direccion vy el sentido se pueden emplear
las siguientes expresiones.

- El borde lateral del tablero {0 la ventana, la puer-
ta, . ..} estd en direccibn vertical.

En esa direccion se distinguen dos sentidos: hécia
arriba y hacia abajo.

- El borde inferior del tablero (o laventana, .. .) es-
14 en direccién horizontal.
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En esa direccion se distinguen dos sentidos: hacia
la derecha y hacia la .izquierda.

En una cruz pintada en una hoja de cuaderno, los
alumnos pueden distinguir dos direcciones y en
cada una de las direcciones, dos sentidos diferentes.



Direccién longitudinal:

Direccién transversal:

Hacia adelante

Sentidos

Hacia atrds

Hacia la derecha hacia laizq.

Si la hoja estd sobre una mesa, ambas direcciones son
horizontales, pero se usa la longitudinal para represen-
tar la vertical y la transversal para representar la hori-
zontal.

Se hace girar la hoja sobre la mesa hasta que la barra
longitudinal de la cruz quede orientada en direccién
Norte - Sur. Si los alumnos miran bacia el Norte, se
pueden precisar mas las direcciones vy los sentidos:

Direccién Norte-Sur: --4--

1
Direccién Este-Oeste: ]
{Oriente-Occidente) ,'

Direccién Nordeste-Suroeste: _ _ _|
(Nororiente-Suroccidente) ]

Direccibn Noroeste-Sureste: '
(Noroccidente-Suroriente)

Sentidos
Al Norte o hacia arriba: ’
. AlSur o hacia abajo: I

A la derecha oal Oriente:

A la izquierda o al Occidente:

Al Nordeste o Nororiente:

Al Suroeste o Suroccidente:

Al Noroeste o Noroccidente:

Al Sureste 0 Suroriehte.

P
7
N
AN

Para indicar la magnitud del deslizamiento se puede
emplear cualquier unidad de medida de longitud,

El profesor y los alumnos pueden utilizar palos o ldpi-
ces para visualizar las traslaciones de segmentos en la
direccidn, el sentido y la distancia que las determinan.

Al mover el ldpiz o palo a lo largo de una recta, se man-
tendra la direccién inicial en la que estaba, sin hacerlo
girar durante el trayecto. '

Direccion y sentido
de la traslacion.

_—

- 1’///’

Posicién inicial Posicidn final

Para trasladar polfigonos pueden recortarse éstos en pa-
pel o cartulina, vy trasladarlos en la direccién y sentido
indicados sin dejarlos girar durante el trayecto.

Direccién y
sentido de la
. trastacion

Tridngulo de papel
o cartulina. _ --A

final
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El profesor y los alumnos pueden efectuar y represen-
tar un buen namero de traslaciones tanto de segmentos
como de poligonos para ejercitar la habilidad de hacer
mediciones vy la de manejar la regla o la escuadra para
trazar rectas.

Algunos ejercicios pueden ser como los siguientes:

Ejemplo 1:Dado el poligono ABCDEF. Trasla-
darlo 4 cm. en el sentido Sureste (tras-
lacién determinada por la flecha t).

Se trazan paralelas a la flecha que determina la trasla-
cién, que pasen por los vértices del poligono.

Se marca la distancia en que se deben trasladar los vér-
tices y se completa con segmentos el poligono resul-
tante. T (ABCDEF) A'B'C'D'E'F’

>
%

s It

>

AN

— e — —
—— e e - = e e

Para hallar la magnitud de la traslaciébn basta contar el
ndmero ‘de unidades de longitud que hay entre un pun-
to y su imagen. En esta traslacion la magnitud es de
3 cm. Asi la traslacion aplicada es de 3 cm en direcciéon
vertical hacia arriba.

. Ejemplo 3:Dado el segmento cuyos puntos extremos

son A vy B ydada latraslacién cuyo sen-
tido es hacia la izquierda, direccién hori-
.zontal y la magnitud de la traslacion es un
centimetro. Hallar los efectos de aplicarle

la traslacién:
B 23 B 2y )
una vez
dos veces
A 222 ) »
c) tres veces

Ejemplo 2:El paralelogramo ABCD tiene como ima-
gen el paralelogramo A'B'C'D’ mediante
una traslacion. Hallar la direccién, el senti-
do vy !a magnitud de la traslacion.

Se halian los vértices del paralelogramo ABCD v los
del paralelogramo A'B'C'D’. {Los alumnos mas avan-
zados notardn que basta hallar un vértice del primero y
el correspondiente de su imagen). Luego se unren los
vértices con rectas que pasen por los vértices corres-
pondientes. Se observa la direccién de estas rectas. Se
decide en qué sentido fue la traslacion y se marcan
puntas de flechas que sefialen la imagen.
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A’'B’ es el resultado de aplicarle una vez la traslacion a

B.

A
A"B” es el resultado de aplicarle dos veces la traslacion
a AB.

A" "B’ * ' esel resultado de aplicarle tres veces la tras-

lacibna AB.

d) Cudl es la traslacion que aplicada a AB da como
resultado A''B"?

e) Cudl es la traslacién que aplicada a AB da como
resultado A’ 'B’ '’ ? .

f}  Cudl es la traslacién que aplicadaa A'B’ da como
resultado A""'B""' ?



El profesor hard notar que la traslacion del literal d) es
la misma traslacién que ia del fiteral f), aunque se apli-
can a segmentos diferentes y producen imdgenes dife-
rentes.

Ejemplo 4:Dado el tridngulo MNP. {A MNP)

a) Trasladarlo verticaimente hacia arriba, 2 cm vy
obtenerel A M'N'P’.

b) Trasladar el A M’N’P’ horizontalmente hacia la

derecha, 3.5 cm. vy obtener el A M"N"P"

c) Trasladar el A MNP verticalmente hacia aba-
jo 4cm.

Pueden luego hacer traslaciones indicadas mediante ura
flecha. Dicha flecha indica la direccién, el sentido vy la
magnitud de la traslacion.

M}

N

CONTENIDOS BASICOS

Rotar una figura en su propio plano consiste en girarla
alrededor de un punto fijo. Dicho punto fijo puede ser
cualquier punto de la figura y se llama “"centro de rota-
cién’’. También puede considerarse que el giro es alre-
dedor de un eje perpendicular al plano de la rotacion
que corta el plano en el centro de rotacion.

En una rotacién todos los puntos de la figura recorren.

un arco de circulo mds o menos largo, excepto el cen-
tro de rotacién, pues éste permanece fijo. LLos puntos
gue se mueven recorren caminos de longitud diferente,
pero en cierto sentido "‘giran lo mismo’’: hacen un giro
de la misma amplitud.

Ejemplo: Rotar una hoja de papel en la tapa del pu-
pitre alrededor de un punto fijo.

AP

I:.- ——————— — J
s !
[l|~ N |,|
\! v
X

N I

\.B’

"

- — o —— ——

En este caso el centro de rotacién es el punto C que
estd ubicado en una esquina y la hoja de papel se ha ro-
tado en la direccién contraria de las agujas del reloj.

En este caso el centro de rotacion estd ubicado en el
centro de'la hoja y se ha girado en direccidn contraria a
las agujas del reloj.

La hoja se ha girado en la direccién de las agujas del re-
loj y el centro de rotacién es el punto C.
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En cada uno de los casos se observa que todos los pun-
tos han girado de la misma forma (en el sentido de
efectuar un giro de la misma amplitud), aunque los que

estdn mds lejos del centro de rotacién recorren un tra-
yecto circular mds largo.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Inicialmente los estudiantes pueden rotar algunos obje-
tos sobre el escritorio, como un libro, un cuaderno, ho-
jas de papel, etc. Podrén escoger como centro de rota-
cién cualquier punto. Los alumnos deben sefialar cui-
dadosamente dénde estd colocado el punto fijo; para
ésto pueden utilizar un chinche, un alfiler, la punta de
un ldpiz o al menos el dedo.

Al hacer las rotaciones los alumnos podran ir marcando
la trayectoria de varios puntos para que concluyan que

-

todos los puntos distintos del centro giran de la misma
manera (hacen un giro de la misma amplitud), aungue
recorren arcos de circulo de longitudes diferentes.

Pueden buscar algunos ejemplos de rotaciones como un
columpio, una rueda volante, etc. Observar qué pasa
con cada una de las partes del cuerpo cuando gira. En
cada caso deben indicar cudl fue el centro o eje de rota-
cién y decir aproximadamente cud! fue la amplitud del
giro {media vuelta, etc.).

CONTENIDOS BASICOS

Para rotar un segmento de recta o un poligono en un
plano se necesita conocer el centro o eje de rotacién y
el dngulo de giro. Es importante gue ese dngulo tenga
una orientacién. La orientacién se suele indicar compa-
rdndola con la de las agujas del reloj: en el sentido de
las agujas del reloj, o en sentido contrario a ellds.

Para efectuar rotaciones cuyo eje o centro de rotacién
estd fuera de la figura que se rota, los alumnos pueden
realizar una actividad previa, que consiste en observar
el movimiento de una moneda o de una figura cortada
en cartulina, cuando se ha colocado sobre un disco que
estd girando.

Notardn que hay dos rotaciones:

f

Una, la de! disco alrededor de su centro. En este caso el
centro o eje de rotacion estd dentro de la superficie que

se rota.
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La otra rotacion es la de la figura que se colocé sobre el
disco, al mismo tiempo que éste estd girando, En este
caso el centro o eje de rotacion esta fuera de la superfi-
cie que se rota.

Ejemplo 1:Dado el segmento cuyos puntos extremos
son A y B orientado de A hacia B, que
notamos AB, rotarlo:

a) Media vuelta alrededor del punto medio
en el sentido de las agujas del reloj.




b) Un cuarto de vuelta alrededor del extre-
mo inferior (B), en el sentido contrario
de las agujas del reloj.

b} Tres cuartos de vuelta alrededor del vér-
tice C, en sentido contrario a las agujas
del reloj.

=4
/\ |
, RN !
» \\\ I /
/\\ \ )
/ \\~ \\ l
/ \\~ \‘ l
AN \\
' . O
’ D ’B
A B

Como el centro de rotacion es el punto medio, este se
puede hallar midiendo la longitud del segmento y mar-
cando la mitad.

Como el segmento va a rotar media vuelta alrededor de
este punto medio, se tiene que el extremo A pasa a!
punto B y viceversa.

El segmento AB' esla imagen del segmento AB me-
diante la rotacion dada, o el resuitado de haber rotado
el segmento AB aplicdndole esa rotacion.

Notese que A'B’ tiene la misma longitud y conserva la
misma direccion, pero cambié de sentido.

El segmento AB se va ahora a rotar teniendo como
punto fijo el extremo B, un cuarto de vuelta en senti-
do contrario a las agujas del reloj,

El segmento AB’ esla imagen del segmento AB me-
diante la rotacién dada.

Noétese que B’ sigue siendo el mismo punto B, y que
el segmento A’'B’ conserva la misma longitud.

Ejemplo 2: Dado el poligono con vértices A, B, C
y D, efectuar las siguientes rotaciones:

a) Media vueita alrededor del centro en el
sentido de las agujas del reloj.

D

B'CA". ..

El poifgono A'D’'B’C’ es la imagen del poligono ADBC
mediante la rotacién dada. Nétese que la superficie de-

limitada por {a figura rotada sigue siendo la misma, v el

orden A'D'B’C’. . . es el mismo de antes. Pero los vérti-
ces se han intercambiado con sus opuestos.

g
/ N\
\

E!l poligono A’'D'B'C’' es el resultado de aplicarle la ro-
tacion dada al poifgono ADBC.

Notese que la superficie delimitada por la figura rotada
ya es distinta, aunque tiene la misma &rea y la misma
forma.

E! punto C esel mismo C’, pero los demds puntos de
la imagen son diferentes de los iniciales. Ei orden A'D’
se conserva inalterado.
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Los estudiantes pueden utilizar ldpices o palos para vi-
sualizar las rotaciones de segmentos, Yy recortar algunos
poligonos en cartulina para visualizar las rotaciones de
poligonos.

Pueden utilizar diferentes centros o ejes de rotacion y
diferentes dngulos de giro.

Para indicar la amplitud del dngulo de giro vy su orien-
tacion pueden emplear expresiones como las siguientes:

Para la amplitud Pura la orientacion

Un cuarto de vuelta En sentido de las agujas
reloj.
Media vuelta

Una vuelta En sentido contrario a ellas.

Tres cuartos de vuelta

Un tercio de vuelta

En la rotacién de poligonos procurardn rotar tridngulos
equildteros, cuadrados, rectdngulos, tridngulos isoscéles,
rombos, pentdgonos, hexdgonos y toda clase de poli-
gonos irregulares. .

Inicialmente efectuardn algunas rotaciones dadas.
Ejemplos:

- Dado el segmento AB rotarlo un cuarto de vuelta
en el sentido de las agujas del reloj, alrededor del
extremo B.

- Dado el poligono MNPQ rotarlo en sentido con-
trario a las agujas del reloj:

a) Un cuarto de vuelta alrededor del centro
b) Media vuelta alrededor del centro
¢} Una vuelta alrededor del vértice M.

- Dado el poligono ABCDEF rotarlo en el sentido
de las agujas del reloj:

a) Media vuelta alrededor del vértice E.
b) Una vuelta alrededor del vértice C.

En cada caso pueden dibujar el poligono dado y tam-
bién recortarlo en cartulina. Colocarsn el poligono de
cartulina sobre el poligono dibujado, fijardn el centro
de rotacién con un chinche o un alfiler y cuando hayan
hecho la rotacion pedida dibujardn el poligono imagen
trazando la frontera del poligono de cartén.

Mientras los alumnos hacen rotaciones se les puede pe-
dir que observen cuidadosamente si, en algin momen-
to, el poligono de cartdn cubre exactamente el poligo-
no dibujado. Si ésto ocurre, que sefialen qué dngulo se
giré y cudl fue el centro de ia rotacion. También que
observen cudntas veces el poligono de cartén cubrird
exactamente el poligono dibujado al dar una vuelta
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completa. .De este trabajo sacardn algunas conclusiones
como las siguientes:

- La Unica manera de gue un poligono irregular vuel-
va a su posicion inicial es rotdndolo una vuelta
completa alrededor de cualguier punto.

-. Un rectdngulo o un fombo tendrdn que girar media
vuelta alrededor del centro para encontrar una po-
sicion andloga, osea que el poligono de cartén cu-
brird exactamente dos veces el poligono dibujado
al dar una vuelta completa. :

- Un cuadrado tendrd que girar un cuarto de vuelta
alrededor de! centro para encontrar una posicion
andloga. Al dar una vuelta completa encontrard
cuatro posiciones andlogas.

También podrdn resolver otros ejercicios como los si-
guientes:

- Dada la siguiente representacion de una rotacion,
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r 4 B’

{Cudnto se rotd? :
¢En qué sentido? '
{Cudl fue el centro de rotacién?



. Dado el cuadrado MNPQ

Dado el rectdnguio RSTV:

vV

a) Rotarlo alrededor de} punto M media vuelta en
el sentido de las agujas del reloj y obtener el
cuadrado M'N'P'Q’,

b) Rotar el cuadrado M'N’P'Q’ alrededor del pun-
to P’ un cuarto de vuelta en el sentido de las
agujas del reloj y obtener el cuadrado MNP’
Q. '

c) Rotar el cuadrado M N”P”Q" un cuarto de
vuelta en el sentido de las agujas del reloj alre--
dedor del punto M",

d) Verificar si estas tres rotaciones sucesivas son
equivalentes a una traslacion.

a) Trasladarlo horizontalmente hacia la derecha 5
unidades de longitud y obtener el rectdngulo
R'S'T'V'.

Fiotar el rectdngulo R’'S'T'V’ alrededor del
centro, un cuarto de vuelta en el sentido de las

manecillas del reloj y obtener el rectdangulo R”
STV

b

~

c) ¢Qué se puede hacer para que el rectdngulo R”
S"T”V" vuelva a la posicién inicial? (donde es-
taba el rectdngulo RSTV). Ensayar primero
una rotacién y después una traslaciéon, y luego,
primero. una traslacién y después una rotacién,
0 una rotacion, luego una traslacidn y iuego
otra rotacion. Hay muchas soluciones!.

CONTENIDOS BASICOS

l_Jna recta que resulte de rotar —l- de vuelta a la recta
AB alrededor de uno cualquiera. de sus puntos, es una
recta perpendicular a AB.

Ejemplo: AB es perpendicul—afra A'B.

Esto se simboliza asf: , AB _L A'B’
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Si se traza un segmento AB sobre una recta MN, vy
se hace girar % de vuelta el segmento sobre uno de sus
extremos, por ejemplo A, se dice que el segmento
imagen AB’ es perpendicular a la recta MN. Esto se
simboliza asf:

AB | WN
Considerando solo el segmento original AB y el seg-

mento rotado 4 de vuelta AB’, también decimos que
AB’ es perpengicular a AB: AB’ _I_ AB

Cuando se hacen varias rotaciones de un segmento so-
bre un mismo eje, se observa que unas tienen mayor
amplitud que otras; es decir, en unas ef giro es mas am-
plio que en otras. Intuitivamente se verifica que algunas
rotaciones tienen mayor o menor amplitud que otras;
también que puede haber rotaciones de la misma am-
plitud, aungue el segmento inicial haya sido diferente.
Para determinar la amplitud de una rotacién se toma
como referencia la vuelta, es decir un giro alrededor de
un punto en el que se sale de una posicion vy se llegaa
la misma posicién después de una vuelta completa. Lle-
garemos a una medicién de la amplitud de un giro en
fracciones de vuelta.

-También puede observarse que dos rotaciones de un
segmento sobre uno de sus extremos tienen la misma
amplitud si el otro extremo recorre arcos de circulos de
la misma longitud.

Bn

segmento resultante AB’ también se rotd un cuarto de
vuelta en el mismo sentido, y se obtuvo el segmento
AB".

El extremo B del segmento recorrié en cada rotacién
un arco de circulo de la misma longitud. Pero el punto
medio recorre arcos mds cortos. No debe confundirse
pues ia longitud del arco recorrido con la amplitud del
giro.

AB se rot6 un cuarto de vuelta en sentido contrario a
las manecillas del reloj v se obtuvo el segmento AB" El
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Si una rotacién de una vuelta se efectlia en cuatro ro-
taciones de la misma amplitud, decimos que en cada
una de estas rotaciones el segmento ha girado 90 gra-
dos (90°).

Si una rotacién de una vuelta se efectdaen 8 rotacio-
nes de la misma amplitud, decimos que en cada una de
estas rotaciones el segmento ha girado 4%5°.

Si una rotacion de una vuelta se efectaen 20 rotacio-
nes de la misma amplitud, decimos que en cada una de
estas rotaciones el segmento ha girado 18°..

Si la rotacion se efectia en 360 rotaciones de la mis-
ma amplitud, cada una de estas rotaciones ha girado un
grado, {1°),

Cuando se gira una vuelta completa, se ha girado 360°.

1

Fog X {una vuelta) = 1

De esta manera se puede medir la amplitud de giro de
cualquier rotacién tomando como unidad el grado.

La adquisicién de estos conceptos se logra mediante los
aspectos dindmicos. Los_alumnos hardn muchas rota-
ciones alrededor del mismo eje, tanto de segmentos co-
mo de poligonos, a partir de distintas posiciones inicia-
les, para observar que unas tienen mayor amplitud que
otras y que al ordenarlas algunas rotaciones resultan de
la misma amplitud. Para ordenar las rotaciones podran
‘también observar la longitud del arco que recorre un
mismo punto en las diferentes rotaciones.

Cuando las rotaciones parten de distinias posiciones
iniciales los alumnos podrdn marcar con colores las fle-
chas que indican cada rotacion e intuitivamente ver que
tienen la misma amplitud, o que una es mayor que la
ctra, etc.
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Ejemplo:  Los siguientes dibujos representan dos rota-
ciones hechas al segmento AB.
Caso 1 B’
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