Unidad I

- PROPORCIONALIDAD
Y SUS APLICACIONES

Introduccion

En esta unidad se érhplia el estudio dela prbpor-
cionalidad, el cual se inicié en el 50. grado de
Educacmn Basnca anana

Se trabaja fundamentalménte, con operadores

multiplicativds ampliadores o reductores, se-

gun el caso. Los operadores multiplicativos son
funciones lineales y através de ellos se obtienen
conclusiones generales sobre las propiedades
de la linealidad. Se hace énfasis en el estudio
dela proporcionalidad directa porque es el tema
que abre el camino hacia la linealidad.

- También se proponen algunas situaciones que

no corresponden a funciones lineales. Dentro
. de estas situaciones, el profesor podra enrique-
cer las actividades con algunos ejercicios de
proporcionalidad inversa; es posible que de los
mismos alumnos surjan los ejemplos.

-

Objetivos generales

'El porcentaje, el interés yb el reparto pro'porcib-

nal, lo mismo que los problemas de “regla de
tres” se trataran mediante la aplicacion de ope-
radores multlpllcatlvos

Con esta pr0puesta se pretende integrar los
mencionados temas y asi evitar la proliferacion

detitulosy subtitulos tratados aisladamente que '

llevan.a una dispersién tal que al alumno no le
queda otro remedio que memorizar una serie

de formulas para resolver problemas que sélo

le permiten aprobar el éxamen.

Como ya se dijo, este enfoque integra lo que
esté disperso, por lo tanto, se espera que du-

- rante el estudio de esta unidad los alumnos ex-

perimenten la satisfaccion de resolver toda una
variedad de situaciones probleméticas que re-
quieran un mismo trabajo: razonar l6gicamente
y aplicar operadores multiplicativos.

- Repasarlos ’conceptos'fUndamentaIes depro-
porcionalidad. '

— Identificar algunas razones especiales.

- Reconocer las propledades delos operadores A

multlphcatlvos

- Resolvery formular problemas que requieran

la aplicacion de operadores multiplicativos.
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Objetivos especificos,

CONTENIDOS BASICOS

indicadores de evaluacion,

contenidos y sugerencias metodologicas

La mayor parte de los contenidos basicos de
esta unidad estan consignados en fa-Unidad VI
de 50. grado (Ver Anexo l).

Razén -

- La palabra razén tiene en el lenguaje usual va-
rias connotaciones: se usa para designar cual-
quier divisién indicada con su antecedente (di-
videndo) y consecuente (divisor), 0 para nom-.
brar el operador multiplicativo que aplicado al
consecuente produce el antecedente. En el pri-
.mer sentido a las fracciones se les llama tam-
bién razones entre enteros o natugales. Hay que
tener en cuenta que varias fracciones pueden
representar la misma razén como oOpeérador-
multiplicativo, y que aunque toda fraccion sea
'una razén, no toda razén es una fraccion.
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una divisién indicada es un natural o un fraccio-

se estudiaran posteriormente.

—OVE— representa una razon y sin

La expresién
embargo no es una fraccion.

También hay razones entre longitudes, entre
areas, volumenes, etc. Estas razones también
se representan por divisiones indicadas, aun-
que no sepamos como efectuarlas. Por ejemplo,
la razén de la diagonal de un cuadrado al lado
del mismo se puede representar como L6
d:1).

No siempre el cociente queresulta de efectuar

nario. En ocasiones se trata de un numero real,
por ejemplo:m, V2,V 3 ,V.5,etc., loscuales




Funcién
*
_Cuando se encuentraenunlibrola palabra “fun-
cion”, esta puede referirse a una relacuon oa
una trasformacnon

En algunos libros se dice que una funcién es
una relacidén univoca, o una relacién funcional,
¢ sea, una correspondencia en la que un ele-
mento dado del conjunto de salida tiene ma-
ximo una imagen.

.

La correspondenma F es univoca o func1ona|

“pero la G no. : !

En el lenguaje ordinario se distinguen las rela-
ciones funcionales porque se puede poner co-
rrectamente el articulo definido “el” o “la” an-.
tes de-\la palabra que designa la relacion:

Juan es padre de Ignacio
Juan es el padre de Ignacio
Cuatro es cuadrado de dos
Cuatro es el cuadrado de dos

Por lo tanto ta relacion “padre” o “ser padre
de” es funcional, y la relacién “cuadrado” o
“ser-cuadrado de”, también lo es.

En estos programas se utiliza la palabra “fun-
cién” para referirse a una transformacién, auna
opéracién activa que transforma-una “materia
prima” (el argumento o’argumentos de la fun-
cién) en un “producto terminado” (el valor de
la funcién). Por ejemplo, la funcién “cuadrado”
transforma’un nimero dado en su tuadrado:

3—9: O }9 3 —8 .9 0@ =
'La funcién mitad:
1
1 - - .
) * [D-4 B 4 + 8 -4

Es claro que a cada transformacién activa que .

tenga un solo argumento como materia prima
y produzca un dnico valor como producto bien
determinado, se le puede hacer corresponder

una relacién: la que hay entre el argumento y

el Rroducto termmado (que en espafol se lee
primero):

8 2e 4

3.0 9 9C3

U

9 es (el) cuadrado de 3 E

4 es {la) mitadde8 : 4 M8
Para fepresentar una transformacion se utiliza _
la misma representacion de flechas (sagital), o
cartesiana, o de tabla de doble entrada que uti-
lizamos para la relacién correspondiente.

en el conjunto de llegada.

+
4 4 41 X X
. . +
-f +3 : 7 +3 — 4 ft—— 3
+2 : - +2 3 . +2
+1 x X
+1 ' > +1 2. : y -
0 // ‘ T A X
0 l—->1 .
-1 T . —1 ".‘ . . -1
—2{-1] 0 [+1|+2|+31+4

(1)

' Las ﬂechas mdlcan e} camino que puede recorrerse desde un elemento del conjunto de sahda hasta su imagen
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Por ejemplo para la transformacién “elevar al

cuadrado”, se utilizan las mismas representa- -

ciones que para la relacién “es cuadrado de”.
No hay que aprender nada nuevo sobre repre-
sentacion de funciones como transformacio-
" nes, basta representar la relacién funcional
(“funcién”) correspondiente. -

* Otra dificultad de terminologia que hay en los
distintos libros es que algunos exigen que una

funcion debe estar totalmente definida en su

.conjunto de salida (cada elemento del conjunto
de salida tiene que tener imagen), pero otros
libros hablan de la funcién tangente, la funcién
logaritmo, etc., que no estéan totaimente defini-

das sobre su conjunto de sallda usual, los nu--

meros reales.

4

“En estos programas no exigimos que una fun-
cion esté totalmente definida, sino que sea uni-_

voca o funcional.- Cuando ademas- estd total-
mente definida, se suele Hamar. “aplicacion”.

- Correlacion y proporcionalidad

Cuando se compara el comportamiento de dos
magnitudes y se Observa que al aumentar o
disminuir una dé ellas la otra también aumenta
o disminuye, se dice que las magnitudes estan
. directamente correlacionadas. Si ademas, la ra-
z6n entre las parejas de valores es la misma,
las magnitudes son directamente proporciona-
les. Sinembargo, una cosa es la correlacion di-
recta y otra la proporcionalidad directa.

" La correlacién directa es una relacion funcional,
porque a cada valor de una magnitud le corres-
ponde un Unico valor de la otra magnitud, ade-

mas esta asociada a una funcién creciente, por- .

que a medida que una magnitud aumenta la
, otra,tamblen aumenta

La proporclonalldad directa es tamblén una re-
lacién funcional y también esta asociada a una
funcién creciente, en la cual, ademas, la razén
entre las magnitudes es constante. En la repre-
sentacion grafica, las parejas de valores de Ias
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dos magnitudes que se relac:onan asi estan so-
bre una linea recta que pasa por el orlgen

Existen otras magnitudes - cuyo comporta-
miento es distinto al descrito anteriormente.
Mientras una de ellas aumenta, la otra dismi-
nuye y viceversa. En este caso la relacién es de
correlacion inversa, es decir estd asociadaauna
funcién decreciente. Si ademas de lo anterior
se cumple que el producto entre los valores de
cada pareja ordenada es constante, se dice que
la relacion entre las dos magnitudes es de pro- -
porcionalidad inversa. (Ver Anexo 1).

Como se dijo anteriormente, cuando varias pa-
rejas de valores de dos magnitudes estan direc-
tamente correlacionadas y ademads tienen co-
ciente constante, la relacién entre ellas es de
proporcnonahdad directa:

- La segunda componente de cada pareja es el
producto de la primera componente por un
mlsmo namero.

— Este nimero constante u operador multipli-
cativo se denomina coeficiente de proporcio-
nalidad.

Asi, si se tienen parejas de valores de esas mag-
nitudes, como (a, c) y (b, d} y existe un namero
fijo o constante, X, tal que:

=K.a y d=K:b-

. la relacién entre ellas es de proporcionalidad
directa, K es el coeficiente de proporcnonahdad
y Ia proporcién correspondiente es:

— a

I A

T =% % FT=4.
| 4

EI operador multnpllcatlvo K X determina una
transformacién de la primera magnitud en la .
segunda, llamada funcién lineal. Cuando se en-

tre a estudiar formalmente las funciones linea-

les, se vera que el coeficiente de proporcionali-

dad se denommaré coef|0|ente de la funcién’
lineal. -

Los alumnos iniciaron el estudio de razones y
proporcnones en el 50. grado de Béasica Primaria.
Es conveniente que el profesor lea la Unidad v
‘de 50. grado (Anexo 1) antes de abordar este

tema. En ella estan consignados los contenidos -

basicos necesarios para el logro de los objetivos

propuestos. El logro de estos objetivos es indis- .

90"

- pensable para profundizar en los temas ya vis-

tos y para iniciar el estudio de otros.

_La actividad que el profesor proponga debe lle-
‘var a los alumnos a recordar los conceptos re-
lacionados con Ios temas: razén, proporcién y
proporcionalidad.




Ejemplo 1:
dria servur para tal efecto

Un ejercicio como el siguiente po-.

Se dibujan vérios cuadrados:

- 4cm.,

3 cm.

25 'cm. 5.5 cm.

En una tabla se consigna el valor de la longitud
del lado (a la que llamaremaos abreviadamente
“lado”) de cada cuadrado y el del perlmetro
respectlvo

Estos datos pueden tomarse de los trabajos de
varios alumnos..

l{cm) 314 |156(45| 7 | 251 6

plem) | 12 |16 | 6 18 | 28 |10 | 24

Tabla 1

Se representa el cociente entre el perimetro (p).

y el lado (/) de cada cuadrado por medio de una
division indicada:

o también:
12:3, 16;4, 6:1.5, 18:4.5, 28:7, 30:2.5, .

X ‘ . ‘ . .
Se hallan los correspondientes cocientes:

12]3 16 4 6115 18]45 28 |7 101 25
o[a o a 0|4 ol ol4_ 0]4
¢{Qué nombre reciben estos resultados?
Es posible que los alumnos estén de acuerdo

en llamar razoén al resultado. 4 es la razén del
perimetro al lado del cuadrado.

Todos los cocientes indicados representan la
mismarazén:larazén “cuadruple” olarazéon4.

¢Qué nombre recibe el dividendo de cada una
de las divisiones indicadas? ;Y el divisor?

Al dividendo se le llama antecedente y al divisor
consecuente

" En la Tabla 1 los alumnos observaran que la

razén 4 actiia como un operador, que aplicado

_al consecuente (I) produce el antecedente {p):

! 3 4 ([15(45| 7 (25| 6
12 |16 | 6 | 18 | 28

10 |24

- Tabla 2
Lo anterior puede simbolizarse. asi:
! 4x

—_ P
3 4x 4 x3=12
4 4% 4axa=16

La relacién’entre las parejas (3, 12), (4, 16),
(1:5, 6)... etc., es de proporcionalidad directa;
larazén 4/ tamblen se denomina coeﬂc:ente
de propormonalndad :

VoIvnendo a las divisiones indicadas, las cuales

. representan la misma razdn, se pueden escribir

igualdades como:

N
& .
-

12

12 _ 0o _ _6
3

=16 28 _ 24 10 _
a
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0 expresiones como:

12:3=16:4,
28:7 = 24:6,
10:25=6:1.5

(Qué nombre reciben las expresiones anterio-"

res?

\
¢Conocen otra forma de simbolizar una propor-
cién? - : .

;Qué nombre recibe cada uno de los términos
de una proporcién? ( .

Se espera que los alumnos recuerden que a las

nes.

’

La proporciéh 12:3=16: 4también se escribe

12:3::16:4

’ ’ ; /
3y 16 se denominan medios de la proporcién.

12y 4 sedenominan extremos de la proporcion.

Los alumnos verificardn gue en las proporcio- .

nes se escriban, el producto de los extremos es
igual al producto de los medios.

Ejemplo 2: Aprovéchando los mismos cuadra-

dos, los alumnos elaboraran una tabla
para consignar la medida del lado y la
del area de cada cuadrado.

3cm o : 4 cm

Para hallar el 4rea de cada cuadrado' se toma
como unidad de area el cm? Los alumnos po-

dran cuadricular los cuadrados, como se indica

en las figuras y luego contar el nimero de “cua-
dritos” cuya area es de 1 cm En el caso del
cuadrado de lado, 1.5 ¢cm, al unir las partes raya-
das se obtiene un cuadrito cuya areaesde T
cmz. El area de la parte punteada es la cuarta
parte de 1 cm?

+

Se recordaré que 1-= 0.25. Esto puede aprove-
charse para recordar que - al cuadrado es
mas pequefio que -}, y comprender por qué.

Si el procedimiento descrito anteriormente es
el que siguen los alumnos, es conveniente que

. en todos los casos ellos expliquen el por qué

del valor del area del cuadrado correspondien-
te. ' o

Mem) |3 4 1.5 2.5 45 7 6
lalem?d | 9 16 | 225 | 525 |2025 | 49 | 36
' -
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.igualdades anterlores se les llama proporcio-




Se siguen los mismos pasos del ejercicio ante-
rior para.ver si en este caso la razén del érea al
lado es siempre la misma: ‘

9,16 225 6525 2025 49 36

9{3 - 16‘4_ 22515 . 5.25 28
0|3 ol4 o-l1.s 0{25
20.25'4.5 49,7 3616
0]4as ol7 0 lﬁ

iLa razén del area a la longitud del lado del
cuadrado es la misma?

(Es posible determinar un operador multiplica-
-tivo que aplicado a la longitud del lado dé como
resultado el area del cuadrado respectivo?

¢Con las razones anteriores se pueden obtener

proporcnones7

Es fécil observar en las tablas que las magnitu--
des que intervienen en los dos ejemplos estan

_directamente correlacionadas: al aumentar una
de ellas aumenta también la otra, o al disminuir

una de ellas también disminuye la otra. En los
ejemplos, al aumentar el lado aumenta también -
el perimetro y el area del cuadrado. :

Para que la correlacién se observe mejor, los
datos pueden ordenarse, e inclusive se anota-
rén otros que los-alumnos pod[én proponer.

Se hara la representacion grafica de las dos si-

“tuaciones. (Ver graflcas 1y 2).

Se propondran otros ejercmos uno de ellos
podrla ser:

lado de los cuadrados con los que
se viene trabajando. Para este ejer-
cicio los alumnos utilizaran la regla
y hallaran, hasta los millmetros, en

y (
16 f-mmsmmm
15 T ) I -
14 1 | lecm pcm lcm acm?
81 ' 15 6 1 1
12 foum oo |
11 ’ : 25 | 10 15 | 225
104-~—-- )
(. 3 12 25 5.25
g9+ I I I v
81t L1 4 16 3 9
71 b '
61---{ |1 | 45 | 18 4 16
RS B A T 6 24 45 | 205
41 | | o
31 gt 7 28 5 25.
21/ 1 b
- | 6 36
14 (.
1 .
(o .
1.2 3 4 ‘ e »
Grafica 1 . Gréfica 2
_ B
"Ejemplo 3: Hallar la razon de la diagonal (d) al las medidas correspondientes. El

profesor l0s hard conscientes de la
*inexactitud, y de que sélo se escri-
ben aproximaciones. -

v
i




/
.7 cm .
'6.3 cm :
5.6 cm
5cm . 45 cm e B 4 cm
, 7 42cm
2.8 cm ~
14
cm
1cm 2cm : 3cm
lem 5 4.5 4 3 2 1
dcm 7 6.3 . - 5.6 4.2 2.8 - 1.4
‘ . . Tabla 6

+

Se .halla el cociente entre la diagonal y el
lado de cada cuadrado, que en todos los casos

sera aproximadamente - , 0 % , etc.
-1 83 _14 , 56 ,
Sy , s =14
42 _14 , 2842 , lioqg

El cociente 1.4 0 Ia fraccion - es la razén apro-

ximada de la diagonal al lado y del cuadrado. No6-
tese que esta razén como operador €s un am-
pliador, pues la diagonal es mas larga que el
lado.

Si a esta razén la llamamos “delta” (la letra
‘griega “8” que es la “d” nuestra) vemos que
para obtener la longitud de la dlagonal d a partjr
de la del lado / basta aphcar el operador amplia-
‘dor 5. al.

8/ = d.lo que también podemos escribir d(/) = d

El profesor dird que esta razon §, en la practica,
puede considerarse como 1.414, 6 1.4, 6 1.42,
6 7:5, 6 71:50, pero que, en la teoria de los
numeros, se puede probar.que la razén exacta
de la diagonal al lado, 3, no puede ser la razén
de dos ntimeros: naturales, y por eso se dice
.que 3 es un numero irracional, o sea, que no
pue'de ser la razon de dos naturales. '
Posteriormente se vera que el valor exacto de
esta razén & es prec1samente V2, oseaque
_8 X&=28 =2 -

Los alumnos obsegvardn en la tabla 6 que la
razén 7:5 6 1.4 actua como un operador amplia-
dor que, aplicado al consecuente {/), produce el
antecedente (d).

_1——_—5* d

3 1.4x 4.2




.

‘ ('..Cuél es el coeficiente de proporcionalidad?

-

Escriba varias proporciones,

Se hace la representacion grafica teniendo en
cuenta los datos consignados en la Tabla 6.

d
7 L4
6
5
4
3 I
2
1%
123 4567 e
Grafica 3

Se compara la representacién gréfica del ejem-
plo 1 (Fig. 1) con la del ejemplo 3 (Fig. 3) y se
ve que los puntos correspondientes a cada pa-
.reja de valores de la forma {/, p) o (I, d) se en-

cuentran sobre una recta que pasa por el origen

(0, 0).

¢Cuantas parejas de valores es suficiente repre-
sentar para poder trazar la recta sobre la cual
se encontraran todos los puntos correspondien-
tes a las demas parejas de valores?

Se vera que dos puntos son suficientes para
trazar dicha recta y se verificara que cualqwer
pareja de valores, correspondiente a las magni-
tudes que se relacionan, esta representada so-
bre ella.

Encasos similares alos estudiados en los ejem-
plos 1y 3, para trazarla recta es suficiente repre-
sentar una pareja de valores y la otra pareja es
el origen: (0, 0). /
También se comparara la gréfica 2 del ejemplo
2 con las gréficas 1 y 3 para establecer la dife-
rencia. Los puntos que representan las parejas

de la forma (/, a) no se encuentran sobre una
recta. '

Las magnitudes que intervienen en los ejem-
plos 1y 3, estan directamente correlacionadas
y el cociente entre las componentes de cada
pareja de valores es constante

De estas magnitudes se djce que son directa-
mente proporcionales. Igualmente seobservara
que estas rectas pasan por el orlgen (0, 0)

Ejemplo 4: Otro ejercicio, tamblen interesante
- Y que conduce a encontrar aproxi-
>~ madamente el valor de =, es el de
" hallar la razén de |a longitud de la
circunferencia (perimetro} al dia-

metro. _

Para ‘ello, los alumnos podran trabajar en gru-
pos de 5.y cada uno“hallara la razén entre la
pareja de valores correspondientes al didmetro
y a la longitud de la circunferencia de varias
tapas, tubos, tarros, baldes canecas, etc.

De cada grupo saldran por lo menos cinco valo- -
res, aproximados hasta las milésimas, de la ra-
zén u operador multiplicativo que aplicado al
didmetro dé como resultado el perimetro de la
circunferencia.

Con los datos de cada grupo se hara, en el table-
ro, una tabla para analizar mejor la relacion en-
tre las dos magnitudes. Probablemente la razén
resultara ser de 22:7 6 157:50 u otras razones
muy cercanas a éstas. El profesor insistira en
el caracter aproximado de estos valores y expli-
cara que en la practica 22:7 es suficiente, pero
que en.la teoria de los nimeros se puede probar
que la razén exacta del perimetro al didmetro, .
que se llama “pi” (la legra griega “n"” que es la

“p” nuestra), no puede ser la razon de dos na-
meros naturales, y por eso se dice que w.es un

‘nimero irracional, o sea que no es razén de dos

naturales. El alumno experimentaré con aproxi-
maciones a w como 3.2, 3.1, 3.14, etc.

Los alumnos podran dar otros ejemplos de
magnitudes que estén directamente correlacio-
nadas y que ademas tengan cociente constante.




CONTENIDOS BASICOS

El estudio de los operadores multiplicativos
abarca gran parte del programa de este grado.
Aungue el concepto abstracto de funcidon no
figura como tema del grado, si se tratan algunas
funciones especificas. En particular los opera-
dores multiplicativos se tratardn como funcio-
nes lineales.

‘Los operadores multiplicativos son funciones,
pues a cada nimero fraccionario (o real) le asig-
nan un solo nimero como valor o imagen bajo
el operador. Son funciones lineales pues su re-
presentaci()n gréafica es unalinea recta que pasa

por. el origen, y cumplen la propiedad de que - ;
" Esta propiedad se considera a veces como otra

para calcular su valor en unha suma de dos nu-
meros a y b se pueden sumar primero los nu-

meros y aplicar'el operador al resultado de la~

suma, o aplicar primero el operador a cada nu-
mero y despues sumar los resultados:

" rx{a + b)

- (rua) + (nb) 6

v

rla + b) rla) + r(b)

‘Esta propiedad se llama la propledad Imeal del
operador multiplicativo r< 6 r{ }- si-
dera como una propiedad de la multuphcacnon,
es simplemente la propiedad distributiva de la
multiplicacidn con respecto ala adicion). -

SUGERENCIAS METODOLOGICAS'

-el operador r« o r{

Otra propledad atil de los operadores multipli-
cativos es que para calcular su valor en un pro-
ducto de dos nimeros a y b, se puede multipli-
car primero los nimeros y luego aplicar el ope-
rador al resultado de la multiplicacién o aplicar
primero el operador a uno de ellos y muitiplicar
el resultado por el otro nimero. ’

r«la X b) (rxa) xb = ax (r x b) 0

' rlaxb) = rla) xb = axr(p)
. ‘ o \

parte de.la propiedad lineal del operador multi-
plicativo r« o r{ ). (Si se considera sélo como
propiedad de la multiplicaciony se miralaigual-
dad r. (@ X b) = (r«a) xb, se ve que es simple-
mente la prop|edad asocuatlva dela multlpllca-
cmn)

[

También es conveniente verificar que si.r > 0,
) es una funcién creciente,
aunque-achique el argumento: si a > b, enronces
rla) > r(b). Sir > 1,el operadorr. 6r( ),ademaés
de ser.una func:on creciente, agranda también
el argumento. Ser-ampliador y ser funcién cre-
ciente son dos conceptos distintos. =

El profesor puede presentar fichas de trabaloy

donde flguren dlagramas como éstos:

I'4




Fig. 4

15 4 2 10 5
_ _35 5 25 8 4
10 10 15 -16 -8
25 0.8 16 4.4 2.2
0.6 3 10 5 16 8
40 8 4 ‘LO_/Q

Fig. 6

¢Existe algun operador multiplicativo que apli-
cado a los nUmeros. representados en una co-
lumna dé como resultado los nimeros repre-
sentados en la otra columna?

¢Cudl tiene que ser ampliador y cual reductor?

Si este operador existe, represéntelo dentro del’

circulo que para tal efecto tienen las figuras 4
5y 6.

Represente mediante divisiones indicadas el
operador o los operadores hallados.

Se vera que para la Flgura 5 no existe ningdn
operador que transforme todos los elementos
de una columna en los de la otra. En la Fi-
gura 4, puede pensarse en dos operadores: 5x,

0, +~ segln el orden en que se tome la pareja
de numeros Tamblen podemos escnblr los

‘operadores 5( )o+( ) o
Asi, si se consideran las parejas:

|
(3, 15)( 7,—35), (2, 10), (5,7 25), (0.6, 3)

(8 40)

es facil constatar que exuste un operado" multi .
plicativo, o razén, o coeficiente de proporciona

lidad, que es 5x, 6, 5( ), tal que:
e

3' 5 - .15

-7 - 5¢ »—35

5. 5 > 25

Este operador es ampliador. Verifiquese que
también es creciente: sabemos que 2<5, y al
aplicar 5( )} a ambos términos 5(2) = 10y
5(5) = 25, vemos que todavia 10 < 25.

(15, 3),

ciente: 10 < 25, y al aplicar =+

Si se consideran las parejas:
(—35,—7)1 (101 2)1 (31 0-6)1 (401 8)1

la razén, o elcoeficiente de proporcionalidad

o el operador mult|pI|cat|vo, es el inverso o

reciproco delanterior: t-x, 6, - ( ) :
Lx
%5 — — —<-—‘§><15=3' ,0, (15) = 3
N ~
%
-35 ————— = L, (-35)= -7 0, L (-36)=-7
+x o
10 ————-——%x10=2 .0, —;-(10)=2‘
1x
25 ——— . 1x25=5 ,0, + (28) =5

etc.

Este operador es reductor. Pero también es cre-
)} a ambos

1 5, vemos

términos: 2y -1 (25) =
que’ todavna 2 < 5 . .

En el caso de la Figura 6 pueden hacerse obser-
vaciones semejantes a las que se hicieron para
la F|gura 4,

'¢De cuéntas maneras puede obtenerse el resul-.
)alasuma.

tado de aplicar el operador 5+ 6 5(
de 3y 4?

Dos procedi‘mientos son posibles:

5x(3 +4)=5
5x(3 + 4)

n
.ol

a7




" Para realizar las operaciones anteriores basta -

recordar la distancia distributiva, de la multipli-
© cacién con respecto a la adicion. Sinembargo,
es necesario especificar que en este caso no se
trata de la propiedad distributiva de la opera-

cién binaria x con respecto a la adicién, sino de
la propiedad lineal del bperador multiplicativo
al aplicarlo a una suma de nimeros o magnitu
des: 5(3 + 4) = 5(3) +5(4). , ‘

4

b SALIDA Primero aplicar el operador ' ' ‘ Ly
5x : ,
Primero 3 u —— 3 15 Después -
Sumar Sumar
5x ‘
—— 20
: Bx
¢ 35
— - -
y E Después aplicart el 'opevrador LLEGADA
: ) Da lo mismo
Esta propiedad permite calcular el resultado de (6 x7) = 1(42)= 42 =14

dos maneras diferentes. Con un poco de préc-
ticael alumno aprendera a escoger lamas facil. -

Ejemplo: Apliéar el operador 7-a 16,a 103y a
99 : :

El camino mas facil para hallar los
resultados es, en cada caso, el si-
guiente:

7x15=7x(10+5 =7%x10+7x5=
70 + 35 = 105 | '
X 103 =7 x (100 + 3) =7 X 100 + 7 x 3
700 + 21 = 721 | .

-~

7x989=7x(100-1)=7x100-7x1=
700 - 7 = 693 ,‘ |

- Se descompone primero el argumento, y se
aplica el operador después, aprovechando Ia
linealidad. Esto es muy util para el cdlculo men- -
tal. ‘ : R

¢De cuantas 'maneraé puede obtenerse el resul-
tado de aplicar el operador -I- () al producto
de6y7? .

98

+(6) X 7=2x7=14

(En estos casos en que el operador es de la

forma +-~, o, 2{ ), a veces es conveniente
elegir adecuadamente la pareja de numeros a
los cuales se aplica el operador, de manera que
por lo menos uno de los dos sea multiplo del
denominador. Asi se obtendra un entero como

resultado final).

Si observamos Unicamente el caso: -~ (6 X 7)
= (4 X 6) x 7 con la notacién -}-x parece
gue se trata Gnicamente de la propiedad asocia-
tiva de la multiplicacién. Sinembargo, es nece-
sario especificar que en este caso no se trata
de la propiedad asociativa de la operacién bina-
ria ~, sino de una propiedad del operador
-+ ( ) al aplicarlo a un producto de dos nume-
ros o magnitudes: .

+ (6 x7) =1-(6) x 7




 SALIDA

Primero aplicar el operador , y

4
3

al primer factor

.Primero . R
Multiplicar |

2
3

2 Después
' Multiplicar

Y — -
Después aplicar el : LLEGADA ,
, . operador Da lo mismo
Asi podemos calcular el resultado de dos mane- X b) = r(a) X b =-a X r(b)incluye una tercera
ras diferentes: primera manera: primero multi- manera de calcuIar el resultado:
plicar, o, segunda manera: primero aplicar el
operador al primer factor. Pero la propiedad rla (5 X 7) 6 x (7

SALIDA

_Primero miultiplicar el operador
al segundo factor

ml-

Primero
Multiplicar

wl~

Después
Multiplicar

s v“.l\L

Y

- o Después aplicar. el operador’

LLEGADA

da lo mismo

Esta tercera manera consiste en aplicar primero

el operador al segundo factor.

Con un poco de préctica el alumno aprendera

a esc_oger la- manhera mas facil. En el caso
(6 x 7} la més facil es la segunda primero

-’apllcar el operador al primer factor = (6) x 7
=2 x7=14.

Otros ejemplos serfan:

+-(49 x 3) = 3-(49) x 3 =

7x 3 =21
mas facil la segunda manera.

1(7 X'15) =7 x L (15) = 7 x 3 = 21
mas facil la tercera m‘anera.'

+ (14 x 9) = 1126 = 21
mas fécil la primera manera.’

‘En el ultlmo ejemplo ni 14 ni 9 son multiplos

de 6 pero el producto de los dos si lo es, de ahi
el camino seguido.

Estas técnicas son muy utlles para el calculo
mental.
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-Las palabras porcentaje, tasa, escala, se em-
plean frecuentemente en situaciones de propor-
cionalidad; designan coeficientes de proporcio-

nalidad o razones u operadores mulitiplicativos

particulares. (Ver Anexo 1).

Las razones porcentuales 0 porcentajes son de
la forma - 1oo que t mbién se escribe b%. El
signo "%" selee: “el... por ciento de”. En gene-
ral se suele decir "el tanto por ciento” o “el
porcentaje” N

Estas razones, por ser operadores multiplicati-

.vos, son funciones lineales, y sus gréficas que-
dan determinadas por la pareja (100 b)y el ori-
gen (0,0); besla |magen de 100.

La palabra “tasa” (con “ese”) designa un ope-
rador. multiplicativo que generalmente se-ex-
presa en forma de porcentaje. Asi la tasa de
interés es el operador que se aplica al capital
para calcular el precio por usar ese dmero du-
rante una unidad de duracnon

Porcentaje del capital por umdad de duracmn
= Tasa de interés

Los intereses son el resultado de aplicar, Ia_ tasa
de interés al capital. También se llaman réditos.

Algunas palabras como reduccién, aumento,
descuento, beneficio, se utilizan tanto para de-

signar un operador multiplicativo como para .

-100

referlrse al resultado (o |magen) de un cierto
. humero bajo este operador.

Ejemplo:

a) Paguese el 24% mas sobre el precio indicado
en la ethueta punteada‘ recargo del 24%.

b) Paguese el 15% menos sobre el precio indi-
cado en la etiqueta a rayas: descuento del
15%.

a) Calculemosprimero el recargo. Como el 24%
es un operador multiplicativo -2 x o ‘

0.24( ), el recargo es _% x 200 =

Si el precio indicado es $200 el recargo es
: 00 23 % 200 =

El precio que debo pagar es el mdlcado mas
el recargo: 200 + 48 = 248.

24%

— (348

b \ .
Precio indicado Recargo

o

$248

Precio que debo pagar




~ ¢Hay una manera de calcular directamente el
precio que debo pagar sin calcular aparte el
recargo?

$248

Precio indicado Precio que debo pagar

Necesito un operador multiplicativo que me

cambie $200 en $248. Debe ser un amplia-

dor: % . Lo puedo simplificar a %

el 24 sumado. con 100! Por qué? Los alumnos

reflexionaran y discutiran hasta encontrar que

hay que pagar el 100% del precio indicado mas
el 24% de recargo o sea:

124

100 24
+ L
100

100 100

124%

$248

Precio indicado Precio que debo pagar

Los alumnos ensayaran a aplicarle los mismos
operadores 24% y 124% a otros precios, hasta
entender qué significa “pagar el 24% mas” y
luego practicaran con otros recargos de porcen-
tajes diferentes.

b) Calculemos primero el descuento. Com'o el

e T
15% es un operador multlphcatlvo o5 % -

o, 0.15 {( « {Precio

indicado).

), el descuento es

100

Si el precio indicado es $180, el descuento

15 3¢ = :
GSWX180—27 s

_El precio que debo pagar es el indicado
- menos el descuento: 180 — 27 =1563.

. Aparece

15%

E=$180=—

’ .z

Descuento

Precio indicado

?

$153

Precio que debo pagar '

e
/

Hay una manera de calcular directamente el pre-
cio que debo pagar sin calcular primero el des-
cuento7

$153

——%1 BO_E

v

Precio indicado Precio que debo pagar

Necesito un operador multiplicativo que me
transforme $180 en $153. Debe ser un reductor:
]gg Lo puedo simpilificar a ;g Complificandolo
por 5 da 85 ,y85es100 — 15

Guiados por el ejemplo anterior los alumnos

encontraran la explicacion: hay que pagar el

100% del precio indicado menos el 15%, o sea:

100 _ 15 _ 85

100 10 100 .

$85%

F=g180=|" $153

Precio indicado Precio que debo pagar

N

Los alumnos ensayaran a aplicarle los mismos -

peradores 15% y 85% a otros precios hasta
entender qué significa “pagar el 15% menos”,
y luego practicaran con otros descuentos de

' porcenta;es diferentes.

La expresién "regla de tres” se emplea en una
situacion de proporcionalidad. El procedi-
miento consiste en hallar un cierto nimero o
magnitud a partir de tres nimeros o magnitu-
des dados. El término desconocido. se deno-
mma cuarta proporcional.

Para resolver estos prbblemas conviene saber
cual es la relacion entre las magnitudes que
intervienen para luego expresar mediante una
proporcién la igualdad entre las razones.

Ejemplo 4. Si pbr 5 kilos de yuca se pagan
$91.50, jcuanto debera pagarse por 12
kilos?

a) Por el procedimiento de proporciones:

Peso (Kilo) (Precio) ($)
5 kilos cuestan $91.50 5 91.50
12 kilos cuestan \ 12 . Y
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.

9‘15,50 S yrentonces 5y = 9150 x 12

_ 8150 x 12

219.60

"-b) Por el procedlmuento de regla de tres.

5k|loscuestan$91 50 , 5 ‘ 91.50

12k|Ioscuestan y 12 y
Como Ias magmtudes son directamente propor-
cionales A

% - 8. 5°,entonce5' = 218012 1960

i

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

mismo operador multiplicativo 18.30 ..

¢) Por el procedlmlento de reduccién a Ia uni-

dad:

La razon entre las dos magnitudes es 9;-50 que
seria el precio de la unidad, en este caso, el

- precio de un kilo. Este es el operador multiplica;

tivo que necesutamos

‘Precio de los 12 kilos: 9;50 x 12.= 219.60

‘Este procedimiento tiene la ventaja'de que al

saber el precio de un kilo, 2120 - 18.30, podemos

resolver muchas preguntas como: ;jcuanto
cuestan 20 kilos? 427 kilos?, etc., utilizando el

En la umdad VI de 50. grado (Anexo 1) el profe-.b

sor encontrara los contenidos basicos y suge-

rencias metodoldgicas que sobre este tema se.
estudiaron en ese grado. Los problemas que se -

propongan para repasar,podran ser formulados

por los mismos alumnos. Para solucionarlos se, .
insistira en la aplicacion de operadores multipli- i

cativos para evitar una ruptura entre lo anterlor
y lo que se empleza a estudiar.

Se ha evitado la proliferacién de titulos y subti-
tulos que sobre el tema traen algunos de los
textos, porque la mayoria de estos temes se
reducen a la aplicacion de operadores multipli-
cativos partlculares y- a la solucion de proble-

mas de propormonalldad (porcentaje tasa de

interés, reparto proporcional, etc....).

i ' {

Al iniciar los cambios de moneda el profesor’

llevara una lista con los nombres de las mone-
das extranjeras (divisas) mas|utilizadas en el
comercio internacional y que/sean conocidas
por los alumnos (EI dolar, gue en un tiempo
fue una divisa estable fue impuesto como pa-
tréon de cambio en los paises: de la orblta nortea-
mericana). o

Para efectuar los cambios de thoneda se utilizan
operadores mulitiplicativos' ampliadores o re-
ductores. Generalmente cuando se trata del
camblo de una divisa correspondlente aun pals

“en via de d sarrollo” a otra divisa de un pais

desarrollado,/ el operador eslun reductor Enel

caso contrario, un ampllador /

Ejemplos — Con $14 241"¢cuantos dolares

puedo comprar? El brofesor averi-
gua a como esté el camblo

Si el cambio esta a $60.60 por do-
lar, el operador reductores 50, 60 s

|
|

102 ;

x 14241 = nNUMero de doélares

, [
i 60.60

'

14241 —
A =235 dolares = U.S. $235

— ¢(Cuéantos pesos colombianos se
tienen que pagar por una deuda de
7 500 francos franceses.

El cambio estd a $10. El operador
ampliador es 10x - .

10 x 7.500 = valor en pesos colom-
bianos = $75 000.

Los documentos que se utilizan en las transac-
ciones comerciales, y a los cuales el profesor
hara mencién, serdn aquellos conocidos por los
alumnos. Ojaléd sean ellos quienes propongan
los nombres-de los documentos que deseen
estudiar.

De los documentos que se estudien, el profesor
llevara varios ejemplares, al menos fotocopia-
dos. Si se trata de cheques, formatos de consig-
nacion y de retiro y libretas de cuentas de aho-
rro, estos deben corresponder a bancos y cajas
de-ahorro que tengan oficinas en la localidad.

Es importante que los alumnos diligencien co-

_rrectamente estos documentos y que averiguen

el uso-de cada uno de ellos, segln las situacio-

"nes locales.

.

Puede utilizarse el descuento como operador
multiplicativo -para averiguar por ejemplo,
cudnto me pagarian al descambiar un.cheque
de-$10 500, si el que los cambia descuenta el
6%; o también otro. operador multiplicativo,’
para ver cuanto tengo que pagar por mora si
apenas puede pagar un mes mastarde unaletra
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de $5 000 de un televisor y si me cobraban el
4% de interés de mora por cada mes de retraso.

Lo importante es que algunos de los alumnos
hayan tenido en sus casas alguna experiencia
con estos documentos, y les cuenten a los de-
mas con sus propias palabras toda.la situacion.

El profesor sélo intervierie con aclaraciones y
orientaciones para que se comprenda mejor la

-situacién, la practica comercial y las operacio-

nes necesarias para obtener los resultados per-
tinentes. Es importante en estos casos ejercitar-
la estimacion aproximada de los resultados y
el calculo mental.

CONTENIDOS BASICOS -

El reparto proporcional directo no requiere ca-
pitulo aparte para ser tratado pues los proble-
mas de este tipo, como aquellos de la llamada
“Regla de Compainiia”, se pueden resolver me-

diante la apiicacion de operadores multiplicati-
vos y el procedimiento que consiste en hallar
uno de los términos de una proporcién (cuarta
proporcional), cuando se conocen los otros tres.

Los problemas que se escojan para este tema
deben tener alguna significacién practica en la
experiencia del estudiante. Si no se encuentran,
es preferible omitir los tres objetivos. '

Los problemas denominados de regla de com-
pafiia son un buen ejemplo para aplicar los con-
ceptos que se vienen tratando.

Ejemplo 1: Tres personas "se asociaron para
montar un negocio. El primero

aport6 $5 000, el segundo $20 000

"o y el tercero $30 000. Si el balance

final fue de $110 000, ;cuénto leco-

rresponde a cada uno?

La magnitud de-la parte de cada uno debe au-
mentar con la magnitud del aporte de cada uno.
Estén pues directamente correlacionadas.

Las dos magnitudes son ademas directamente
proporcnonales.

‘ Slllamamos v,y,z las partes setleneque

{5 000, 'v), (20 000, y), (30 000, z) son las parejas
correspondientes a la sutuaglon.

Como la relacion es de proporcionalidad directa

se tiene:

v_ .y . __z
5000 . 20000 30000

El operador estd dado por la razén entre el

pital final -y el capital  inicial: 110000 ;

entonces, si el capital total aumenté de 55 ?)086
a 110 000, el aporte de cada uno debe aumentar
proporcionalmente, o sea, en la misma razon,

que en este caso es el doble:

v ~ 110000 _ 2 _ 2 . y = 2 . Z =
5000 55000 1 ) 20000 30000
v=2Xx 5000 y=2><20000
v=10000" .|y = 40000
z = 2 X 30000
z = 60 000

El operador es 2x: - .

5000 — 2 x 5000 = 10000
20000 ——= 2 x 20000 =" 40000 +
30000 — 2 x 30000 = _60000 . '

110000

Ejemplo 2: Una empresa tuvo una pérdida de
$250 000. Los socios eran tres, el
primero habia aportado $100 000,
el segundo $75000. y el tercero
$200 000. ;Cuénto dinero recibid
cada uno después de hacer el ba-
lance? ‘
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Se tienen las parejas: (100 000, v), (75 000, y),

(200 000, z). Repartamos las pérdidas proporcuo-
nalmente al capital aportado:

.

v -y oz _ 250000 _ 2
100000 75000 200000 375000 , 3
-2 = 2 x 100000
To5005- = 5 - entonces 3v 2

y = 2 X

= 2x100000 =~ §6,666.66

Al primero le correspondid absorber una pér-

dida de esa cantidad, y por lo tanto recibi6:

$100.000 — $66 666.66 = $33 333.34

8 - 2
756%0_‘— = £ ; entonces 3y 2 X 75000
. = 2 75000 .
y = ——~"T-— = 5‘0000 7
El segundo recibi6: $75000 — $50000 =
$25 000 - : -
z = 2 : entonces 3z = 2 x 200000

200000 3

2x 200000 — 133333.33
. 3 . :

El tercero recibi6: $200 000 — $133 333.33 =

-$66 666.67. Al sumar las tres partes, se vera que
sobra un centavo. ;Puede encontrarse la apro- -

ximacién en donde se introdujo el error?

Otra . forma de resolver el problema es la de
aplicar el operador 2« al capital que aporté
cada uno de los socios. El resultado es lo que
cada uno plerde, éste se le resta al capital y se
obtiene asi lo que le queda a cada uno.

Una tercéra manera es la de ehcbntrar el saldo:
y repartir ese saldo proporcionalmente a los

. aportes de cada uno segun el procedimiento"
del Ejemplo 1. N '

375000
— _250000
125000

Los alumnos pueden ejercitarse en la formula-
cién de problemas en pequefos-grupos, Es un
ejercicio fundamental para el desarrollo del

pensamiento matematico. ™.
‘ - .

‘ ~

CONTENIDOS BASICOS

Los operadores multiplicativos son funciones

lineales y como tales sus representaciones son
graficas lineales que pasan por el origen. Las
parejas de valores de estas funciones son de la
forma (a, rxa) o (a, rla) ), donder-or{ )esel
operador multiplicativo o razén o coeficiente de

-proporcionalidad bajo el cual a se transforma

enrxXa. a=—wrXa.

' Cuando se conoce una pareja de valores de la

funcion es facil hallar la razén o coeficiente y
por ende otras parejas que se encontraran sobre
la grafica lineal de dicha funcion.

Existen otras funciones de gréafica lineal que no

“son funciones lineales. Son aquellas donde la

segunda componente de cada pareja ordenada
es el resultado de aplicar a la primera compo-
nente un operador multiplicativo y adicionar a

este resultado un valor constante. Es decir, si
la pareja (a, y) pertenece al conjunto de parejas

ordenadas de la funcion, entonces

a==r X a + k = y, donde k es la constante.

. La gréfica lineal de estas funciones no pasa por
- el origen sino que corta al eje vertical en el

punto (o, k). Este punto se llama
de la recta con el eje vertical.

“intercepto”

Estas funcipnes no cumplen las condiciones de
la linealidad.

En las funciones de gréfica lineal (lineales y no
lineales) se cumple que las diferencias de las
segundas componentes deben ser iguales para

_iguales diferencias de las. pnmeras

Si las parejas, (x, y), (x;, y,), (x5, ¥,) estan repre-
sentadas sobre una linearectay x,~x = x;— x,
entoncesy, —y =y, — y;. ‘
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Se puede iniciar la clase recordando algln
ejemplo estudiado anteriormente, en el cual las
magnitudes son directamente proporcionales.

Si se toman como magnitudes la longitud de la
cinta, en metros, y el costo y se sabe que el
precio de un metro es $4, la tabla que se obtiene
podria ser la siguiente:

\

Long. (m) 1

10

Costo ($) 1 2V

16

20 | 24 | 28 | 32 |36 | 40

Entre las parejas (1, 4), (2, 8), (3, 12), etc., la
relacion es de proporcionalidad y el operador

multiplicativo, o razén, o coeficiente de propor- -

cionalidad, es 4.

Utilizando la tabla anterior se reafirmaran las
siguientes conclusiones:

Sir<or{ )eseloperadory (m c) es unade
las parejas de valgres tales que c es laimagen

Con la notacioén r«:
r<lp + s) =rXxp + rxs :
r<lp X s) = (rXplus = p x (r X s}

Con la notacion -rk ):
rip + s) = rip) + is)
rip X s) = rlp) xs =p X rls)

Se vera si las conclusiones anteriores pueden
aplicarse a situaciones similares ala siguiente:

- de 'm bajo el operador rx, entonces ¢ = rxXm. .
En efecto: El precio de una carrera de taxi en cierta ciu-
dad, se calcula de acuerdo con la siguiente
2 — 4 . g tarifa: $12 el arranque o banderazo y $1 por.
3 4« 12 cada 10 metros (m) de recorrido. Se caicula el
costo de algunos recorridos, se consignan en
una tabla y luego se anallzan las re|ac10nes
' entre esos datos:
m- $
m _____>rx' rXm=c - .
— Todas las parejas de valores se pueden repre- ;8 :: }g i ; z :2 ;
sentar sobrg una linea recta que pasa por eI_ 100 — 12 + 10 = 27
origen. 200 — 12+ 20= 32
— Los operadores multlphcatlvos cumplen las 500 — 12 + 50 = 62
dos propiedades sngunentes (propledades de 1000 — 12 + 100 _ 112 etc
Ia linealidad). - '
Recorrido  (m) 10 | 20 30 | 40 [ 50 | 100 { 150 | 200 250 | 300 | 500
Costo ($) 13 | 14 5|16 | 17 | 22+ 27| 32 | 37 | 42 | &2

Las magnltudes estan dlrectamente correlac:o-
nadas.

La razén del costo al recorrldo no es la misma
en todos Ios casos:

13 14 -
=== 1.3 = = 0.4 ; etc...
10 : 04 ;etc..y

0. 15
20 =07

— o051
3o = 05:

16
a0

13+ 0.7 # 0.5 # 0.4

No existe un operador multiplicativo que apli-

cado al antecedente dé como resultado el con-

secuente. La relacion entre las parejas (10, 13),
(20, 14), (30, 15), (40, 16), etc., no es de propor-
cionalidad directa.

Se hace la representacuon gréfica,’

En la representacion grafica que aparece €n Ia
pagina siguiente podra utilizarse para hallar el
costo de otros recorridos que no estan consig-
nados en la tabla. .

Se discutira si en este caso se cumplen Ias dos
propiedades de la linealidad. -
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50 1
40
-~ ~30;
1201
Pe
163
— —J-—
50 100 150 . 200 250 300 - 400 500 . R
En la tabla se ve que: _ 10 m — 010 x 10 + 12 =1+ 12 = 13
por un recorrido de 500 m se pagan $62 50m —=-0.10 x 80 + 12.= 5 +12 = 17

por un recorrido de 1 000 m se pagan $112
* por un recorrido de 1500 m se pagan $162

Pero aunque 1.000 m es el doble de 500 m, $112
no es el doble de $62, o aunque 1500 m es el
triple de 500 m, $162 no es el triple de $62.

El profesor hard notar que las diferencias de
prec10 son las mismas para las mismas distan-
cias:

De 500 a 1 000 m la distancia es de 500 myla
diferenciade precio esde $50 $112-$62"= $50. :

De 1000 a 1 500 'm la distancia es de 500 m y
la diferencia de precno es de $50: $162 — $112
=.$50. ‘ - : ;

Pero de 0 a 500 m la diferencia parece ser de
$62. Como el valor inicial es de $12, pues la
recta no pasa por el erigen, . la diferencia en
" realidad es $62 - $12 $50 .

Las dlferenCIas constantes indican que la fun-
cion tlene grafnca lineal.

"Se ve pues que en el e]emplo antenor no se
cumplen las propledades de la linealidad vy, sin-

~ embargo, las parejas de valores de las magni-. -

tudes se encuentran sobre una linea recta. Ob-
servese que esta linea recta no pasa por el ori-
gen (0, 0).

En este caso se tiene un valor constante, $12,
que debe adicionarse al resultado de multlphcar
por$0.10 (dlez centavos) el nimero de metros.
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Si llamamos i el valor constante del banderazo
inicial, d el recorrido y ¢ el tosto, podemos es-
cribir la igualdad siguiente:

= 0.1(Oxd iy

(1)
En los ejercicios anterlores las' |gualdades eran
de la forma: ,
p=4 (2
d =14l

iCual es Ia diferencia entre las expresnones {1

y (2)?
La presencia es la constante (i)

§

Ei profesor propondra otros ejemplos de funcio-
nes de grafica lineal pero que no sean lineales

porque la gréafica no pasa por el origen. Después -

de varios ejercicios se verd que para trazar la
linea recta que contiene los puntos es suficiente

sefalar el punto (0, i) sobre el eje vertical y otro-

punto cualquiera (a, b). Se verificara que la repre-

. sentacién.de cualquier pareja de numeros o

magnitudes se encuentra sobre esa recta. El

‘punto (0, i} se llama “intercepto” de la recta con

el eje vertical (A veces el valor i solo, no el punto
(0, i), se llama también “intercepto”). '

Puede resultar interesante presentar un ejerci-
cio . donde intervienen magnitudes directa-
mente correlacionadas y cuya representacion
grafica es diferente de las anteriores.




En una imprenta cobran $1.50¢ por imprir‘ni‘r
1 000 ejemplares de un volante. Para cantidades

mayores tienen la sfguiente tabla:

1000 -$1500
2000 $2500
: 3000 " $3300
4000 $4000
5oo'o. $4500

4000F — - - — —~
3000 [
2000

1000

b =

}

1000 2000 3000 4000 5000 -

El nimero de ejemplares y el precio total son
magnitudes - directamente correlacionadas,
pues el precio aumenta a medida que aumenta
el nimero de ejemplares. Pero no hay una razén
comun: 1000 salen a $1.50 c/u; 4 000 salen a
$1.00 c/u y 5000 a $0.90 c/u. Si se trazan los
puntos de la gréafica, se observa que no estan
sobre una recta, como se puede comprobar con
una regla. Esta es, pues, una funcidn que no es
lineal y ni siquiera tiene grafica lineal.

Las parejas (4, 7), (12, y), (14, z) es-
tan representadas sobre una linea
recta que pasa por el origen. ;Cual
es el valor de y, y de z?

Ejercicio 1:

Primer procedimiento:

Con base en los datos iniciales (4, 7), se puede

' pensar._que existe un cierto-operador, un am-

pliador, que al 4 Iq transforma en 7, al 12 enyy,

y al 14 en z. Es decir: - . '
»

4 J)____‘. 7.
j2 ) y

14 ),

Este operador es la razén del 7 al 4, o sea,‘
7:4 =175 S _
y=175x12=21 7=175x 14 = 245
Segundo procedimiento (puede realizarse men-
talmente): _ Lo ‘

Como 12 es el triple de 4, su imagen seré el
triple de la imagen de 4, o0 sea, 3 x 7 = 21. Se
tiene la pareja (12, 21). -

14 = 12 + 2; 2 es la mitad de 4, entonces, la

- imagen de 2 sera la mitad de la imaéen de 4,

o sea, 7:2 = 3.5. Luego la imagen de 14 sera
igual a la imagen de 12 adicionada con la ima-

gen de 2 osea, 21 + 3.6 = 245.
Tercer procedimiento (procedimiento gréafico).

Como dos puntos son suficiemes para trazar
una recta y se sabe que esta pasa por el origen
(0, 0), basta hallar |a representacion de la pareja.
(4, 7) y unir este punto con el origen. Para encon-
trar el valor de y y el de z, sobre el eje vertical,
se trazan por los puntos sefalados con 127y 14
en el eje horizontal, dos rectas paralelas al eje
vertical. Estas paralelas cortaran a la recta dia-
gonal en dos puntos. Por estos puntos se trazan
paralelas al eje horizontal gque cortarén al eje
vertical en los dos puntos que representan los
valores pedidos. ‘ .

24.5

2L . .

10

T A4 .

e - . e e - - i

00 4

1012 14 20

Ejemplo 2: Las parejas (1, 18), (2, y), (3, 34),(4,2)

estan representadas sobre una li-
@ea recta que no pasa por el origen,
¢Cual es el valor de y, y de z?
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Primer procedimiento (procedimiehto grafico).

Como dos puntos son suficientes para trazar la

" recta, se halla la representacion grafica de -

{1,.18) vy (3, 34), se traza larecta y luego se trazan

- por los puntos sefhalados con 2 y 4 sobre el

eje horizontal paralelas al eje vertical. Los pun-
tos de corte de estas paralelas con la recta son
la representacion graficade (2, y) y (4, z). El valor

.de zy el de y se encuentran sobre el eje vertical.’

. Bastara trazar las paralelas al eje horizontal que
pasan por los puntos de corte hallados anterior-
- mente.

Segundo procedimiento (por diferencias).

CONTENIDOS BASICOS

Como las parejas estan representadas sobre
una linea recta, las diferencias de las segundas
‘componentes deben ser iguales, para iguales
diferencias de las primeras. Entonces, la dife-
rencia d que hay de 34 ay, osead = 34 — y,
debe ser la misma que la de y a 18. Sumando
diferencias para eliminar la y, nos da:

d+d~(34 y)+(y+18) 34+(y y)—18

=34+0—-18=234—- 18 =
7d = 16 d = 8 Por lo tanto: :
y=18+8=26/z=34 + 8 = 42,

— Decimos que dos magmtudes en una@ttua-
cién concreta estan en correlacién inversa (o
estan inversamente correlacionadas) cuando
al aumentar una de ellas, la otra disminuye,
y viceversa. Si ademas el producto de las me-

didas de las dos magnitudes en cada caso

permanece constante, se dice que las dos
magnitudes estdn en proporcién inversa (o
son inversamente proporcionales).
I

Es decir que para que dos magnitudes sean
inversamente proporcnonales deben cum-
plirse dos condiciones: primera, las magnitu-
des deben estar inversamente correlaciona-
das y segunda, el producto de sus medidas
debe ser constante.

La proporcionalidad inversa también puede
representarse mediante una proporcmn
Vearhoslo: |

+

Supongémos, que las dos magnitudes que
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son inversamente proporcionales:son Ay B.
Cuando la primera magnitud toma el valor A,
.la segunda toma el valor B, y cuando la pri-
mera toma el valor A,, la segunda toma el
valor B,. Por ser magnitudes inversamente
proporcionales, el producto es siempre igual;
luego A; xB; = A, x B,

A partir de esta expresion se pueden obtener
las siguientes proporciones:

A B B _ A A _Ay B _ B
B, B Az A

1 .
Para obtener por ejemplo la proporcién:
%;— = ﬁ a partir de la proporcién‘ directa 7L = 4
se ha mvemdo la razon . Asi que para formar

proporciones con los vafores de dos magnitu-
des inversamente proporcionales se invierte
una de las razones, a partir de la proporcion
directa correspondiente. .

ol




SUGERENCIAS METODOLOGICAS

A partir del analisis de varias situaciones que

encierren magnitudes inversamente correlacio-
nadas e inversamente proporcionales se puede
hacer el analisis correspondiente para diferen-
ciar estos dos tipos de magnitudes,

Algunos ejemplos pueden ser los siguientes: *

/,
1 La altura- de algunas ciydades colomblanas

/

y su temperatura promedia.

2. El namero de obreros que hacen una obray
el nimero de horas diarias que trabajan.

Supongamos que a partir de una situacién con-
creta se han elaborado las siguientes tablas
para los ejemplos anteriores:

Ciudad - /’-\Itura Temperat. v No. de Obreros No. horas diarias 1
Cartagena 27° 18 7 2
Cali 987 23 12 3
Medellin 148é ' 20° 9 . 4
. Manizales 2216 17° J \ 6 - 6
Pasto 2527 150 4 9 ‘

Del andlisis que se hagase puede concluurque

- En los dos casos al aumentar el valor de una

‘de las magnitudes, el respectivo valor de la

otra magnitud disminuye y viceversa; por lo

tanto, en los dos casos tienen dos magmtudes

mversamente correlacaonadas

~ El prdducto de las dos 'medidas en el primer
caso no es constante; en el segundo caso
este producto es constante. En el segundo

caso se dice que las dos magnitudes son in-

-'versarhente proporcionales.

Asi, el nimero de obreros que hacen una obra
y el tiempo que emplean en hacerla son dos

¢+ magnitudes inversamente proporcionales.

Al resolver problemas en los que interVengan

estas magnitudes pueden seguirse caminos "

diferentes que conduzcan a la formacién de
la proporcién correspondiente, como se ex-
puso en los contenidos bésicos.

El ejercicio de formular problemas ayuda a
que los alumnos aclaren los conceptos y a la
vez es un indicador para que el maestro deter-
mine qué tanto se logroé el aprendizaje.

NOTA PARA EL PROFESOR

Parala resolumon de problemas donde intervie-
nen méas de dos magnitudes (problemas de re-
gla de tres compuesta) se recomienda el mé-
todo propuesto en el anexo 2, basado en la aph-
caciéon de operadores fraccionarios.

\




ANEXO 1: Contenido sobre los temas‘ RAZONES y PRQPORCIONES

> ) ] ]

Tomado del Programa de 50. grado de Basica Primaria del Mlmsteno de Educaclon Naclonal
BOGOTA, 1982

INTRODUCCION

En esta unidad se trabajan algunos temas rela-
cionados con las razones y proporciones. Mu-
“chos de los conceptos aqui tratados se manejan

- en el quehacer diario, por tanto el buscar ejem-

plos sencillos relacionados con las experiencias
del alumno sirve de base para iniciar el estudio

~—

OBJETIVOS GENERALES

de la proporcionalidad. Las actividades desarro-
lladas buscan reforzar algunos conocimientos
que los alumnos ya han adquirido e iniciarlos

- en temas de tanta aplicacion en su vida practica

como son: el porcentaje, el interés, etc. -

— Iniciar el estudio de Ias razones y de las pro-
porciones. :

— Analizar problemas que requneran el manejo
de las proporciones. »

- Resolver problemas cuya solucuon requiere
el uso de proprocnones

CONTENIDOS

Al efectuar la division entre dos niumeros natu-
rales distintos de cero se obtiene un cociente
que a veces resulta ser también un’nimero na-
tural. Sinembargo, hay diferentes formas. de ob-

-tener un mismo cociente; o sea, se pueden efec-

tuar divisiones entre distintas parejas de nume-
ros naturales de tal forma que el cociente siem-
pre sea el mismo. Asi por ejemplo, el cociente
dos se puede obtener, entre muchas maneras,
efectuando las siguientes divisiones:

gla ,10|5 168 .78[39 ..
Otras formas de indicar estas divisiones son:

8 10 16 78
_’ -— h— ama ?

’ ’

a’' 5" 8" 3"
Otras formas son:

8+4,10+5,16+8,78 + 39,

8:4,10:5,16:8,78:39,

Estas expresnones se llaman d|V|S|bnes indica-
das entre numeros naturales. También se |la-
man razones de numeros naturales. Estas ex-
presiones representan ciertos operadores (am-
pliadores, reductores, etc.), que tamblen se lla-
man razones. .

‘Para la razén que hay del 8 al 4 utlllzamos la
,expresmn “8:4", que leemos: ”Ia razon de8a
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4", Esta razén debe ser considerada activa o
dindmicamente, como cierto operador que nos
produce el 8 al aplicarlo al 4; en este caso, el
doble. Para esa misma razén, o sea el doble,
podemos también utilizar la expresiéon -2~ , por-
que 'sabemos. que da 2 si se efectua la d|V|$|on
de 8 entre 4. Podemos apreciar que el 8 estad en
cierta relacién con el 4 sin efectuar la divisién

(8 es el doble de 4), o pensar en el operador

que produce el 8 al aplicarlo al 4 (el doble). Este
operador es la razén del 8 al 4.

Todas estas razones como divisiones indicadas

dan como resultado un mismo cociente: el dos;
o lo que es lo mismo, representan la misma
razé6n como operador que llamamos “la razén

doble”. c .

La razc’m como operador es un concepto que

puede estar representado por distintas razones .

como divisiones indicadas. Las divisiones indi-
cadas son pues simbolos de un operador.

En el lenguaje usual es frecuente emplear la

palabra razén en forma ambigua, tanto para
designar la division indicada como para desig-
nar al cociente de esta division como operador

(amphador, reductor, etc.).

Sinembargo, asi como son diferentes la fraccion
y el operador fraccionario.como concepto, son
también diferentés la razén como division indi-
cada y la raz6n misma como concepto.




El primer elemento o dividendo de una divisién
‘indicada que representa una razén, se suele lla-
mar ”antecedente y el segundo elemento 0
-divisor, * consecuente

Por lo tanto todo n_ﬁmero fraccionario es una
razén, pero mas tarde veremos que no toda
razon es un namero fraccionario.

Una razén como concepto no tiene antecedente
ni consecuente. Pero cualquier divisién indi-
cada que la represente si tiene antecedente y
consecuente. (Compare con los fraccionarios: un
operador fraccionario como concepto no tiene
numerador ' ni denominador, pero cualquier
fraccién que lo represente si tlene numerador
.y denominador).

\

Observemos que la razén doble, que se da en
el caso de 8 y 4, se puede dar entre dos longi-
tudes, dos areas, etc., aunque no estén todavia
. expresadas con numeros. Vemos por ejemplo
que hay cierta razén del largo L al ancho A de
esta hoja de papel; esa razén no es la misma
razén doble, ya que L es un poco menos del
doble de A. Podemos recortar el borde derecho
de la hoja hasta que el largo L sea el doble del
ancho. A, y podemos escribir: “L:A”" 0 "L "y
leer: “la razén del largo al ancho de la hoja”,
aunque no sepamos si es exactamente el doble
o no. “L:A” representa el operador que produce
L cuando se aplica a A.

Por lo tanto, toda razén como divisién indicada

entre nameros naturales representa una razon .

como operador. Pero puede haber razones en-
tre longitudes, &reas, volimenes, duraciones,
etc., aunque no estén expresadas por numeros
naturales (En grados posteriores se introducira
el nombre para designar los operadores o los
cocientes que darian estas divisiones indicadas:
los llamaremos “nimeros reales”).

Igualdad de divisiones indicadas

Dos divisiones indicadas son iguales cuando

ambas representan la misma razén comao ope-
rador; en particular, esto es asi cuando al efec-

tuarlas, ambas dan como resuitado el mismo
“cociente natural o fraccionario decimal.

porque aﬁjbas

oo
_;_'es igual a %
misma razén

representan la
como operador.

. Por. ejemplo:

En este caso ambas dan como cociente 3.5; no
debe olvidarse que 3.5 es solo otra manera de
escribir ?g "Esto nos dice que la razén que hay
“del 7 al 2 (o del 42 al 12) es la misma que hay
del 35. al 10. Escribimos: '

-Razén inversa

"7_ " ", _ . n. .
?—%5)—07.2—35.10.. .

Para verificar estas igualdades, no hace falta
tratar de efectuar la division. Ya aprendimos
con las fracciones que 4~ = - solamente si
ad =

En los casos anteriores, para verificar que .;_ = %,
basta verificar que 7 x 12 = 84 = 2 x 42.

Para comprobar que: _Z_ = 3—0 basta comprobar-

que7><10 70=2x35

No hace falta pues efectuar Ia dwusuén.

Si pensamos en la razén doble, como la que
hay del 8 al 4, podemos también pensar en, la
razén que hay en el otro sentido: la razon mntad :
que es la que hay por ejemplo del 4 al 8

A esta razon que va en sentido inverso la llama-
mos “razdén inversa”. Asi pues, la razén inversa
de la razén doble es la razén mitad. Es facil
convencerse de que la razén inversa de la razon
mitad es de nuevo la razén doble.

Al transponer los términos de la division indi-
cada que representa una razén como operador,
se obtiene una representacuon para el operador
inverso.

Si se invierte la expresién _281 se obtiene .285_
qgue éxpresa el operador inverso del que expre-
saba la primera division indicada. A menos que
sea necesario distinguir la divisién indicada del
operador, hablaremos en ambos casos de la
razén: la razén 24:75 és la inversa o reciproca

de la razén 75:24.

Razé6n nula

El cero tiene con cualquier nimero mayor que
.él una razén especial que llamamos.la razén
nula: las expresiones 0:1, 0:2, 0:3, etc., repre-
sentan la razén nula, pero en este grado no se
trabajara con razones nulas. De todas maneras
el cero no puede aparecer como consecuente
en una razén. Para evitar dificultades no utiliza-
remos el cero ni como antecedente ni como
consecuente.’

Proporcion

Al igualar dos divisiones indicadas que repre-

sentan el mismo operador, se tiene una propor-

cién, es decir, una proporcién expresa la igual-

1




‘dad de dos divisiones indicadas que represen-

tan el mismo operador. En este sentido pode-
mos hablar de “la igualdad de dos razones”

Asi por eje'mplo las ‘expresiones‘ _2% % 27_2 se
pueden unir por el signo “=" para formar una
proporci()n porque ambas representan la
misma razén como operador. Se puede verificar
que el cociente que se obtiene en ambos casos
es el mismo: 3.125, o mejor aln, verificar que
25 x 24 = 8 x 75, La proporcién se forma pues
con expresiones que representan la misma ra-
zdn como operador: '

25 _ 75

8 7)

Esta proporcién significa que la razén de 25 a’
‘8 es igual a la razén de 75 a 24, y se puede leer
también: “25 es a 8 como 75 es a 24".

- Esto se puede escribir también asi: “25 : 8 ::
75 : 24", leyendo los dos.puntos (:) “es a” y los

cuatro puntos (::) “como”. ;

Cuando se escribe B = 5o 25:8=75:24 el
signo “ =" esta bien utilizado, porque ambas ex-
presiones representan la misma razén como ope-
rador. Toda proporcidén es una lgualdad pero no

toda lgualdad es una proporcion.
\

Por ejemplo: la igualdad “2 + 1 = 3" no es
una proporcién. Laigualdad “& ‘= 2" tampo-
co.Pero la igualdad “-2- = -3-" si es una propor-
cién, porque iguala dos divisiones indicadas
que representan la misma razén como opera-
dor.

Si los operadores son diferentes, no se puede
_ formar con sus representacnones una propor-
cién. i

Medlos y extremos .

Comose puede observar enuna pmporcuén escrita
“2 = 78" 6 25:8 = 75:24 se pueden identificar
dos mle"rnbros, el izquierdo y el derecho, (o el
primero y el segundo), y cuatro térmlnos que
son;

El antecedente del miembro lzqwerdo (o sea el
antecedente del primer miembro). :

El consecuente del riembro |zqmerd0

El antecedente del miembro derecho (o sea eI
antecedente dei segundo miembro). -

El consecuente del miembro derecho
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Por la forma como aparecen en la escritura’
“25:8 = 75:24", se denominan “medios” de la
proporcién al 8 y al 75, o sea al consecuente
del primer miembro y al antecedente del segun-
do. Se denominan “extremos” de la proporcion
al 25 y al 24, o sea al antecedente del primer
miembro y al consecuente del segundo. Si re-
presentamos los extremos por E y Ios medios
por M se tiene:

E:M=M:E

Recapitulando, en la proporcién

25— 75 A DR . R TR+ oA
2~ 2625:8::75:24

los medios son 8y 75y los extremos son 25y 24.

Propiedad fundamental de las proporclones

Las proporciones cumplen con cuertas propie-
dades. Una de ellas proviene de la técnica que
aprendlmos para verlﬂcar la.igualdad de frac-
cnones

‘En toda proporcion el producto de los medios
es igual al producto de los extremos. Por ejem-
plo, observemos la proporcién:

'_1_5_=_5_' . A .
B 016,.'24..6.9

9\

N

Se cumple que: 24 X 6 =16 x 9
medios = extremos
- o144 = 144 \

Esta es la propiedad mas util para reconocer si
dos divisiones' indicadas forman una propor-
cién o no, y tiene la ventaja de que no exnge

~efectuar dlvnsmnes

Por ejemplo, si decimos qhe el largo L de esta
hoja es el ancho A, como 2 es a 1, podemos

escribir: .
L:A::2:16

= 2
1

s

Y esto se cumplesi1 X L = 2 X A, o sea si el
largo es dos veces el ancho. Esto se puede com-
probar (o refutar) sin tener que dividir el largo
por el ancho. En una hoja de carta se suele
cumplir la proporcion: ‘

— 14

L
A 1

Esto se puede comprobar verificando que

11 X L = 14 x A, o sea con 25 hojas de carta

. colocadas asi: 11 a lo largo y 14 a lo ancho.
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Esto muestra la utilidad de las -razones y las
proporciones para los oficios, la técnica y la
ciencia, pues se pueden establecer razones en-
tre magnitudes sin necesidad de saber qué es
dividir una magnitud por otra.

Proporcaonalldad

En los trabajos técnicos y cientificos observa-
mos con frecuencia que una magnitud depende
de otra (o de otras). Por ejemplo, el drea de un
patio cuadrado depende de la longitud del lado;

la duracién de una caminata depende de la.dis-,

tancia recorrlda {y de la velocidad de marcha),
etc.

— Decimos que dos magnitudes que en una si-

tuacion concreta dependen una de otra, estan

- en correlacign dirécta, (o que estan directa-

mente correlacionadas) cuando al aumentar

una de ellas aumenta también la otra, o al
disminuir una de ellas, disminuye la otra.

Por ejemplo, el area del patio cuadrado esta
directamente correlacionada con la longitud
del tado, y la duracioén del recorrido a pie esta
directamente correlacionada con la distancia
recorrida (si se mantlene una velocndad cons-
tante)

— Decimos que en una situacién especifica dos
" magnitudes estan en proporc¢ién directa (o
que son directamente proporcionales), si ade-
mas de estar directamente corrélacionadas,
fa razén entre las medidas simultaneas de las
dos magnitudes es siempre la misma (o sea
cuando el cociente entre las medidas de las
dos magnitudes en cada caso es constante).

Por ejemplo, el area de un patio cuadrado no
estd en proporcion directa (o no es directa-
mente proporcional) a la longitud del lado,
pues un patio de 10 m de lado tiene un 4rea
de 100 m? y uno de 20 m tiene un area de
400 m?, pero la razén de 100 a 10 no es la
misma que la de 400 a 20:

t

100 400

o T

Comprobandaq:

10 X 400 = 4000 # 100 x 20 = 2000

1]

En cambio si se camina a 5 Km por hora, la
duracién del paseo es directamente propor-
cional a la distancia recorrida, pues si se ca-
minan 10 Km, el paseo dura 2 h; si se caminan
“20 Km, dura4h ‘etc. y 10 1°— 2°

Para que dos magnitudes A y B sean directa-
mente proporcionales deben pues cumplvr dos -
condlcmnes

— Primera, deben estar directamente correla-
cionadas, es decir: Si A aumenta, B aumenta.
O si A disminuye, B disminuye.

- Segunda la razén entre las medidas debe ser
la misma, es decir:

ﬂ:ﬂ‘ 5 A= B
By 8, ° 7 8,

‘en donde A, y B, son las medidas de A y B
enel momento 1,YAz Byen el momento 2.

- La representacnon gréfica de dos magnltu-

des directamente proporcionales se puede

B, : B,

Bob e o ——

Byl - —-

B
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. hacer em‘pleando dos ejes perpendiculares
.entre si, y representando sobre cada uno de
los ejes una de las magnitudes. Al unir los
puntos del plano que corresponden a las pa-
rejas de valores, donde la primera compo-

Cuando la primera toma el valor C,, la se- ~
gunda toma el valor D, y cuando la primera
toma el valor C,, la segunda toma el valor
D,. Por ser dos magnitudes inversamente
proporcionales, el producto es siempre lgual

nente es el valor de la magnitudrepresentada - Iuego C, X Dy = Cy, X Ds.

en el eje horizontal y 1a segunda componente ;

‘es el valor de ila magnitud representada en Esta expresion se puede convertir en cual-
el eje vertical, se debe obtener una rectaque’  quiera de las siguientes proporciones:

pase por la interseccién de los ejes.Las an- g o

teriores pueden ser graficas de magnitudes C, _ .
directamente proporcionales. Se han desig- € T D, T Dy Dy G TG
nado las magnitudes con las letras A y B en

cada uno delos casos. ‘ Notese que para obtener la proporciéng—f = —g—;

Se dice que B es directamente proporcional  a partir de la proporcién directa $1 = 21 se
a A, o también que B esta relacionada lineal- L . $ G Dz
" mente con 4, tal vez porque la gréfica de la  ha invertido la razén 2= ‘

relacién de A a B es una linea. También se - ' '

puede decir que B es unafuncionlineal de A. Por esto C y D se llaman mversamente pro-

‘ , porc;onales
— Decimos que dos magnitudes en una situa- ‘
cién concreta estan en correlacién inversa {o Si'se comparan las proporc|0nes que se ob-
estan inversamente correlacionadas) cuando  tuvieron en ambos casos, se podra concluir
al aumentar una de ellas, la otra disminuye, que si bien’'las proporciones sirven para re-
'y viceversa. _, ; presentar magnitudes directamente propor-
; ; i ‘ cionales y magnitudes inversamente propor-
- Decimos que en una situacion especifica las  cionales, la forma de obtener la proporcion
magnitudes estan en proporcidn inversa (o en cada caso es diferente.
son inversamente proporcionales} cuando
estan inversamente correlacionadas, y ade- Porcentajes
mas el producto de las medidas de las dos ‘ :
magnitudes en cada caso permanece cons- Untipo especial de razén, como division indi-
tante o ‘ . .. cada, es la que tiene como segundo termmo

el cien, ejemplo:
Para que dos magnitudes sean inversamente

proporcnonales deben pues cumplirse dos con-

3 : . 25 op . .
diciones: primera, las magnitudes deben estar. 100 0 3:100 P =0 25 : 100 ;
inversamente correlacionadas; y segunda, el : _ ’
producto de sus medidas debe ser constante.  Estas se llaman “razones porcentuales” o “por-

. . centajes” pues representan a través de su mis-

— Las proporciones sirven para representar mja expresién cuéantas partes de una magnitud
magnitudes directamente .proporqlonales Y  hay que tomar por cada cien partes en que se
magnitudes inversamente proporcionales. . djvide esa magnitud si se quiere tener la razén

) . asi expresada. Por ejemplo, 2~ se puede
Sin embargo, la forma de obtener la propor- leer “tre F ciento™ v si se ime obtener el
cién es diferente; supongase qus las dos tres por gig:tocclle laol 'ny't:usi dqu errnetro basta
magnitudes directamente - proporcionales p e la longi eun  bas

SOnAYB ' tomar tres centimetros, o sea, tres de las cien

- partesiguales enlas que se dividi6 esa longitud.

Cuando la primera magnitud toma el valor v
Ay, la segunda toma el valor B, y cuando la

. primera toma el valor A, la segunda toma el
valor B,. Por ser magnitudes directamente
proporcionales, el cociente siempre es |gual
luego la proporcion sera:

" Si se quiere una hoja de papel que tenga la
mitad del 4rea de ésta, se puede decir también
gue esa hoja de papel debe tener el 50 por ciento
del area de ésta: si se dividiera esta hoja de .

_ papel en 100 partes de igual area, se tendrian .
A A, 4 _ B o : que tomar 50 de ellas para cubrir una hoja de
B8 ° AT w® .papel de la mitad del drea de ésta. A
Supéngase que las dos magnitudes que son  Sj se quiere la cuarta parte de un litro de leche,
inversamente proporcionales son € Y D.  se puede decir también que se necesita el 25
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por ciento de ese volumen, etc. S| se observan
las proporciones: '

25

50 1. -
2 " 100

100 °

1;

4 100
Se puede ver que el-50 por ciento es equivalente
a la mitad; el 25 por ciento-ala cuarta parte, y

.el 10 por ciento a la décima parte. En general,
se puede tomar cualquier razén porcentual o
porcentaje desde el uno por cientg hasta el no-

- venta y nueve por ciento para especuflcar canti-
dades menores que el total.

A veces se usa decir “el ciento por ciento” para
el total, “el doscientos por ciento” para el doble
del total, etc:

El empleo del porcentaje es de gran utilidad en
el desarrollo de ciertas actividades. Cuando se
halla el porcentaje de una determinada magni-
- tud, se esta aplicando un operador fraccionario
que puede expresarse con una fraccuon de de-
nommador cien,
Asi por ejemplo, si se desea hallar el 26 por
ciento de 500 pesops, se aplica el operador
representado por la fraccidon = a Ia magnitud,
asn

26 = 26 x 500 pesos
. x (500 pesos) ——Lwo

- 13000
T100

pesos = 130 pesos

El simbolo “%” es empleado para representar
la expresion “el... por ciento”. Por ejemplo, “el
20 por ciento” se simboliza asi: “20%".
El simbolo “%” se utiliza para abreviar Ia expre-
sion “el... por ciento”. Inicialmente esta expre-
..8ién se abrevid asi: “cto”. Posteriormente se
ilegd al simbolo “%".

Uno de los campos en que es Util el empleo del
porcentaje es el campo econémico. Las comi-

siones por compra-venta, los descuentos y re- -

bajas, etc., suelen éxpresarse por medio de por-
centajes Hay que distinguir entre los porcenta-
ies, y los porcentajes por unldad de duracién,
o tasas porcentuales.

Si se dice por ejemplo que la poblacién de Co-
lombia aumenta al 3% anual, se da una tasa
porcentual de aumento de poblacién. Si se dice
que de 1970 a 1980 la poblacién aumentd en

un 50% se da un aumento porcentual. Si la po-

blacién era de 20 millones en 1970, y aumentd

el 50%, en 1980 habia 30'millones. La diferencia
de 10 millones es el dumento global o total. Si
disminuye la tasa de aumento, eso no quiere

decir que disminuya la poblacién, ni tampoco

que disminuya el aumento total; por ejemplo:
si el aumento porcentual de 1980 a 1990 baja

al 40%, el aumento real sube de 10 millones de l

1970 a 1980, a 12 millones de 1980 a 1990, pues
el 60% de 20 millones es 10 mlllones, pero el
40% de 30 millones es 12 millones.

1]

Este tipo de anélisis sobre aumento del costo
de la.vida, del salario minimo, etc., permiten
ensefar muchas habilidades matemadticas a
partir de situaciones muy reales e interesantes.

- Asi por ejemplo, cuando se hace un préstamo

de dinero, el que recibe el dinero o capital paga
cierto precio para poderlo utilizar. El precio
suele ser.un porcentaje del capltal por unidad
de tlempo o duracién del préstamo. Por ejem-
plo: si una persona solicita un préstamo de
10 000 pesos por un afno y se los prestan al 24%,
anual debe pagar por usar.ese dinero durante
el ano 2 400 pesos. .

En el lenguaje usual se emplea en ocasiones la

palabra “interés” en forma ambigua para desig-

nar el operador y al resultado de aplicarlo; sin- -

embargo, se deben diferenciar. El operador
que se aplica al capital para calcular el precio

por usar ese dinero durante una unidad de du-.

racion se llama “tasa de interés”; por ejemplo,
el 24% anual es una tasa de interés. El resultado

“de aplicar la tasa de interés al capital se deno-

mina “los intereses”, para el ejemplo 2 400 pe-
sos son los intereses del capital de 10 000 pesos
en el afo durante el cual estuvo en préstamo.
“Interés” puede pues significar a veces “la tasa

de interés”. y a veces “los intereses”. Las tasas .

de interés siempre se refieren a un periodo de
tiempo determinado, empleando expresiones
como el 18% anual, el 2% mensual, o el 7%
trimestral, etc. ‘

La ley estipula ciertas tasas de interés como las
legales. Las tasas de interés legales suben o
bajan el predominio de ciertos grupos de indus-
triales, comerciantes y financistas en el manejo

de la economia. Los que cobrantasas de interés.

mayores que las legales se [laman “usureros”.
La usura es un delito, aunque por la necesidad

de dinero para emergencias pocas personas se '

atreven a denunciar a los usureros.
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ANEXO 2: REGLA DE TRES ‘SlMPL.E, REGLA DE TRES COMPUESTA JSquéién de Problemas)

ALIRIO CASTRO Tomado de una tesus dlriglda por el Dr.. CARLOS E. VASCO U.

"UNIVERSIDAD JAVERIANA

'Para solucionar problemas sobre regla de tres
.simple, debemos tener en cuenta los sugunentes
aspectos: ‘ .

1. Verificar si.existe una correlacién dnrecta o
inversa. ,
2. Enel primer caso, o sea, de correlacion direc-
* ta, establecer si también existe una propor-
cionalidad directa, lo que se puede lograr
"~ con un andlisis del problema por tablas o
'graflcas, o encontrando la respectiva cons-

~ tante de proporcionalidad.

A veces solamente se supone que dentro de

los limites del problema, se puéde usar la
proporcionalidad directa para encontrar una
solucién aproximada. Este método ha resul-
" tado muy fecundo en las aplicaciones de |a
matematica y aun en la investigacion de la
matematica abstracta; se lama método de
aproximacion lineal. En cierto sentido la de-

rivada de una funcién en un punto x,, es sim- .,

plemente la mejor aproximacion lineal a la
funcién en la vecindad del punto x,.

3. En el segundo caso, o sea, de correlacion
inversa, establecer si también existe una pro-
porcionalidad inversa, lo que se puede lograr

~ con un analisis del problema por tablas o.

gréficas, o encontrando la respectlva cons-
‘tante de proporcionalidad.
4. Hacer primero una estimacién aproximada
- de lo que puede ser la solucidn o resultado
del problema.

-

5. En los problemas acerca de la regla de tres
simple, para los que debemos obtener un
operador que reduzca o acorte una magni-
tud, utilizamos las fracciones propias que

son de la forma <« , donde a < b, b # 0.
Este operador es una constante de propor-
cionalidad sin dimension.

6. En los problemas acerca de la regla de tres

simple, para los que debemos obtener un
operador que alargue o amplie una magni-
tud, utilizamos las fracciones impropias que
son de la forma -+, donde a>b, b # 0. Este
operador es una constante de proporcionali-
dad sin dimension. :

7. En los problemas acerca de la regla de tres
simple, para lo que utilizamos método de
“reduccién a la unidad”, o sea, la bisqueda
de la constante de proporcionalidad k, dado

= k-. x, en general la constante X si tiene
dlmensmnes fisicas, pues transforma la
magnitud correspondiente a la x en la mag-
nitud desconocida correspondiente alay. La
constante k es una fraccion que amplla o
achlca _pero con dnmensnon

Vé

Regla de tres compueSta o ~

Ejemplo 1 Cuatro hombres han construido 40
metros de una pared en 24 dias. ;Cuén-
tos metros de la misma obra haran 6
hombres en 18 dias, con la misma rapi-
dez y habilidades?

Analicemos el problema de la sigiente

manera:
Obreros metros dias
4 ———n 40 24
18

6 — ?

a. Si 4 obreros hacen 40 metros de la obra, 6
obreros hardn més metros de la misma obra,
luego debemos conseguirnos un operador
que agrande la magnitud 40 metros; este
operador es la fraccion impropia £, asi:

4 (40 metros) N

b. Si se hacen 40 metros de la obra en 24
dias, légicamente en 18 dias se haran
menos metros, luego debemos conseguirnos
un operador que achigue o acorte la magnitud
40 metros; este operador es la fraccnon :
propia ‘8, asi: 4

18 (40 metros)
24 .

En (a) y (b) podemos observar que & y &
son operadores que estan aplicados a la misma
magnitud 40 metros, luego ahora basta con apli-
car sucesivamente los dos operadores a dicha
magnitud de la siguiente manera:




6 (18 6w 18 x 4 _
s ( 8. (40 metros) ) = £ x 18 x 40 metros

= 6 x18 x 40

- metros =
4 'x 24 .

= 432" 45 metros

metros

Luego 6 hombres en18 dtas haran 45 metros
de la mlsma obra.

Ejemplo 2. Una convivencia de 60 alumnos

dispone de provisiones para ali-
mentarse durante 8 dias tomando

4 comidas diarias. jPara cuantos.

dias alcanzaran dichas provisiones
si se aumenta en 20 el nimero de

alumnos y se reducen a 2 las comi-

das diarias?

analicemos el problema de la si-
guiente manera:

Alumnos dias comidas por dia
60 . 8 4 |
80 P2

a. Si 60 alumnos - disponen d; « provi-

siones para 8 dias, 80 alumnos dispondran
de provisiones para menos dias, luego debe-

mos conseguirnos un operador que achique -

o acorte la magnitud 8 dias; este operador
es la fracciéon propia %, asi:

%(BdiaS)

. Sitomando 4 comidas por dia se tienen pro-

visiones para 8 dias, tomando dos comidas
por dia se tendran provisiones para mas de
8 dias, luego debemos conseguirnos un ope-
rador que agrande la magnitud 8 dias; este
operador es la fraccién impropia -3 , a§i:

4 (8d|'as)

“En (a) y (b) podemos observar que £ y 4

son operadores que estan aphcadosoa 13
misma magnitud 8 dias, luego aghora basta
con aplicar sucesivamente los dos operado-
res a dicha magnitud de la siguiente manera:’

80 { 4 (gdias)) = 60 x 4

X fas =
80 ' 2 . .80 .8 dfas

— 60x4x8 — 1920 = :
_“““aou d|as e dlas 12d|as

Luego las provisiones en las condiciones
propuestas alcanzarén para 12 dias.

Ejemplo 3.

Obreros

. fraccidén propla

Doce hombres trabajando 8 horas
diarias construyen 24 metros de
una obra en 10 dias. ; Cuantos hom-
bres seran necesarios si se quieren
construir 20 metros de dicha obra
enb dias, traba}ando 10 horas dia-
rias?

Analicemos el problema en la si-
guiente manera: ~
horasxdia -

metros  dias

12—t '8 ~——— 24 — 10

10— 20 — 5.

a. Si12 obreros trabajan 8 horas por dia, traba-

jando 10 horas diarias habrd menos obreros,
luego debemos conseguirnos un operador
que acorte la magnitud 12 obreros, este ope-
rador es Ia fraccién propia ‘— asi:

_%_ ( 12 obreros )

. Si' 12 obreros construyen 24 metros de

la obra, menos obreros serdh necesarios

para construir 20 metros, Iuego debemos -

conseguirnos un operador que acorte la

.magnitud 12 obrgros, este operador es la
asi:

—2—94—( 12 obreros ) ’ -

. Si 12 obreros hacen determinado trabajo

en 10 dias, para hacer ese mismo trabajo en
5 dias se necesitan mas de 12 obreros, lue-
go debemos conseguirnos un operador que
agrande la magnitud 12 obreros; este ope-
rador es la fraccion impropia: -130—, asi:

19 (12 obreros ) . '

Observamos que en (a), (b) y le), & & 2
son operadores que estan aplicados a la
misma magnitud 12 obreros, luego ahora
basta con aplicar sucesivamente los tres ope--
radores sobre la magnitud 12 obreros de la

S|gwente manera:

8 (.20 (10 (12 obreros) ) } =
10 24 5 oo

8 % 20 x 10 x.12 obreros
16 7 24 5 .

8x20x10x12

obreros = 16 obreros
10 x 24 x 5 S
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. Luego para construir 20 metros de dicha obra
en 5 dias trabajando 10 horas diarias, se ne-
cesitan 16 obreros. '

En general

Podemos observar qde en los problemas sobre
regla de tres compuesta, en los que intervienen
3 6 mas magnitudes distintas, las soluciones se
pueden establecer mediante la descomposicion
del problema en reglas de tres simples. Basta
con tomar la magnitud donde aparece la incég-
nita e irla comparando con cada una de las mag-
nitudes restantes para obtener los operadores
que se aplicaran sucesivamente al nimero de
unidades ya conocido para encontrar el desco-
.nocido: :

a3{ g2 (g1 (M))) = M,
g3 X g2 X g1 X My =M,

Es de anotar que se ha empleado el tercer mé-
todo, puesto que siempre vamos a encontrar
un operadotr que transforme cierto nimero de
unidades de una magnitud en otro niumero de
unidades de la misma magnitud, y por lo tanto
basta aplicarle un operador fraccionario sin di-
mension. , :

Luego para el caso de laregla de tres compuesta,
es conveniente el tercer método, pues solo hay
que tener en cuenta la aplicacién sucesiva de
operadores fraccionarios. :

o
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Unidad IV

GEOMETRIA Y MEDICION

Introduccion

“La geometria es una exploracion del espacio.
La mejor manera de explorar este espacio con-
siste en desplazarse dentro de él y observar lo
que sucede los objetos de este espacio cuando
se efectiia un cambio. Por cambio entendemos
absolutamente cualquier tipo de transforma-

cion”.* .*

En esta unidad se repasan los movimientos ri-

_gidos'y la composicién de éstos, la semejanza
de poligonos mediante la aplicacién de homo-
tecias;. se realizan algunas mediciones de area,
"duracién de ventos y amplitud de 4ngulos con
otras unidades que no perteriecen al sistema
meétrico decimal y se halla el drea de algunas

figuras planas ya conocidas por los alumnos.

Las actividades que se proponen son de geome-

Objetivos generales

5|mboI|zacnon

trfa activa y dindmica, donde las rotaciones, las
traslaciones, las reflexiones, etc. no son algo
estatico que el alumno ve dibujado, sino que éi
“descubre” cuando actia sobre los objetos,
cuando corre, cuando juega, cuando realiza las
construcciones que su imaginacion le inspira,

Es conveniente tener'en cuenta que los conteni-
dos basicos se incluyen con el propésito de fa-
cilitarle al docente el repaso de los mismos pero
no para que se los exija alos alumnos de memo-
ria y con el mismo grado de profundldad y de

- ) . . .
La parte de medicién puede ir al comienzo o al
final de la unidad, como el profesor lo crea mas
convemente

— Reconocer homotecias en el plano.

— Reconocer poh’gonos semejantes.

- Reconocer Y emplear unldades de 4rea, dura-

cién y amplitud de éngulds que no pertene-
cen al sistema métrico decimal.

— Hallar el area de algunas figuras planas.

Objetivos especificos, mdlcadores de evaluamon
contenidos y sugerencias metodoldgicas

* DIENES, Z.P.y GOLDING, E.W. La geometria a través de
las transformaciones. Topologia, geometria proyectnva y -
afin, p. 47.
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CONTENIDOS BAS!COS

“ Una traslacién de un poligono es un desliza- = Ejemplo: dado el poligono cuyos vértices son:

miento en el plano, que consiste en empujar el  A(3,3), B(4,5), C(3,8),. D(8,6)y
poligono desde una posicion hasta otra sin de- _ E (9,3), hallar su imagen mediante Ia
jarlo girar al mismo tiempo.” = - ‘ traslacionV,determinadaporlaflecha V.
Para trasladar un poligono héy que‘ tener claros
~_tres datos: la direccidn, el sentido y la magnitud
- (ésta hace referencia al nimero de unidades de
‘medida de longitud que se va a trasladar). .
, ' o S . —4-3-2-1 |1 23 4
Una traslacion T se simboliza asf - 4-3-2-1, 234
o ) - . i : i $ '_2'
-3
-4
\ , ~5
Ly -6 v
- -7
r
1 — -8
o — 1 2 3 3
. - A

Esta flecha indica que Ja traslacién se efectta  Esta flecha indica que el poligono se va a tras- -
" en la direccion horizontal, en el sentido hacia  ladar verticalmente 7 unidades de longitud ha-

la derecha vy es de dos-unidades de longitud. cia abajo. »
o}
: - C
8 '~
. ~
b - TS -
~
6F 2\ )
) 5k . B A
/ ; ) 2\
4 T/ \
3 .A'L _ _____ _\E
2F Lo :
1 3
1 1 2
- 1t .
- 2 - ' ’
-— 3-
- 4F
-_ 5 - .
- 6+ i ) . .
Sk o o . V(ABCDE) = A'B'C'D'E"

Laimagen del poligono ABCDE mediante latraslacion V es el poligono A’B"C’}D'E’.‘
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Una rotacion de un poligono es un desliza- -

miento es un plano (llamado plano de rotacién)
que consiste en girarlo alrededor de un punto
fijo que se llama “centro de rotaciéon” (también
puede considerarse.que por el centro de rota-
cién pasa un eje perpendicular al plano de rota-
cién, y asi se puede hablar de un eje de rota-
cion). .

Para rotar un poligono se necesita conocer el
centro o eje de rotacion y el angulo de giro.
Dicho angulo debe estar orientado (la orienta-
ciéon se suele indicar comparandola con la de
las manecillas del reloj). El centro de rotacion
puede estar dentro del poligono o fuera de él.

Ejemplos: 1. Rotar el tridngulo cuyos vértices
son: A(=2, —-1), B(-5, —4)y
C (0, —5) 60° alrededor dei vér-
-tice B, en el sentido de las mane-
cillas del reloj. '

El triangulo A'B'C’ es el resultado de aplicarle

la rotacién dada al tridangulo ABC.

Notese que la superficie delimitada por la figura
rotadaes otra superﬂcne distinta, aunque ambas
_tienen la misma 4rea y la mlsma forma.

El punto Besel mismo B’, pero los demas pun-

tosde laimagen son diferentes de los iniciales.

2. Rotar el poligono cuyos vérticesson A(—3,—8),
B (-6, =10}, C (—10, —9) y D(-8,-6),
70° en sentido contrario al-del giro de las
manecillas del reloj, alrededor del punto(0, 0).

|

{0.0)

-~11-10-9-8 -7 -6 -5 -4 3_2—1,,'.7F,\\
AR

&

El poligono A’B'C’D’ es la‘imagen del poli-
gono ABCD mediante la rotacion dada. La
superficie delimitada por la figura rotada es’
otra superfrcne distinta, aunque ambas tienen

- la misma areay la misma forma. Los vértices
de la imagen son diferentes de los vértices
de la figura inicial.

(En las indicaciones metodologicas se daran
algunas indicaciones para trazar estas rota-
ciones).

Cuando se hacen varios desplazamientos su--
cesivos a un mismo poligono,.se dice que
se ha hecho una composicién de desplaza-
mientos. Pueden ser varias traslaciones o va-
rias rotaciones o una combmacnén de rota-
ciones con traslacxones

Ejemplo: dado el rectangulo con vértices

. M(-3, B), N(-3, 8), P{—7,.5)Y
. Q@(-7,8)y los sugwentes desplaza-
mientos: ,
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* La traslamon U determmada por la flecha u.

* La traslacion v determinada por la flecha v.

’ * la rotacién R alrededor del punto M, 90° en
- direccion contraria a la de las manecnlas del
reloj.

HalIar la imagen del rectangulo mediante:

: a) La composicion de dos traslaciones V.
5.4 .3.2 1 MR S

: b) La composicién de dos rotaciones R.

c) La composicién de Ia rotacnén R con la tras-

Iamén U.
a)
9
oo . N

Q N Q Q_____ N 8
| ! 7 \

| - )

f ] ‘6

- Lo J

P M P M P M 5

, 4

s

2

1

- -19-18-17-16-15-14-13-12-11-10 -9 -8 -7 -6 -5-4-3-2 -1

~

El resultado de aplicar la traslacién V al rectan-
gulo MNQP es el rectdngulo M'N'Q'P’. b)

1% (MNQP) = MINIQ!PI

El resultado de aplicar la traslacion V al rectan-
gulo M'N'Q'P' es el rectangulo M"N'Q"P",

V (M'NIQ!PI) = M"N"Q"PII

Se ha aplicado dos veces la traslacién V al rec-
tdngulo MNQP vy el resultado es el recténgulo
M'N'Q"P"; esto se puede snmbolazar de la si-
guiente manera;

- NY 20y o ©
e

-8-7-6-5-4-3-2-1 0

V( v (MNQP) ) = MlanQnPu

Se)pueden hallar las coordenadas de los vérti-
ces de los rectangulos que van resultando. Al aplicar la rotacion R al rectangulo MNQP se
' obtnene el rectangulo M'N'Q'P’:
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R( MNQP) = M'N'Q'P’

y si luego aplicamos nuevamente la rotacion R,
o sea rotar 90° en sentido contrario a las agujas
del reloj alrededor del punto M’ (6 M ) al rectan-
gulo M'N'Q'P’, se obtiene el rectangulo
M"NVIQ”PII: B B

R(R(MNQP)) = M"N"Q”P”
c) Al hacer la composicién de la rotacién R con
la traslacion U, puede hacerse primero la ro-
_tacion y enseguida la traslacién, o primero
‘la traslacidon y enS§eguida la rotacion.

Veamos los resuitados en cada caso:

Apliquemos primero la rotacién R y después
aese resultado apliquémosle la traslacion U:

U(R(MNQP)) = U(MNQP )= MNQP"

- N W A oy o ©
e
=)

Q [ /
-8-7-6-5-4-3-2-1"0

-

Podemos leer U'( R (MNQP ) ) = M'N'Q"P" asi:
el resultado de aplicar U después de R a MNQP

es M'"N'Q"P”".

Ahora apliquemos primero la traslacion U y en-
seguida la rotacion R

§

-
u

-8 -7-6-5-4-3-2-1

1 2 34 5 6 7 8 9

R(UMNQP)) = MN'Q'P"

Podemos leer R { U{ MNQP ) ) : el resultado de
aplicar R después»de U.a MNQP. .

Al comparar el rectangulo original con el rectan-

gulo imagen, después de haber realizado la
composicidn de la rotacidn con la traslacion, se
observa que en cada caso los caminos que han
~ seguido los puntos del rectangule han sido di-

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

ferentes, pero el rectangulo imagen M"N"Q"P"
es el mismo. Como el desplazamiento com-
puesto produce el mismo resultado en cual-
quier orden, decimos que la rotaciéon R conmuta
con la traslacién U, o que da lo mismo primero
rotar y después trasladar que primero trasladar
y después rotar, o también que aplicar R des-
pués de U da lo mismo que aplicar U después
de R.

L

Antes de que los alumnos hagan deslizamien-
" tos en el plano cartesiano es conveniente pun-

tear el plano. Seguramente la nocién de plano
y de coordenadas ya es conocida por los alum-




nos que viven en las ciudades en donde hay
calles y carreras. Estas calles y carreras forman
angulos rectos y los distinguimos mediante na-
meros. Los alumnos que no viven en poblacio-
nes o .lugares tan bien dispuestos desde el
punto de vista matematico, pueden también fa-
miliarizarse con estas ideas, localizando algu-
nos lugares de la ciudad o pueblo. Se notara
que siempre tomaran un punto de referencia.

Ejemplo: La tienda de don Gregorio esta ubi-
cada dos cuadras hacia la derecha y
tres hacia abajo de la iglesia. Otros
utilizaran los puntos cardinales, por

- ejemplo, la casa de Roberto esta ubi-
cada dos cuadras al Oriente y 3 al
Norte. Asi se tiene |la pareja ordenada
(2, 3). Esta pareja determinala posi-
‘cion de la casa de Roberto. Observa-

rdn que si se caminan 3 cuadras al .

Oriente y 2 al Norte ya no se encuen-
tra la casa de Roberto. AqUI se tendra
Ia pareja (3, 2).

. El par de nUmeros.que damos para determlnar

la posicion debe estar ordenado; es decir, se

debe indicar cuédl es el nimero que esta en el

~ primer lugar, y cual en el segundo.

l
;

Después de estos ejercicios se puede pasar a
trabajar en el plano cartesiano. Cuando se cor-

~tan los dos ejes ya se tiene un punto de referen-

cia que permite ubicar cualquier punto del pla-
no. Este punto es el origen del plano; sus coor-
denadas son (0, 0). A partir de este punto se
representanlos nUmeros enteros tanto en el eje
horizontal como en. el eje vertical. Es conve-
niente usar papel cuadriculado. -

El eje horizontal se llama eje-X y €l eje vertical
eje Y. Sobre el eje X se representan las primeras
componentes de las parejas y sobre el eje Y Ias
segundas componentes. '

Ubicaran algunos puntos en el plano y hallaran
las coordenadas de algunos puntos dados.

Ejemplos: Colocar en el plano
(4,

(-3
-1), (=3, 1)y (7, 10).

—-2),

‘Hallarlas coordenadas de los siguientes puntos.

A

C

Es conveniente hacer un repaso de lo que se
_ estudi6 en 60. grado sobre rotaciones y-trasla-

ciones. Inicialmente los alumnos pueden utilizar

-algin material para efectuar estos desplaza-

mientos como cartulinas, reglas, lapices, etc.,
pero después ojald puedan realizar los despla-
zamientos en el plano cartesiano sin ayuda del
materlal .
Con esta actividad se espera que los alumnos
adquieran habilidad para trazar rectas paralelas,
rectas perpendiculares, trazar angulos y medir
su amplitud.

Cada vez que efectuen algln deslizamiento pue-
den comparar la figura ongmal con la imagen
para que vean lo que varié y lo que no.

- Para efectuar rotaciones cuyo eje o centro de
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rotacion esta fuera de la figura que se rota, los
alumnos pueden realizar una actividad previa
que consiste en observar el movimiento de una

- moneda o de una figura cortada en cartulina,

cuando se ha colocado sobre un disco que esta - "
girando.




Una, la del disco alrededor de su centro. En este
caso el centro o eje de rotacion esta dentro de
la superficie que se rota.

La otra rotacion es la de la figura que se colocd
sobre el disco, al mismo tiempo que éste esta
girando. En este caso el centro o eje de rotacién
estd fuera de la superficie que- se rota.

Posteriormente los alumnos pueden realizar es-
tas rotaciones en el plano cartesiano, con alguin
ejercicio como el siguiente:

— Rotar el poligono DEFG 120° en el sentido de

* las manecillas del reloj alrededor del punto
C (6,1). Los vértices del poligono son D
(~10,4), E(—4,6), F(—-3,4yG(=5,1).

Para rotar este poligono los alumnos pueden
rotar cada uno de los vértices 120° en el sentido
indicado. El 4ngulo se mide a partir de la recta

.que une el centro de rotaciéon con cada uno de
los vértices. Se trazan las rectas donde estarian:
las imagenes de los vértices (dichas rectas pa-‘

san por el centro de rotacnon)

Luego, con el compés se hace centro en Cy con
la otra punta del compas se mide la distancia
de C a cada uno de los vértices y se.marca esta
distancia en cada una de las rectas en donde
van a estar las |magenes

Luego, se trazan Ias rectas que unen los vértices
y se tendré el poligono imagen mediante la ro-
tacuon

C (6.1)

'

Podran aplicar dos veces Ia misma rotacién.

Ademas pueden reahzar otros ejercmos como
los sngunentes :

— Dado el poligono RSTUV y su imagen
R'S'T'U’'V' mediante un deslizamiento:
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U
A

a) Hallar los vertnces del pohgono RSTUV y los
de R'S’ T’U'V’ ‘

b) ¢Que desplazamnento sele apllco al poligono

RSTUV para obtener el poligono R'S'T'U'V'? .

—~ Dado el poligono cuyos vértices son:
y las siguientes traslaciones en el plano:

- T: 7 unidades de Iongitudi en direccion vertical

hacia arriba.

U: 7 unidades de longitud en dlreccmn horizon- '

- tal hacia la lzqulerda

' CONTENIDOS BASICOS

a) Hallar T( U ( EF_GH) ),

b) Hallar U( T ( EFGH) ), o

c) iSe obtuvo la misma imagen en los dos ca-
s0s?
I

"d) ¢Habra una traslaciéon que aplicada a EFGH

dé la misma imagen que al aplicar
U(T ( EFGH ) )? ¢Cual es esa traslacion?

e) (Habra una traslacién que aplicada a EFGH
dé la misma imagen que al aplicar

T(U ( EFGH ) )? ;Cuél es?

- f} Hallar el resultado de aplicar dos veces la

traslacién T.

‘g) Hallar el resultado de aphcar tres veces la

traslacién U ) ,
También se dan las siguientes rotaciones:
t . :
R: 45° en sentido contrario a las manecillas.del
reloj con centro de rotacién en G.

S: 120° en el mismo sentido de las agulas del
reloj con centro en M (3, b5).

h) Hallar R ( S ( EFGH ) )
i) Hallar S(R( EFGH ) )
j) Hallar R( T( EFGH ) )
k) HatllarT( S (EFGH))

I) Hallar R( R (EFGH ) )

m) Hallar S ( U ( EFGH ) )

En cada caso, comparar la figura original con
la imagen y ver qué se puede hacer para que
el poligono imagen vuelva ala posiciéninicial.

Las rotaciones, las traslaciones, las reﬂexlones .
.y las composiciones entre estos movimientos

sellaman “movimientos rigidos” porque al apli-
carlos a una figura, se conservan todas las dis-
tancias internas (como-si fuera una armazén
rigida).

1. Al hacer la composicion de dos reflexiones
nunca resulta una reflexion.

a) Si Ios ejes de reflexiéon son paralelos resulta :

una traslacion.

-

b) Si los ejes de reflexién se cortan resulta

unha rotacién cuyo centro de rotacion es el
punto de interseccién de los dos ejes de re-
flexion. >

Ejemplo: Dado ellbO'lfgono ABCDE, hallaf su




' .

imagen, primero por reflexion en |a
recta s y luego en la recta +.

. E'

A

Al comparar el poligono original con la im'agen Si hatlamos la imagen del mismo poligono, pri- -
después de haberle aplicado las dos reflexio- mero por reflexiéon en la recta s y luego por

nes, observamos que se ha hecho una trasla- reflexién en la recta k, tenemos:

cidon de 9.5 cm. en direccidon horizontal hacia la
derecha. : v




Al comparar el poligono ABCDE con el poligono  Ejemplos: Dado el poligono ABCDE y las si-
A"B"C"D"E", se observa que A"B"C"D"E" también guientes rotaciones:
podria obtenerse mediante una rotacién-de 45° :

-en el sentido de las manecillas del reloj del po-

ligono ABCDE, que tiene como centro el punto )
P. ' S '

R: 80° en el sentido de las maneci-
llas del reloj con centro en 0.

5: 110°en el'sentido de las maneci-

2. La composicion de dos rotaciones con el llas del reloj con centro en 0.

mismo centro siempre da una rotacién; pero

si la segunda rotacion se hace con un centro  a) Hallar S( R ( ABCDE ) )
diferente podemos encontrar resultados di- .

ferentes. ',
" [
E D o E
A em=mT S
I'e S \\
PR e
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\ ) . ./’ \A ’
Vot D
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A TB .'," ..‘//
. "-‘-"/
oA
B .
) -
N —_
I
'_ BII-.
N X A"
N ’ ~ Du . ‘
E

S(R(ABCDE )) =S (A'B'C'D'E') = A"B"C'D'E" (o de 170° en el sentido cortrario al de las ma-

necillas del reloj).
,

Al.comparar el poli‘go‘no ABCDE con su imagen b) Sea R la misma rotacion de 80° en el sentido
mediante la composicidon de las dos rotaciones de las manecillas del reloj con centro en 0.
con el mismo eje o centro ( A"B"C"D"E" ), se ob- Sea T una rotacion de 80° en el sentido con-
serva que A"B"C"D"E” también podria obtenerse trario al de las manecillas del reloj con centro

con una rotacion alrededor del mismo eje de en A’ {laimagen del vértice A bajo la rotacion
190° en el sentido de las manecillas del relgj, R) ‘

']28 ) ' ’ ‘ il
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‘T (R(ABCDE')) = T (A'B'C'D'E') =

A "BHC!IDIIE"

_ Al comparar el poligono original con su ima-

gen mediante la composicion de las rotacio-
nes, se observa que A"B"C"D"E" se podria ob-
tener mediante una traslacion.

Noétese que una rotacion es de 80° en el sen-

tido de las manecillas del reloj ( R )y la otra
también es de 80° en el sentido -contrario a
{as manecillas del reloj { T ). Ademas que en
cada rotacion el centro o eje de rotacion es

.diferente: eriuna (R ) es el punto 0,y en la

otra ( T') es el punto A ‘




» .

Dichg_traslacic’m estd d‘eterminada pdrla fle- Ejemplo: Dado el poligono ABCDE hallat

cha AA", o por la flechavque parte del origen - L({T(ABCDE))

0, que es paralela al segmento AA y tiene la - . :

misma direccion, sentido y magnitud que la T: una traslacion determinada por la
flecha AA". A flecha7 o

3. Sianalizamos la composicién de dostras- A L: una traslacién determinada por la
laciones siempre da traslacién, cualesquiera - flecha / A

sean las traslaciones. - _ ‘

Egllo L
1
) .
: g y
1
i (\/é \
] N
t : N
' /(
] 4 N
s e i
N I R \\ d ’
! Ve \ s
1 v e
:/________________\\ 4 "‘
A B r

- ' A - . El poligono A"B"C"D"E" también se po-
L(T(ABCDE) )=L{(A'B'C'D'E') =A"B"C’'D"E" dria obtener mediante una traslacion
' ‘ ' § determinada por la flecha 5. ’

nl
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4. Hallemos ahoralacomposiciondedosomas a) HallarR (T { E ( MNP ) ) ) es aplicar primero

: . movimientos rigidos. . la reflexién, enseguida la traslacién y fmal-
: ' mente la rotaCIon

Ejemplo Dado el tridngulo MNP y los siguien-

‘tes movimientos rigidos. ; Hallemos la IA'\agen del AMNP Inediante la -
- ’ reflexion alrededor de la recta MO.
! E: una reflexion que tiene como eje : 5
4 la recta que pasa por los puntos M y Q. - / -
r T: una traslacion determinada por la B
flecha 7. :

- 1 ~ R: una rotacién de 180° en el sentido -
. | ‘ de las manecillas del reloj alrededor del punto P.

Hallar: a)R(T(E(MNPY)))

BYE(T(R(MNP)))

En este caso el vértice M es el mismo vértice
" M’'. Ahora hallemos la imagen del AM'N'P’ me-

diante la traslacién T. Hay que trasladar al trian-
M N gulo hacia la derecha horizontalmente, 6 unida-
: des ‘ .
. . T( E(MNP))=T{(MNP)=MNP".

v e Luego, hallemos la imagen del AM"N"P" me-

diante la rotacion R, en donde el vértice P” es
el mismo vértice P.

f
I

]
4 -
4
N’l' - N M(I
” 4” ‘\\‘
P .- LEREN
Pad 1 N
1 pm“-~_ L \\\
S - N\
i ATy
\ R S /
"\ ARN - /
. bt 4
! \ : 1 s
N ,
S R
\\ //’
~—_ -_—_—’\/
R ( M’ 'N,, Pn) = M N™ p™ [ . mero la rOtaClOn, ensegu|da 'a traslaCIon A

: : al final la reflexion.
b) Hallar E( T ( R(MNP)) ) es aplicar pri-

L E = ' 131




E(T(R(MNP))) = E(T(MNP) ) =

E. ( M"N'"P")

= MIII Nm Pm

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Cada vez que los alumnos hagan la composi-

cién de dos reflexiones, trasiaciones o rotacio-: -

nes, deben tratar de predecir (“adivinar”) lo que

va a resultar. Si da una traslacién, determinar
1a magnitud, el sentido y la direccion. Si da una

rotacién, encontrar cual es el eje de rotacion,
. cudl es la medida del &ngulo de rotacion y en
qué sentrdo se giro.

‘La metddologia principal es la de exploracién
de los distintos casos por partedelos alumnos.
N

Pueden -hacer la composicién de tres reflexio--

nes: con ejes paralelos, con, dos ejes paralelos
Yy Uno no, con tres ejes que se cortan; en cada

.caso comparar el poligono inicial con laimagen
y sacar algunas conclusiones.

También pueden hacer el mismo analisis con
las rotaciones y con las traslacnones y sacar al-
gunas conclusiones como:

+

Rotacién ( Rotacion { )) — puede darunarota- -

- ¢ién si el eje es el mismo. -
' — puede dar una
traslac;on si la. amplitud de los angulos es Ia
misma pero van en sentido opuesto.

. : — no puede dar refle-
xién sin salirse del plano.

Traslacién [Traslacion ( )] sélo da traslacién.

- también saquen algunas conclusnones

R: rotacnon de 90° en el sentido de las maneci- .

T: traslacion determinada por ia flecha v

También pueden hacer la composicién de tres
0 mas rotaciones con el mismo eje, con distinto
eje, con amplitudes opuestas, etc., para que

El mismo ejercicio lo harén con las traslaciones.

Para efectuar la composicién de dos o mas mo-
vimientos rigidos, los alumnos pueden utilizar
un color diferente para representar la |magen
de cada movimiento.

~
Pueden realizar entre otros los siguientes ejer-
cicios: .

Dado el poligono WXYZ y los siguientes movi-
mie'ntos rl'gidos:

E: reflexnon en la recta 2V

llas del reloj alrededor del punto (0, 0).

U: ‘rotacidn alrededor del punto M de 120°n
sentido contrario a las manecillas del reloj.

Hallar:
a) R(T(WXYZ)) b) E (R (U (WXYZ)))

c) U(f(E(nyz))) d) T (E {WXY2) )




B

ey ’,‘_1
W

1

e} T(T(R(E(WXYZ)))) f)‘E‘(R'(WXYZ)-)‘,R (E(wxrz)) @) RITW(WXYZ))) - h) T (U (WXYZ)) , U (T (WXYZ) )
‘;; - ' ' i ; punto
M
& [}
) b

En cada caso verificar qué se puede hacer para  cién de movimientos rigidos.
que el poligono que resulta de la. composicion ‘

de los movimientos rigidos, vuelvaala posicion — El poligono ABCD tiene como imagen al poli-
_inicial. : S ‘ gono RSTU mediante la composicién de dos
- v ‘'0 mas movimientos rigidos. En cada caso ha-
También con los ejercicios f) y h) y otros que llar el movimiento o compesicién de movi-
el profesor les proponga pueden verificar si se mientos rigidos, que aplicados al poligono
cumple o no la conmutatividad en la composi- ABCD, da como imagen el poligono RSTU.
b a) . b) U ‘ : S B
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d) L

Para hacer estos ejercicios es conveniente que
los alumnos primero recorten en papel los po-
ligonos y hagan todos los movimientos hasta
lograr que el poligono recortado coincida con

_el poligono imagen, y luego si representen to-

dos los movimientos utilizando regla, escuadra
o compds para dibujarlos en el plano cartesiano.
Pueden utilizar un color diferente para el resul-

tado de cada movimiento. - = .

CONTENIDOS BASICOS

‘Si colocamos una figura delante de un foco lu-
minoso, observamos que dicha figura proyecta
una sombra en una superficie plana. Si hace-
mos que esa sombra se proyecte en una super-
ficie paralela al plano de la figura y que los rayos-
de luz incidan perpendicularmente al centro de
la figura, observamos que la sombra “tiene la
misma forma” que la figura, pero “cambia de
tamafno”

La superficie plana sobre la cual se proyecta la
sombra se llama plano de proyeccion.

El juego entre lo que permanece lgual (“1a for-
ma") y lo que cambia (”el tamafo”) perm:te

construir el concepto de semejanza de dos figu-
ras como una relacién entre figuras que “tienen
la misma forma” {tengan o no “el mismo tama-

0”) y el concepto de homotecia {0 semejanza
activa) como una transformacion que conserva
“la forma” (modifique o no “el tamafio”).

Si comparamos la figura inicial con su.sombra,
observamos que la sombra en realidad corres-
ponde a una ampliacién de la figura inicial y
que ésta parece una reduccién de fa sombra.

Los alumnos no caen en la cuenta de que “el -
tamafno” a veces se refiere al area de la figura




Foco luminoso

Plano de proyeccion

y a veces alas longitudes de algunos segmentos

{el largo, el ancho, ‘etc.). En la semejanza de
figuras nos fijaremos en las |ong|tudes de los
segmentos. .

Si hallamos la razén entre la longitud de un lado
de lasombray la longitud de su lado correspon-
diente en la figura inicial, observamos que se
tiene siempre el mismo resultado, asi:

=4cm = 2

. D'C = AA —4d4cm 2
DC . 2cm AB 2cm
: S .

L—D’ — 25 cm — BC = 25 cm =
AD 1.25 cm " BC

1.25cm -

2 es la razén entre las dimensiones longitudina-
les (largo y ancho) de la sombra y las de la

_figura. Esto significa qué mediante. la transfor-

macidn ampliadora, las 'dimensiones de la fi-
gura se han ampliado al doble para obtener las
de Ia sombra es decir, que “el factor de conver-
sion” es 2.

Si ahora hallamos la razén inversa (esto es la
razén entre la longitud de un lado de la figura
y la longitud de su lado correspondiente en la
sombra), observamos que en todos los casos
se obtiene el mismo resultado:

¢

C = 2cm — 1°- .‘YB_=2cm=l
D'C’ 4cm 2 A'B' 4cm 2
AD  — 125cm _— 1 BC - 125¢m _ 1
AD

25 cm 2 8'C 25 cm 2

Esto significa que mediante la transformacién
reductora las dimensiones longitudinales de la
sombra se ha reducido a 1a mitad para obtener

las de Ia flgura es decir, que “el factor de con-

version” es —-

En ambos casos se tiene un “factor de conver-
sién”. Cuando el factor de conversion produce
una ampliacion, se le puede llamar “factor de
ampliacién”; cuando produce una r'ed_u‘cciénvse
le puede llamar “factor de reduccion”.

_ Aestas transformaciones que producen amplia-

ciones o reducciones “conservando la forma“,
o sea, manteniendo las proporciones entre pa-
rejas de segmentos correspondientes, se les co-
noce con el nombre de “homotecias”.

Asi la |magen del cuadrilatero ABCD, mediante
la homotecia H.: es el cuadnlatero A'B'C'D’.

H{ ABCD ) = A’B’C’D’



Dicha homotecia tiene como factor de conver-

.. sién 2 y como centro (o foco luminoso) el punto
_F. Notese que la distancia del foco a un punto
"de la sombra es el DOBLE de la distancia del

foco al correspondiente punto en la figura.

La homotecia K que tiene como factor.de.con-
version -1- y como centro a F, produce el cua-
drilatero ABCD si se-le aplica al cuadrilatero

A'B’C’'D’. Es decir: K{A'B'C'D’) = ABCD. Nbtese

que la distancia del foco a un punto de la figura

. es la MITAD de la distancia del foco al corres-

-~ pondiente punto en la sombra.

"Para hallar la imagen de un poligono mediante
una homotecia es necesario conocer el factor
-de conversién (es decir, qué tanto hay que am-
- pliar- o reducir el poligono) Y el centro de la
" homotecia. _ )

- Ejemplo 1. Dadoel tnéngulo cuyos vértices son

A (1,3),B (3,4) y C (2, 1), hallar su ima-
gen mediante una homotecia cuyo cen-

- tro.es el origen y cuyo factor de conver-
sién es 3.

\

entre el centro y cada vértice, se triplica esa |

distancia y se mide a partir del centro sobre
cada uno de los rayos.

Para hallar Ia imagen dei‘triéngulo mediante la

homotecia se trazan los rayos que salen del cen-
tro y pasan por cada uno de los vértices del
triangulo. Se halla la’imagen de cada uno de
los vértices para lo cual se mide Ia distancia

6.

H(ABC) = A'B'C’

En este caso la imagen es una ampliacién de la
figura. Nétese que en la transformacion el trian-

’

gulo conserva la forma y los éngulos, pero las .

distancias entre puntos de la figura no se con-
servan; éstas varian en la misma razon. Solo
se conservan las proporciones entre parejas de
segmentos correspondlentes

Ejemplo 2. Hallar la lmagen del poligono
MNPQRS mediante una homotecia
cuyo centroes Cy que tiene como

- . - factor de conversién 1. (Ver flgura
‘ en la péglna SIgwentef

Trazamos Ios rayos que salen de C y pasan por

cada uno de los vértices. Como el factor de con:

versién es -, para hallar la imagen del respec-
tivo vértace Ia distancia entre el centro y cada
vértice se reduce a la mitad.

K ( MNPQRS ) = M'N'P'Q'R'S’
En este caso la imagen es una reduccién de la

figura. Comparemos las coordenadas de un vér-
tice con las de su imagen:




/

M'M\(‘—7,4) - M(-3% 2
N 1{0,8) — N (04
P4 == P (—72_ 2)
Qr-a = g(-3-2
\ RO-8) — & (0,—4)
S(-7,-4) —= & (}%)—2)
/

‘Podemos concluir que al efectuar una homote-
cia se hace un cambio de escala. La escala ho-
rizontal y la escala vertical varian en la misma
razon, en este caso--.

Por eso decimos que se conservan las propor-
ciones entre parejas de segmentos correspon-
. dientes: - . C ‘

Puede verificarse que si tomamos larazénentre  * -

“dos segmentos de la figura inicial, por ejemplo

MNy MQ, y larazén entre los dos correspondien-
tes de la imagen, tenemos la proporcion:

Mg /

Si tomamos la razén entre un segmento de la

~figura inicial, por ejemplo MN, y su correspon-

diente en la imagen y la razén entre otro seg-
mento, por ejemplo MQ y su correspondiente,

‘también tenemos la proporcion:

s

M9
Mo

=
2z
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Para mtroducur el concepto de homotecia los

alumnos pueden realizar un experimento que
con§iste en observar la proyeccion de unafigura
plana cortada en cartulina, cuando se le mira

con un solo ojo. Para esto un alumno tomard -

en una mano la figura cortada en cartulina y
con la otra se tapara un ojo. Mirara la figura y
su proyeccién en un plano paralelo a ésta, que
puede ser el tablero o una pared. Pedira a un
‘compahero que marque con tiza la proyeccion
~de la figura en el plano de proyeccién (tablero
o pared); puede marcar sélo los vérticesy luego
trazar la figura resultante. Esta figura puede ser
recortada en cartulina o papel periédico.

Luego compararan la figura inicial con la figura.

gue resultd de la proyeccién. Observaran que

tienen “la misma forma” pero “tamafio diferen-

te”. El profesor los orientara para que descu-
bran algunas propiedades de esta transforma-
cién. Pueden comparar las longitudes de los
lados para hallar el factor de conversién.

~Si los‘alumnos encuentran alguna dificuitad en

usar la palabra “homotecia” se les puede permi-
tir que-hablen de “cambios de escala””, “seme-
janzas actlvas “ampliaciones” o “reduccio-
nes” : -

Cuando hayan hecho un niimero suficiente de
observaciones y hayan sacado algunas conclu-

siones sobre las homotecias, pueden realizar
algunos ejercicios como los siguientes:

1. Dado el poligonb cuyos vértices son: :
A(-7,8,B(-59,C(-1,6),D(-1,2y
E( -6, 3) y Ias siguientes homotecias:

H: con centro en (8, 14) y con factor de con-
versién |gual a-Z.

K: con centro. en (8, 14) y con factor de con-
- versién igual a 1

L: con centro en (2 12) y con factor de ¢on- -
versién £-.

M: con centro en (2 12) y con factor de con- -
version igual a 2-

Hallar: H (ABCDE )
K (ABCDE)
L ( ABCDE )
M ( ABCDE )
2. La figura X es la imagen de la figura Y me-

diante una homotecia. (Cuél es esa homote-
cia?

y.

s AN . -
En este momento los alumnos pueden caer en
la cuenta de que el centro de la homotecia es
lo que en dibujo en perspectiva se conoce con

"el nombre de “punto de fugé” o “punto de

mira”. Para complementar la actividad puede
pintar algunos arboles intermedios.




CONTENIDOS BASICOS

Un poligono X es semejante con un poligono Y
si después de aplicarle una homotecia Y resulta
congruente con X.

Ejemplo: verificar si el poligono A es semejante
con el poligono B. ,

Aplicamos una homotecia al poligono A para
obtener un poligono A’ que tenga el mismo ta-
mano del poligono B. Dicha homotecia H puede

. ser la que tiene como centro eI punto Py como
factor de conversion 2.

,H(A)=A’

Posteriormente verificamos si el poligeno A’ es
congruente con.el poligono B. Para esto tendre-
mos que aplicarle un movimiento rigido. En éste
caso seria una reflexién alrededor de la recta |/,
de esta manera el poligono-A’ coincide exacta-
mente con el pohgono B, es dec1r,

A'=B .R(A)=
"Hemos efectuado una composncion de una ho-

motecia y una reflexién: primero aplicamos la
“ homotecia y luego la reflexion: =

R(H(A))

De esto conclunmos que el pollgno A es seme-
]ante conel pollgono B. Esto se suele snmbollzar
asi:A~B

Noétese que el poligono B es unaaa"m'pliacién de

v

Cada segmento de A tiene su correspondlente
segmento |magen en B.

Ejemplo: XWy X" W
X_Yy)-(”_Y';'

. YZyY Z"
7Ty T

Ty T O

UV y UI’ V'l

VW yzvu W" »

A cada par de estos segmentos se les llama
“segmentos homologos 0 “segmentos corres-
: pondlentes : ‘ -



La razén entre la longitud de dos segmentos homologos es siempre la misma, asi:

Por ejemplo: tomemos Ay D

XW o FP Y7 7T = T =TV =TW =3
XW_ - XY 7 zZ7 . TU v W _

Estos dos poligonos tlenen la misma forma pero dlferente tamano

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Los alumnos pueden buscar en el salén algunos
_objetos semejantes. También pueden resolver

algunos ejercicios como los siguientes:

1. Determinar cuales de los siguientes rectan-

gulos son serpejantes y cudles no.

Al compararlos de dos en dos se tiene que A ~ B,
A no es semejante ni con C, ni con D.

Es posible que algunos alumnos crean queA~D,

‘o que B ~ D, o que B ~ C; el profesor los

orientard para que caigan en la cuenta de que
la razén entre las longitudes de los lados homé-
logos. no es la misma en cada caso, o que la
razon entre el largo y el ancho de cada rectan-
gulo tampoco es la misma.

"

6u — 24 = .
2u 3 Tu 2’ . ) ;

El largo del rectangulo D es el triple del largo
del rectangulo Ay el ancho de D es el doble del
de A; es decir, la razén lentre las longitudes de
los lados no es la misma. '
, _ g

En el rectdngulo A el largo es el doble del ancho
y en el rectdngulo D el largo es el tnple del
ancho..

EnA:2e=2

6u=3'

2 u

EnD:

2. Verificar si A ABC ~ A MBN

Apliquémosle una homotecia al AABC para ob-
tener un triangulo congruente con el AMBN.

. Es posible que los alumnos caigan en la cuenta

de que los dos tridangulos dados son congruen-
tes, pero sélo basta con rotar el AABC, 90° alre-
dedor del punto B para obtener el AMBN; podran
decir que no hay una homotecia que aplicada
al AABC dé un triangulo congruente al AMBN.
El profesor podréa decirles que en este caso la
homotecia. no amplia ni reduce la figura; es la
homotecia que tiene como factor de conversion
1, que podemos llamar “homotecia idéntica”.




Si aplicahnos esta homotecia H que tiene como

factor de conversion 1, obtenemos el mismo
,trléngulo

= ABC

\

H ( AABC)

Luego aplicamos la rotaciéon R y obtenemos el
AMBN: R ( AABC ) = AMBN .

!

‘De esta manera AABC ~ AMBN

Después de algunos ejercicios como éste, los
alumnos ‘pueden concluir que dos poligonos

congruentes también son semejantes.

3. Dados dos rectangulos semejantes ABCD vy

AXYZ, siAB = 9cm, AX = 6cm, XY = 4cm.
{Cuanto mide BC? o

l
/

}_Cuél esla rézén entre la longitud de un lado
- de ABCD, con la de su lado homdlogo en
MNOP? v

Cuales son las Iongltudes de los Iados que
hacen falta? \

¢Cudl es la razén entre el perimetro de ABCD
y el'de MNOP? ;Entre la dlagonal DBy la
dlagonal PN? . - : ‘

Compare estas razones.

{Qué conclusion se puede sacar?

4. Verificar que el AAOB ~ ADOC

v

D

5. El cuadnlatero ABCD es semejante con el
cuadrilstero MNOP. Sabemos tres medidas
del grande Y dos del pequeno

Después de varios €jercicios se puede proponer
a los alumnos que traten de descubrir cual es

el minimo de informacién que hay que che-

quear para estar seguro de que dos poligonos
son semejantes: pueden llegar a conclusiones
como éstas:’

1

Si dos angulos de un tridngulo son iguales
en magnitud a dos &ngulos de otro tridngulo,
los dos tridangulos son semejantes.

Todos los tridngulos eqmmeros ;oNn some—
jantes.

Pohgonos equilateros y eqméngulos son se-
mejantes '

Todos los circulos son semejantes.

Dos poligonos congruentes siempre son se-
“mejantes. :




. El sistema de unidades utilizado para medir la

.mente =+

. duracién de los lapsos de tiempo no pertenece

al sistema métrico decimal. Se le denomina se-
xagesimal, atendiendo a que la hora tiene 60

“minutos y el minuto, 60 segundos. Esta base

(60) no es constante para todas las unidades:
el diatiene 24 horas, la semanatiene 7 dias, etc.

Otra manera de' medir la amplitud de angulos

. es midiendo la longitud del arco que subtiende ~

el angulo comprendldo entre dos radlos de un

_circulo. -

Si la longitud del arco es igual a la longitud del
radio se tiene la unldad de med|C|on que es el :
radian.

Si la longitud de! arco es igual a la longitud del

diametro se tienen 2 radiantes.

- Si comparamos la longitud del arco que sub-

tiende un angulo de 180° con un radian, obser-

“vamos que la longitud de dicho arco es 3 veces

el radidan maés un poquito, que es aproxnmada-
de radian.

SUGERENCIAS, METODOLOGICA‘:

~ : .
Esto quiere decir que la amplitud de un angu-
lo de“180° es aproximadamente igual a:
3+ %radianes,o, -27£radianes, 0, 3.14 radianes.

El valor exacto.de radianes que tiene esta
amplitud de 180° se llama “pi”, una razén que
amplia un poco méas que 22, y que se denota
con la letra griega m: 7 radianes = 180°.

Al

De acuerdo con las necesidades de la- reglon e

‘intereses de los alumnos, el profesor puede ele-

gir las unidades de longitud de otros sistemas
‘que ellos conozcan y utilicen para hacer las res-
pectivas conversiones al sistema métrico deci-

mal, y resolver algunos problemas de aplica-

cién.

Se puede dar alguna informacién sobre lo que
es el sistema métrico decimal y su historia asi
como sobre otros sistemas de medicién.

Para las unidades de duracion los alumnos pue-

den resolver algunos problemas que requieran
conversiones como éstas:

. gCué'ntOS minutos hay en 3 horas y media?

gCu'éntés horas hay en-190 minutos7

¢Cuantas horas, minutos y segundos hay en 23
dias y medio?.

'(3><eo)+

Se debe evitar hacer ejercicios complicados que
nunca se presenten en la vida real.

Cada vez que se tengan cifras decimales es con-
veniente que los alumnos caigan en la cuenta
de qué unidad-de duracién representan esas
cifras decimales. Por ejemplo, si el ganador de’
carrera de 100 metros planos la corrié en 12
segundos 4 décimas, los alumnos podran rela-

_ cionar esta expresion con 12.4 segundos, saber

que esto es menos que 12 segundos y medio,
menos que un cuarto de minutb y mas que un
quinto de minuto, etc.

Si se habla de 3.5 minutos, podran traducir in-
mediatamente a 3 minutos y medio, y convertir
a: ' ‘

'

X 60 = 180 + 30 210segundos

En estos ‘e;ercncuos debe utilizarse el calculo

‘mental, y en caso de duda venf:car los resulta-
dos por escrito.




Para medir la a'mplitud'de um angulo utilizando

como unidad de medida el radian, los alumnos
pueden recortar en cartdn un circulo que tenga
10 cm de radio y medir por fuera con un metro
(ojala sea un metro de modisteria) Ia longitud
del arco de un angulo determinado. En cada
caso compararan dicha longitud con la longitud

del radio. Encontraran algunas equivalencias
.como las siguientes: :

La amplitud de un angulo de 60°
= 1.047 radianes aproximadamente.

La amplitud de un angulo de 30°
= 0.52 radianes aproximadamente.

La amplitud de un 4ngulo de 90°
= 1.57 radianes aproximadamente.

La amplitud de un angulo de 360°
= 6.28 radianes aproximadamente.

Por definicién de m, la amphtud de un angulo
de 360° es 2 radianes. _ .

Podran hacer algunas conversiones como és-
tas: .

— Hallar la amplltud en grados de un angulo de
2.5 radlanes

- Hallar la amplltud en radlanes de un éngulo - -
de 80°. ‘ :

Otras sugerencias para actividades:

— Medir con el transportador la amplitud en
grados de un dngulo de un radian. Obtendran
- aproximadamente 57-1°,6,57° 20’. Una equi-
valencia mas precnsa es 57 29°, 6, 57° 18".

— Medir con el metro de modisteria el dlametro

 de un tarro o caneca cilindrica, y luego la
circunferencia. Obtendran aproximadamente
3-1-didmetros, 6 3.14 didmetros. La equiva-
Ienma exacta es w diametros, por detinicion
de la razén ampliadora /11'

— Hacer rodar un aro, una llanta o una rueda

~ grande, y comparar cudnto avanza en una
.vuelta completa con la longitud del radio y
del didametro. Se puede aprovechar para
aprender las denominaciones de las llantas
de automévil o camion, y para convertir las
circunferencias y didmetros de las llantas de
pulgadas a cm o viceversa.

P
4’

— Convertir a grados amplitudes de m, -,

5 radianes.






Unidad V

COMBINATORIA Y ESTADISTICA
Diferentes tipos de condiciones y de expresiones
_ de cuantificacion en el lenguaje ordinario

Introduccién

En esta unidad se estudian alglinas nociones
de combinatoria con base en la teoria de conjun-
tos. La nocion de probabilidad apenas se insi-
nia en forma cualitativa, como preparacién al -
tratamiento cuantitativo que se inicia en 80. gra-
do. :

La recoleccion de datos estadisticos, su organi-
zacion en tablas de frecuencias (absolutas y acu-
muladas), la expresién de frecuencias en forma

- porcentual, fraccionaria y decimal y su repre-
sentacién por medio de diagramas de lineas,
de barras y circulares también son aqui objeto
de estudio. Se hace algun andlisis de los datos
recogidos y tabulados mostrando lo que puede
-deducirse de ellos y como pueden compararse
entre si.

Objetivos‘ generales

— Hallar las combinaciones de m elementos de
un conjunto de n elementos.

- Orgamzar datos en tablas de frecuencuas Yy
representarlos mediante diagramas.

— Distinguir entre aﬁrmaccones y negacioneé,
entre proposiciones cerradasy abiertas y, en

Objetivos especmcos indicadores de evaluacuon,.

A partir de expresiones del lenguaje usual, y
teniendo en cuenta la diversidad de significacio-
nes del mismo, se avanza en el estudio de pro-
posiciones, hasta llegar a distinguir aquellas .
que pueden expresarse mediante la taquigrafia
propia de las mateméticas como una ecuacién
‘0 como una inecuacion, para luego asociarles

. el conjunto de sus verificantes.

También del lenguaje usual se estudian las que
hemos llamado expresiones de cuantificacion.
La simbolizacién de estas se propone como
tema opcional. Es el profesor quien decide, se-
gun el nivel de los alumnos, si el empleo de

. esta taquigrafia no sélo puede ser comprendida

por los estudiantes, sino que se ha convertido -
en una necesidad sentida por ellos.

estas Ultimas, diferenciar ecuaciones, inecua-
ciones y otros tlpos de condiciones.

- Emplear correctamente expresmnes decuantl-
-ficacion del lenguaje ordlnarlo ,

— Simbolizar expresiones de cuantnﬂcacuon (op-
cional).

contenidos y sugerencuas metodologlcas

145 -
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En sexto (6° grado se vio que dado un conjunto

A de n elementos, el conjunto de partes de A,
$A), formado por todos los subconjuntos de A,

- tiene 2" elementos, si incluimos el conjunto A

mismo y el conjunto vacio.

= { zsa 1 P(A) tendra 23 =8

i

Ejemplo sea A =
elementos

|
En efecto, el subconjunto con cero elementos
es ¢,
los subconjuntos con un solo ele-
mentoson {i}, {s}{a}

los subconjuntos con dos elemen-

tos son {i,s }, {i,a}, {s.a} :
/ el subconjunto con tres elementos
' es{is,a}l, = ’
entonces, P (A) = { & { }{s} {a}, {is},
{i,a}l, {sa} {zsa}

En la lista anterior estan los posibles arreglos
(sinfijar ningtin orden) que se pueden hacer con
tres, dos, uno y cero elementos tomados del
conjunto A. :

El caso del conjunto ¢ puede interpretarse como
- el de los arreglos que se harian con cero ele-

mentos, o el arreglo vacio.

Todo subconjunto de A de m elementos escogi-
dos entre los n elementos de A, es una combina-
cién de m-elementos de A (m < n).

Asi como dos conjuntos distintos no tienen'los
‘mismos elementos, dos combinaciones distin-
tas no tienen-los'mismos objetos. Ademas en
una combinacion, como en cualquier conjunto,

146

Se pueden ‘hallar directamente los 'subconjun-

el orden en que se designen o nombren los ele-
mentos no importa.

El nimero de combinaciones de m elementos -
seleccionados entre los n elementos de un con-
junto es igual al nimero de subconjuntos cuyo
cardinal es m. .

Ejemplo: De cuantas maneras puedo seleccio-

,- har tres de las letras del conjunto

= {i,s,l,a } para formar palabras de
tres palabras sin repetir ninguna.

»

tos de cardinal 3 del conjunto dado:

{isl}
{ila}
{ is,a}

aquellos a los cuales pertenece ::

aquellos a los cuales no pertenece 1 {s, l a}l

Entonces el nimero de combmacuones de 3 ele-

mentos tomados entre los 4 elementos del con-
junto L es 4.

Con cada combinacién de tres latras se pueden
formar seis palabras sin repetir ninguna letra;
por ejemplo, con la combinacién { i,/,a } salen:

- ila, lia, ail, ial, lai, ali.

Pero en las palabras importa el orden de las

" letras, mientras que en la combmacuon no im-

porta el orden.

Cuando el orden es importante, se habla de las

" permutaciones. Pero este tema sera objeto de

estudio en. octavo (8°) grado.
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Para el logro de los objetivos aqui propuestos
s posible seguir estos pasos: dar'un canjunto

"~ A de n elementos ( n < 7), hallar el conjunto de

" partes y escoger de éste aquellos elementos
(subconjuritos de A} que tehgan un cardinal fijo
m dado, e identificarlos como las combinacio-
nes de m elementos tomados del conjunto A.

A contmuacuon se proponen dos e;emplos de
actividades que el profesor podra cambiar o
adaptar segun las circunstancias.

Ejemplo 1. Dado el conjunto A
' donde b = bocadillo, p = panyg¢g
= queso, ;jcuanhtas meriendas dis-
.- tintas'se pueden arreglar con uno,
' dos o tres de estos elementos?

Con un elemento se pueden arreglar tres: {b}

{r}iq}

Con dos elementos se puedénv arreglar tres:
{bp}{bq}{pq}

Con tres elementos se puede arreglar una sola
merienda: { b,p,q } :

Se vera que los arreglos anteriores son elemen-
tos del conjunto de partes de A, Si al hacer re-
ferencia a§(4), algun estudiante pregunta qué
pasa con el conjunto &, el profesor podra a su
vez preguntar: jcudntas meriendas se pueden
arreglar cuando se acabe el bocadillo, el pany
el queso?

Habria una merienda muy especial que no ten-

dria ningun elemento, y que podriamos llamar .

la “merienda vacia” o la “merienda del pobre”,
que no come nada y sélo ve comer alos otros.

Asi se completaria la lista de todos los subcon-
juntos de {A) anotando en ella el conjunto ¢,
que representa la “merienda vacia”. :

A todos los arreglos anteriores se Ies denomma

comblnacmnes

[

A{bp}{byg } {p.q}.son Ias combinaciones de

2 elementos de A escogldas entre los 3 elemen-
tos deI mismo conjunto. :

“El cardlnal del conjunto de estas combmamones

es pues 3 -

4 es la combinacion que resulta de no escoger
mngun elemento del conjunto A, o la combina-
cién vacia. :

{ bpg b

" Hay una sola combinacién vacia y por eso deci-

mos que el cardinal del conjunto de combina-
ciones vacias es 1. »

Es posible que Ios alumnos.no acepten la “com-
binacidén. vacia” como combinacién vélida.
Otros alumnos pueden réchazar también la
“combinacidnilena” { b,p.q} por noconsiderarla
subconjunto de A, pues para ellos un subcon-
junto tiene que ser “mas pequefio” a “subcon-
junto prépio”. El -profesor respetara estas difi-
cultades y se pondra de acuerdo con los alum-

‘nos sobre estos casos extremos, que pueden

decidirse por una convencidn acordada entre
todos. -

Ejemplo 2. Una situacién que resulta tal vez:
mas interesante para los alumnos
es aquella relacionada con algun
evento de la vida cotidiana. Supon-
gamos que en una competencia de
carreras de caballos van a dispu-
tarse los tres primeros puestos en-
tre los caballos senalados con las
letras a, b, ¢, d: el alazan, el bayo,
el cenizo y el dorado. La pregunta

: es: jcudntas son las posibles ter-
nas de caballos que pueden ser los
primeros en llegar a la meta? (No
nos importa el orden en que llega-
réan los tres caballos, sélo quere-

mos saber cuéles pueden ser los .

~tres mejores).

Se tiene pues el conjunto Cc = { aybycd } de

"cardinal4ysevana seleccuonartodas lasternas

o subconjuntos de 3 elementos.

Se dejaré que los alumnos desarrollen el ejerci-
cio y luego, con el trabajo de todo el grupo, se
completarad la lista de las ternas de caballos que
podrian sér los tres primeros en llegar ala meta,
o sea, los tres mejores de los cuatro. ’

Hay4p05|bllldades {ab,c} {acd} {aba’}'

{de}

Para hallar las ternas anteriores se pueden se-
- guir, entre otros, el siguiente procedimiento:

'~ Si'a es uno de los caballos de la terna, los

otros dos caballos se escogeran entre los tres |
restantes, es decir, entre b, c y d; asi resultan
las ternaS'

{abc} {acd} {abd} \
Si a.no es uno de los caballos de la terna,

resulta la terna { b,¢,d } que completa el na--
mero de posibilidades.
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’ Tamb:en se puede pensar en el caballo que no

estaria entre los tres primeros y escribir los tres
restantes:

Siano est§, entonces setiene laterna{b,c,d}

Sibnoesta, entoncessetienela terna{a,c,d}

Si cno ésté entonces setienelaterna{a,b,d}
Si dno esté entonces setienela terna {a,b, c}'

. Estos 4 conjuntos, subconjuntos del conjunto C

y elementos de®( C ) constituyen las combina-
ciones de 3 elementos tomados de un conjunto

“de 4 elementos.

Si se agrega un caballo més, por ejemplo el
exotico, jaumentara el nimero de combinacio-
nes de 3 caballos?

En este caso podna resultar méas facil pensar
primero en los dos caballos que no estarfan en
la terna de los tres primeros, es decir, en los
dos que llegarian de ultimos. Ahora el conjunto
referencual es{ab,c, de} =

Si esté'n_en laterna
(osonlos primeros)

Noestanenlaterna
{(osonlos ultlmos)

{a,b} ‘ {c.d,e}

{a,c} -~ {bde}

{a,d} . {b,c,e}

{a,e} ‘ Co A b,c,d}

{be} - {ade}

{b,d} - {a,c,e}

{b,e} - _ {a,c,d}

{c.d} {a,b,e} b
{c.e} . : " {a,b,d}

{d,e} . {a,b,c}

Mediante este procedimiento hemos obtenido
el nimero de combinaciones, tanto de 2 como
de 3 elementos, tomados . del ‘conjunto
{ a,b,c,d.e} de 5 elementos. Se enfatizara el he-
cho de que dos combinaciones de cardinal m
son distintas si por lo menosuno de sus elemen-
tos es distinto, siendo absolutamente irrele-
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vante la colocacién u orden de esos m elemen-
tos. S . '

1

N

Por ejemplo: . o
{ab,c} ={acb} ={bca}={bac}=
{cab} {c,ba}

son COﬂjUﬂtOS que represéntan exactamente Ia

misma seleccidn de tres elementos (combina- -
cién), a pesar de que corresponden a seis arre-.
glos ordenados distintos o permutaciones. Se

haréd notar la diferencia entre seleccionar los
tres mejores (combinacién) y llenar un formula-

" rio de apuestas con el orden de llegada (6 per-.

mutaciones para cada combinacion).

En octavo (8°) grado se vera que de cada uno
de los conjuntos de tres elementos o ternas se
pueden obtener seis ternas ordenadas distintas.

En este caso es importante el orden asignado °

a cada uno de los elementos: figura un ele-
mento como “primero”, otro como “segundo”
y otro como “tercero”. Asi si se toma la terna

{ a,b,c } tendremos las ternas ordenadas (ele- .

mentos de un producto cartesiano) siguientes:
{a, b, ), (a, c, b}, (b, a, c), b, c, a), (c, a, b), (c, b, a).
Estas son las llamadas permutacnones de tres
elementos.

Ejercicios:

1 En un conjunto de juguetes formado por un
avién, untren, un baldn y un rompecabezas,
¢de cuantas formas distintas se puede selec-
cionar: a) un juguete; b) dosluguetes c)tres
juguetes; d) cuatro Juguetes7
¢Enla seledcién de dos, tres y cuatro jugue-
tes el orden en que estos se tomen altera el
resultado?

2. En un almacén trabajan 5 contadores. Como
el balance de fin de mes requiere solamente
del trabajo de 4 de ellos, cada mes se efectia
un sorteo y aquel que resulta favorecido no

participa en esta labor. ¢Cuantos equipos ,

distintos. se pueden formar?.

P




CONTENIDOS BASICOS 2

— La media aritmética o media de un sistema
de datos es el cociente de dividir |la suma de
todos los valores de los datos observados,
entre el nidmero total de ellos.

Ejemplo: La lista de Calificaciones de un grupo
de 10 estudiantes de una lengua ex-
tranjera es la suguuente

Abésolo José

Ardila Enrique .
Benitez Daniel
Bustos Felix

Cabeza Enrique
Castellar Rolando
Castiblanco Celia = -
Espinosa Gabriel
Gonzéalez William.
Machuca Werney

}

COoENIORWN =
QWNOIN=ANOG

T b )

La media de este conjunto de datos se puede
observar de varias formas:

N

a) Media: 5+5+2+44+14245+42+3+5 — 34 — 34
10 10 .

b) Cor'no algunas Aotas se repiten, estas se pue-
den agrupar para obtenerlatabla de frecuen-
cias correspondlente Esto facnhta el calculo
de la medla

1><1 +2x3 + 3x1 + 4x1 +5x4 =
10

1+6+3+4+20 _ 34 _
. 10 .. 10 3.4

Nota - No. de alumnos
1 1
2 3.
3 1
4, 1
5 ‘ 4
i
Total 10

'

— La mediana de un sistema de datos ordena-
dos es el valor del dato central o dato que
estd en el medio, cuando se trata de un nd-
mero impar de datos, o es la media aritmética
de los valores de los dos datos centrales,
cuando se trata de un nimero par de datos.

Ejemplo: .En el caso de las notas del ejemplo
anterior al ordenarlas se obtiene:

©1,2,2,2,3,4,5,55,5

Como se trata de un nimero par de datos (10)
se toman los dos valores centrales, 3y 4, y se

_ saca la medla aritmética de eIIos, entonces se
tiene:

Mediana = >+ = 385

2

Obsérvese que el nimero de notas superiores
a 3.5 es cinco y que el nimero de notas inferio-.
res a-3.5 también es cinco.

Si de la lista de las notas anteriores suprimimos
una de ellas, por ejemplo, un 5, se tiene: 1, 2,
2,2,3 4,5,5,5. Ahora se trata de un ndmero
impar de datos y la mediana es el valor del dato
que esta en el medio,0sea3.. ~ -

En este caso se observa que el nimero de notas
superiores a 3 es cuatro y el nimero de notas
inferiores a 3 también es cuatro.

— La moda es un sistema de datos; es el dato
que se presenta con la mayor frecuencia, es
decir, el que mas se repite. En el ejemplo de
las notas, la moda es 5, pues esta es la nota"
que tiene mayor frecuencia como puede ob-
servarse en la tabla de frecuencias.

La media aritmética, la mediana y la moda

tienden a situarse en el centro del sistema de

datos y por eso se les llama medldas de cen-
 tralizacién, o medidas de tendencia central.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Los contenidos basicos dados anteriormente no

agotan la amplitud y profundidad del tema,

. pues no se trata aquu’ de reproducir ni de elabo-

rar un texto sino mas bien de motivar al docente

' en la busqueda de la informacion pertinente.

Hasta donde se puede llegar en el trabajo con
los estudiantes, es una decisiéon que depende
del interés y nivel de los alumnos y del tipo de

" conclusiones que se deseen obtener de Ios da-

tos recolectados.

Es conveniente que los datos se que tomen co-

rrespondan a una variable discreta (no toma -
valores intermedios) ya que el trabajo con varia-.

ble continua {toma cualquier valor intermedio)

sera ob]eto de estudio en la Media Vocacional.

Una vez se recolecten y ordenen Ios datos ya
sea de menor 0 mayor o viceversa se facilita el
célculo de las medidas, objeto de estudio. La
disposicidon de la lista de los elementos ordena-
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dos permite visualizar la ublcacmn de Ia media
y de la mediana, aunque estos dos valores no
figuren en la lista de los datos recolectados
como en el caso del ejemplo propuesto en los
contenidos bésicos. De igual manera puede ob-
servarse que la mitad de 1os datos quedan por
encima del valor de la mediana y la otra mitad
- por debajo de} valor de la-misma.

En cuanto a la, moda conviene observar que

esta no siempre tiende a situarse en el centro
de los datos ordenados, como puede verse en

el caso del ejemplo de las caInftcacnones donde

la moda es 5.

'

Estas observacmnes Y unos cuantos ejel'CICIOS

pueden ayudar a construir mentalmente los
conceptos que constituyen el tema de la unidad

-y que servirdn de base para trabajarlas poste-
'rlorn}ente en forma mas avanzada.

CONTENIDOS BASICOS

En el lenguaje usual se utilizan con frecuencia
afirmaciones, que pueden ser. o verdaderas o]
falsas.

-Ejemplos. El dia de hoy ha estado lluvioso.
Cinco es el cuadrado de dos.
Lasumadedosydosdael cuadrado
de dos.

A N
También se utlhzan negacnones que pueden ser
verdaderas o falsas.

Ejemplos Esta orquudea no es rosada.
El 3 no es un’ nimero par.
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tal de Colombia.

A cada una de las expresiones anteriores (afir-
maciones o negaciones) puede asngnarsele un
valor de verdad, ya sea “verdadero” o “falso”,
puesto que todas ellas son proposiciones cerra-
das. En estas proposiciones los términds son
constantes, es decir, deS|gnan objetos ya deter-
minados: el dia de hoy, cinco, la suma de dos
y dos, esta orqundea etc. :

Cuando de una expfesién no puede decirse que
es verdadera o falsa, por tener términos todavia

No es verdad que Bogota es Ia capl-'v




no determinados, se dice que es una proposi-
cioén ahierta. Al término ain no determinado se
le llama variable.

Ejemplos:

Ella canté esta manana.

-Un poeta N.N. gano el Premio Nobel de Lite-
ratura.

X es un numero impar.

x es la diferencia entre 12 y 5.

es menor que 16.

Un natural n adicionado'a 15 da una suma
menor que 45.

Pedro viajo a Zipaquira.

N oo R0 M=

Enlos ejemplos anteriores es facil observar que
solamente después de ‘sustituir o reemplazar
las variables por constantes podrd decirse si las
‘proposiciones son verdaderas o falsas.

Las variables pueden estar expresadas me-
diante pronombres personales, sustantivos co-
munes precedldos de articulos indefinidos y
aun por nombres propios, cuando no se precisa

el contexto; en la Gitima frase, “Pedro” puede’

representar un muchacho dlstlnto en famjlias
diferentes. :

Hagamos un analisis de este aspectoen las pro-
posnmones abiertas anteriores..

1, Ella canto esta manana

Aqui la variable es el pronombre “Ella”. La
frase se puede volver verdadera o falsa segun

la persona en que uno esté pensando cuando -

d|ce ”El|a"

2. Un poeta N.N. gané el Premio Nobel de Lite-
ratura

En esta frase la variable es la expresion “Un

poeta N.N.”
articuio “Un”;
por el nombre de uno cualquiera de los poetas
que obtuvieron la distincion mencionada para
volver verdadera la frase, o por el de uno que

con un sustantivo precedido del

no haya obtenido esa dlstlncmn para volverla |

falsa..
‘3. x es un numero impar

Esta proposicidn abierta expresa la condicion

que debe cumplir un nimero que pueda susti- .

tuirse en vez de la x para hacer verdadera la
frase: “7 es un numero impar”: jVerdadero!

Pero también puede, sustituirse la x por otro
numero que no cumpla la condicion, y en ese

El doble de cierto nGimero entero positivo p

, esta expresuon puede sustituirse -

caso la frase se vuelve falsa: “8 es un nimero
impar: jFalso!
Una vez efectuada la sustitucion ya se puede
decir que la proposicién cerrada resultante es
verdadera si el nimero satisfacé” la condicion,
o que es falsa en caso contrario.

“7 es un nimero impar” (V).

“8 es un nimero impar” { F ).

4..x es la diferencia entre 12y 5

Esta.proposicion abierta también expresa una

" condicion para la variable x: ser la diferencia

entre 12y 5.

Esta proposicion puede simbolizarse mediante
una igualdad como: x = 12 — 5, donde x simbo-
liza la variable o término que debera sustituirse
por un nimero para volver verdadera o falsa la
frase.

En general, las igualdades (o sea las proposicio-
nes simples en las que figura el signo "=")en .
las que aparece por lo menos una variable, se
denominan ecuaciones. Las ecuaciones son
pues proposiciones abiertas. Toda ecuacién es
una proposicion abierta o condicidn; pero no
toda condicidn es una ecuacnon
1
5 El doble de cierto numero entero positivo p
es menor que 16

Esta proposiciéon también puede expfesarse
mediante la taqutgrafia propia de las mate-
maticas asi: pe Z Y 2p > 16.

En general las desigualdades (o sea las pro-
poswnones simples en las que figura uno de
los signos “<, <, >, = ” en las que aparece
por lo menos una variable, se denominan
inecuaciones: 2x < 16 es una inecuacion.

Las inecuaciones son pues proposiciones
abiertas. Toda inecuaciéon es una proposi-
cioén abierta o condicién; pero no 'toda condi-
cién es una inecuacién: x ¢ Z° no es una
ecuacmn, ni tampoco una inecuacion, pero
si es una condicién o proposicion abierta.

Si en la inecuacion 2x < 16 sustituimos la
variable x por uno cualquiera de los elemen-
tos del conjunto{1,2,3,4,5,6,7}obtenemos
una- proposicion cerrada .verdadera. Cada
uno de los elementos de ese conjunto es una
solucion de la inecuaciéon dada. A dicho-con-
junto se le denomina conjunto de verifican-
tes, o conjunto de soluciones (o también
conjunto solucién} de la inecuacion 2x < 16
dentro del co 4Junto referencial dado, que en
este caso es Z (también podriamos sustituir

161




otros numeros de Z* en vez de x, pero en
esos casos resultarian proposncnones cerra-
das falsas).”

Hallar una soluciéoné¢de una ecuacion o ine-..

cuacién no siempre-es resolveria completa-
“mente, pues podria tener otras soluciones.
Puede ser necesario utilizar métodos para
transformar la-ecuacién o la inecuacién en
otra que tenga las mismas soluciones, pero

en donde sea mas facil decir cuales sontodos.

sus verlflcantes

. La condncnon expresada en Ia proposm»on'

ablerta

6 Un natural n adicionado a 15 dauna suma
menor que 45

‘Se puede snmbollzar,a‘si: 15 + n < 45. Estaine- -

cuacion puede transformarse en otras equiva-
lentes (por tener las mismas soluciones):

(15 + n) — 15 < 45

n<30 ‘
Esta ultima ine’cuacién'nos da inmediatamente
el conjunto de las treinta soluciones {0, 1, 2, ...,

29 } que tiene la inecuacién original en el refe-.

rencial dado, en este caso los naturales.

Obsérvese que la expresion: “los nimeros na-
turales gue adicionados a 15 dan una suma me-
nor que 45"no es una proposicion abierta; es
‘mas bien la determinacién de un conjunto por
comprension, pues representa el conjunto de
verificantes de la condicidon 15 +.n < 45 en el
referencial de los naturales: {0, 1, 2, ..., 29 }.

7. Pedro viajé a Zipaquiré

Ya se anot6 que en esta proposicién la variable
es “Pedro”, pues la frase puede resultar verda-
dera o falsa segun la persona en que uno piense
cuando dlce “Pedro”.

Cuando una persona dice una frase como ésta,
ordinariamente estd nensando en. un “Pedro”
ya bien determinado para ella, y por:lo tanto la
dice como proposicién cerrada pensando que
“Pedro” es una constante. Pero si otra persona
oye la frase, o la ve escrita, tiene que empezar
a pensar en cudl de los “Pedros” que conoce
puede ser el que viajé a Zipaquira. Esas;son las
sustituciones que va haciendo, hasta que en-
cuentra una sustituciéon que haga la frase verda-
dera. Por lo tanto ”Pedro” es para ella 'una va-
riable.

- En el lenguaje ordinario la cuantificacién se ex-

presa de muchas maneras por medio de expre-
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siones de cuantificacion, como “todos”, “algu-
nos”,... y con frecuencia el conjunto referencial
al cual se refieren esas expresnones queda poco
preciso.

Cuando se dice: “todos los.alumnos vinieron
con camisa blanca”; queda la duda de si se esta
hablando de los alumnos de un curso (y de cual . -
curso) o si se habla de los alumnos de todo el
colegio “Algunos dias se suspende el trafico
aéreo”. ;Sera durante algunos dias de la sema-

..na? ¢Del mes? ¢Del ano?

‘Cuando se mencionaron las dificultades para

identificar las proposiciones abiertas, se sefal6
como una de ellas el hecho de que frecuente-

‘mente, en el lenguaje ordinario, la cuantifica-
.cién esta implicita. La frase “un profesor estu-

dioso investiga puede significar, segin el con-
texto que todos los profesores estudiosos in-

' vestigan” o también que “algun profesor que

es estudioso investiga™.

En frases como. “ninguno de los alumnos de
70. grado leyé la noticia del dia”, “todos los
alumnos de 70. grado no leyeron la noticia del
dia”; “algunos de los alumnos de 70. grado no
leyeron la noticia del dia”; el estudio de los
cuantificadores es mas delicado porla interven-
cion de la negamon Esto se estudiara en 8o.
grado

¢

Sin embargo es posible que se presente la oca-
sion donde sea necesario hacer notar que si en
una frase interviene la expresnon todos , SU
frase contraria llevara la _expresion nmguno

y viceversa. Asi la contraria de la primera de
estas frases es: “todos losalumnos de 70.grado
Ieyeron la noticia del dia”. En cambio, la nega-

€ién de la prlmera frase se puede expresar con
~una frase como “al menos uno de los alumnos
de 70. grado leyé la noticia del dia”.

La negacién de frases cuantificadas tiene pues
especiales dificultades, y se recomienda utilizar

~en lo posible fraseg-afirmativas en 7o. grado,

dejando las negativas para 8o. grado.

AI cuantificar algunas ecuaciones e inecuacio--
nes con expresiones de cuantificacién del len-
guaje ordinario, se obtienen frases como:

“Para algunaeZ a + 4 = 10"

.

“Cada enterd xcumple, x + 0 =

"Todos los enteros mayores que cero y meno-
res que 15"

-Encuantoa Ia simbolizacion matematica, el pro-
fesor considerara si es o no conveniente su uti-

lizacidn. . ;




Ya se dijo que cuando se tiene una proposicion

Ejemplo. Si se esta trabajando en Zy se tiene

abierta o condicidn, ésta puede cerrarse por la ecuacion:
sustitucion o por cuantificacién. .
or sustitucion 6+4=10(v) '
| AR ~ 3+4=10(F) |
a+4=10 !
" s¢ puede cerrar
or cuantificacién - YaeZa+4=10(F)"
por. | HaeZa+4=10(V)

EI snmbolo v representa el cuant|f|cador univer-
sal “para todo”.

VaeZselee:

“para todo a que pertenezca a Z”, 0
“para todo entero a” .-
“para todo a en Z”

“cada entero a cumple...”

“todo entero a”

Y ! ' B : * . -
Elsimbolo 3Irepresenta el cuantificador existen-
cial “existe porlo menosuno” o “paraalgun”.-

El simbolo Jda e Zse lee:
"existe por Io menos un a en Z',0

_“hay un entero a”
"para algin a pertenecuente az

' SUGERENCIAS METODOLOGICAS

En la Basica Primaria se inici6 el estudio de
expresiones del lenguaje usual y entre ellas se
distinguieron aquellas que son proposiciones
de las que no-lo son. No se hizo la distincién
entre proposiciones cerradas y proposiciones
abiertas, pues estas ultimas se empezaron a es-
tudiar como tales a partir de 60. grado. En ese
grado se distinguid el predicado y el término
de una proposicién simple y se vio la diferencia
entre términos constantes y variables. '

Es conveniente, pues, que el profesor consulte
los programas de 4o0., 50. y 60. grado para que
al preparar. sus clases y actividades explorato-
rias sobre el tema, sepa cuales son los conoci-
‘mientos de estos temas con los que los estu-
diantes ya han estado en contacto.

A partir de afirmaciones y neéaciones del len--

guaje comun, se haré la clasificacién de éstas
en verdaderas y falsas. De una proposicion afir-
mativa puede obtenerse la negativa correspon-
diente y viceversa. Este ejercicio permitira re-

cordar que cuando se niega una proposicion se
le cambia su valor de verdad. La negacion no .

' transforma/ una proposicion' en su,contraria,
como a veces se.suele pensar.
Ejemplo.
cion verdadera. “La leche no es blan-
ca”, es la negacion, falsa.

‘base en una proposicién como:

“La leche es blanca”, es una afirma-.

La negacidn deja abierta la posibilidad de qué -
la leche sea roja, verde, azul, etc. Si considera-

mos que lo contrario de blanco es negro, la

proposicién contraria de “la leche es blanca”

seria “La leche es negra afirmacion también

fatsa. :

- Nétese que aunque en’ este caso eI valor de’

verdad de la negacion.y de la contraria sea el
mismo, “La-leche es negra” no es la negacion
de “La leche es blanca”.

Las mismas observaciones puéden hacerse con
“Este tanque
esta vacno :

Segun el contexto, esta proposnc|6n puede ser
verdadera o falsa Su negacidn es: “Este tanque
no esté vacio”. La contraria seria: “Este tanque

“esta lleno”, que no significa lo mismo que la

negacién. Si en realidad el tanque estéd parcials
mente lleno, tanto la frase inicial (“Este tanque
estd vacio”) como la contratia (“Este tanque

esta lleno”) son falsas. En cambio la negacion

de la primera (“Este tanque no esta vacio”) es
verdadera. La negacion de la contraria (“Este
tanque no esta lleno”) también seria verdadera.
La hegacién siempre cambia el valor de verdad.
La contraria en cambio puede tener el misn/’lo
valor de verdad que la proposicion original.

163



\

L

Laigualdad: 2 + 3 =

i

Otra dlflcultad para rdentlflcar proposiciones

abiertas en el lenguaje ordinario, es que fre-

cuentemente se sobreentiende, por el contexto,

"una sustitucion implicita que “cierra” la propo-
sicion. (A veces se entiende mas bien una cuan-

tificacion implicita; asi, cuando se dice: “Un

hombre honrado no roba nunca”

cion;'y cuando se dice “Un hombre honrado ya
no se encuentra”, se entiende que ya no se en-
cuentra ningun hombre honrado).

.En los contenidos basicos hemos dado algunos

ejemplos de afirmaciones y negaciones con sus
correspondientes valores de verdad. Figuran

_alli, también, algunas propesiciones abiertas en

las cuales la variable estd escondida bajo un
pronombre personal Ella cantd esta manana,
o una expresion en la que figura un sustantivo
comun precedido de un articulo indefinido: Un

" poeta N.N. gano el Premio Nobel de Literatura.

En estos casos, al decir esas frases en una situa-
cidén concreta, se sobreentiende que “Ella” se
refiere a una persona particulary que “Un poeta
N.N.” se refieresa Garcia Méarquez. Por lo tanto,
para el_que las dice estarian cerradas. Pero si
alguien las oye o las ve escritas, empieza a hacer
sustituciones hasta que las vuelve verdaderas.

" Por lo tanto, para el oyente o el lector estaban

ablertas.

_Finalmente, es |mportante hacer la dlstmcuon'

entre’ |gualdad y ecuacion.

La palabra |gua|dad se usa en tres sentldos di-
ferentes

— Para designar le signo igual “=" ("la iguél—
dad”): '

— Para expresar la relacion de “serigual a” (“la
relacién de igualdad”). : :

— Paraindicar una proposicion simple en la que
se utiliza la relacién de igualdad o que se
escribe con, ayuda del S|gno de -igualdad.
Cuando una de tales proposiciones simples
es abierta (o sea, que en ella aparece por lo
menos una variable), se denomina ecuacién.

3 + 2 no es una ecuacion.
La igualdad 2 + x. = 3 + 2 es una ecuacion.
Toda ecuacion es pues una lgualdad pero no
toda |gualdad es una ecuacnon

“NOTA: PARA EL PROFESOR Una rdentldad es
una ecuacion, a la que cualquier susti-
tucién que se le haga la vuelve verdade-
ra. Por lo tanto, una identidad es cuan-
tificable universalmente. .
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,'se entiende’
. que todo hombre honrado cumple esa condi-

S

- Ejemplo: 2 + x = x. + 2 es una identi-
dad. Por eso se puede. cuantlflcar asi:
Vx,2 +x=x+2..

Toda identidad es, pues, una ecuacion,

. pero no toda ecuacion es una identi-

~dad:2 + x = 3 + 2 noesunaidentidad,

pero si es una ecuacmn y tamblen una
|gualdad :

Analogamente, la palabra desigualdad se usa

‘en tres sentidos diferentes:

— Para designar uno de los signos “<”, “<”,
" ”

=T

— para expresar una de las relaciones corres-

pondientes.

— Paraindicar una proposicion simple en la que
se utiliza una relacién de desigualdad, o-que
se escribe con ayuda de uno de los signos
‘escritos arriba. Cuando una de tales proposi-
‘ciones simples es abierta (o sea, que en ella
aparece por lo menos una variable), se deno-
mina inecuacion.

La desigualdad2 < 3 + 2 no es una inecua-
cion. ‘

La deS|guaIdad 2<3 + x noesunainecua-.

" cién. «

Toda inecuacidn es pues una desigualdad,
pero no toda desigualdad es unainecuacién.

Para el estudio de las expresiones de cuantifica-
cion se sugiere partir de frases del lenguaje or-
dinario enlas cuales intervengan tales expresio-
nes. Asi podran recopilarse y discutir su signi-
ficado con los'alumnos. Es posible que la mayo-
ria de las frases que den los alumnos hagan

lreferencia a situaciones reales.

Ejemplos 7 .
a) "Alguno de los alumnos de 7o0. grado tiene
14 anos”

b) ”Todos los profesores estan orgamzando el
paseo”.

v

c)’ nguno de los alumnos de este cursovaa

Ia excursion”

d) “Al menos uno de nosotrosizé labandera”.

e) “No todos pasamos Ias vacaciones en este

lugar”.

El profesor podra subrayar las expresiones de '

cuantificacién, y agregar una afirmacién como:




f) Todas las proposiciones anteriores utilizan
expresiones de cuantificacion.
!

Si en la frase a) en lugar de la expresion de
cuantificacion se puede sustituir el nombre de
un alumno de 70. grado que vuelva la frase
verdadera (por ejemplo, Juliana Flérez), que
tiene 14 anos, también se tendra una proposi-
cién cerrada, pero ahora por sustitucion: “Ju-
liana Flérez tiene 14 anos”.

En la proposicion d) la expresién. “al menos
uno” deja abierta la posibilidad de que mas de
un. alumno haya izado la bandera. Pero para
que sea verdadera, basta con que un miembro
de nuestro grupo, por ejempio, Hérmes Guardo,
haya izado la bandera. Al cambiar la expresién
de cuantificacién por su nombre, obtenemos
una proposicion cerrada, pero ahora por susti-'
tucidon: "Hermes Guardo iz6 la bandera”.

Ademas de las proposw:ones anteriores, se es-
tudiaran las expresiones de cuantificacion en el
referencial de los enteros sobre frases deltipo:

2x =8 . 14

2

3x—12—7

i Como yase dijo en los contenidos basicos, estas
proposmuones se pueden cerrar por cuantifica-
cidén o por sustitucion.

La cuantificacion se expresara mediante las ex-
presiones de cuarntificacion del lenguaje ordina-
rio. Silos alumnos manifiestan interés en expre-

sar las proposiciones que asi resulten, en una
forma mas corta, vy si el profesor lo estima con-
veniente, se dardn algunos ejemplos de-propo-
siciones cerradas por cuantificacion y escritos
en la taquigrafia propia de las matematicas.

Para saber como cerrar por cuantificaciéon la
proposicion “3x — 1 = —7" de manera que re-
sulte verdadera, conviene transformarla en otra
inecuacion equwalente

(3x— W+ 1= -7 +1
: 3x= -6 .
x= -3 -

Esta altima expresion permite decir mas facil-
mente cudles son los venflcantes de la inecua-

~ ¢ién |n|C|aI

-

Frases como: “Para algun entero-x, x = —3".
“Hay un entero x para el cual x = —3". “Existe -
por lo menos un entero x, para el cual x = - 3”;
son proposiciones que ya estan cerradas me-
diante expresiones de cuantificacién. :

Si es posible pasar ala snmbohzamon matema-
tica, se tendra:

dxeZ y x= -3

El conjunto de las soluciones de la inecuacion
son los enteros mayores o iguales que —3:

{ —31 .—21 _11 01 11 2, 3, 4, 5,‘ -..}
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