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In t ro d u c c i6 n

En esta unidad se amplfa el estudio de la pr6por~
cionalidad,el cual se inici6en el 50.grado de
Educaci6n Basica. Primaria.

Se trabaja fundamentalmEmte, con operadores
multiplicativos ampliadores 0 reductores, se-
gun el caso. Los operadores multiplicativos son
funciones lineales y a traves de ellos se obtienen
conclusiones generales sobre las propiedades
dela Iinealidad. Sa hace enfasis en el estudio
de la proporcionalidad di'recta porque es el tema
que abre el camino haE:ia I,a Iinealidad.

Tambien se proponen algunas situaciones que
no corresponden a funciones lineales. Oentro
de estas situaCiones, el profesor podra enrique-
cer las actividades con algunosejercicios de
proporcionalidad inversa; es posible que de los
mismos alum nos surjan los ejemplos.

,O b je t iv o s g e n e ra le s

EI porcentaje, el interesy el reparto proporcio-
nal, 10 mismo que los problemas de "regla de
tres" se trataran mediante la aplicaci6n de ope-
radores multiplicativos.

Con est a propuesta se' pretende integrarlos
mencionados temas y asf evitar la proliferaci6n
de tftulos y subtftulos tratadosaisladamente que
Ilevana una dispersi6n tal que alalumno no Ie
queda otroremedio que 'memorizar una serie
def6rmulas para resolver problemas que s610
Ie permitenaprobar el ax~men.

Como ya se dijo, .esteenfoqueintegra 10 que
esta disperso, por 10 tanto, se espera que du,-
rante el estudio de esta unidad los ah.imnos ex-
perimenten la satisfacci6n de resolver toda una
variedadde situaciones problematicas que re-
quieran un mismo trabajo: razonar 16gicamente
y aplicar operadores multiplicativos.

- 'Repasar los conceptos fundamentales de pro-
porcionalidad. '

, .

Reconocer las propiedades deTos operadores
';Tlultiplicativos. '

- Resolver y formular problemas que requieran
I,aaplicaci6n de operadores multiplicativos.
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La mayor parte de los contenidos basicos de
esta unidad estan consignados en la ,Unidad V I
de 50. grade (V e r Anexo I).

R a z6 n

, La palabra razon tiene'enal lenguaj~ usual va-
rias connotaciones: se usa para deslgnar cual-
quier division indicada con. s.u antecedente. (di- ,
vjdendo) y consecuente (divisor), 0 pa~a nom-.
brar el operador multiplicativo que apllcado al
consecuente produce el antecedente. En el pri-

,met senti do alas fracc.iones se les llama tam-
bi€m razones entre enteros 0 naturales. Hay que
tener en cuenta que varias fracdones pueden
representar la misma razon como o~~rador
multiplicativo, y que au rique toda fra~~lonsea

'una raz6n, no toda raz6n es una fracclon.

La expresion\ v2 representa una razon y sin
O~ . . .

embargo no es una fraccion.

Tambien hay razones entre longitudes, entre
areas, volumenes, etc. Estas razones tambien
se representan por divisiones indicadas, aun-
que no sepamos como efectuarlas. Por ejemplo,
la raion de la diagonal de un cuadrado af lado
del mlsmo se puede representar como 1- 6'

(d ," I) .

No siempre el cociente que resulta de efectuar
una division indicada es un natural 0 un fraccio-
nario. En ocasiones se trata de un numero real,
por ejemplo:7T, '\,12 , V3 , '\!C5, etc., los cuales
se estudiaran posteriormente.



( 1 )
1 Las ftechas indican el camino que puede recorrerse desde un elemento del conjunto de salida hasta su imagen

en el conjunto de lIegada.

. Cuando se encuentra en un libro la palabra "fun-
cion", esta puede referirse a una relaciono a
una trasformacion.

En algunos libros se dice que una funcion es
una relacion univoca, 0 una relacion funcional,
d sea, una correspondencia en la que un ele-
mento dado del conjunto de salida tiene ma-
ximo una imagen.

F
A------ B A

Es claro que a cada transformacion activa que'
tenga un solo argumento como materia prima
y produzca un unico valor como producto bien
determinado, se Ie puede hacer corresponder
una relacion: la que hay entre el argumento y
el Rroducto terminado (que en espanol 'se lee
primero):

La correspondencia F es univoca 0 funcional,
.pero la G no .

En el lenguaje ordinaria se distinguen las rela-
ciones funcionales porque se puede poner co-
rrectamente el articulo definido "el" 0 "Ia" an-
tes de la palabra que designa la relacion:

. ,

Juan es padre de Ignacio
Juan es e l padre de Ignacio
Cuatro es cuadrado de dos
Cuatro es e l cuadrado de dos

Por 10 tanto tc! relacion "padre" o· "ser padre
de" es funcional, y la refaci6n "cuadrado" 0

"sercuadrado de", tambien 10 es.

En estos programas se utiliza la palabra "fun-
cion" para referirse a una transfprmacion, a una
operacion activa que transforma una "materia
prima" (el argumento o!argurnentos de la fun-
cion) en un "producto terminado" (el valor de
la funcion). Por ejemplo, la funcion "cuadrado"
transforma' un numero dado en su 'Cuadrado:

9 es (el) cuadrado de 3 : 9 C 3

4 es (la) mitad de 8 : 4 M8
. 1

8 2 I i 4

Para representar una transformacion se utiliza
la misma representacion de flechas (sagital), 0

cartesiana, 0 de tabla de doble entrada que uti-
Iizamos para la relacion correspondiente.

+4 x x

+3

+2

+1 x x

0 )(

-1

-2

-2 -1 0 +1 +? +3 +4



Por ejemplo para la transformaci6n "elevar al
cuadrado", se utilizan las mismas representa-
ciones que para la relaci6n "es cuadrado de".
No hay que aprender nada nuevo sobre repre-
sentaci6n de funciones como transformacio-
nes, basta representar la relaci6n funcional
("fu nci6n") correspondiente.

Otra dificultad de terminologfa que hay en los
distintos libros es que algunos exigen que una.
funci6n debe estar totalmentedefinida en su
conjunto de salida (cada elemento del conjunto
de salida tiene que tener imagen), pero otros
libros hablan de la funci6ntangente, la fUflci6n
logaritmo, etc., que no estan totalmente defini~
das sobre su conjunto de salida usual, los nu-
meros reales. .

: En estos programas no exigimos que una fun-.
ci6n ests total mente definida, sino que sea unf-
voca 0 fundonal., Cuando ademas estir total-
mente definida, se suele lIamar."ap'licaci6n".

Correlacion. y proporcionalidad

Cuando se compara el comportamiento de dos
magnitudes y se 'Observa que al aumentar 0

disminuir una d~ ellas la otra tamblsn aumerita
o disminuye, se dice que las magnitudes estan
directamente correlacionadas. Si ademas, la ra-
z6n entre las parejas de valores es la misma,
las magnitudes son directamenteproporcion~-
les. Sinembargo, una cosa es la correlaci6n di-
recta y otra la proporcionalidad directa.

.. La correlacion directa es una relaci6n funcional,
porque a cada valor de una mag'nitud I.ecorres-
ponde un unicovalor de la otra magnitud, ade-
mas esta asociada a una funci6n creciente, por- ,
que a' medida que una magnitud aumenta la
otra-tambisn aumenta.

La proporcionalidad directa es tambh~n u,na re-
Jaci6n funcional y tambisn esta asociada a una
funci6n creciente, en la cual,ademas, laraz6n
entre las magnitudes es constante. En la repre-
sentaci6n grMica, las parejas de valores de las

dos magnitudes que se relacionan asf e~tanso-
bre una, linea recta que pasa por el origen.

Existen otras magnitudes, cuyo comporta-
miento es distinto al descrito anteriormente.
Mientras una de ellas aumenta, la otra dismi-
nuye y viceversa. En este caso la relaci6n es de
correlacion inversa,es decir esta asociada a una
funci6n decreciente. Si ademas de 10 anterior
se cumple que el producto entre los valores de
cada pareja ordenada es constanta, se dice que
la relaci6n entre las dos magnitudes es de pro-
porcionalid~d inversa. (Ver An~xo 1).

Como se dijo anteriormente, cuando varias pa-
rejas de valores de dosmagnitudes estan direc-
tamente correlacionadas y ademas tienen co-
ciente constante, la relaci6n entre ellas es de
proporcionalidaq directa:

La segunda compol1ente de cada pareja es el
producto de la primera componente por un
mismo numero.

- Este numero constante u operador multipli-
cativo se denomina coeficiente de proporcio-
nalidad. '

Asf, si se tienen parejas de valores de esas mag-
nitudes, como (a , c) y (b , d ) Y existe un numero
fijo 0 constante, K , tal que:

la relaci6n entre ellas es de proporCionalidad
directa, K es el coeficiente de proporcionalidad,
y la proporci6n correspondiente es: .

-%- = .~ 6, J- = -} .
\

EI operador multiplicativo K x determina una
transformaci6n de la' primera magnitud en la
segunda, lIamada funcion lineal. Cuando se en-
tre a estudiar formal mente las funciones Iinea-
'Ies, se vera que el coeficiente de proporcionali-
dad se denominara coeficientede la funci6n
lineal.

Los alumnos iniciaron el estudio de. razori'es y
proporcionesen elSo. grado de Basica Pr!maria.
Es conveniente qiJe el profesor lea la Unldad VI
de 50. grade (Anexo 1) antes de abordar ~ste
tema. En ella estan consignados los cont~n1.dos
basicos necesariospara eJlogro de los obJ~tlvos
propuestos. Ellogro de estos objetivOses Indis.:

• pensable para profundizar en los temas ya vis-
tos y para iniciar el estudio de otros.

La actividad que eJ profesor proponga debe lIe-
'var a los alumnos a recordar los conceptos re-
lacionados con I()s temas: raz6n, proporci6n y
proporcionalidad.



Ejemplo 1: Un ejercicio conic el siguiente po-. Se dibujan varios cuadrados:
dria servir. para tal efecto.

En una tabla se consigna e"1valor dela longitud
del lade (a la que lIamaremos abreviadamente
"Iado") de cada cuadrado y el del perimetro
respectivo.

Estosdatos pueden tomarse de 105 trabajos de
varios alumnos ..

[(em) 3 4 1.5 4 ..5 7 2.5 6

p (cm ) 12 16 6 18 2~ 10 24
.

Se representa el cociente' entre el perimetro (p )

y el lade (l) de cada cuadrado por medio de una
division indicada:
,

12 16 6 18 28 10'
'"3 ' '"4 ' ---,-:s' 4.5 ' T ' 2.5' ...

•
Se hallan 105 correspondientes cocientes:,

12~ 16 ~ 6~

o~ 0 r-4 o~
18 ~ 28l2- 10~

014 014 O~

Es posible que 105 alum nos esten de acuerdo
en Ilamar raz6n al resultado. 4 es la razon del
perfmetro al lado" del cuadrado.

D
Todos 105 cocientes indicados representan la
misma razon:la razon "cuadruple" 0 la razon 4.

LQue nombre recibe el dividendo de cada una
de las divisiones indicadas? LYel divisor?

AI dividendo se Ie llama antecedente y al divisor
consecuente.

En la Tabla 1 105 alum nos observarim que la
raz6n 4 actua como un operador,que aplicado
al consecuente (l) produce el antecedente (p ):

Lo anterior puede simbolizarse asi:

4x
-------- p

3 4_x_---<••~ 4 x 3 = 12

4 4x.4 x 4 = 16 .

La relacio) entr: las parejas (3, ; 2); (4, 16),
(1;5, 6)... etc., es de proporcionalidad directa;
la razon 41 tam bien se dendmina coeficiente
de propqrcionalidad., .

f

Volviendo alas divisiones indicadas, las"cuales
representan la misma razon, se pueden escribir
igualdades como:



12: 3 = 16: 4,

28: 7 = 24: 6,

. igualdades anteriores se les /Jama proporcio-
nes.

La proporcion 12 : 3 = 16 : 4 tambien se escribe
12 : 3 : : 16 : 4

I

3y 16se denominan medios de fa proporcion.

lQue hombre reciben las expresiones anterio-'
res? .

\ ' f d" b I"lC o n o ce n otra orma e slm 0 Izar una propor-
cion? .' ,

Los alumnos verificaran que en las proporcio- .
neS seescriban, el producto de los extremos es
igual al producto de los medios.

lQue nombre recibe cada uno de los terminos
de una proporcion? Ejemplo 2: Aprovechando los mismos cuadra-

dos, los alumnos elaboraran una tabla
para consignarla medida del lade y la
del area de cada cuadrado.

Para hallar el area de cada cuadrado' se toma
como unidad de area'el cm2

• Los alumnos po~
dr/in cuadricular los cuadrados, como se indica
ellias figuras y luego contar el numero de "cua-
dritos" cuya area es de 1 cm2

• En elcaso del
cuadrado de lado,1.5 em, al unir las partes raya-
das se obtiene un cuadrito cuya area es de f
cm2• EI area de'la parte punteada es la cuarta
parte de 1 cm2

•

Se recordara que += 0.25. Esto puede aprove-
charse para recordar que + al cuadrado es
mas pequeno que +, y comprellder por que.

Si el procedimiento descrito anteriormente es
el que siguen los alumnos, es conveniente que
en todos los casos ellos expliquen el por que
del; valor del area del cuadrado correspondien-
te;

i(cm ) 3 4 1.5 2.5 4.5 7 6
I

,
a (cm 2) 9 16 2.25 5.25 20.25 49 36



Se siguen 105 mismos pasos del ejercicio ante-
rior para.ver si en este·caso la razon del area al
lade es siempre la misma:

9 16 2.25 5.25 20.25 49 36
3"'4 '1:5' 2.5' 4:5' T' 6.' ...

9~ 1.6~ 2.25~
ofJ 014 011.5

5.25~

0[2.5

20.25l~·5 49l2- 36 l£.-
of4.5 on 016

L L .,a raz6n del area .a lalongitud del lado del
cuadrado es la misma?

LEs posible determinar un operador multiplica-
tivo que aplicado a la longitud dellado de como
resultado el area del cuadrado respectivo?

16

15

14

13

12

11

10

9

8

7

6

5

• 4

3

2

lem pem

1.5 6

2.5 10

3 12

4 16

,
4.5 18

6 24

7 28

. Ejemplo 3: Hallar la raz6n de la diagonal (d ) al
lade de 105cuadrados con 105que
se viene trabajando. Para este ejer-
cicio 105alumnos utili.zaran la regia
y hallaran, hasta 105millnetros, en

l Con las razones anteriores se pueden obtener
proporciones? .

Es facil observar. en las tablas que las magnitu-
des que intervienen en 105dos ejemplos estan
directamente correlacionadas: al aumentar una
de ellas aumenta tam bien la otra, 0 al disminuir
una de ell as tambien disminuye la otra. En 105
ejemplos, al aumentar ellado aumenta tambien .
el perimetro y el area del cuadrado.

para que la correlaci6n se observe mejor, 105
datos pueden ordenarse; e inclusive se anota-
ran otros que 105 alum nos podran proponer.

Se hara la representaci6n grMica de las dos si-
tuaciones. (Ver grMicas 1 y 2).

Se propondran otros ejercicios ; uno de ell os
podria ser:

16 -------
15,

14'

13

12

11

10

9 - -_._-
8

7

6

5

4

3

2

2 3 ' 4

lem a em'

1 1

1.5 2.25
-

2.5 5.25

3 9

4 16

4.5 20.5

5 25.

6 36

las medidas correspondientes. EI
profesor 105hara conscientes de la
inexac'titud, y deque 5610 seescri-'
ben aproximaciones.



~. 1.4

LSJ

,

lcm 5 4.5 4 3 2 1

dcm 7 6.3 5.6 4.2 2.8 1.4

Se .halla el cociente entre la diagonal' y el
lade de cada cuadrado, que en todos los casos

, . d t 7 71 tsera aproxlma amen e"5 ' 0 50 ' e c.

2.!!.= 1.4
.2

EI profesor dira que esta razon 0, en la practica,
puede considerarse como 1.414,0 1.4,0 1.42,
o 7:5, 0 71 :50, pero que, en la teoria de los
numeros, se puede probarque la razon exacta
de la diagonal al lado, 0, no puede ser la razoo
de dos n'umeros naturales, y por eso se dice
,que 0 es un numero irracional, 0 sea, que no
pueCle ser la razon de dos naturales.

Posteriormente se vera que el valor exacto de
esta razon 0 es precisamente v"2, 0 sea que
o x 0 = 02 = 2 ..

, ,
EI cociente 1.40 la fraccion +as la razon apro-

ximada de la diagonal allado del cuadrado. No-
tese que esta razon como operadores un am-
pliador, pues la diagonal es mas larga que el
lado.

Si a esta razon la lIamamos "delta", (Ia letra
. 'griega "0" que es la "d" nuestra) vemos qUe

para obtener la longitud de la diagonal d a partir
de la dellado l basta aplicar el operad~r amplia-

'dor Ox a l.

oxl =: d" 10 que tambien podemos escribir 5(1)';;;;:d 2 '_.4_x -- 2.8 etc.

Los alum nos obse[varan en la tabla 6 que la
razon 7:5 01.4 actua como un operador amplia-
dor que, aplicado alconsecuente (f), produce el
antecedente (d ).



Se hace la representacion grafica teniendo en
cuenta los datos consignados en la Tabla 6.

Se compara la representacion gratica del ejem-
plo 1 (Fig. 1) con la del ejemplo 3 (Fig. 3) y se
ve que los puntos correspondientes a cada pa-
reja de valores de la forma (t, p ) 0 (t, d ) se en-
cuentran sobre una reG.tCi'que pasa por el origen
(0,0).

lCuantas parejas de valores es suficiente repre-
sentar para poder trazar la recta sobre la cual
se encontraran todos los puntos correspondien-
tes alas demas parejas de valores?

Se vera que dospuntos son suficientes para
trazar dicha re.cta y se verificara que cualquier
pareja de valores, correspondien~e a las magni-
tudes que se relacionan, esta representada so-
bre ella.

En.casos similare.s a los estudiados en los ejem-
plos 1 y 3, para trazar la recta es suficiente repre-
sentar una pareja de valores y la otra pareja es
el origen: (0, 0).

Tambieln se comparara la gr,atica 2 d.el ejemplo
2 con las graticas 1 y 3 para establecer la dife-
rencia. Los, puntos querepresentan las parejas

de la forma ( I, a ) no ,se encuentran sabre una
recta.

Las magnitudes que intervienen en los ejern-
plos 1 y 3, estan directamente correlacionad,as
y ,el cociente entre las componentes de cada
pareja devalores es constante.

\

De estas magnitudes se djce que son directa-
mente proporcionales. Igualmente se observara
que estas re~tas pasan por el origen (0, 0).

. !
Ejemplo 4: Otro ejercicio, tambien interesante

. y que conduce a encontrar aproxi-
madamente el valor de 1T,es el de
hallar la raz6n dela longitud de la
circunferencia (perlmetro) al dia-
metro.

Para 'ello, los alum nos pod ran trabajar en gru-
pos de 5y cada uno'hallara la raz6n entre la
pareja de valores correspondientes al diam.etro
y a la longitud de la c.ircunferencia de varias
tapas, tubos, tarros, baldes, canecas, etc.

De cada grupo saldran por 10 menos cinco valo-
res, aproximados hasta las milesimas, de la ra-
zon u operador multiplicativo que aplicado al
diametro de como resultado el perlmetro de la
circunferencia.

Con los datos de cada grupo se hara, en el table-
ro, una fabla para analizar mejor la relacion en-
tre las dos magnitudes. Probablemente la razon
resultaraser de 22:7 0 157:50 u otras razones
muy cercanas a estas. EI profesor insistira en
el caracter aproximado de estos valores y expli-
cara que en la practica 22:7 es suficiente, pero
que en la teorla de los numeros se puede probar
que la razon exacta del perlmetro. al dianietro,
que se llama "pi" (la legra griega "1T" que es la
"p" nuestra), no puede ser la razon de dos nu-
meros naturales, y por eso se dice que 1T.esun
numero irracional, 0 sea que no es razonde dos
naturales.EI alumno experimentara con aproxi- .
maciones a 1Tcomo 3.2, 3.1, 3.14,etc. \

Los alumnos podran dar otros ejemplos de
magnitudes que esten directamente qorrelacio-
nadas y que adem as tengan cociente constante.



EI estudio de los operadores multiplicativos
abarca gran parte del programa de este grado.
Aunqueel concepto abstracto de funcion no
figura como tema del grado, si se tratan algunas
funciones especificas. En particular los opera-
dores multiplicativos se trataran comofuncio-
nes lineales.

Otra propiedad util de los operadores multipli-
cativos es que para calcul.ar su valor ~n un pro-
ducto de dosnumeros a y b, se puede multipli:
car primero los numeros y luego a.plicar el ope-
rador al resultado de·la multiplicaci6n 0 aplicar
primero el operadora uno de ellos y multiplicar
el resultado por el otro nUmero.

'Los operadores multiplicativos son funciones,
pues a cada numerb fraccionario (0 real) Ie asig-
nan un solo numero como valor 0 imagenbajo
el operador. Son funciones lineales pues su re-
presentacion gratica es una linea recta quepasa
por el origen, y cumpleri la propiedad de que .
paracalcular su valor en uha suma de dosnu-
meros a y b se pueden sumar primero los nu-
meros y aplicarel operador al resultado de la
suma, 0 aplicar primero el operador a cada nu-
mere y despues sumar los resultados:

r(a xb ) = r Ia ) xb = a x r(b )

\

Esta propiedad se considera a veces como otra
parte de.la propiedad lineal del operador multi-
plicativo fx 0 r( ) . (Si se considera solo como
propiedad de la multiplicacion y se mira la igual-
dad rx (a X b ) = (rxa ) xb , se va que es simple-
mente 19 propiedad asociativa de la multiplica-
cion). "

Tambien es conveniente verificar que si r > 0,
el operador r x 0 r( ) es una funcion creciente,
aunqueachique el argumento: si a> b, entonces
r Ia ) > r(b ). Si r > 1,el operador rx 0 r( ), ademas
de ser. una funcion creciente, agranda tambien
el argumento. Serampliador y ser funcion cre-
ciente son do~ conceptosdjstint~s. .

Esta propiedad se llama Is propiedad lineal del
operador multiplicativo r x 0 r( )" (Si se Goosi-
dera como una propiedad de la multiplicacion,
es simplel1)ente la· propiedad distributiva de la
multiplicacion con respecto a la adjpion~.

EI profesor puede presentar fichas de trabajo
donde figuren diagramas como estos;



3 15 4 2 10 5

-7 -35 5 2.5 8 4

2 10 10 15 -16 -8

25 0.8 1.6 4.4 2.2

.,. ..~.' 3 10 5 16 8i
8 4 18 9

Fig. 5 Fig. 6

lExiste algun operador multiplicativo que apli-
cado a 105 numeros. representados en una co-
lumna de como resultado 105 numeros repre-
sentados en la otra columna?

la raz6n, 0 el coeficiente de proporcionalidad,
o el operador multiplicativo, es el inverse 0

reciproco del anterior: +x, 6, + ( ):
Si este operador existe, representelo dentro del'
circulo que para tal efecto tienen las figuras 4,
5 Y 6. +x

15 ------ix15= 3

Represente mediante divisiones indicadas el
operador 0 105 operadores hallados. -35

Se vera que para la Figura 5 no existe ningun
operador que transforme todos 105 elementos
de una columna en 105 de la otra.En la Fi-
gura 4, puede pensarse en dos operadores: 5x,
0, +x segun el orden en que se tome la pareja
de numeros. Tambien podemos escribir 105

, operadore~: 5 ( ), 0, + ( ).

Asi, si se consideran las parejas:
. . \ .

(3,15) (-7, -35), '(2, 10), (5,- 25), (0.6, 3),
(8,40)

Este operador es reductor. Pem tam bien es cre-
. ciente: 10 < 25, Y al aplicar +.( )a ambos
terminos: + (10) = 2 y + (25) = 5, vemos
que ·todavfa 2 < 5~

es facil constatar que exi'ste un operad~multi
plicativo, 0 raz6n, 0 coeficiente de pmporciona
Iidad, que es 5x, 6, 5 ( ), tal que: .

Enel caso'de la Figura 6 pueden hacerse obser-
vaciones semejantes a las que se hicieron para
la Figura 4.

\ lOe cua'ntasmaneras puede obtenerse el resul-
tado de aplicar el operador 5x 65( )a la suma
de 3 y 47

I

5,3 •. ,15

-7 5x .-35

2 5,
10• .

5 5, •• 25

Este operador es ampliador. Verifiquese que
tam bien es creciente: sabemos que 2<5, y al
aplicar 5( ) a ambos terminos 5(2) = 10 y
5(5) = 25, verrios que todavia 10 < 25.

5 x (3 + 4) -= 5 x 7 = 35
5 x (3- + 4)= 5 x 3 + 5 x 4

15 + 20 = 35



Para realizar las operaciones anteriores basta
recordar la distancia distributiva, de la multipli-
cacion con respecto a la adicion. Sinembargo,
es necesario especificar que en este caso no se
trata de la propiedad distributiva de la opera-

cion binaria x con respecto a la adicion, sino de
la propiedad lineal del bperador multiplicativo
af aplicarlo a una suma de numeros 0 magnitu-
des: 5(3 + 4) = 5(3) + 5(4).

Primero

Sumar

Despues'

Sumar

- - I LLEGADA I .
Da 10 mlsmo

Esta propiedad permite calcular el resultado' de
dos maneras dif~rentes. Con un poco de prac-
tica el alumno aprendera a escoger la mas faci!o

Ejemplo: Aplicar el operador 7x a 15, a 103 y a
99.

EI camino mas facil para hallar los
resultados as, en cad a caso, el si-
guiente:

7 x 15 = 7 x (10 + 5) = 7 x 10+ 7 x 5 = .
70 + 35 = 105

7 x 103 = 7 x (100 + 3) = 7 x 100 + 7 x 3
= 700 + 21 = 721

7 x 99 = 7 x (100 - 1) = 7 x 100 - 7 x 1 =
700 - 7 = 693 '

, Se desconipone primero el argLimento, y se
aplica el operador despues, aprovechando la
Iinealidad. Esto es muy utilpara el calculo men-
tal.

(De cuantas maneras puede obtenerse el resul-
tado de aplicar el operador +( )al producto

de 6 y 7?

(En estos casos en que el operador es de la
forma + x, 0, -i- ( ), a veces es conveniente

elegir adecuadamentela pareja de numeros a
los cualesse aplica el operador, de manera que
por 10 menos uno de los dos sea multiplo del
denominador. As! se obtendra un enfero como'
resultado final).

Si observamos un1camente el caso: -tx (6 x 7)
=(+ x 6) x 7 con la notacion +x parece
que se trata unicamente de la propiedad asocia-
tiva de la multiplicacion. Sinembargo, es nece-
sario especificar que en este caso no se trata
de la propiedad asociativa de la operacion bina-
ria x, sino de .una propiedad del operador+( )al aplicarlo a un producto de dos nume-
ros 0 magnitudes:



Primero aplicar el operador
al primer factorI· SALIDA

Primero
Multiplicar

Despues
Multiplicar

Despues aplicar el
operador

•. I LLEGADA I
Da 10 mlsmo

Asf podemos calcular el resultado de dos malJe-
ras diferentes: primera manera: primero multi-
plicar, 0, segunda manera: primero aplic:ar el
operador al primer factor. Pere la propiedad r(a

x b ) = r(a ) x b = a x r(b)" incluye una tercera
manera de calcular el 'resultado: .

Primere multiplicar el operador
al segundo factor

Primero
Multiplicar

1

7 _- 3 .•••_~
3 .

Despues
Multiplicar

•. ILLEGADA I
da '10 ITtismo

Esta tercera manera consiste en aplicar primero
el operador al segu'ndo factor.

Con un poco de practica elalumno aprendera
a escpger la manera mas facil. En el caso
-+ (6 x 7) la mas faciles la segunda~: primero

-aplicar el. operador al primer factor: -+ (6) x 7
= 2 x 7 = 14.

+ (49 x 3) = + (49) x 3 = 7 x 3 ~ 2l

mas facil la segunda manera.

+(7 X"15) = 7 x +(15):;= 7 x3 = 21

mas facil la tercera manera.

+(14 x 9) = +126 = 21

mas facil la primera manera.

En el ultimo ejemplo ni 14 ni 9 son multiplos
de 6 pero el producto de 105 dos sf 10 es, deahf
el camino seguido.

Estas tecnicas son mu'y utiles para el calculo
mental. '



- ,Las palabras porcentaje, tasa, escala, se, em-
plean frecuentemente en situaciones de propor-
cionalidad; designan coeficientes de proporcio~
nalidad 0 razones u operadores multiplicativos
particulares. (Ver Anexo 1). '

Las razones porcentuales 0 porcentajes son de
la forma '1~0 que trmbien se escribe b%. EI
signo "%" se lee: "e .., por ciento de". En gene-
ral se suele decir "el tanto por ciento" 0 "el
porcentaje". '

Estas razones', por ser operadores multiplicati-
,vos, son funciones Iineales,y sus grilficas que-
dan determinadas por la pareja (100, b ) Y el ori-
gen (0,0); b es la imagen de 100.

La palabra "tasa" (con "ese") designa un ope-
rador multiplicativo que general mente se 'ex-
presa en forma de porcentaje. Asi la tasa de
inten3s es el operador que se aplicaal capital
para calcular el precio por usar ese dinero du-
rante una unidad de duraci61"1. .

Porcentaje del capital por unidad de duraci6n
= Tasa de inten3s

Los intereses son el resultado de aplicar la tasa
de interes al capital. Tambien se lIaman reditos.

, ,
,

Algunas palabras como reducci6n, aumento,
descuento, beneficio,se utilizan tanto para de-
signar un operador multiplicativo como para,

referirse at"resultado (0 imagen) de un cierto ,
numero bajo este operador.

a) Paguese el 24% mas sobre el precio indicado
en la etiqueta punteada: recargo del 24%.

b) Paguese el 15% menos sobre el precio indi-
cado en la etiqueta a rayas: descuento del
15%. '

a) Calculemosprimero el recargo. Como e124%
es un operador multiplicativo -B... x 0

100
0.24( ), el recargo es 2!.. x 200 = 48.

, '100 '

Siel precio indicado es $200 el recargo es
-B...x 200 = 48
100 •

EI precio que debo pagar es el indicado mas
el recargo: 200 + 48 = 248.

I :::::::::~:* ggl:l:: i 24% I S
Precioindlcado Recargo

~!~
Precio Que debo pagar



lHay una manera de calcular directamente el
precio que debo pagar sin calcular aparte el
recargo? .

--?---~ I $248

Necesito un operador multiplicativo que me
cambie $200 en $248. Debe ser un amplia-
dor: ~: . Lo p\Jedo simplificar a, ~~ci. Aparece
el 24 sumado con 100! Por que? Los alumnos
reflexionarim y discutirim hasta encontrar que
hay que pagarel100% del precio indicado mas
el 24% de recargo, 0 ~ea:

124% I-----t $248

Los alumnos ensayaran a aplicarle los mismos
operadores 24% y 124% a otros precios, hasta
entender que significa "pagar el 24% mas" y
luego practicarim con otros recargos de porcen-
tajes diferentes. '

b) Calculemos primero el descuentd'. Como el
15% es un operador multiplicativo ~ x ,

0, 0.15 ( ), el descuento es 1~~ x (Precio

indicado).

Si el precio indicado es $180, el descuento

es ~ x 180 = 27 (
• 100

; EI precio que debo pagar es el indicado
menos el descuento: 180 - 27 = 153.

9
Descuento

~/
.~ .

Hay una manera de calcular directamente et pre-
cio que debo pagar sin calcular primero el des-
cuento?

--_?--~,I $153

Necesito un operador multiplicativo que me
transforme $180 en $153. Debe ser un reductor:
~~~. La puedo simplificar a ~~. Complificandolo
por 5 da l~O ' Y 85 es. 100 - 15

Guiados por el ejemplo anterior 105 alumnos
ElnContraran la explicaci6n: hay que pagar el
100% del precio indicado menos eI15%, 0 sea:

100 _~=~
100 100 100:

$85% I-----p $153

Precio que debo pagar

Los alumnosensayaran a aplicarlelos mismos
,jIPeradores 15% y 85% a otros precios hasta
entenderque significa "pagar el 15% menos",
y luegopracticaran con otros descuentos de

. porcentajes diferentes.

La expresi6n "regia de tres" sa ~mplea en una
situaci6n de proporcionalidad. EI procedi-
miento corisiste en hallar un cierto numero 0

magnitud a partir de tres numeros omagnitu-
des dad os. EI termino desconocido se deno-
mina cuarta proporcional.. .

Para resolver estes prbblemas conviene saber
cual es la relaci6n entre las magnitudes que
intervienen para luego expresar mediante una
proporci6n la igualdad entre las razones.

Ejemplo 4. Si por 5 kilos de yuca se pagan
$91.50, l cuanto debera pagarse por 12
kilos?

5 kiloscuestan $91.50

12 ki105 cuestan y



y = 91.50 x 12 = 21960
5 .'

5 kilos cuestan $91.50

12 kilos cuestan y

91.50

Y

Como las magnitudes son directamente propor-
cionales

.2.- = 91.50,entonces:
1 2 y

c) Por el procedimiento de reducci6n a la uni-
dad:

La razan entre las dos. magnitudes es 9~.50 que

seria el precio de la unidad, en este caso, el
predo de un kilo. Este es el operador multiplica,
tivo quenecesitamos.

Precio de los'12 kilos: 9~.50 x 12= 219.60

.Este procedimiento tiene la ventaja de que al
saber el precio de un kilo, 91.50 = 18.30,podemos

5 .

resolver muchas preguntas como: lcuimto
cuestan 20 kilos? l27 kilos?, etc., utilizando el
mismo operador multiplicativo 18.30 •.

Si el cambio esta a $60.60 por d6-
lar, el operador redudores 60~60 '.

_1_ x 14241 = numero de d61ares
60.60

lCuantos pesos colombianos se
tienen que pagar por una deuda de
7 500 francos franceses.

EI cambio esta a $10. E I operador
ampliador es lOx

10 x 7500 = valor en pesos colom-
bianos = $75 000.

Los documentos que se utilizan en las transac-
ciones comerciales, y a los cuales el profesor
hqra menci6n, seran aquellosconocidos por los
a'iumnos. Ojala sean ellos quienes propongan
los nombres de los documentos que deseen
estudiar.

De los documentos que se estudien, el profesor
lIevara varios ejemplares, al menosfotocopia-
,dos. Si se trata de cheques, formatos de consig-'
naci6n y de retiro y libretas de cuentas de aho-
rro, estos deben corresponder a bancos y cajas
deahorro que tengan ofici'nasen la localidad.

Es importante que los alumnos diligencien co-
rrectamente estos documentos y que averiguen
el usode cada uno de elias, segun las situacio-
nes locales.

Puede utilizarse el descuento como operador
multiplicativo.para averiguar por ejemplo,
cuanto me pagarfan al descambiar un· cheque
de $10 500, si el que los cambia descuenta el
6%; 0 tam bien otro operador multiplicativo,
para ver cuanto tengo que pagar por mora si
apenas puede pagar un mes mas tarde una letra



de $5000 de un televisor y si me cobraban el
4% de interes de mora por cada mes de retraso.

Lo importante es que algunos de los alumnos
hayan tenido en sus casas alguna experiencia
con estos documentos, y les cuenten a los de-
mas con sus propias palabras toda.la situaci6n.

EI profesor s610 intervierie con aclaraciones y
orientaciones para que se cOfTlprenda mejor la
situaci6n, la practica comercial y las operacio-
nes necesarias para obtener los resultados per-
tinentes. Es importante en estos casos ej~rcitar'
la estimaci6n aproximada de los resultados y
el c~lculo mental.

EI reparto proporcional directo no requiere ca-
pftulo aparte para ser tratadopues los proble-
mas de este tipo, como equellos de la lIamada
"Regla de Companfa", se pueden resolver me-

diante la aplicaci6n de operadores multiplicati-
vos y el procedimiento que consiste em ballar
uno de los terminos de una proporci6n (cuarta
proporcional), euando seconocen loscitrostres.

Los problemas que se escojan para estetema
deben tener alguna significaci6n practica en la
experiencia del estudiante. Si no se encuentran,
es preferible omitir los tres objetivos.

Los problemas denominadoS de regia de com-
panfa son un buen ejemplo para aplicar los con-
ceptos que se vi en en tratando.

Tres personasse asociaron para
montar un negocio. EI primero
aport6 $5000, el segundo $20000
Y el tercero $30 000. Si el balance
final fue de$110 000, Lcuanto Ie co-
rresponde a cada uno?

La magnitud de·la parte de cada uno debe au-
mentar can la magnitud del aporte de cada uno.
Estan pues directamente correlacionadas. j

Las 'dos magnitudes son adem as directamente
proporcionales.

, Si lIamamos v, y, z las partes, setiene que
(5 000, 'y ), {20 000, y }; {30 000, z } son las parejas
correspondientes a la situaci6n.

Como la relaci6n es de proporcionalldad directa .
se tiene:

EI operador esta dado por la raz6n entre el
~pital final 'y el capital inicial: 1 ~ ~ ~ g g :
entonces, si el capital total .aumeht6 de 55 DO&.
a 110 000, el aporte de cada uno debe aumentar
proporcionalmente, 0 sea, en la misma raz6n,
que en este caso es el doble:

v = 2 x 5 000 y = 2. x 20000

v = 10 DOer ,Y = 40 000

z = 2 x 30000

z= 60000

5000 - 2 x 5000 =
20000 - 2 x 20000 ='
30000- 2 x 30000 =

10000
'40000 +
.60000

110000 .

Ejemplo 2: Una empresa tuvo unaperdida de
$250 000. Los socios eran tres, el
primero habfa aportado $100 000,
el segundo $75 OOOy el tercero
$200 000. L Cuanto dinero recibi6
cada uno despues de hacer el ba-
lance?



Se tieneri las parejas: (100000, v ), (75000, y ),

(200 000, z ). Repartamos lasperdidas proporcio-
nalmente al capital aportado:

_v _ '= --.l.-- = _z _ = 250000 = ~
100000 75000 200000 375000, 3

v = 2 x· ~ooooo =; 66.666.66

, AI primero Ie correspohdi6 absorber una per-
dida de esa cantidad, y por 10 tanto recibi6:
$100.000 - $66666.66 = $33333.34

'\(
= -l.. ; entonces 3 y = 2 x 75000

3

EI segundo recibi6: $75000 - $50000
$25000

z = -l.. ; entonces ~z = 2 x 200000
200000 3

Los operadores multiplicativos son funciones
lineales y como tales sus representClciones son
graticas lineales que pasan por el origen. Las
parejas de valores deestas funcionesson de fa
forma (a . r X a ) 0 (a . d a ) ), donde rx 0 r( ) es el
operador multiplicativo 0 raz6n 0 coeficiente de

.proporcionalidad bajo el cual a se transforma
en rX a . Q - rX a . .

Cuando se conoce una pareja de valores de fa
funci6n es facH hallar la raz6n 0 coeficiente y
por ende otras parejas que se encontraran sobre
la gratica lineal de dicha funci6n.

Existen otras funciones de gratica lineal que no
son funciones lineales. Son aquellas donde la
segunda componente de cada pareja ordenada
es el resultado de aplicar a la primera compo-
nente un operador multiplicativo y adicionara
este resultado un valor constante. Es decir, si
la pareja (a . y ) pertenece al conjun~o de parejas

EI tercer.o .recibi6: $200000 $133333.33
$66666.67. AI sumar las tres partes, se vera que
sobraun centavo. lPuede encontrarse la apro-
ximaci6n en donde se introdujo el error?

Otra forma de resolver el problema es la de
~plicar el operador '+ x a.1capital que aport6

cada uno de los socios. EI resultaQo es 10 que
cada uno pierde, este se Ie resta al capitaly se
obtiene as! 10 que Ie queda ~'cada uno. '.

,
Una tercera manera es fa de encontrar el saldo:
y repartir ese saldo proporcionalmente a'ios
aportes de cada uno segun el procedimiento
del Ejemplo 1.

375000
250000
125000

Los alumnos ·pueden ejercitarse en la formula-
ci6n de problemas en pequeriosgruposf Es un
ejercicio fundamental para el desarrollo del
pensamiento matematico. '-"

La gratica lineal de estas funciones no pasa por
el origen sino que corta al eje vertical en el
punta (0 . k ). Este punto se llama "intercepto"
de la recta con el eje vertical. -

Estas funcipnes no cumplenlas condiciones de
la Iinealidad.

En las funciones de gratica lineal (lineales y no
lineales) se cumple que las diferencias de las
segundas componentes deben ser iguales para
iguales diferencias de las.primeras.

Si las parejas, (x . y ),(x ,. y ,), (X2 . h) estan repre-
sentadas sobre una linea recta y x ,- x = X2- x ,

entoncesy, - y = Y2 - y,. '



Sa puede iniciar la c1ase recordando algun
ejemplo estudiado anteriormente, en el cuallas
magnitudes son directamente proporcionales.

Si se toman como magnitudes la longitud de la
cinta, en metros, y el costo y se sabe que el
precio de un metro es $4, la tabla que se obtiene
podria ser la siguiente:

Long.(m) 1 "2 3 4 5 6 7 8 9 10

Costo($) 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

Entre las parejas (1, 4), (2, 8), (3, 12), etc., la
relaci6n es de proporcionalidad y eloperador
multiplicativo,o raz6n, 0 coeficiente de propor-
cionalidad, es 4.

Utilizando la tabla anterior se reafirmaran las
siguientes conclusiones:

- Si rx 0 r( ) es el operador y (m , cl es una de
las parejas de va"'es tales que c es la imagen
de'm bajo el operador r x, entonces c = r X m.
En efecto:

2 __ 4~,x,_ 8

3 4x

- Todas las parejas de valores se pueden repre-
sentar sobre una linea recta que pasa por el
origen.
Los operadores multiplicativos cumplen las
dos propiedades siguientes: (propiedades de
la 1
•

Con La nota ct6n r x;

rx (p + s ) = rX p + rX s

rx (p X s ) = (rxp )x s = p X (r X s ) ,

Con la notaci6nr( ):
r Ip + s ) = r(p ) + r(s )

r(p x 5) = r(p ) X s =. p x r(s )

Se vera silas conclusiones anteriores pueden
aplicarse a situaciones similares ala siguiente:

EI precio de una carrera de taxi en cierta cLu-
dad, se calcula de acuerdo con la siguiente
tarifa: $12 el arranque 0 banderazo y $1 por
cada 10 metros (m ) de recorrido. Se caicula el
costo de algunos recorridos, se con,signan en
una tabla y luego se analizan las relaciones
entre esos datos:

10 -
20,-

100 -
200 -
500 -

1000 -

1;' 13
2 = 14

10 = 2Z
20 == 32·
50 = 62

100 - 112

12 +
12 +
12 +
12 +
12 +
12 +inealidad). -

I

Recorrido (m) 10 20 30 40 50 100 150 200 250 300 500

,

Costo ($) 13 14 J5 16 17 22 ' 27 32 37 42 62

Las magnitudes estan directamerite correlacio-
nadas.

La raz6n del costa al recorrido no es la misma
en todos 105 casas:

13 - 1 3' 14 - 07' 15 - 05' 16 - 04 . e' t1"0- : . 20 - ._. 30 - . . 40 - . . COo. Y

-1.3 -4=' 0.7 -4= 0.5 -4= 0.4

No existe un operador multiplicativo que apli-
cado al antecedente de como resultado el con-

secuente. La relaci6n entre las parejas (10, 13),
(20,14), (30, 15), (40,16), etc., no as de propor~
cionalidad directa.

Se hace la representaci6n grafica.

En la representaci6n grafica que aparece en la
pagina siguiente podra utilizarse par? hallar. el
costa de otros recorridos que no estan conslg-
nados en la tabla. . .

Se discutira si en este caso se cumplen la~ dos
propiedades de la linealidad.
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En la tabla se ve que:

por un recorrido de 500 m se pagan $62
por un recorrido de 1 000 m se pagan $112
porun recorrido de 1 500 m, se pagan $162

Pero aunque 1 000 m es el doble de 500 m, $112
no es el doble de $62,0 aunque 1 500 m es el
triple de 500 m, $162 no es el triple de $62.

EI profesor hara notar que Jas diferencias de
precio son las mismas para las mismas distan-
cias:

De 500 a 1 000 m la distancia es de 500 m y la
diferencia de precio es de $50: $112 -$6i= $50.

De 1 000 a 1 500 m la distancia es de 500 m V

la diferencia de precio es de $50: $162 - $112
=.$50. '

Pero de' 0 a 500 m la diferencia parece ser de"
$62. Como el valor iJiil::ial es de $12, pues la
recta no pasa por el origen, :Ia diferenciaen

- realidad as $62 :...-$12 = $50.

Las- diferencies constantes indican que lafun-
cion tiene gratica lineal. '

Se ve pues queen el ,ejemp/o anterior no se
cumplen las propiedades de la linealidad V , sin-
embargo, las parejas de valores de las n;'Iagni-
tudes se encuentran sobre una linea recta. Ob-
servese que esta linea recta no pasa por el o~i-
gen,{O,O). '

En este caso se tiene un valor constante, $12,
quedeoe adicionarse al resultadode multiplicar
por $0.1 0 (diez cent~vos) el numero de metros.

10 m - 0.10 x 10 + 12 = 1 + 12 13
50 m - 0.10 x 50 + 12 = 5 + 12 17

Si lIamamos i el valor constante del banderazo
inicial, d el recorrido VC el' bosto, podemos es~
cribir la igualdad siguiente:

Enlos ejercicios anteriores las' igualdades eran
de la forma: .-

p = 4 1 (2 )

d = 1 .4 1

(Cual es la diferencia entre las expresiones (1)
V (2)?

La presencia es la constante ( i)

Ef profesor propondra otros ejemplos de funcio-
nes de gratica lineal pero que no sean lineales
porque la gratica no pasa por el oi'igen. Despues
de varios ejercicios se vera que para trazar la
linea recta que contiene los puntos es suficiente
senalar el punto(O, i) sobre el eje vertical V otro
punto cualq'uiera(a, b ). Se verificara que la repr~-
sentacion, de cualquier 'pareja de numeros 0
magnitudes se encuenva sobreesa recta. EI
punto (O,i) se llama "intercepto" de la recta con
el eje vertical (A veces el valor isolo, no elpunto
(0, i), se llama tambien "intercepto").

Puede resultar int-eresante presentar un ejerci-
cio doride intervienen magnitudes directa-
mente correlacionadas V cuva representaci6n
gratica es diferente de las anteriores.



En una imprenta cobran $1500 par imprimir mayores tienen la sfguiente tabla:
1 000 ejemplares de un volante. Para cantidades

1000 $1500

2000
,

$2500

3000 $3300

4000 $4000

5000 $4500

EI numero d~ ejemplares y el precio total son
magnitudes directamente correLacioriadas,
pues el precio aumenta a medida que aumenta
el numero de ejemplares. Pero no hay una raz6n
comun: 1000 salen a $1.50 c/u; 4000 salen a
$1.00 c/u y 5000 a $0.90 c/u. Si se trazan los
puntos de la grafica, se ob,serva que no estim
sobre una recta, como sepuede comprobar con
una regia. Esta es, pues, una funci6n que no es
lineal y ni siquiera tiene gratica lineal.

Ejercicio 1: Las parejas (4, 7), (12, y), (14, z ) es-
.tan representadas sobre una linea
r.ecta que pasa por el origen.lCua'l
es el valor de y, y de z?

Con base en los datos iniciales (4, 7), se puede
pensar.que existe un ciertooperador, un am-
pliador, que al 4 I~ transforma en 7,al 12 en y.
y al 14 en z, Es decir:. '

Este operador es la raz6n del 7 al 4, p sea,
7:4= 1.75

- - - - - - - - - -- -1
4000 ----- - -- --1 I

I
I I

- - -- - - -1 I

I3000 I I

- - - - - -f I I
I I I

2000 I I I, I
---. I I I 'I'I. J

1000 I I
I I I

I I I I r
I I I I

1000 2000 3000 4000 5000

imagen de 2 sera la mitad de la imagen de 4;
o sea,'] : 2 = 3.5. Luego la imagen de 14 sera
igual a la imagen de 12 adi<::ionada con la ima-
gen de 2, 0 sea, 21 + 3.5 = 24.5.

Como dos puntos son suficientes para trazar
una recta y se sabe que esta pasa por el origen
(0, 0), basta hallar la representaci6n de la pareja
(4,7) y unir este punto con el prigen. Para encon-
trar el valor de y y el de Z ,' sobre el eje verticat
se trazan porlos puntos senalados con 12Y14
en el eje horizontal, dos rectas paralelas al eje
vertical. Estas paralelas cortaran a la recta dia-
gonal en dos puntos. Por estos puntos se trazan
paralelas al eje horizontalqtJecortrin al eje
vertical en 105 dos puntosque representan 105

valores pedidos. .

24'5~_

21
20

10
I

7 -- . I
(4,7). I

I I. I
I

I I
I

I

(0,0) 4 10 12 14 ·20

Ejemplo 2: Lasparejas (1!.18), (2, y ), (3,34), (4, ;d.
estan representadas sobre una li-
nea ~ecta que no pasa par el origen,
lCual es el valor de y, y de z?



Primer procedimiento (procedimiento gratico).

Comodos puntos son suficientes para trazar la
recta, se halla la representacion gratica de·
(1, 18) Y (3, 34), se traza la recta y luego se trazan
por los puntos senalados con 2 y 4 sobre el
eje horizontal paralelas al eje vertical. Los puh-
tos de corte de estas paralelas con fa recta son
la representacion graticB' de (2, y ) y (4, z ). EI valor

,de z y el de y se encuentran sobre el eje vertical.
'. Bastara trazar las paralelas al eje horizontal que

pasan por los puntos de corte hallados anterior-
. mente. ,

Como las parejas estan representadas .sobre
una linea recta, las diferencias .de las seguhdas
componentes deben ser iguales, para iguales
diferencias de las primeras. Entonces, la dife-
rencia d que haY,de 34 a y , 0 sea d = 34 :- y ,

debe ser la misma que la de y a 18. Sumando
diferencias para ·eliminar la y. nos da:

d + d = (34 - y ) + (y + 18) = 34 + (y -y ) - 18
'= 34 + 0 - 18 = 34 - 18 = 16

id = 16 d = 8 Par 10 tanto:
y = 18 + 8 = 26; z = 34 + 8 = 42 ..

C O N T E N I,O O S BASICOS _

Decimos que dos magnitudes en unaJOitua-
cion concreta estan en correlaCion inversa (0
estan inversamente correlaCionadas) cuando
al aumentar una de elias, la otra disminuye,
y viceversa. Si ademas el producto de las me-
didas de las dos magnitudes en cada caso
permanece constante, se dice que las dos·
magnitudes ~stan en proporcion inversa (0
son inversamente proporcionales).

Es decir que para que dos magnitudes sean
inversamente proporcionaJes deben cum-
plirse dos condiciones: primera, las magnitu-
des deben estar inversamente correlaciona-
das y segunda, el producto de sus medidas
debe ser con~tahte.

La proporcionalidad inversa tambilm puede
representarse mediante una proporcion.
Vear-noslo:

son inversamente proporcionalessoh A y B .

Cuando Japrimera magnitud toma el valor A,
.Ia segunda toma el valor B , y cuando la pri-
mera toma el valor A 2 > la segunda toma el
valor Bz. Por ser magnitudes inversamente
proporCionales, el producto es siempre igual;
fuego A , x B ] = A z X B z

Apartir de esta expresion se pueden obtener
las siguientes proporciones:

Para obtener por ejemplo la proporcion:

AA' = BB2 a partir de la proporcion directa ~ = ~'
2 ' , . .f\2 2

se ha invertido la razon ~. Asi que para formar

proporciones con los vafores de dos magnitu-
des inversamente proporcionales se invierte
una de las razohes, a partir de la, proporcion
dirscta correspondiente ..



A partir del analisis de varias situaciones que
encierren magnitudes inversamente correlacio-
nadas e inversamente proporcionales se puede
hacer el analisis correspondiente para diferen-
ciar estosdos tipos de magnitudes.

Algunos ejemplos pueden ser los siguientes: '
, I,

. 1. L

y su temperatura promedia.

2. EI numero de obreros que hacen una obra y
el numero de horas diarias que trabajan.

Supongamos que a partir de una situaci6n con-
creta se han elaborado las siguientes tablas
para los ejemplos a'nteriores:

a altura de algunas ciYdades colornbianas
.

~Itura

..

Temperat.Ciudad No. ~e Obreros No. horas diarias

!

Cartagena
'./

3 27° 218
.

Cali 987 23° 12 3

; lYIedellin 1486 ~OO 9 ,/ 4
,

, Manizales 2216 17° 6 6

Pasto 2527 15° 4 9 •

- En los dos casos, al aumentar el valor d,euna
.de las 'magnitudes, el respective valor de la
otra magnitud disminuye y viceversa; por 10
tanto, en los dos casos tienen dos magnitudes
inversamente correlacionadas.

EI producto de las dos medidas enel primer
caso no es constante; en el segundo caso
este producto es constante. En el segundo
caso se dice que las dos magnitudes son in-

.versal11ente proporcionales.

Asi, el numero de obreros que hacen una obra
y el tiempo que emplean en hacerla son dos

• magnitudes inversamente proporcionales.

AI resolver problemas en los que intervengan
estas magnitudes pue,den seguirse caminos -
diferentes que conduzcan a la formaci6n de
la proporci6n correspondiente, como se ex-
puso enlos contenidos basicos. .

EI ejercicio de fOrmular problemas ayuda a
que losalumnos aclaren los conceptos y ala
vez es un indicador para que el maestro deter-
mine que tanto se logr6 el aprendizaje.

Para la resoluci6n de problemas donde intervie-
nen mas de dos magnitudes (problemas de re-
gia de tres compuesta) se recomienda el me-
todo propuesto en el anexo 2, basado en la apli-
caci6n de operadores fraccionarios.
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En esta unidad setrabajan algunos temas rela-
cionados con las razones y proporciones. Mu-
chos de los conceptos aquftratados se manejan
en el quehacer diario, por tanto el buscar ejem-
plos sencillos relacionados con las experiencias
del alumno sirve de base para iniciar el ,estudio

de la proporcionalidad. Las actividades desarro-
lIadas busean reforzar algunos cono'cimientos
que los ah,Jmnos ya han adquirido e iniciarlos

. en' temas de tanta qplicacion en su vida practica
como son: el porcentaje, el interes, etc. '

- Iniciar el estudio de las razones y delas pro-
porciones ..

- Analizar problemas que requieran el manejo
de las proporciones.

- Resolver problemas cuya solucion requiere
el uso de proprociones.

AI efectuar la division entre dos numeros natu-
rales di.stintos d.e. cero se Ob.tiene.~}In cociente
que a veces resulta ser tam bien un' numero na-
tural. Sinembargo, hay diferentes formasde ob-

. tener un mismo cociente; 0 sea,sepueden efec-
tuar divisiones entre distintas parejas de nume-
ros naturales de tal forma que el cociente siem-
pre sea el mismo. Asf por ejemplo, el cociente
dos se puede obtener, entre muchas maneras,
efectuando las siguientes divisiones: .

8 10 16 78-,-,-,-, ...
4 5 8 39

8 -:- 4 , 10 -:- 5 , 16 -:- 8 , 78 -:- 39 , '"

8 : 4 , 10 : 5 , 16 : 8 , 78 : 39 , ."

Estas expresiones se lIaman divisibnes indica-
das entre numeros naturales. Tambien se Ila-
man razones de numeros naturales. Estas ex-
presiones representan ciertos operadores (am-
pliadores, reductores, etc.), que tambien se lIa-
man razones.

Para la razon que hay del 8 al 4 utilizamos la
I expresi6n "8:4", que leemos: "Ia raz6n de 8 a

110

4". Esta razon debe ser considerada activa 0

dinamicamente, como cierto operador que nos
produce el8 al aplicarlo al 4; en este caso, el
doble. Para esa misma razon, 0 sea el doble,
podemos tambien utilizar la ex presion : ,por-

que'sabemos que da 2 si se efectua la division
de 8 entre 4. Podemos apreciar que el 8 esta en
cierta relacion con el 4 sin efectuar la division
(8es el dobla de 4), 0 pensar en el operador
que produce el 8 al aplicarlo al4 (el doble). Este
operador es la razon del 8 al 4.

Todasestas razones como divisiones indicadas
dan como resultado un mismo cociente:el dos;
o 10 que es 10 rnismo, representan la misma
razon cO,mo operador que lIamamos "Ia razon
doble". ••

La razon como operador es un concepto que
puede estar representado par distintas razones
como divisiones indicadas. Las divisiones indi-
cadas son P}dessfmbolos de un operador.

En el lenguaje usual es frecuerite emplear la
palabra raz6n en forma ambigua, tanto para
designar la division indicada como para desig-
nar al cociente de esta divisioh como operador
(ampliador, reductor, etc.). '

Sinembargo, asf como son diferentes la fraccion
y el operador fraccionario como concepto, son
tam bien diferentes la razon como division indi-
cada y la raz6n misma como concepto.



EI primer elemento 0 dividendo de una division
'indicada que representa una razon, se suele lIa-
mar "antecedente", y el segundo elemento 0

'divisor, "consecuente".,

Por 10 tanto todo nu"';'ero fraccionario es una
razon, pero mas tarde veremos que no toda
razon es un numero fraccionario.

Una razon como concepto no tiene antecedente
ni consecuente. Pero cualquier division indi-
cada que la represente s i tiene antecedente y
consecuente ..(Compare con los fraccionarios: un
operador fraccionario como concepto no tiene
numerador ni denominador, pero cualquier
fraccion que 10 represente s i tiene numerador
y denominador).

Observemos que la razon doble, que se da en
el caso de 8 y 4, se puede dar entre dos longi-
tudes, dos areas, etc., aunque no esten todavia
expresadas con numeros. Vemos por ejemplo
que hay cierta razon del largo L al ancho A de
esta hoja de papel; esa razon no es la misma
razon doble, yaque L es un pocomenos del
doble de A . Podemos recortar el borde derecho
de la hoja hasta que el largo L sea el doble del
ancho A, y podemos escribir: "LA:' 0 "~ " y
leer: "Ia razon del largo at ancho de la hoja",
aunque no sepamos si es exactamente el dobte
o no. "LA " representa el operador que produce
L cuando seaplica a A .

Por 10 tanto, toda razon como division indicada
entre numeros naturales representa una razon
como operador. P~ro puede haber razones en-
tre longitudes, areas, volumenes, duraciones,
etc., aunque.no 8sten expresadas por numeros
naturales. (En grados posteriores se introducira
el nombre para designar los operadores 0 los
cocientes que darian estas divisiones indicadas:
los lIamaremos "numeros reales").

Igualdad de divisiones indicadas

Dos divisiones indicadas son iguales cuando
am bas representan la misma raz6n como ope-
rador; en particular, esto es a s i cUi:mdo al efec-
tuarlas, ambas dancomo resultado el mismo

~cociente natural 0 fraccionario decimal.
\

1

lesigual a ~porque ambas
2· 12. .'
representan la mlsma razon
como operador.

En este caso ambas dan como cociente 3.5; no
debe olvidarse que 3.5 essolo otra manera de
escribir ~. Esto nos dice que la razonque hay

10 . .
del 7 al 2 (0 del 42 al 12) es la misma que hay
del 35. al 10. Escribimos: .

"7 _ 35 "
"2 - 10 0"7: 2 = 35 : 10 ".

Para verificar estas igualdades, no hace falta
tratar de efectuar la division. Ya aprendimos
con las fracciones que -+ = -T solamlmte si
a d = be.

En los casos anteriores, para verificar que 1- = ~~.

basta verificar que 7 x. 12 = 84 = 2 x 42.

Para comprobar que: .L = ~'basta comprobar
, 2 10

que 7 x 10=70 = 2 x 35.

No hace falta pues efectuar la division.

Si pensamos en la razon doble, como la que
hay del 8 al 4, podemos tambilln pensar en,la
razon que hay en el otro sentido: la razon mitad,
que es la que hay por ejemplo del 4 al 8.

A esta razon que vaen sentido inverso la lIama-
mos "razon inversa". Asi pues, la razon inversa
de la razon doble es la razon mitad. Es facil
convencerse de que la razon inversa de la razon
tnitad es de nuevo la razon doble.

AI transponer los terminos de la division indi-
cada que representa una razon como operador,
se obtieneuna representacion para el operador
inverso.

Si se ihvierte la expresion " 2
8

5 " se obtiene " 285'"

queexpresa el operador inverso del que expre-
sa,ba la primera division indicada. A menos que
sea necesario distinguir la division indicada del
operador, hablaremos en ambos casos de la
razon: la razon 24:75 as la inversa 0 reciproca
de la razon 75:24.

Elcero tiene con cualquier numero mayor que
.al una razon .especial que lIamamos la razon
hula: las expresiones 0:1, 0:2,0:3, etc., repre-
sentan la razon nula, pere en este grade no se
trabajara con razones nulas. De todas maneras
el cero no puede aparecercomo consecuente
en una razon. Para evitar dificultades no utiliza-
remos el cero ni como antecedente ni como
consecuente. '

AI igualar dos divisiones indica~as que repre-
sentan el mismo operador, se tiene una propor-
cion, es decir, una proporcion expresa la igual-



dad de dos divisiones indicadas que represen-
tan el mismo operador. En este sentido pode-
mos hablar de "Ia igualdadde dos razones"'.

ASI por ejemplo lasexpresiones' 2~ y ;~ se
pueden unir por el signa "=" para formar una
proporci6n, porque ambas representan la
misma raz6n como operador. Se puedeverificar
que el cociente que se obtiene en ambos' casos
es el mismo: 3.125, 0 mejoraun, verificar qIJe
25 x 24 = 8 x 75, La proporci6n se forma pues
con expresiones que representan la misma ra-
z6n como operador:

25 _ 75
8-24"

Esta proporcion significa que la razon de 25 a'
8 es igual a la raz6n de 75 a 24, y se puede leer
tambiem: "25 es a 8 como 75 es a 24".

Esto se puede escribir tambien aSI: "25 : 8 ::
75: 24", leyendo lo,s dospuntos (:) lies a" y los
cuatro puntos (::) "como".

Cuando se escribe ~ = .15 6 25:8 = 75:24 el
. 8 24

signa "= " esta bien utilizado, porque ambas ex-
presi'ones representan la misma raz6n como ope-
rador. Toda proporcion es una igualdad, pera no
toda igualdad es una proporcion.

\

Por ejemplo: la igualdad "2 + 1 = 3" no es
una proporcion. La;igualdad " := 2" tampo-
co. Pero la igualdad !'+ = 4-" Sl es una propor-
cion, porque iguala dos divisiones indicadas
que representan la misma razon como opera-
dor.

Si los operadores son diferentes, no se puede
, f?~mar cpn sus representaciones una propor-

Cion.' ,

Como se puede observar, en una proporcion escrita
"~ = .12.." 6 25:8 = 75:24 sepueden identificar
dcfs mi~1nbros, el izquierdo y el derecho, (o/el
primero y el segundo), y cuatro terminos que
son:

EI antecedente del miembro izql:'i~~do (0 sea el
antecedente del primer miembro)., '

EI consecuente del miembro izquierdo.

EI antecedente del miembro derecho (0 sea el
antecedente del segundo miembro).'

EI consecuente del miembro derecho.

Por la forma como aparecen en la escritura ;
"25:8 = 75:24", se denominan "medios" de la
proporcion al 8 y al 75, 0 sea al consecuente
del primer miembro y al antecedente,del segun-
do. Se denominan "extremos" de la proporci6n
al 25 y al 24, 0 sea al antecedente 'del primer
miembro y al consecuente del segundo. Si re-
presentamos los extremos por E y los medios
por M se tiene:

.
~. =.2?. 0' 25 . 8 '.. 75 . 248 " 24 .,..,

los medios son 8 y 75y los extremos son 25y 24.

P ro p ie d a d fu n d am en ta l d e la s p ro p o rc io n e s

Las proporciones cumplen con ciertas propie-
dades. Una de ellas proviene de la tecnica que
aprendimos para verificar la .igualdad de frac-
ciones:

'En toda proporci6n el producto de los medios
es igual al producto de los extremos. Por ejem-
plo, observemos la proporci6n: '

...l.fL=..6..o'16·24··6·9
24~, ", ••.

Se cumple que: 24 x 6 = 16 x 9
'"--I '"--I
medios extremos

Esta' es la propiedad mas util para reconocer si
dos divisiones' indicadas forman una propor-
cion 0 no, y tienela ventaja de que no exige
efectuar divisiones.

Por ejemplo, si decimos que el largo L de esta
hoja es el ancho A , como 2 es a 1, podemos
escribir:

Y esto se cum pie si 1 x L = 2 x A, 0 seasi el
largo es dos veces el ancho. Esto se puede com-
probar (0 refutar) sin tener que dividir el largo
por el ancho. En una hoja de carta se suele
cumplir la proporcion:

L ~ 14
-:;;:-1T

Esto se puedecomprobar verificando que
i1 x L = 14 x A, 0 sea con 25 hojas de carta
"CoJocadas aSI: 11 a 10 largo y 14 a 10 ancho.
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Esto muestra la utilidad de las 'razones y las
proporciones para los oficios, la tecnica y la
ciencia, pues se pueden establecerrazones en-
tre magnitudes sin necesidad de saber que es
dividir una magnitud por otra.

En los trabajos tecnicos y cientificos observa-
mos con frecuencia que una magnitud depende
de otra (0 de otras). Por ejemplo, el area de un
patio cuadrado depende de la longitud dellado;
la duraci6n de una caminata depende de ladis-,
tancia recorrida(y de la velocidad de marchal,
etc.

- Decimos que dos magnitudes que en una si-
tuaci6n concreta dependen una de otra, estan
en correlaciqn dinrcta, (0 que estan directa-
mente correlacionadas) cuando al aumentar
una de ellas aumenta tambien la otra, 0 al
disminuir una de elias, disminuye la otra.

Por ejemplo, el' area del patio cuadrado esta
directamente co'rrelacionada con la longitud
dellado, y la duraci6n del recorrido a pie'esta
directamente correlacionada con la distancia
recorrida (si se mantiene una velocidad cons-
tante). '

- Decimos que en una situaci6n especifica dos
. magnitudes estan en p ro p o rc i6 n d ire c ta (0

que son directamente proporcionales), si ade-
mas de estar directamente correlacionadas,
la raz6nentre las medidas simultaneas de la s

dos magnitudes es siempre la misma (0 sea
cuando el cociente entre las medidas de las
dos magnitudes en cada caso es constante).

Por ejemplo, et area de un patio cuadrado no
esta en proporci6n directa (0 no es directa-
mente proporcional) a la longitud del lado,
pues .un patio de 10m de lade tiene un area
de 100 m2 y uno de 20 m tiene un area de
400 m2

, pero la razen de 100 a 10 no es la
misma que la de 400 a 20:

100 01= 400

'0 , 20

Comprobandq:

10 x 400 =,400001= 100 x 20 ='2000

En cambio si se camina a 5 Km por hora, la
duracien del paseo es directamente propor-
cional a Is distancia recorrida, pues si se ca-
minan 10 Km, el paseo dura 2 h; si se caminan

. 20 Km, dura 4 h, etc. y ~o= ~o.

Para que dos magnitudes A y B sean ,directa-
mente proporcionales deben pues cumplir dos
condiciones:

- :Primera, debenestar directamente correla-
cionadas; es decir: Si A aumenta" B au menta.
o si A disiTIinuye, B disminuye.

- Segunda, la razen entre las medidas de be ser
la misma, es decir: '

A, _ A2S;-s-;
, A , _ B ,
o ---

A 2 B 2

en donde A , y 'B , son las medidas de A y B

en el momento 1, yA 2,B 2e n el moment02.

La representacien grafica de dos magnitu-
des directame'nte proporcionales se puede



h.acer empleando dos ejes perpendiculares
. entre sf, y representando sobre cada uno de

los ejes una de las magnitudes. AI unir los
puntos del.plano que corresponden alas pa-
rejas de valores, donde la primeracompo-
nente es el valor de la magnhudrepresentada
en el eje horizontal yla segunda componente
es el valor de la magnitud representada en
eleje vertical, se debe obtener una recta que
pasepor la interseccion de los ejes.Las an-
teriores pueden ser graticas de magnitudes
directamente proporcionales. Se han d~sig-
nado las magnitudes con las letras A y B en
cada unodeJos casos.

Se dice que B es directamente proporcional
a A , 0 tam bien que B esta relacionada Iineal-

. mente con A , tal vez porque la gratica de la
relacion de A a B es una linea. Tambien se
puededecir q u e B es una fUrlcion lineal d e A .

Decimos que dos magnitudes en una situ a-
cion concreta e s tfm en correlacion inversa (0
estan inversamente correlacionadasl cuando
alaumentaruna de elias, la otra disminuye,
y viceversa.

Decimos que en una situacion especffica las
magnitudes estan en proporcion inversa (0
son inversamente proporcionalesl cuando
estan inversamente correlacionadas, y ade-
mas el producto de las medidas de las dos
magnitudes en cada caso permanece cons-
tante.

Para que dos magnitudes sean inversamente
proporcionales deben puescum'plirse dos con-
diciones: primera, lasmagnitudes debenestar
inversamente correlacionadas; y segunda, el
producto de sus medidas debeser constante.

Las proporciones sirven para representar
magnitudes directamente proporcionales y
magnitudes inversamente.proporcionales.

Sin embargo, la forma de obtener la propor-
cion es. diferente; supongase que las dos.
magnitudes directamente proporcionales
son A y B .

Cuando la primera magnitud toma el valor
A" la segunda toma el valor B, Y cuando la
primera toma eJvalor A2 la segunda toma .el
valor B 2• POr ser magnitudes directamente
proporcionales,el cociente siempre es igual,
luego la proporcion sera: .

Supongase que las dos magnitudes que son
inversamente proporcionales son C Y I) .

Cuando la primera tomael valor C" la se-
gunda toma el valor D , y cuando la pr'imera
toma el valor C 2, la segunda toma el valor
D 2• Por ser dos magnitudes inversamente
proporcionales, el producto es siempre igual;
luego C, x D , = C2 X D 2•

Esta expresion se puede convertir en cual-
quiera de lassiguientes proporciones:

l'Joteseque para obtener la proporcion '~~= ~;
a partir de la proporcion directa .S- El.. se

C2 D 2

ha invertido la razori ~'
. , 2

Por esto C y D se lIaman inversamente pro-
porcionales. .

Si se comparan las proporciones que se ob-
tuvieron en ambos casos, se podra concluir
que si bien las proporciones sirven para re-
presentar magnitudes directamEmte propor~
cionales y magnitudes inversamente propor-
cionales, la forma de obtener la proporcion
en cada caso es dife~ente.

Un tipo especial de razon, como divisionindi-
cada, es la que tiene como segunQo termino
el cien, ejemplo:

_3-03: 100
100

~o 25: 100;
100

Estas se lIaman "razones porcentuales" 0 "por-
centajes'" puesrepresentan a traves de su mis-
ma expresion cuantas partes de una magnitud
hay que tomar por cada cien partes en que se
divide esa magnitud si se quiere tener la razon
asf expresada. Por eJ'emplo, _3_ se puede

'. . 100

leer "tres por ciento"; y si se quiere obtener el
tres por ciento de la longitud de un metro, basta
tomar tres centfmetros, 0 sea, tres de las cien
partes iguales en las que se dividio esa longitud.

. Si se quiere una hoja de papel que tenga la
mitad del area de esta, se puede dedr tambien
que esa hoja de papeldebe tener el 50 por ciento
del area de esta: si se dividiera esta hoja de
papel en 100 partes de igual area, sa tendrian
que tomar 50 de ellas para c:ubrir una hoja de
papel de la mitad del area de esta.

Si se quiere la cuarta parte de un Iitro de Isehe,
se puede decir tambien que se necesita el 25



por ciento de ese volumen, etc. Si se observan
las proporciones:

Se puede ver que el50 por ciento es equivalente
a la' mitad; el 25 por ciento a ~a cuarta parte, V
el 10 por ciento a la decima parte. En general,
se puede tomar cualquier raz6n porcentual 0

porcentaje desde el uno por cientQ hasta el no-
venta V nueve por ciento para especificar canti-
dades menores que el total.

A veces se usa decir "ei ciento por ciento" para
el total, "el doscientos por ciento" para el doble
del total, etc; ,

EI empleo del porcentaje es de gran utilidad en
el desarrollo de ci.ertas actividades. Cuandb se
halla el porcentaje de una determinad'3 magni-
tud, se esta aplicando un operador fraccionario
que puede expresarse con una fracci6n de de-
hominador,cien.

Asi por ejemplo, si se desea hallar el 26 por
ciento de 500 pes9s, se aplica el operador
representado por la fracci6n ..1§.... a la magnitud,

• 100.
aSI:

~ X (500 pesos) _ 26 x 500 pesos
100 100

= 13000 pesos = 130 pesos
100

EI simbolo "%" es empleado para representar
la expresi6n "el. .. por ciento". Por ejemplo, "el

. 20 por ciento" se simboliza asi: "20%".

EI simbolo "%" SEl utiliza para abreviarla expre-
si6n "el ... por ciento". Inicialmente esta expre-
si6n se abrevi6 asi: "cto". Posteriormente se
lIeg6 al simbol,! "%".

Uno delos campos en que es util el empleo del
porcentaje es el campo econ6mico.Las comi-
siones por compra-venta,los descuentos V re-
bajas, etc., suel~n expresarse por medio de por-
centajes. Hav que distinguir entre los.porcenta-
jes, V los porcentajes por unidad de duraci6n,
o tasas porcentuales.

Si sa dice por 'ejemplo que la poblaci6n de Co-
lombia aumenta al 3% anual, se da una tasa
porcentual de aumento de poblaci6n. Si se dice
que de 1970 a 1980 la poblaci6n aument6 en

un 50% se da un aumento porcentual.Si la pp-
blaci6n era de 20 millones en 1970, vaument6 .
el 50%, en 1980 habia 30·millones. La diferencia
de10 millones es el aumento global 0 total. 51
disminuve la tasa de au mento, eso no quiere
decir que disminuva la poblaci6n, ni tampoco
que disminuva el aumento total; por ejemplo:
si el aumento porcentual de 1980 a 1990 baja
aI40%, el aumento real sube de 10 millones de
1970 a 1980, a 12 millones de 1980 a 1990, pues
el 50% de 20 millones es 10 millones, pero el
40% de 3~ millones es 12 millones. .

Este tipo de analisis sobre auniento del costo
de la. vida,' del salario minimo, etc., permiten
enseriar muchas habilidades matematicas a
partir de situaciones muv reales e interesantes.

Asi por ejemplo, cuando se hace un prestamo
de dinero, el que recibe eldinero 0 capital paga
cierto predo para poderlo utilizar. EI precio
suele ser,un porcentaje del capital porunidad
de tiempo 0 duraci6n del prestamo. Por ejem-
plo: si una persona solicita un prestamo de
10000 pesos por un ario V se los prestan al 24%,
anual debe pagar por usar,ese dinero durante
el ario 2400 pesos.

.En el lenguaje usual se emplea en ocasiones la
palabra "interes" en forma ambigua I?arades!g-
nar el operador val resultado de aplrcarlo; Sln-
embargo, se deben diferenciar. EI operad?r
que se aplica al capital paracalcular elpreclo
por usar ese dinero durante una unidad de du-.
raci6nse llama "tasa de interes"; por ejemplo,
el 24% anual es una tasa de interes. EI resultado
de aplicar la tasa de interes alcapital se deno-
mina "Ios intereses", parael ejemplo 2400 pe-
sos son los intereses del capital de 10 000 pesos
en el ario durante el cual estuvo en prestamo.
"Interes" puede pues significar a veces '~Iatasa
de interes':'. va veces "Ios intereses". Las tasas
de interes siempre se refieren a un periodo de
tiempo determinado, empleando expresiones
como el 18% anual, el 2% mensual, oel 7%
trimestral, etc.

La lev estipula ciertas tasas de interes como las
legales. Las tasas de interes legales sU.ben 0

bajan el predominio de ciertos grupos de Indu~-
triales, comerciantes V financistas en el maneJo
de la economia. Los que cobran tasas de interes
mavores que las legales se lIaman "usurer.os".
La usura es un delito, aunq~e por la nec~sldad
de dinero para emergencias pocas personas se .
atreven a denunciar a los usureros.
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Para solucionar problemas sobre regia de tres
o simple, debemos tener en cuenta 105 siguientes
aspectos:

1. Verificar si. existe unacorrelacion directa 0

inyersa.

2. En el primer caso, 0 sea, de correlacion direc-
ta,establecer si tambien existe una propor-
cionalidad directa, 10 que se puede lograr
cQn un analisis del problema por tablas' 0

graticas, 0 encontrandola respectiva cons-
o tante de proporcionalidad.

A veces solamentese supone que dentro de,
105 Ifmites del problema, se puede usar la
proporcionalidad directa para encontrar una
solucion aproximada. Este metodo ha resul-
tado muy fecundo en las aplicaciones de la
matematica y aun Emla investigacion dela
matematica abstracta; sellama metoda de
aproximacion lineal. En cierto sentido la de- 0

fivaqa de unafunci6n en un puntoxo' es sim-.
plementela mejor aproximacion lineal a la
funcion en la vecindad del punta Xo'

3. En elsegundocaso, 0 sea, de correlacion
inversa, establecer si tambien existe una pro-
porcionalidad inversa, 10 que se puede lograr
con un analisis del problema por tablas 0

graticas, 0 encontrando la respectiva cons-
tante de proporcionalidad.

4. Hacer primero una estimacion aproximada
de 10 que puede ser la solucion 0 resultado
del problema.

5. En 105 problemas acerca de la regia de tres
simple, para 105 que debemos obtener un
operador que reduzca 0 acorte una magni-
tud, utilizalllos las fracciones propias que
son de la .forma 1- ' donde a < b , b = 1 =O.
Este operador es una constante de propor-
cionalidad sin dimension.

6. En 105 problemas acerca de la regia de tres
simple, para 105 que debemos obten.er un
operador que alargue 0 amplfe una magni-
tud, utilizamos las fracciones impropias que
son de la forma 1- ' d o n d e a > b , b = 1 =O. Este
operador es una constante de proporcionali-
dad sin dimension.

7. En 105problemas acerca de la regia deti-es
simple, para 10 que utilizamos metodo de
"reduccion a la unidad",'o sea, la busqueda
de la constante de proporcionalidad k , dado
y = k. X ,e n general la constante K si tiene
dimensiones ffsicas, pues transforma la
magnitud correspondiente a la x en la mag-
nitud desccfnocida correspondiente a la y. La
constante k es una fraccion que amplia 0

achica,Pero con dimension.

Regia de tres compuesta

Ejemplo 1: Cuatro hombres han construido 40
metros de una pared en 24 dfas'.,Cuan-
tos metros de la misma obraharan 6
hombres en 18 dfas, con la misma rapi-
dez y habilidades? -

Analicemosel problema de la sigiente
manera:

-~oz::-40 ~-- 24

18

a. Si 4 obreros hacen 40 metros de la obra, 6
obreros haran mas metros de la misma obra,
luego debemos conseguirnos un operador
qu~ agrande 18 magnitud 40 metros; este
operador es la fraccion impropia -%-' asf:

: (40 metros)

b. Si se hacen 40 metros de la obra en 24
dfas, logicamente en 18 dfas se haran
menos metros, luego debemos conseguirnos
un operador que achique 0 acorte la magnitud
40 metros; este operador esla fraccion
propia J! ., asf:' ,

24

~ (40 metros)
24 -

En (a) y (b) podemos obsefVar que t y ~~
son operadores que estan aplicados a la misma
magnitud 40 metros, luego ahora basta con apli-
car sucesivamente 105 dos operadores it dicha
magnitud de la siguiente manera: '



!.(.J! 140metros) ) = ..! X l! X 40 metros
4 24 4 24 '

6 x 18 x 40 metros =
4x 24

Luego 6 hombres en 18 dlas. haran 45 metros
de la misma obra. '

Una eonvivencia de 60 alumnos
dispone de provisiones para ali-
mentarse durante 8 dlas tomando
4 eomidas diarias .. lPara- euantos
dlas aleanzaran diehas provisiones
si se aumenta en 20 el numero de
alumnos y se redueen a 2 las eomi-
das diarias?

analieemos' el problema de la si-
guiente manera:

Alum'nos dlas eomidas po~ dla

60 8 ~

80 ? 2"
.,( ..~

a. 5i 60. alumnos disponen de provi-
siones para 8dlas, 80 alumnosdispondran
de provisiones para menos dlas, luego debe-
mos eonseguirnos un operador que aehi<:jue '
o aeorte la magnitud 8 c;Has; este operador
es la fraeei6n propia .§Q., asl:

, 80

: (8 dlas )

b. 5i tomando 4 eomidas por dla se tienen pro-
visiones para 8 dlas, tomando dos eomidas
por dla se tendra.'n provisiones para mas de
8 dlas, luego debemos eonseguirnos un ope-
rador que agrande la magnitud 8 dfas; este
operador es la fraeei6n impropia 4- ' a~l:

~, (8 dlas )

En (a) y (b) podemos observar que .§Q. y ~
, d 'I' d 80 12

son opera ores que estan ap lea os a . a
misma magnitud 8 dlas, luego ahora basta
con apliear sUcElsivamente los dos operado-
res a dieha magnitud de la sigu~ente manera:'

~ (~(8dias)) = ..§Q. x ~ x 8 dfas =
80 2 " 80 2,

Luego las provisiones en las ~ondieiones
propuestas aleanzaran para 12 dlas.

Doce hOmbres trabajando 8horas
diarias eonstruyen 24 metros de
una obra en 10 dlas.l Cuantos hom-
bres seran neeesarios si se quieren
eonstruir 20 metros de dieha obra
en 5 dl3s, trabajando 10 horas dia-
rias?"'" , ...

Analieemos el problema en la si-
guiente manera:" ,

24 -'-10

20 -- 5

a. 5i 12 obreros trabajan 8 horas por dla, traba-
jando 10 horas diarias habra menos obreros,
luego debemos eonseguirnos un operador
que aeorte la magnitud 12 obreros, esteope-
rador es la fraeei6n propia ,8

0
, asl:

186 ,( 12 obreros )

b. 5i 12 obreros eonstruyen 24 metros de
.Ia obra, menosobreros sera~ neeesarios
para eonstruir 20 metros, luego debemos· .
eonseguirnos un operador que aeorte la'
rDagnitud 12 obreros; este op_erador es la
fraeei6n propia: ~~, asl:

e. 5i 12 obreros haeen determinado trabajo
en 10 dlas, para haeer ese mismo trabajo en
5 dlas se neeesitan mas de 12 obrems, lue-
go debemos eonseguirnosun openldor que
agrande la magnitud 12 obreros; este ope-
rador es la fraeci6n impropia: 1

5
0, asl:

Observamos que en (a ), (b ) y (e), ,8
0

, ~~, ~

son operadores que estan aplieados a la
misma magnitud 12 obreros, luego ahora
basta con apliear sueesivamente los tres ope-
radores sobre la magnitud 12 obreros de la
siguiente manera:

,..!!-. ( ~ ( ..!Q. (12 ob~eros) ) ) =
10 24 5

8x20xl0x12 obreros = 16 obreros
10 x 24 x 5



Luego para construir 20 metros de 1':fichaobra
en 5 dias trabajando 10 horas diarias, se ne-
cesitan 16 obreros.

E O g e n e ra l

Podemos observar qti~ en los problemas sobre
regia de tres compuesta, en 16squeintervienen
30 mas magnitudes distintas, las solucionesse
pueden establecer mediante la descomposicion
del problema en reglas de tres simples. Basta
contomar la magnitud donde aparece la incog-
nita e irla comparando con cada una de las mag-
nitudes restantes para obtener los operadores
que se aplicaran sucesivamentei af numero de
unidades ya conocido para encontrar el desco-
nocido:

Es de anotar que se haempleado el tercer me-
todo, puesto que siempre vamos a encontrar
un operadot- que transforme cierto numero de
unidades de una 'magnitud en otro numero de
unidades de la misma magnitud, y por 10 tanto
basta aplicarle un operador fraccionario sin di-
mension.

Luego para el caso de la regia de tres compuesta,
es conveniente el tercer metodo, pues solo hay
que tener en 9uenta fa aplicacion sucesiva de
operadores fraccionarios.



U n id a d IV

G E O M E T R IA Y M E D IC IO N

In tro d u c c i6 n

"La geometria es una exploracion del espacio.
La mejor manera de explorar este espacio con-
siste en desplazafse dentro de el y observar 10
que sucede los objetos de este espacio cuando
,se efectua un cambio. Por cambia entendemos
absolutamente cualquier tipo de transforma-
cion" .*

En esta unidad se repasan los movimientos ri-
l .gidos y la composicion de estos, la semejanza

de polfgonos mediante la aplicacion de homo-
tecias; se realizan algunas mediciones de area,

'duracion de ventos y amplitud de angulos con
otras unidades que no perteriecen al sistema
metrico decimaly se halla el area de algunas
figuras plana's ya conocidas par los alumnos.

Las actividades que se proponen son de geome- )

O b je t iv o s g e n e ra le s

tria activa y dinamica, donde las rotaciones, las
traslaciones, las reflexiones,etc., no son algo
estatico que el alumno ve dibujado, sino queel
"descubre" cuando actua sobre ,Ios objetos,
cuando corre, cuando juega, cuando realiza las
construcciones que su'imaginacion Ie inspira.

Es conveniente teneren cuenta que los conteni-
dos basicos se incluyen con el proposito de fa-
cilitarle al docente el repaso de los m ismos pero
no para que se los exija a los alumnos de memo-
ria y con el mismo grade de profundidad y de
simbolizacion.

La parte de medicion puede ir al comienzo 0 al
final de la unidad, como el profesor 10 crea mas
conveniente.

Reconocer homotecias en el plano.

- Reconocer poHgonos semejantes.

cion y amplitud de angulos que no pertene-
cen al sistema metrico decimal.

Hallar el area de algunas figuras planas .

• DIENES, Z.P., Y GOLDING, E.W. La geometrla a traves de
las transformaclones. Topologia, geometria proyeetiva y
afin, p. 47. .



'/ Una traslaci6n de ~n poligono es un d~sliza-
miento en el plano, que consiste. en empujar el
pollgono desde una posici6n heista otra sin de-
jarlo girar al mismo tiempo. . ":.

Ejemplo: dado el poligono cuyos vertices son:
A (3,3), B (4, 5),' C (3,8), D (8, 6) Y
E (9,3), hallar su imagen mediante la
traslaci6n V,determinadaporla flecha v.

Para trasladar un poligono hay que tener c1aros
. lres datos: la direcci6n, el sentido y la magnitud

(esta ha'Cefeferencia al numero de unidades de
medida delongitud que se va a traslc~dar). .

-4-3-2-1
-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

Esta flecha indica' qlJela traslaci6n se efectua
en la direcci6n horizontal; en el sentido hacia
la derechayes dedos'unidades de longitud.

Esta flecha indica que el polfgono se va a tras- .
ladar vertical mente 7 unidades de longitud ha-
cia abajo. .

La ima.gen del poligono ABCO£ mediante la traslaci6n V es el poligono A' B' C'D' £'.

120



Una rotaci6n de un poligono es un desliza-
miento es un plano ("amado plano de rotaci6nl
que consiste en girarlo alrededor de un punto
fijo que se llama "centro de rotacion" (tambilln
puede considerarse que por el centro de rota-
cion pasa un eje perpendicular at plano de rota-
cion, vas! se puede hablar de un eje de rota-
cion).

-7-6-5-4-3-2-1 12

/~ ~)

/ \'-2

/ "/ \-3./

Para rotar un poligono se necesita conocer el
centro 0 eje de rotacion vel angulo de giro.
Dicho angulo debe estar orientado (fa .orienta-
cion se suele indicar comparandota con fa de
las manecillas del reloj). EI centro de rotacion
puede estar dentro del poligono 0 fuera de el. Notese que la superficie delimitada por la figura

rotada es otra superficie distirita, aunque ambas
.tienen la misma area V fa misma forma.Rotar ef triangulo cuvos vertices

l ion: A (-2, -1), B (-5, -4) V
C (0, - 5) 60° alrededor del ver-
tice B , en el sentido de las mane-
cillas del reloj.

EI punto B es el mismo B', pero los dema-s pun-
tos de la imagen son"diferentes de los iniciales.

2. Rotar el poHgono cuvos vertices son A(- 3,-8),
B (-6, -10), C (-10, -9) V D (-8,-'-6),

70° en sentido contrario aldel giro de las
manecillas del reloj, alrededor del t?unto(O, 0).

EI triangulo A 'B 'e ' es el resultado de aplicarle' .
fa rotacion dada al triangulo A B C .

(0.0)

",.-..:I l-10.:::.~-8 -7 -6 -5·- :4.;-~-2 -J .•••.\'
:. - , '-'1 \\ "-\."

.--- " 'II "" .

,~ ", 1 -2 \\ "" ,
,,'" /, \ \ ... "

" , I I _ 3 \ \ " "'"
," " I, \ \ ',,,

..." I I '\ \ ' "
'/ I I - 4 \ \ , "

," I \ \ , .•••••

'/ " f "I _ 5 \ \ , "
,~ , ,. I 1 \ \ , '

0/· I ..,1" , ~. -r I \ \ "

; '--- • I 1 -6 \ \ '
7'-......... I I \ \ '

/ ,/ ........,I " -7 \ \
1/ '7 I \ ' /

I. ' I . '/A -8 \ \, / \

L / / ,/ \

C
••.•..- . 1 ..- -9 \

---.v' DB -to
- 11

EI poligono A'B'C 'D ' es laimagen del po Ii-
gono A B C D mediante la rotacion dada. La
superficie delimitada por fa figura rotada es
otra superficie distinta, aunque ambas tienen
la misma area V la misma forma. Los vertices
de la imagen son diferentes de los vertices
de la figura inicial.

Cuando se hacen varios desplazamientos su-"
cesivos a un mismo poligono, se dice que
se ha hecho una cor'~posicion de desplaza-
mientos. Pueden servarias traslaciones 0 va-
rias rotaciones 0 unacombinscion de rota-
ciones con traslaciones.

Ejemplo: dado el rectangulo con vertices
'. M (-3 , 5), N (-3 , 8),P (-7,.5) V

Q (- 7, 8) y los siguientes despfaz~-
mientos:

(En las indicaciones metodologicas se daran
algunas indicacionespara trazar estas rota-
ciones).



'* La traslacionU determinada por la flecha u .

'* La traslacion V determinada por la fJecha v .

'* La rotacion R alrededor del punta M , 900 en
direccion contraria a Ja de las manecillas del
reloj.

Hallar laimagen del rectangulo mediante:

a) La composicion de dos traslacion~s V .
I .

. b) La composicion de dos rotaciones R .

c) La composicion de larotacion R con la tras-
lacion U .

O'[J ' • . .N"tJ· . • N"i-----~
. L -J

p" M "' P' M" P M

EI resultado de aplicar la traslacion V a J rectan-
gulo MNQP es el rectangulo M 'N'Q 'P' .

q.-- -- -- -;;..,N
.! / :

I I I ' I

I I / I
: I I I
· I I

· L 'M· Pr-: . N

EI resultado de apJicar la traslacion V a l rectan-
gulo M'N'Q 'P' es el rectangulo M "N"Q"P " .

Se haaplicado dos veces la traslacion V a l rec-
tanguJo MNQP y el resultado es el rectangulo
M"N"Q"P " ; estose puede simboJizar de la si-
guiente manera; . .

'.

N"
,

0' P'

AI aplicar la rotacion R al rectanguJo MNQP se
obtiene elrectanguJo M 'N'Q~P':



y si luego aplicamos nueva mente la rotacion R,
o sea rotar 90° en senti do eontrario alas agujas
eel reloj alrededor del punto M ' (0 M ) al reetan-
gulo M 'N 'Q 'P ', se obtiene el· feetangulo
M 'N "Q "P ":

~) AI hacer la composicion de la rotacion R cOn
la traslacion V. puede haeerse primero la ro-
taci.On yenseguida la traslaCion, 0 primero
la traslacion y en§eguida la rotacion.

Apliquemos primero la· ro~aciori R y despues
a ese resu Itado apliquemosle la traslacion V:

POdemos leer V '( R ( M N Q P ) ) = M "N "Q "P " as!:
el resultado de apliear V d e s p u e s de R a M N Q P

es M "N "Q "P ".

Ahora apliquemos primero la traslaCion V y en-
seguida larotacion R

R ( V (M N Q P ) ) = M "N "Q "P "

Podemos leer R ( V ( M N Q P ) ) : el result~do de
apliear R d e s p u e s de V a M N Q P . . .

AI comparar el rectangulo original eon el rect~n-
gulo imagen, despues de haber realizado la
composicion de la rotacioncon la traslacion, se
observa que en cada caso los caminos que han
seguido los puntos del rectangulo han side di-

,-

ferentes, pero el reetangulo imagen M "N "Q "P "

es el mismo.Como el desplazamiento com-
pues~ produce el mismo resultadoen cual-
quier orden, decimos que la rotacion R conmuta
con la traslacion V. 0 que da 10 mismo primero
rotar y despues trasladar que primero trasladar
y despues rotar, 0 tambien que aplicar R des-
pues de V da 10 mismo que aplicar V despues
de R.

Antes de que los alumnos hagan deslizamien:"
tos en el plano cartesiano es eonveniente pun~

tear el plano. Seguramente la noci6nde plano
y de coordenadas yaes conoe,ida por los alum-



nos que viven en las ciudades en donde hay
calles y carreras. Estcis calles y carreras forman
angulos rectos y 105distinguimos mediante nu-
meros. Los alum nos que no viven en poblacio-
nes 0 .Iugares tan b ie n dispuestos desde ei
punta de vista matematico, pueden tam bien fa-
miliarizarse con estas ideas, localizando algu-
nos lugares de la ciudad 0 pueblo. Se notar~
que siempre tornaran un punto de referencia.

Ejemplo: La tii:mda de clon Gregorio esta ubi-
cada dos cuadras hacia la derecha y
tres hacia abajo de la iglesia. Otros
utilizaran los puntos cardinales, por

. ejemplo, la casa de. Roberto esta ubi-
cada dos cuadras al Oriente y 3 al
Norte. Asi se tiene la pareja ordenada
(2, 3). Esta pareja determina la posi-
ci6n de la casa de Roberto. Qbserva-
rim que si se caminan 3 cuadras al
Oriente y 2 al Norte ya no se encuen-
tra la casa de Roberto. Aqui se tendra
la pareja(3, 2).

EI par de numerosque damos para determinar
la posici6n de be estar ordenado; es ~ecir, se

Es conveniente hacer un repaso de 10 que se
estudi6 en 60. grade sobre rotaciones ytrasla-
ciones. Inicialmente los alumnos pueden utilizar
algun material para efectuar estos desplaza-
mientos como cartulinas, reg las, lapices, etc.,
pero despues ojala puedan realizar los despla-
zamientos en el plano cartesiano sin ayuda del
material.

Con estaactividad se espera que los alumnos
adquieran habilidad para trazar rectas paralelas,
rectas perpendiculares, trazar angulos,y medir
su amplitud.

Cada vez que efectlien algun deslizamiento pue-
den comparar la figura original con la imagen
p~ra que vean 10 que vari6 y 10 que no.

Para efectuar rotaciones cuyo efe 0 centro de

debe indicar cual es el numero que esta en el
. prtmer lugar, y cual en el segundo.

Despues de estos ejercicios se puede pasar a
trabajar en el plano cartesiano. Cuando se cor-
tan los dos ejes ya se tiene un punto de referen- ,
cia que permite ubicar cualquier punto del pJa-
no. Este punta es el origen del plano; sus'coor-
denadas son (0, 0): A partir de este punto se
representan los numeros enteros tanto en el eje
horizontal como en el eje vertical. Es conve-
niente usar papel cuadriculado.

EI eje horizontal se llama eje X y el eje vertical
eje Y . Sobre el eje X se represent.an las primeras
componentes de las parejas y sobre el eje Y las
seg undas com ponentes.

Ubicaran algunos puntos en el plano y hallaran
fas coordenadas de algunos puntos dados:

Ejemplos: Colocar en el plano .(- 3, - 2),
(4, -1), (- 3, 1) Y (7, 10).

rotaci6n esta fuera de la figuraque se rota, los
alumnos pueden realizar una actividad previa
que consiste en observar el movimiento de una
moneda 0 de una figura cortada en cartulina,
cuando se ha colocado sobre un disco que est a . ,\
girando.



Una, la del disco alrededor de su centro. Eneste
caso el centro 0 eje de rotacion esta dentro de
.Ia superficie que se rota.

Podran.aplicar .dos veces la misma rotacion.

Ademas pueden realizar otros ejercicios como
105 siguientes: .

La otra rotacion as la de la figura que se coloco
sobre el disco, al mismo tiempo queeste esta
girando ..En este caso el centro 0 eje de rotacion
esta fuera de la superficie que se rota.

Posteriormente 105 alumnos pueden realizar es-
tas rotaciones en el plano cartesiano, con algun
ejercicio como el siguiente:

Rotar el poligono DEFG 1200 en el sentido de
las manecillas del reloj alrededor del punto
C (6, 1). Los vertices ciel poligono son D

( ': '-1 0 ',4 ), E (-4,6), F ( -3,4) y G (~5, 1).

Para rotar este poligono 105 alumnos pueden
rotar cada uno de 105 vertices 1200 en el sentido
indicado. EI angulo se mide a partir de la recta

. que une el centro de rotacion con cada uno de
105 vertices. Se trazan las rectas donde estarfan
las imagenes de 105 vertices (dichas rectas pa-
san por el centro de rotacionl.

Luego, con el com pas se ~ace centro en C y con
la otra punta del compasse mide la distancia
de C a cada uno de 105 vertices y se.marca esta
distancia en cada una de las rectas en donde
van a estar las imagenes.,

Luego, se trazanlas rectas que unEm 105 vertices
y setendra el poligono imagen mediante la ro-
tacion. -

1200

- .- .... ' ...~.....
1200

..............
1200

- Dado el poligono RSTUV y su imagen
R'S'T'U 'V' mediante tin deslizamiento:
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a) Hallarlos vertices del polfgono RSTVV ylos
de R'S'T'V'V'.

b) ,-Que desplazamiento sele aplic6 al polfgono
RSTVV para obterier el poHgono R' S'T' V'V'?

- Dado el poHgonocuyos vertices son:

E (2,-2), F (6, -2), G (0, -5) Y H (9, ,-5)

y las siguientes traslaciones en el plano:

. T : 7 unidades de longituden direcci6n vertical
hacia arriba.
V: 7 unidades de longitud en direcci6n horizon-

, tal hacia la izquierda.

\ a) Hallar T ( V (E F G H ) ),

b) Hallar V ( T ( E F G H ) ),

c) ,-Se obtuvo la misma imagen en los dos ca-
sos?

.d) ,-Habra una traslaci6n que aplicada a E F G H

de la misma imagen que al aplicar

V ( T ( E F G H ) )? ,-Cullies esatraslaci6n?

e) ,-Habra una t!aslaci6n que aplicada a EFGH
de la misma imagen 'que al aplicar

T(U ( E F G H ) )? ,-Culll es?

f) Hallar el resultado de aplicar dos veces. la
traslaci6n T.

g) Hallar el resultado de aplicar tres veces la
traslaci6n U.

R: 450 en sEmtido.contrario alas manecillaa,:del
reloj con centro de rotaci6n en G.

S: 1200 en el mismo sentido de las agujas del
reloj con centro en M ( 3, 5).

h) Hallar R ( S ( E F G H ) )

i) Hallar S( R ( E F G H ))

j) Hallar R( T ( E F G H ) )

k) Hallar T ( S ( E F G H ) )
\

I) Hallar R( R (E F G H ) )

m) Hallar S ( V ( E F G H ) ), .

En cada caso, comparar la figura origi.nal con
la imagen y ver que se puede hacer para que
el poHgono imagen vuelva a la posici6n inicial.

Las rotaciones, las tr~slaciones, las reflexiones .
y las composiciones entre estos movimientos
se IIaman "movimientos rigidos" porque al apli-
carlos a una figura, se conservan todas las dis-
tancias internas (como· si fuera una armaz6n
rfgida). ' .

1. AI hacer la composici6n de dos reflexiones
nunca resulta una reflexi6n.

a) Si los ejes de reflexi6n son paralelos resulta
una traslaci6n.

b) Si los ejes de reflexi6n .se cortan resulta
una rotaci6n cuyo centro de rotaci6n es el
punto de intersecci6n de los dos ejes de re-
flexi6n. >' .



imagen, primero por reflexi6n en la
recta s y luego en la recta t.

AI. comparar el poHgono original con la imagen
despues de haberle aplicado las dos reflexio-
nes, observamos que se ha hecho una trasla-
ci6n de 9.5 em. en direcci6n horizontal hacia la
derecha.

Si hallamos la imagen del mismo polfgono, pri-
mere por reflexi6n en la recta s y luego por.
reflexi6n en la recta k, tenemos:



Ejemplos: Dado el poligono ABCDE y las si-
guientes rotaciones:

AI comparar el poligono ABCDE con el poligono
A"B"C"D"E': , se observa que A"B"C"D"E' tambieln
podrfaobtenerse mediante una rotaci6nde 45°
en el sentido de las manecillas del reloj del po-
ligono ABCDE, que tiene como centro el punto
P.

2. La composici6n de dos rotaciones con el
mismo centro siempre da una rotaci6n; pero
si la segunda rotaci6n se hace con un centro
diferente podemos encgntrar resultados di-
ferentes.

R: 80° Em elsentido de las maneci-
lias del reloj con centro en O. '

s: 110°en el sentido de las maneci-
lias del reloj con centro en O.

E '.,.---~.---A' _---- ,
(- ." \

: t \

~ ,, ..' " \
\ .' /C '...... ,, ../ ','

\ .'.) .•..•.. \

\ ~ -;' " '~ D '
\ - .,
\. .' /

....,.....;~'
" .')'

.': ....··8· ,

(0 de 170° en el sentido contrario al de las ma-
necillas !:lei reloj).

Alcomparar el poligono ABCDE con su imagen
mediante la composici6n de las dos rotaciones
con el mismo eje 0 centro ( A"B"C"D ':E ' ), se ob-
serva que A"B"C"D"E' tambien pod ria obtenerse
con una rotaci6n alrededor del mismo eje de
1900 en el senti do de las manecillas del reloj,

",

b) Sea Ria misma rotaci6n de 800 en el sentldo
delas manecillas del reloj con centro en O.

Sea Tuna rotaci6n de 800 en eJsentido con-
trario al de las manecillas del reloj con centro
.en A' (Ia imagen del vertice A bajo la rotaci6n
R ),



N6tese que una rotaci6n es de 80° en el sen-
tido de [as manecillas del reloj ( R )y la otra
tambien es de BOO en el senti do 'Contrario a
las manecillas del reloj ( T ). Ademas que en
cada rotaci6n el centro 0 eje de rotaci6n es
,diferente: en una ( R ) es el punto 0, y en la
otra ( T ) es el punto A 'I

. I

~ T (R (A B C D E )) ;= T (A 'B 'C 'D 'E ')

A "B "C "D "E '

AI comparar elpolfgonooriginal con su ima-
gen mediantela composici6n de las rotacio-
nes, se observa que A "B "C "D "E 'se podria ob-
tener mediante una traslaci6n.

...•. .•...
"- •...



Dicha traslaci6n esta determinada por la fle-
cha AA", 0 poria flechavque parte del origen
0, que es paralela al segmento M y t4ene la
misma. direcci6n, sentido\y magnitud quela
flech,a AA". \

3. Si analizamos la composici6n de dostras-
laciones siempre da traslaci6n, cualesquiera
sean las traslaciones.'
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/ ,/ /
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I ' , . /"
I '(
I /" ~ A ;/

: ,/,/ '\' //
,/ " ./
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Ejemplo: Dado el poligono A B C D E hallar
L ( ( T ( A B C D E ) )

T: una traslaci6n determinada por la
flecha r .

L : una traslaci6n determinada por la
flecha T '

,/
,/

/
,/

/ ' E I p o lig o n o A "B "C "D "E " ta m b ie n se po-
dria obtener mediante una traslaci6n
S determinada por la flecha 1:

.__/+ -.~
....- -1'~-~-

D _ -:-- .-



4. Hallemos ahora la composici6n de dos 0 mas
movimientos rfgidos.

Ejemplo. Dado el triilngulo M N P y 105 siguien-

tes movimientos rfgido:. . . \

E: una reflexi6n que tiene como eje
la recta que pasa por 105 puntas M yQ .

R: una rotaci6n de 1800 en el sentido '
de las manecillas del reloj alrededor del p u n to P ..
Hallar: a) R ( T ( E ( M N P ) ) )

b) E ( T (R ( M N P ) ) )

M'
....-..r...;.- --- ",:","--.-, ,

, ... ' "
" ,

~~.:-----~~ -
P' '--, ,

--- ' .• .N ' ."
- .•••lo-- _

a) Hallar R (T ( E ( MNP ) ) ) es aplicarprimero
la refle:lCi6n, enseguida la traslaci6n y final-
mente la rQtaci6n.

Hal1emos ia i4agen del '!1 M N P mediante la
reflexi6n la lre d e d o r de la recta M Q .

En este caso el vertice M es el mismo vertice
. M '. Ahora hallemos ,Ia imagen del !1 M 'N 'P ' me-

diante la traslaci6n T . Hay que trasladar al trian-
gulo hacia la derecha horizontalmente, 6 unida-
des.

. J ~

Luego, hallemos la imagen d e lliM "N "P " me-
diante la rotaci6n R . en donde el vertice P " es
el mismo vertice P .

\ "
\ / I

\ , - ,, ' I

\ /, ,, . ,, ,
" .•. ,,"'.... ,.-"'"- ..•... _-----_..-'

mere la rotaci6ri, enseguida la traslaci6n Y
al final la reflexi6n.



Cada vez que los alutnnos hagan la composi-
cion de dos reflexiones, traslaciones 0 rotacio-'
nes, deben tratar de predeeir (U adivinar") 10que
va a resultar. Si da una traslacion, determinar
la magnitud, el sentido y la direccion. $i da una
rotacion, encontrar cual es el eje de rotacion,
CUill es la medida del anguk> de rotacion yen
que sentido se giro.

La metodologia principal es la de exploracion
de los distintos casas por parte delos alumnos.

Puedenhacer la composicion de tres reflexio-
nes: con ejes paralelos, con/dos ejes paralelos
y uno no, con tres ejes que se cortan; en cada
caso comparar el poligono inicial con la imagen
y sacar algunas conclusiones.

Tambien pueden hacer el mismo an~lisis con
las rotCiciones y con las traslaciones y sacar al-

\ - ./'

gun~s conclusiones como:

Tar:nbiem pueden hacer la composicion de tres
o mas rotaciones con el mismo eje, con distinto
eje~ con amplitudes opuestas, etc:, para que
tambien saquen algunas conclusiones.

Para efectuar lacomposicion de dos 0 mas mo-
vimientos rigidos, los alumnos pueden utilizar
un cok>r diferente para representar la imagen
de cada movimiento.

Pueden realizar entre otros los siguientes ejer-
cicios: .

Dado et polfgono WXY Z y los siguientes movi-
mientos rigidos:

Rotacion ( Rotacion ( )) - puede dar una rota- .
cion si el eje es el mi.smo. - T: traslacion determinada por ia flecha v '-

R: rotacion de 90° en el senti do de las maneci- .
lias del reloj alrededordel punto (0, 0).

- puede dar una
traslacion si la amplitud delos angulos es la
misma pero van en sentido opuesto.

- no puede dar refle-
xion sin salirse del plano ..

U: rotacion alrededor del punto M de 1200en
sentido contrario a lasmanecillas del reloj.
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En cada caso verificar que se puede hacer para
que el poHgono que resulta de la composici6n
de los movimientos rfgidos, vuelvaala posici6n
inicial. '

Tambien con los ejercicios f) y h) y otros que'
el profesor I,es propongapuedenverificar si se
cumple 0 no la conmutatividad en,la composi-

punto

•
M

. - . . ,

ci6n de movimientos rfgidos.
.

- EI poHgono ABC D tiene corno imagen al polf-
gono RSTU mediante la composici6n de dos
o mas movimientos rfgidos. En,cada caso ha-
liar el movimiento 0 composici6n de movi-
mientos rfgidos, que aplicados al poHgono
ABC D , da como imagen el poHgono RSTU .
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Para hacer estos ejercicios es conveniente que
los alumnos primero recorten en pap~ 1 los po-
Iig onos y hag an todc;> slos movimientos hasta
log rar que el polig ono recortado coincida con
el polfg ono imag en, y lueg oS l representen to-

.J

dos los movimientos utiliz ando reg ia, escuadra
o com pas para dibujarlos en el plano cartesiano.
Pueden utilizar un color diferente para el resul-
tado de cada movimiento. \

5i colocamos una figura delante de un foco lu-
minoso,observamos que dicha figura proyecta
una sombra en uria superficie plana. 5i hace-
mos que esa sombra sa-proyecte en una super-
fi~ie paralela al plano de la figura y que los rayos
de luz incidan perpendicularmente al centro de
la figura, observamos que la sombra "tiene la
misma forma" que la figura, pere "cambia de
tamano".\

La superficie plana sobrela cual se proyecta la
sombra se llama plano de preyeccion.

EI jueg o entre 10 que permanece ig ual ("Ia for-
ma") y 1 0 que cambia ("el tamario") permite

construir el concepto de semejanz a de dos fig u-
ras como una relacion entre fig uras que "tienen
la misma forma" jteng an 0 no "el mismo tama-
no") y el concepto'de homotecia (0 semejanz a
activa) como una transformacion que conserva
"Ia forma" (modifique 0 no "el tamano").

5 i comparamos'la fig ura inicial con susombra,
observamos que la sombra en realidad corres-
ponde a una ampliacion de fa fig ura inicial y
que esta parece una reduccion de la sombra.

L os alumnos ho caen en la cuenta de que "el.
tamano:' a veces se refiere a l a r e a d e la fig ura



y a veces a las longitudes de algunos segmentos
(el largo, el ancho, etc,). En la semejanz a de
fig uras nos fijaremos en las long itudes de los
seg mentos. '-

,
~ = 2 e m = ..1-' AB = 2 e m = ..1-
D 'C ' 4 e m 2 A 'B ' 4 e m 2

AD = 1 .2 5 e m = ..1- BC = 1 .2 5 e m . = . ..1-
A 'D ' 2 .5 e m 2 B 'C ' 2 .5 e m 2

S i hallamos la raz on entre la long itud de un lade
de la sombra y la long itud de su lado correspon-
diente en la fig ura inicial, observam.os que se
tiene siempre el mismo resultado, asf:

Esto significa que mediante la transformacion
reductora las dimensiones longitudinales de la
sombra se ha reducido a la mitad para obtener
las de la figura, es decir, que "el factar de con-
version" es +. .. D 'C ' = 4 e m = 2

D C . 2em
A'A' - 4 e m = 2
A B ' - 2 e m,

. A 'D ' = 2 .5 e m = 2
AD 1 .2 5 e m

En ambos casas se tiene un "factor de c.anver-
sion" .Cuando elfactor de conversion produce
una ampliacion, se Ie puede lIamar"factor de
ampliacion"; cuando produce una reduccion se
Ie puede lIamar "factor de reduccion

i
'. .

A estas transformaciones que 'producenamplia-
. ciones 0 reducciones "conservando la forma",
o sea, manteniendo las proporciones entre pa-
rejas de seg mentos correspandientes, se les ca-
nace con el nombre de "homotecias".

B 'C ' = .2 .5 e m = 2
B C 1 .2 5 e m

2 es la raz on entre las dimensiones long itudina-
las (larg o y ancho) de la sombra y las de la

. fig ura. Esto significa q~e mediante la transfor-
macion ampliadora, las 'dimensiones de la fi-
gura se han ampliado al doble para obtener las
de la sombra, es decir, que "el factor de conver-
sion" es 2. .

Si ahora hallamos la razon inversa (esto es la
razon entre la loogitud de un lade de 1 < ;1 figura
y la longitud de su lado correspondiente' ,en la
sombra), observamos queen todosloscasos
se obtiene ~Iinismo resultado: .

Asf la imagen del cuadrilatero ABCD , mediante
la homotecia H" es el cuadrilatero A 'B 'C 'D '.



Dicha homotecia tiene como factor de conver-
si6n 2 y como centro (0 foco luminoso) el punto
F. N6tese que la distancia del foco a un punto
de la s'ombraes el DO BL E de la distancia del
foco al correspondiente punta en la fisura.

L a homotecia K que tiene como factor.,decon-
versi6n + y como centro a F , ,produce el cua-
drilatero ABCD si, se, Ie aplica al cuadrilatero
A 'B 'C 'D '. Esdecir:if(A 'lfC 'D ') = ABCD . Notese
que la distanciadel foco a un puntode la figura
es la MITAP de la distancia del foqo al corres-
pondiente punto en la sombra.

Para hallar la imagen de un poligono mediante
una homotecia as necesario conocer el .factor
de conversi6n (es decir, que tanto hay que am-

" pliar 0 reducir el poHgono) y, el centro de la
homotecia.

, Ejemplo 1. Dado el triangulo cuyos vertices son'
A (1, 3 ) ,B (3,4) Y C (2, 1), hallar su ima-
gen mediante una homotecia cuyo cen-
troes el origen y cuyo factor de conver-
si6n as 3.

Para hal1ar la imagen del triangulo mediante la '
homotecia setrazanlos rayosque salen del cen-
tro y pasan por cada uno de 105 vertices del
triangulo. Se hallala 'imagen decada uno de
105 vertices para 10 cual se midela distancia

\

entre el centro y cada vertice, se triplica esa
distancia y se mide a partir del centro sobre
cada uno de 105 rayos.
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En este caso laimagen es una ampliaci6n de la
figura. N6tese que en la transformaci6n el trian-
gulo conserva la forma ylosangulos, pero las
distancias entre puntos de la figura no se con~
servan; estas varian en la misma raz6n. Solo
se conserVan las proporciones entre parejas de
segmentos correspondientes.

Ejempl02. Hallar la imagen del poligono
l t fN P Q R S mediante una homotecia
cuyo centro es C y que tiene como
factor de conversi6n + (Ver figura
en la pagina siguiente/.

Trazamos 105 rayos que salen de C y pasan por
cada uno de los vertices. Como el factor de con~
versi6n es +,para halla'r la imagen del respec-
tivo vertice, la distancia entre el centro y cada
vertice se reduce a la mitad.

En este caso la imagen es una reducci6n de ta
figura. Comparemos las coordenadas de un ver-
tice c<;mlas de suimagen:
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M r - 7 ,4 ) M ' (- + , 2 )

N {0 ,8 ) ..• . N ' (0,4)

P (7 ,4 ) ..• . ,p ' (+ ,2 )

Q (-7 ,-4 ) ..• . Q ' ( -+ ,-2 )

R (0,-8 ) ..• . R ' (0 ;-4 )

5 ( - 7 , - 4 ) ..• . 5 '( - + , - 2 )

Puede verificarse que si torriatn0S la raz6n entre
dos segmentos de la figura inJcial, por ejemplo
M N y M Q , Y la raz6n entre los dos correspondieFl-
tes de la imagen, tenemos la proporci6n:

M N M 'N '

M Q = ~

, ,

Si tomamos la raz6n entre ""', segmento de la
figura irnchd, por ejemplo MN, Y su correspo,n-
diente en la irnagen y la raz6n entre otro seg-
mento, por ejemplo M Q y su correspondiente,
tambien tenemos la proporci6n:

, I,
Podemos concluir que al efectuar una homote-
cia se hace un cambio de escala. La escala ho-
rizontal y la escala vertical varian en la misma
r a z 6 n , en este caso+.

Por eso decimos que se conservari 'Iaspropor-
ciones entre parejas de segmentos cQrrespon7

'dientes: '



Para intrcducir el concepto de homotacia los
alumnos pueden realizar un experimento que
con~iste en observar la proyeccion.deunafigura
plana cortada en cartulina, cuando se Ie mira
con un solo ojo. Para esto un alumno tomara .
en una mane la figura cortada en cartulina y
con la otra se tapara un ojo. Mirara la figura y
su proyeccion en un plano paralelo a esta, que
puede ser el tablerc 0 una pared. Pedira a un
companero que marque con tiza la proyeccion

-de la figura enel plano de proyeccion (tablerc
- 0 pared); puede marcar solo los vertices y luego
trazar la figura resultante. Esta figura puede ser
recortada en cartulina 0 papel periodico.

Luego compararan lafigura inicial con la figura
que resulto de la proyeccion. Observaran que
tienen "Ia misma forma" pero "tamano diferen-
te". EI profesor los orientara para que descu- -
bran algunas propiedades de esta transforma-
cion. Pueden comparar las longitudes de los
lados para hallar el factor de conversion.

Si los'alumnos encuentran alguna dificultad en '
usar la palabra "homotecia" se les puede permi-
tirque--hablen de "cambios de escala:', "seme-
janzas activas", "ampliaciones" 0 "reduccio-
nes".

- .
Cuando hayan hecho un numero suficiente de
observaciones y hayan sacado C!'gunas conclu-

En este momento los alumnos pueden caer en
la cuenta de que el centro de la homotecia es
1 0 que en dibujo en perspectiva se conoce con

siones sobre fas homotecias, pueden realizar
algunos ejercicios como los siguientes:

I .(

1. Dado el poligono cuyos vertices son:
A( -7 ,8 ),B ( -5 ,9 ),C ( -1 ,6 ),D ( -1,2)y
E ( - 6, 3) y las siguientes homotecias:

H : con centro en (8, 14) Y con factor de con-
version igual a - t .

K : con centro en (8, 14) y con factor de con-
version igual a 1.

L.' .con centro en (2, 12) Y con factor de con-
. , 4

version S'

M : con centro en (2, 12) y con factor 'de con-
version igual a - t .

Hallar: H ( ABCDE )

K (ABCDE)

L (ABCDE)

M (ABCDE)

2. La figura X es la imagen de la figura Y me-
diante una homotecia. lCual es esa homote-
cia?

el ,nombre de "punto de fuga" 0 "punto de
mira". Para complementar la actividad puede
p in ta r algunos arboles intermedios.



Un polfgono X es semejante con un polfgono Y

si despues de aplicarle una homotecia Y resulta
congruente con X.

Ejemplo: verificar si el polfgono A es semejante
con el polfgono B .

Aplicamos una homotecia al polfgono A para
obtener un polfgono A' que tenga el misrno ta-
mano del polfgono B . Dicha homotecia H puede
ser la que tiene como centro el punto P y c o m o

fa c to r d e c o n ve r s io n 2 . .

H (A ) = A '

Posteriormente verificamos si' el poligsno A' es
congruente c<:mel poligono B . Para esto tendre-
mos que aplicarle un movimiento rigido. Eneste
caso seria unareflexi6h alrededor dela recta i ,

de esta m~nera el poligono-A' coincide exacta-
mente con al pOLfgono B,es decir,

A' = B . R ( A' ) = B ,.

'Hemos efectuado una composici6n de una ho-
motecia y una reflexi6n: primero aplicamos la
homotecia y luego la reflexi6n:

De esto concluimos que el poligno A es seme-
jante con el poligono B.,Esto se suele simbolizar
asi: A - B .

N6tese que el poligonoB es unaampliaci6n de
A .'

Cada segmento de A tiene su correspondiente
segmento imagen en B . . .

Ejemplo: XW y X" W "

XY Y ,X " Y"

.YZ y Y" Z "

T Vy T " V"

VVy V" V"

VW y'V" W "

A cada par de estos segmentos se les
r

llama
"segmentos hom6logos" 0 "segment6s corres-
pondientes" .



La raz6n entre lalongitud de dos segmentos homoJogos es siempre la misma, aSI:
/

Estos dos pollgonos tienen la misma forma pere diferente tamano:

S U G E R E N C IA S M E T O D O L O G IC A S

Los alumnos pueden buscar en el salon algunos
objetos semejantes. "'(ambien pueden resolver
algunos ejercicios como 1 0 5 siguientes:

AI compararlos de dosen dossetienequeA - B ,

A no es semejante ni con C, ni con D .

Es posible que algunos aiumnos crean queA - D ,

'0 que B - D , 0 que B - C; el profesor 1 0 5

orientara para que caiganen la cuenta de que
la razon entre las longitudes de 1 0 5 lados homo-
logos no es la misma en cada caso, 0 que la
razon entrf3 el largo y el ancho de cada rectan-
gulo tam poco es la misma ..~

l i = 2
1 u '

EI largo del rectangulo D es el tripfe del largo
del rectangulo A y el ancho de Des el doble del
de A; es decir,la razon ientre las longitudes de
1 0 5 lados no es la misma.

En el rectangulo A ellargo es e l doble del ancho
y en el rectangulo D eI largo es el triple del
ancho.

1. Determinar cuales de 1 0 5 siguientes rectan-
gulos son semejantes ycuales no .

.,' I .

Apliquemosle una homotecia al M B C paraob-
tener un triangulo c~ngruente con el AM B N .

Es posible que 105 alumnos caigan en la cuenta
deque 105 dos trj{mgulos dados son congruen-
tes, pero solo basta con rotar el M B C , 90° alre-
dedordel puntoR para obtener e l AM R N ; podran
decir' que no hay una homotecia que aplicada
alMBC de un triangulo congruente al AM B N .

EI profesor podra decirles que en este caso la
homotecia no amplla ni reduce la figura; es la
homotecia que tiene como factor de conversion
1 , que podemos IIamar "ho"m otec ia identica".



S i aplicamosestahomotecia H que tiene como
factor de conversi6n 1 , obtenemos el mismo
triangulo:

lCual es la raz 6n entre la longitud de un lade
de ABCD , con la de su lade hom610go en
M N O P ?

Cuales son las .Iongitudes de los lados que
hacen falta? .

\
lCual es la raz6n entre el perimetro deABCD

y el'de M N O P ? lEntre la diagonal D B y la
diagonal P N ? ' . ' \

Luego aplicamos la rotaci6n R y obtehemos el
aM BN : R ( t:&ABC ) = aM BN

Despuas de algunos ejerci<:ios como aste, los
alumnas 'pueden concluir que dos poligonos .
eongruentes tambfen son semejantes.

3. Dados dos reetangulos semejantes ABeD y
AXYZ , si AB = 9 em, AX = 6 cm, XY = : 4 em.
l Cuantomtde Be?

8 .·.··°1 .8 3

2cm
M N

Despues de varios eJercicios sa puede proponer
a los ~alumnos quetraten de descubrir cual es
el minima de informaci6n que hay que ehe-
quear para estar segura de quedos poligonos
son. semejantes: puecJen "egar a conclusiones
eomo estas:

- S i dos angulos de untriangulo son iguales .
en magnitud ados angulos de otro triangulo,
\ o s dos triangulos son M m e ja n te s . .

- T odos lostri~ngulos equi'Meroe 80ft serna-
jantes .

. - Polfgonos equilateros y equiangulos son se-
mejantes.

5. EI cua<;tril~tero ABCp ~s serriejante con el
cuadrilatero M N O P . Sabemos tres medidas
del grande y dos del pequeno.

- Dos poligonos congruentes siempre son se-
meja\ltes.



EI sistema de unidades utiliz ado para medir la
duraci6n de los lapsos de tiempo no pertenece
al sistema metrico decimal. S e Ie denomiriase-
xagesimal, atendiendo a que la hora, tiene 60
minutos y el minuto, 60 segundos. Esta base
(60) no es constante para todas las unidades:
el dia tiene 24 horas, la semana tiene 7 dias, etc.

S i lalongitud del arco es igual a la longitud del
diametro se tienen 2 radiantes.

S i comparamos la longitud del arco qu.e sub-
tiEmde un angulo de 180° con un radian, obser-
vamos que la longitud de dicho arco es 3 veces
el radian mas un poquito, que es aproximada-
mente + de radian. '

Otra manera de' medir la amplitud de angulos
es midiendo la longitud del arco que subtiende
el angulo comprendido entre dos radios de un'
circulo ..

Sila longitud del arcoes igual a la longitud Clel
radio se tiene la unidad de medici6n que es el
radian.

Esto quiere decir que la amplitud de un angu-
10 de \180° es aproximadamente igual a:
3 + .!.. radianes, 0 , R radianes, 0 , 3.14 radianes.

~ ,7,

EI valor exacto, de radianes que tiene esta
amplitud de 180° se llama "pi", una raz 6n que
amplia un poco mas que R , y que se deliota
con la letra griega ' I T : ' I T radlanes = 180° .

De acuerdo con las necesidades de laregi6n e
'intereses de los alumnos, el profesor puede ele-
gir las unidades de longitud de otros sistemas'
que ellos conoz can y utilicen para hacer las res-
pectivas conversiones al sistema metrico deci-
mal, y resolver algunos problemas de aplica-
ci6n.

S e puede dar algunainformaci6n sobrelo que
es el sistema metrico decimal y su historia asi
como sobre otros sistemas de medici6n.

Para las unidades de duraci6n los alumnos pue-
den resolver algunos problemas que requieran
conversiones como estas:

lCu~ntos minutos hay en 3 horas y media?

lCuantas horashay en'190 minutos?

lCuimtas horas, minutosy segundos hay en 23
dias y medio? _ ' " '.

Se debe evitar hacer ejercicios complicados que
nunca se presenten en la vida real.

Cada vez que se tengan cifras decimales es con~
veniente que los alumnos caigan en la cuenta
de que unidad .de duraci6n representan esas
cifras decimales. Por ejemplo,siel ganador de'
carrera de 100 metros planosla corri6 en12
segundos 4 decimas, los alumnos podran rela-
cibnar esta expresi6n con 12.4 segundos, saber

, que esto es menos que 12 segundos y medio,
menos que un cuarto de minutb y mas que un
quinto de minuto, etc. '

Si se habla de 3.5 minutos, podran traducir in-
mediatamente a 3 minutos ymedio, y convertir
a:

(3 x 60) + + x 60 = 180 + 30 = 210segundos

En estos ejercicios debe utilizarse el; calculo
mental, y en caso' de duda, verifica r los resulta-
dos por escrito.



Para medir la amplitud de l1ll angulo utilizando
como unidad de medida el radian, los alumnos
pueden recortar en carton un cfrculo que tenga
10 em de radio y medir por fuera con un metro
(ojala sea un metro de modisterial la longitud
del arco de un angulo determinado. En cada
caso compararan dicha longitud con la longitud
del radio. Encontraran algunas equivalencias

. como las siguientes:

La amplituddeun angulo de 60°
= 1.047 radianes aproximadamente.

La amplitud de un angulo de 30°
'= 0.52 radianes aproximadamente.

La amplitud de un angulo de 90°
= 1.57 radianes aproximadamente.

La amplitud de un angulo de 360°
= 6.28 radianes aproximaaamente.

Por definicion de 1 1 ', la amplitud de un angulo
de 360° es 2 radianes.

Pbdran hacer algunas conversiones como es-
tas:

Hallar la amplitud en grados de un angulo de
2.5 radianes.

- Hallar la amplitud en radianes de un angulo
de 80° .

- Medir con el transportador la amplitud en
grados de un angulo deun radian. O btendran
aproximadamente 57-f, 0, 57° 20'. Una equi-

valencia mas precisa es 57.2go, 0, 57° 18'.. .
Medir con el metro de modisterfa el diametro
de un tarro 0 caneca cilfndrica, y luego la
circunferencia. Obtendran aproximadamente
3+diametros, 0 3.14 diametros. La equiva-
lencia exacta es 11' diametros, por definicion
de la razon ampliadora 1r.

I

-Hacer rodar un aro, una lIanta 0 una rueda
grande, y comparar cuanto avanz a en una
,vuelta completa con la longitud del radio y
del diametro. S e puede aprovechar para
aprender las denominacio,nes de las Hantas
de automovil 0 camion, y para convertir las
circunferencias y diametros de las lIantas de
pulgadas acm 0 viceversa.

- Convertira grados amplitudes de 1 1 ', ~ , ~ ,

~ radianes. .





U n id a d V

C O M B IN A T O R IA Y ,E S T A D IS T IC A
D ife re n te s tip o s d e c o n d ic io n e s y d e e x p re s io n e s

d e c u a n tific a c i6 n e n e l le n g u a je o rd in a rio

In tro d u c c i6 n

En esta unidad se estudian alglJnas nociones
decombinatoria con base en la teorfa de conjun-
tos. La noci6n de pr:obabilidad apemis se insi-
nua en forma cualitativa, como preparaci6n al
tratamiento cuantitativo que se inicia en 80. gra-
d o .

La recolecci6n de datos estadfsticos, su organi-
z<;Ici6nen tablas de frecuencias (absolutas y acu-
muladas)~ la expre~i6n de frecuencias en forma
porcentual, fraccionaria y decim<;ll y su repre-
sentaci6n por medio dediagramas de Iineas,
de barras y circulares tamqien son aquf objeto
de estudio. S e hace algun analisis de los datos
recogidos y tabulados mostrando 10que puede
deducirse deellos y c6mo pueden compararse
entre sf. .

O b je tiv o s ' g e n e ra le s

A partir de' expresiones del lenguaje usual, y
teniendo en cuenta la diversidad de significacio-
nes del mismo, se avanz a en el estudio de pro-
posiciones, hasta (Iegar a distinguj[ aquellas
que pueden expresarse mediante la taquigraffa
propia de las matematicas como una ecuaci6n
o como una inecuaci6n, para luego asociarles

. el conjunto de sus verificantes.

T ambiendellenguaje usual se estudian las que
hemos lIamado expresiones de cuantificaci6n.
La simboliz aci6n de estas se propo,ne como
tema opcional. Es el profesor quien decide, se;
gun er nivel de los alumnos,si el empleo de

. esta taquigraffa no s610 puede ser comprendida
por los estudiantes, sino que se ha convertido '
en una necesidad sentida por ellos.

- Hallar las combinaciones de m elementos de
. un conjunto de n elementos.

- .O rganiz ar dat'os en tablas de frecuencias y

representarlos mediante diagramas.

- Distinguir entre afirmaciones y negaciones,
entre proposiciones cerradas y abiertas y , en

estas ultimas, diferenciar ecuaciones, inecua-
ciones y otros tipos de condiciones.

- Emplear correctamenteexpresiones decuanti-
·ficaci6n del lenguaje ordinario.

- S imboliz ar e> w resiones decuantificaci6n (op-
cional). .

d e .e v a lu a c i6 n ,



CO NT EI'UDOS BAS ICO S \ -.----,---- _

En sexto (6° grade se via que dado un conjunto
A de n elementos, el conjunto de partes de A ,

§ ll(A ), formado por todos los subconjuntos de A ,

tiene 2 n elementos, si incluimos el conjunto A

mismo y el conjunto vacio.

el orden en que se designen 0 nombren los ele-
mentos no importa.

Ejemplo: sea A

elementos

EI numero de combinaciones de m e le m e n to s
seleccionados entre los ~ elementos de un con-
junto es igual al numero de subconjuntos cuyo
,cardinal es m ., '

I

En efecto, ef subconjunto con cero elementos
e s <1>, '
los subconjuntos con un solo ele-
mento son { i },{S },{ a },

los subconjuntos con dos elemen-
tos son {i ,s }, {i ,a }, {s ,a }

el subconjunto con tres elementos
e s {i ,s ,a }, = A .

Ejemplo: De cuimtas maneras puedo se'Jeccio-
\' nar tres de las letras del conjunto

,L = {i ,s , l ,a } para formar palabras de
tres palabras sin repetir ninguna.

S e pueden 'hallar directamente los'subconjun-
tos de cardinal 3 del conjunto dado:

entonces,? ( A ) = { < I > { i } , { s } , { a } , { i ,s } ,

{ i ,a } , { s ,a } , { i ,s ,a } , }

aquellos a los cuales pertenece i : {i ,s , l }

{ U ,a }
{ i ,S ,a }

En la Iista anteriorestan los posibles arreglos
(sin fijar ningun orden) que se pueden hacer con
tres, dos, uno y cero elementos t,omados del
conjunto A .

Entonces el numero de combinaciones de 3 ele-
mentos tornados entre los 4 elementos del con-
junto L es 4.

EI caso del conjunto < I > puede interpretarse como
. el de los arreglos que se harian concero ele-
mentos, 0 el arreglo vacio.

Con cada combinaci6n de tres IQtras se pueden
formar seis palabras sin repetir ninguna letr~;
por ejemplo, con la combinaci6n.{ U ,a } salen:
i ta , U a , a i l , ia l , la i , a U .

T odo subconjunto de A de m e'lementos'escogi-
dos entre los n elementos deA , es una combina-
ciO n dem -elementos de A (m : s . ; ; n).

Pero en laS palabras irriporta el orden de las
letras, mientras que en la combinaci6n no im-
porta el or~en. '

Asi como dos conjuntos distintos no tienen Jos
mismos elementos,dos combinaciones distin- Cuando eJorden es importante, se habla 'de las
tas no tienen los' mismos objetos. Ademas en .' permutaciones. Pero este tema sera objeto de
una combinacion, como en cualquier conjunto, estudio en, octavo (S o) grado.

1 4 6



Para el logro de los objetivos aquf propuestos
sposible seguir estos pasos: dar'un conjunto

A de n elementos ( n ~ 7), hallar el conjunto de
partes y escoger de este aquellos elementos
(subconjuritos de A) que tengan un cardinal fijo
m dado, e identificarlos como las combinacio-
nes de m elementos tomados del conjunto A.

A continuaci6n se proponen dos ejemplos de
actividades que el profesor podra cambiar 0
adaptar segun las circunstaricias.

Dadoel conjunto A = { b .p ,q },

don de b = bocadillo, p = pan y q

= queso, lcuantas meriendas dis-
tintasse pueden arreglar con uno,
dos 0 tres de estos elementos?

Con un elemento se pueden arreglar tres: { b },

{ p }, { q }

Con dos elementos se pueden arreglar tres:

{ b ,p }, { b ,q }, {p ,q }

Con tres elementos se puede arreglar una sola
merienda: { b ,p ,q }

Se vera que los arreglos anteriores son ~Iemen-
tos del conjunto de parteS de A, S i al hacer re-
ferencia a?'(A), algun estudiante pregunta que
pasa con el conjunto <1>, el profesor podra a su
vez preguntar: lcuantas meriendas se pueden
arreglar cuando se acabe el bocadillo, el pan'y
elqueso?

Habrfa una merienda miJy especial que no ten-
drfa nin-gun elemento, y que podrfamos Ilamar _
la "merienda vacfa" 0 la "merienda del pobre",
que no come nada y s610ve comer a los otros.

Asf se completarfa la !ista de todos los subcon-
juntos de~(A) anotando en ella el conjunto <1>,
que representa la "merienda vacfa".

A todos los arreglos anterioresse les denomina
combinaciones: .

{ b ,p }, { b ,q }, {p ,q } ,son las ,combinaciones de
2 elementos de A escogidas entre los 3 elemen-
tos del mismo conjunto. .

- EI cardinal del conjunto de estas combinaciones
es pues 3 ~ · - - . . I, -

< l r es la combinaci6n que resulta de no escoger
ningun elemento del conjunto A, ala combina-
ci6nvacfa.

Hay una sola combinaci6n vacfa y por eso .deci-
mos que el cardinal del conjunto de combina-
ciones vadas es 1 .

Es posible que los alumnosno acepten la "com-
binaci6r'L vacfa" como combinaci6n valida.
O tros alu'mnos pueden rechaz ar tam bien la
"combinaciqn Ilena" {b ,p ; q } por noconsiderarla
subconjunto de A, pues para ellos un subcon-
junto tiene que ser "mas pequeno" 0 "subc,on-
junto prCipio". Elprofesor respetara estas difi-
cultades y ~e pondra de acuerG io con losalum-
nos sobre estos casos extremos, quepueden
decidirse por una conve!"!ci6n acordada entre
todos.

Ejemplo 2. Una situaci6n que resulta tal vez'
mas interes'ante para los alumnos
es aquella relacionada con algun
evento dela vida cotidiana. Supon-
gamos que en una competencia de
carreras de caballos van a dispu-
tarse los tres primeros puestos en-
tre los caballos seiialados con las
letras a , b , C ,' d : er alazan, el bayo,
el cenizo y el dorado. La pregunta
es: lcuantas son las posibles ter-
nas de caballos que pueden ser los
primeros en lIegar a la meta? (No

nos importa el orden en que lIega-
ran los tres caballos, s610 quere-
mos saber cuales pueden ser los
tres mejores),

S e tiene pues el conju\nto C = . { a"b ;< .':,d } de
, cardinal 4 y se van a seleccionartodas las ternas
o subconjuntos de 3 elementos. .

S e dejara que los alumnos desarrollen el ejerci-
cio y luego, con eltrabajo de todo el grupo, se
completara la lista de las ternas de caballos que
podrfan ser los tres primeros en lIegar a la meta,
o sea, los tres mejores de los cuatro. .

Hay 4 posibilidades: { a ,b ,c }, {a ,c ,d }, { a ,b ,d }, .

{ c ,b ,d } .

Para hallar las ternasanteriores se pueden se-
guir, entre otros, el, sigyiente procedimiento:'

- S i a es uno de los caballos de la terna, los
otros dos caballos seescogeran entre los tres
restantes, es 'decir, entre b , c y d ; asf resultan
las ternas:

{ a : b ,c ' } , { a ,c ,d } , { a ,b ,d }

, • : 1

S i a no es uno deros caballos de la terna,
resulta la terna {b ,c ,d }c:jue completa el nu-·
mere de posibilidades.



T ambien se puede pensar en elcaballo que no
estarfa entre los tres primeros y escribir lostres
resta f\tes:

vante la,ccilocaci6n u orden de esos m elemen-
tos.

S ia no esta, entonces se tiene la terna{ b ,c ,d }

S ib no esta, entonces se tiene la terna {a ,c ,d }

S iC no esta, entonces se tiene la terna {a ,b ,d }

Por ejemplo:
{ a ,b ,c } = { a ,c ,b } = {b ,c ,a } = = {b ,a ,c } =
{ c ,a ,b } = {c ,b ,a }

son conjuntos que representan exactamente la
misma selecci6n de tres elemehtos (combina- .
ci6n), a pesar de que corresponden a seis arre-
glos ordenados distintos 0 permutaciones. S e
hara notar la diferencia entre seleccionar 1 0 5

tres mejores (combinaci6n) y lIenar un formula-
rio de apuestas con el orden .de lIegada (6 per--
mutaciones para cada combinaci6n).

Estos 4 conjuntos, subconjuntos del conjunto C
y elementos de?(C )constituyen las combina-
ciones de 3 elementos tornados de un conjunto
de 4 elementos.

Si se agrega un caballo mas, por ejemplo el
e xo t ic a , laumentara el numero de combinacio-
nas de 3 caballos? .

En octavo (8°) grade se vera que de cada uno
de los conjuntos de tres elementos q ternas se
pueden obtener seis ternas ordenadas diStintas.
En este caso es importante el orden asignado .
a cada uno de los elementos: figura un ele-
mento como "primero", otro como "segundo"
y otro como "tercero". Asf si se toma la terna
{ a ,b ,c J, tendremos lasternas ordenadas (ele- .
mentos de un producto cartesiano) siguientes:
(a , b , C ) , (a , c , b ) , (b , a , C ) , (b , c , a ) , ( c , a , b ) , ( c , b , a ) .

Estas son las lIamadas permutaciones de tres
elementos.

En este caso podrfa resultar mas facil pensar
primero en los dos, caballos que no estarfan en
la terna de 1 0 5 tres primeros, es decir, en 1 0 5

dos que lIegarfan de ultimos. Ahora el conjunto
referencial es { a ,b ,c ,d ,e } = D . '

No estan en la terna
(0 son los ultimos)

{a ,b }
{a ,c }

{a ,d }

{a ,e }
{b ,c }

{b ,d } '.

{b ,e } .

{c ,d }

{c ,e }

{d ,e }

S i estfln en la terna
(0 son los primeros)

{c ,d ,e }

{b ,d ,e }

{b ,c ,e }

{b ,.c ,d }

{a ,d ,e }

{a ,c ,e }

{ a ,c ,d }

{a ,b ,e }

{a ,b ,d }

{a " b ,c }

1. En un conjunto de juguetes formado por un
avi6n, un'tren, un bal6n y un rompecabez as,
lde cuantas formas distintas se pue,de selec-
cionar: a) un juguete; b) dos jug.uetes; c) tres
juguetes; d) cuatro juguetes?

lEn la selecci6n de dos, tres y cuatro jugue-
tesel orden en que estos se tamen altera el
resultado?

2. En un almacen trabajan 5 contadores. Com'o
el balancede'fin de mes requiere solamehte
del trabajo de 4de ellos, cada mes se efectua
un sorteo y aq.uel que resulta ~vorecid<;> no
participa en esta labor. l Cuanto.s equlpos
distintos se puedEm' formar?

Mediante este procedimiento hemos obtenido
el numero de combinaciones, tanto de 2 comO
de 3 elementos, tornados, d~lconjunto
{ a ,b ,c ,d ,e } de 5 elementos. Se enfatizara el he-
cho de que dos combinaciones de cardinal m

son distintas si por 1 0 menosuno de sus elemen-
tos es distinto, siendo absolutamente irreleL



La media aritmeticao media de un sistema
de datos es el cociente de dividir la suma de
todos los valores de los datos observados,
entre el numero total de ellos.

Ejemplo: La lista de calificaciones de un grupo
de 10 estudiantes de una lengua ex-
tranjera es la siguiente:

. 1. Abasolo Jose "
2. ArdilaEnrique '
3. Benitez Daniel
4. Bustos Felix
5. Cabez a Enrique
6. Castellar Rolando
7. Castiblanco Celia
8. Espihosa'Gabriel
9. Gonzalez William

10. Machuca Werney

La media de este conjunto de datos se puede
observar de varias formas:

a )M e d ia ·5 + 5 + 2 + 4 + 1 .( 2 + 5 + 2 + 3 + 5 = 1 3 0 4= 3 .4
. 1 0

b) Como algunas notas se repiten, estas se pue-
den agrupar para obtener la tabla de,frecuen-
cias correspondiente. Esto facilita el calculo
de la media.

1 x 1 + 2 x 3 + 3 x 1 + 4 x 1 + 5 x 4

1 0

1 + 6 + ~ o + 4 + 2 0 = ~ 6 = 3 .4

N o ta No. d e alum nos

1 1

2 3

3 l '

4 / 1

5 4
!

.

T otal 1 0

La mediana de un sistema de datos ordena-
dos,es"el valor del dato central 0 datoque
esta en el medio, cuando se trata de un nu-
mere impar de datos, 0 es la media aritmetica
de los valores de los dos datos centrales,
cuando setrata de un numero par de datos.

Ejemplo: ,En el caso de las notas del ejemplo
anterior al ordenarlas se obtiene:

5
5 1, 2, 2, 2, 3, 4, 5, 5, 5, 5
2
4 Comose trata de un numero par de datos (10)
1 se toman Io,s dos valores centrales, 3 y 4, Y se
2 saca la media aritmetica de ellos, entoncesse
5 tiene:,
2
3

5
' . 3 + 4 0 5

Mediana = ~ = ; ; ) .

O bservese que el'numero de notas superiores
a 3.5 es cinco y que el numero de notas inferio- '
res a 3.5 tam bien es cinco.

S i de la Iista de las notas anteriores suprimimos
una de elias, por ejemplo, un 5, se tiene: 1, 2,
2, 2, 3, 4, 5, 5, 5. Ahora se trata de un numero
impar de datos y la mediana es et valor deldato
que ,esta en el medio, 0 sea 3..

En"este caso se observa que el numero de notas
superiores a 3 es cuatro y el numero de notas
inferiores a 3 tambien es cuatro.

La moda es un sistema de datos; es el dato
que se presenta con la mayor frecuencia, es
decir, el que mas se repite. En el ejemplo de
las notas, la modaes 5, pues esta es la nota
que tiene mayor frecuencia como puede ob-
servarse en la tabla de frecuencias.

La !'"Rediaaritmetica, la mediana y la moda.
tienden a situarse en el centro del sistema de
datos y por eso se les llama rnedidas de cen-
tralizacioo, 0 medidas de tendencia central.

Los contenidos basicos dados anteriormente no
agotan la amplitud y profundidad del tema,
pues no sa trata aqui de reproducir ni de elabo-
rar un texto sino mas bien de motivar al docente
en la busqueda de la informaci6n pertinente.
Hasta d6nde se puede lIegar en el trabajo con
los ,estudiantes, es una decisi6n que depende
del interes y nivel de los alumnos y del tipo de
conclusiones que se deseen obtener de los da~
tos recolectados. '

-
Es conveniente que los datos se que tomen co-
rrespondan a una variable discreta (no toma
valores intermedios) ya que el tr'abajo con varia-
ble continua (toma cualquier valor intermedio)
sera objetb' de estudio en la Media Vocacional.

Unavez se recolecten y or,denen los datos ya
sea de menor 0 mayor 0 viceversa se facilita el
calculo de las medidas, objeto de estudio. La
disposici6n de la Iista de los elementosordena-



dos permite visualiz ar: Ja ubicac}6n de la media
y de la mediana, aunque estos dos valores no
figuren en la Iista de 10s datos recolectados
como en el caso del ej~mplo prO puesto en los
contenidos basicos. De igual manera puede ob-
servarse que la mitad delos datos quedan por
encima del valo'r de la me<;liana y laotramitad

. por debajodef,~alor de lamisma.

En cuanto a la, ~oda cOflviene observarque

esta no siempre tiende a situarseen e( centro
de los datos ordenados, como puede verse en
e l c a s o d e l e je m p lo d e I-as c a lific a c io n e s .d o n d e '.
la moda es 5.

I;stas observaci'ones y unos q,Jantos ejercicios
pueden ayudcir a construir mental mente los
conceptos que constituyen el temade la unidad
y que serviran de base para trabajarlas poste-
.riom~nte en forma mas avanz ada. .

En el lenguaje usual se utiliz an cO ,nfrecuencia
afirmaciones, que pueden ser. 0 verdaderas 0
falsas. -., .

No es verdad que Bogota es la capi-
tal de Colombia. .

Ejemplos. EI dia de hoy ha estado lIuvioso.
Cinco es el cuadrado dedos.
La sumade dds y dos da el cuadrado
de dos.

A cadauna de las expresiones anteriores (afir-
maciones 0 negaciones) puede asignarsele un
valor de verdad, ya sea "verdadero" 0 "falso",
puesto que todas ellas son proposiciones cerra-
das. En estas proposiciones los terminos son
constantes; es decir, designan objetos ya deter-
minados: eJ dia de hoy, cinco, la suma de dos
y dos, esta c;> rqlJidea,etc.

T ambi€ m se utiliz an negaciones, quepueden ser
verdaderas 0 falsas:' .

Ejemplos: Esta orqufdea no es rosada.
EI 3 no es un numero par.

Cuando de una expresi6n no puede decirse que
es verdadera 0 falsa, portener terminos todavia



no determinados, se dice que es una proposi-
cion abierta. AI termino aun no determinado sa
Ie lIam~ variable. '

1. E lla canto esta m anana.

2 . Un poeta N .N . ganoe l P rem io Nobe l de L ite -

ra tu ra .

3 . x es un n(Jm ero im par.

4 . x es la d ife rencia entre 1 2 y 5.

5. EI doble de ciert9 numero entero positive p
es menor que 16.

6. Un na tu ra l n ad ic ionadoa 15da una sum a

m en o r que 45.
7 . Pedro v ia jo a Z ipaqu ira .

Enlos ejemplos anteriores es facH observar que
sola mente despues desustituit 0 reemplaz ar
las variables por constantes podra decirse si las
proposiciones son verdaderas 0 falsas.

Las variables pueden estar expresadas me-
diante pronombrespersonales,sustantivos co-
munes precedidos' de articuios indefinidos y
aun por nombres' propios, cuando no se precisa
el contexte; en la ultima frase, "Pedro" puede
representar un muchacho distinto en famHias
c!ifere ntes.

Hagamos un analisis de este aspectoen las p'ro-
posiciones abiertasanteriores.,

1. E lla canto esta m anana

Aqui la variable es el pronombre "EI'la". La
frase se puede volver verdadera 0 falsa segun
la persona en que uno este pensando cuando
'dice "Ella".

2. Un poeta N .N . gano e l P rem io Nobe l de L ite -

ra tu ra

En esta frase la variable es la ex~resi6n ':Un
poeta N.N." con un sustantivo precedido del
articulo "Un"; esta expresi6npuede sustituirse
por el nombre de uno cualquiera de los poetas
que obtuvieron la distinci6n mencionada para
volver verdadera ia frase, 0 por el de uno que
no haya obtenido esa distinci6n para volverla .
falsa.

Esta proposici6n abierta expresa la condici6n
que debe cumplir un numeroque pueda susti-
tuirse en vez dela x para hacer verdaderala
frase: "7 es un numeroimpar": jVerdadero!

Pero tambien puede, sustituirse la x por otro
numero que no cumpla la cQndici6n, Y en ese

\ ' .
caso la frase se vuelve falsa: "8 es un numero
impar: jFalso! '

Una vez efectuadf! la sustitu«i6n ya se puede
decir que la proposici6n cerrada resultante es
verdadera si el numero satisfactf la condici6n,
o que es falsa en caso contrario. .

"7 es un numero impar" ( V).

"B es un numero impar" ( F ).

Esta, prpposici6n abierta tam bien expresa una
condici6n para la variable x: ser la diferencia
entre 12 If. 5.

Esta proposici6n puede simbolizarse mediante
una igualdad como: x = 12 - 5, dondexsimbo-
liza la variable 0 termino que debera sustituirse
por un numeropara volver verdadera 0 falsa la
frase. " .

En general, las igualdades (0 sea las proposicio-
nes simples en las que figura el signa "= ")en. '
las que aparece por 1 0 menos una variable, se
denominan e e u a e io n e s . Las ecuaciones son
pues proposiciones abiertas. T oda ecuaci6n es
una proposici6n abierta 0 condici6n; pero no
toda condici6n es una ecuaci6n.

5. E I dob le de cie rto num e ro en te ro pos itivo p

es m eno r que 16.

Esta proposici6n tam bien puede expresarse
mediante la taqui~rafia propia de las mate-
maticas asi: p e Z y 2p > 16.

En general, las desigualdades (0 sea las pro-
posiciones simpJes en las quefigura uno de
los signos "<, ~, >, ;;;." enlas que aparece
por 1 0 menos una variable, se denominan
in e e u a e io n e s : 2 x < 16 es una in e e u a e i6 n .

Las inecLiaciones son pues· proposiciones
abiertas. T oda inecuaci6n, es una proposi-
ci6n abierta 0 condici6n; pero no'toda conc!i-
ci6n es una inecuaci6n:x e Z+ no es una
ecu,aci6n, ni tampoco una inecuaci6n, pero
si es una coridici6h 0 proposici6n abierta.

Si en la inecuaci6n 2 x <16 sustituimos la
variable x por uno cualquiera de los elemen-
tos del conjunio { 1 ,2 ; 3, 4, 5, 6,7} obtenemos
una proposici6n cerrada ,verdadera. Cada
uno de los elementos de ese conjunto es una
soluci6n de la inecuaci6n dada. A dicho,:on-
junto se Ie denomina e o n ju n to d e v e rifie a n -
te s , 0 e o n ju n to d e s o lu c io n e s (0 tam bien
e o n ju n to s o lu e i6 n ) de la ihecuaci6n 2 x < 16
dentro del co~unto referencial dado, que en
este caso es Z (tam bien podriamos sustituir



otros numeros de Z+ en vez de x, peroen
esos casos resultarian proposiciones cerra-
das falsas). '

Hallar uha soluci6n.'de una ecuac;i6n 0 ine-
cuaci6n no siemprce,'es resolverla completa-
mente, pues podria tener otras soluciones.
Puede ser nece'S ario utiliz ar metodos para
transformar laecuacion 0 la inecuaci6n en
otra' que tenga las mismas soluciones, pero
en donde sea mils filcil decir cuilles son todos
sus verificantes.

, La condici6n' expr~sada en la proposici6n
abierta: '

6 . .u n n a tu r a l ' ; a d ic io n a d o a15 d a u n a s u m a
m e n o r q u e 45

S e puede simboliz ar,asi: 15 + n < 45. Esta ine-
cuaci6n puede transformarse en otras equiva-
lentes(por tener las mismas soluciones):

Esta ultima inecuaci6n nos da inmediatamente
el conjunto de las treinta soluciones { 0 , 1,2, ...,
29 }que tiene la inecuaci6n ,original en el refe-
rencial dado, en este caso los naturales.

Obseryese que 'Ia expresi¢ n: "Ios numeros na-
turales que adicionados a15 dan una suma me-
nor que 45"no es una proposici6n abierta; es
mils bien la determinaci6n de un conjunto por
comprensi6n, pues representa el conjunto de
verificantes de la condici6n 15 + - n < 45 en el
referencial de los naturales: { 0 , 1, 2, ..., 29 } .

Va se anot6 que en esta proposici6n la'variable
es "Pedro", pues 1 i3 frase puede re~ultar verda-
dera 0 falsa segun la persona en que uno piense
cuando dice "Pedro". '

/

Cuando una persona dice una frase como esta,
ordinariamente estil oensand,o en, un "Pedro"
ya bien determinado para ella, y por,lo tanto la
dice como proposici6n cerrada pel')sando que
"Pedro" es una constante. Pero si otra persona
oye la frase, 0 la ve escrita, tiene queempezar
apensar en cuill de los "Pedros" que conoce
puede ser el que viaj6 a Zipaquiril. Esasison las
sustituciones que va haciendo, hasta que en-
cuentra una s,ustituci6n que haga la frase verda-
dera. Por 10tanto "Pedro" es para ella luna va-
riable.

En el leriguaje ordinaria la cuantificaci6n se ex-
presa de muchas maneras por medio de expre-

siones de cuantificaci6n, como "todos", "algu-
nos", ... y con frecuencia el conjunto referencial
al cual se refieren esas expresiones queda poco
preciso.

Cuando se dice: "todos losalumnos vinieron
con camisa blanca"; queda la dud a desi se estil
hablando de los alumnos de un curso (y de cuill
curso) 0 si se habla delos alumnos de todo el
colegio. "Algunos dias se, suspende el trilfico
aereo". lSeril durantealgunos dias de la sema-

.,na? lDel mas? lDel ano?

Cuando se mencionaron las dificultades para
identificar las proposiciones abiertas, se,senal6
como una de ellas e" hecho de que frecuente-
mente, en el lenguaje ordinario, la cuantifica-

, ci6n estil implicita. La frase "un profesor estu-'
dioso investiga", puede significar, segun el con-
texto que "todos los profesores estudiosos in-
vestigan" 0 tam'bien que "algun profesor que
es estudioso investiga".,

En frases como "ninguno -de los alumnos de
70. grade ley6 la noticia del dia", "todos los
alumnos de 70. grade no leyeron la noticia del
dia"; "algunos de los alumnos de 70. grade no
leyeron la nt;)ticia del dia"; el estudio de los
cuantificadores es mas delicado por la interven-
ci6n de la nega,ci6n. Esto se estudiara en 80.
grado. '

Sin embargo, es posible que se presente la 06a-
si6n donde sea necesario hacer notar que si en
una frase interviel)e, la expresi6n "todos", su
frasec;ontraria lIevara la expresi6n "ninguno"
y viceversa. Asi la contrinia de la primera de
estas frases es: "todos los alumnos de 70. grade
leyeron la noticia del dia". En cambio, la nega-
d6n de la primera frase se puedeexpresar cO n
una frase como "al mehos'unode los al,umnos
de 70. grade ley6 la noticia del ~ ia-".

La negaci6n de frases cuantificadas tiene pues
especiales dificultades, y se recomienda utiliz ar
en 1 0 posible frases-afirmativas en 70. grado,
dejando las negativas para 80. grado.

AI cuantificar algunas ecuaciones e inecuacio-
nes con expresiones de cuantificaci6n del len-
guaje ordinario, se obtienen frases como:

"T odos los enteros mayores que cero y meno-
res que 15"

, En cuanto ala simboliz aci6n matematica, el pro-
, fesor considerara si es 0 no conveniente su uti~
lizaciqn.



Y a se dijo quecuando se tiene una proposici6n
abierta 0 condici6n, esta puede cerrarse por
sustitucion 0 por cuantificacion.

por sustitu~ion
o J

a + 4 = 1 0

se puede cerrar

Ejemplo. Si se esta trabajando en Z y se tiene
la ecuacion:

po~.cuantificaCion

EI simbolo V representa el cuantificador uniVer-
sal "para todo".

"para todo a que pertenezca a 'Z", 0
"para todo entero a "

"para todo a en 71"
"cada entero a cumple ..."
"todo entero a "

6 + 4 = 1 0 ( V)

3 + 4 = 1 0 ( F )

Va e 2 , a + 4 = ; 1 0 ( F ),
, '3 a e 2 , il + 4,";' 1 0 ( V )

\

EI sinibolo 3representa el cuantificador existen-
cial"existe por 1'0menos uno" 0 "para algun".

"existe par 10 menos un a en 'E ' , 0
"hay un entero a '~

"para algun a perteneciente a ,2"

, SUGERENCIAS MET O DO LOGICAS -------
'-.,

En la Basica Primaria se inicio el estudio de
expresiones del lenguaje usual y entre ellas se
distinguieron aquellas que son propos'iciones
de las que no 10 son. No se hiz o la distincion
entre proposiciones cerradas y proposiciones
abiertas, pues estas ultimas se empez aron a es-
tudiar como tales a partir de 60. grado. En ese
grade se distinguio el predicado y el termino
de una proposicion simple y se via la diferencia
entre terminos constantes, y variables.

Es convetliente, pues, queel profesor consulte
los programas de 40., 50. y 60. grado para que
al preparar sus c1ases y actividadesexplorato-
rias sobre el tema, sepa cuales son los conoci-
miEmtos de estos temas con los que los' estu-
diantes ya han estado en contacto.

A partir de afirmaciones y negaciones del ,Ien-
guaje comun,se hara la clasificacion de ,estas
en verdaderas y falsas. De una proposicion afir-
niativa puede obtenersela negativa correspon-
diente y viceversa. Este ejercicio permitira re-
cordar que cuando se niega una proposicion se
Ie cambia s,u valor de verdad. La negacion no
transforma! una proposicion en su icontraria,
como a veces se\suele pensin.

Ejemplo. "La leche es blanca", es una afirma-
cion verdadera. "La leche no esblan-
ca", es la negacion, falsa.

La negacion deja abierta la posibilidad de que
la leche sea roja, verde, az ul, etc. S iconsidera-
mos que 10 contrario de blanco es negro, la
proposicion contraria de "Ia lech,e es blanca"
seria "La leche es newa", afirmacion ~ambien
falsa.

Notese que aunque en'este caso el valor,de
verdad de la negacion y de la cO ntra ria sea el
mismo, '.'La-Ieche es negra" no es la negacion
de "La leche es blanca".

Las misr:nas observaciones pueden hacerse con
base en una proposicion como: "Este tanque
esta vado",.

J . : •.
S egun el contexto, esta proposicion puede ser
verdaderw o falsa. S u negacion es: "Este tanque
no esta "acio". La cohtraria seria: "Este tanque
esta lIeno", que no significa 10 mismo que la
negacion. S i en realidad el tanque esta parcial,
mente lIeno, tanto la frase iriicial ("Este tanque
esta vado") como la contratia' ("Este tanque
esta lIeno") son falsas. En cambio la negation
de la primera ("Este tanque no esta yado")es
verdadera; La negacion de la contraria ("Este
tanque'no esta lIeno") tambien serfa verdadera.
La hegacion siempre cambia el valor de verdad.
La contra ria en calT !bio puede tenerel misr:90
valor de verdad que la proposicion original.



O tra dificultad para'identificar proposiG iones
abiertas enel lenguaje ordinario, es que fre-
cuentemente se sobreentiende, por el contexto,

. una sustituci6n implfcita que "cierra" la propo-
sici6n. (A veces se entiende mas bien una cuan-
tificaci6n impHcita; asf, cuando se dice: "Un
hombre honrado no roba nunca" ,se entiende'

, que todo hombre honrado cumpte esa condi-
ci6n;'Y cuando se dice "Un hombre honrado va
no se encuentra", se entiende que va no se en-
cuentra ningun hombre honrado).

.(:n 1 0 5 contenidos basicos hemos dado algunos
ejemplos de afirmaciones V negaciones con sus
correspondientes valores de verdad. Figuran
allf, tambien, alguniils propQsiciones abiertas en
las cuales la variable esta escondida bajo un
pronombre personal: Ella cant6 esta mariana,
o unaexpresi6n en la que figura un sustantivo
coinun prec'edido de un artfculo indefinido: Un
poeta N.N. gan6 el Premio Nobel de Literatura.

En estes casos, al decir esasfrases en una situa-
ci6n concreta, se sobreentiende que "Ella" se
refiere a una persona particular V que "Un poeta
N.N." se refiere;a Garcfa Marquez. Por 10 tanto,
para el.que, las dice estarfan cerradas. Pero si
alguien las ove 0 las ve escritas, empieza a hacer
sustituciones hasta que las vuelve verdaderas.
Por 1 0 tanto, para el ovente 0 ellector estaban,
abiertas. '

Finalmente, es importante hacer la distinci6n'
entre'igualdad V ecuaci6n. '

La palabra igualdadse usa en tres sentidos di-
ferentes:

Para designar lesigno igual "= "("Ia igual-
dad"); ,

Para expresar la relaci6n de "ser igual a" ("Ia
relaci6n de igualdad").

Para indicar una proposici6n simple en la que
se utiliz a la relaci6n de igualdad 0 que se
escribe con, avuda del signo de igualdad.
Cua,ndo una' de tales proposiciones simples
es abierta (0 sea, que en ella apare,ce por 10

menos una variable), se denomina ecuaci6n.

, La igualdad: : 2 + 3 = 3 + 2 no es una ecuaci6n.
La igualdad 2 + x. = 3 + 2 esuna ecuaci6n.
T oda ecuaci6n es pues una igualdad, pero no
toda igualdad es una ecuaci6n.

NOT A:' PARA EL PROF1:S0R. Una identidad es
una ecuaci6n, a la que cualquier susti-
tuci6n que se ie haga la vuelve verdade-
ra. Por 1 0 tanto, una identidad es cuan-
tificable universalmente.

Ejemplo: 2 + x = x, +2 es una identi- ..,.'
dad. Por eso se puede cuantificar asf:

, 'Vx. 2 + x = x + 2 .

T oda identidad es, pues, una ecuaci6n,
pero no toda ecuaci6n es una identi-
dad: 2 + x = 3 + 2 no es una identidad,
pero sf es una ecuaci6n, V tambien una
igualdad. '

Analogamente, la palabra desigualdad se usa
en tres sentidos dlferentes:

- Para designar uno de 1 0 5 signos "<", "~",
">", II~".

- para expresar una de las relaciones corres-
pondientes.

Para indiear una proposici6n simple en la que
se utiliza una relaci6n de desigualdad, oque
se escribecon avuda de uno de 1 0 5 signos
escritos arriba. Cuando una de tales proposi-
ciones simples es abierta (0 sea, que en,ella
aparece por 1 0 menos una variable), se denb-
mina inecuaci6n.

La desigualdad 2 < 3 + 2 no es una inecua-
ci6n.

La desigualdad 2 < 3 + x no es una inecua-.

ci6n.

T oda inecuaclon es pues una desigualdad,
pero no toda desigualdad es una inecuaci6n.

Para el estudio de las expresiones de cuantifica-
ci6n se sugiere partir de frases dellenguaje or-
dinario en las cuah:ls intervengan tales expresio-
nes. Asf podran recopilarse V discutir su signi-
ficado con los'alumnos. Es posible que la mavo-
r ia de las frases que den 1 0 5 alumnos hagan
,referenciaa situaciones reales.

Ejemplos:

·a) "Alguno,de los alumnos de 7 0 . grado tiene
14 arios".

b) "T odos 1 0 5 profesoresestan organiz ando el
paseo".

c) "Ninguno de los alumnos de este curso vaa
la excursi6n". '

d) "AI menos uno denosotros iz 6Iaban'dera".

e) "No todos pasamos las vacaciones en este
lugar".

EI profesor podra subravar las expresiones de
cuantificaci6n, Vagregar una afirmaci6n como:



f) T odas las proposiciones anteriores utiliz an
expresiones de cuantificaci6n.

I

S i en la frase a) en lugar de la expresi6n de
cuantificaci6n se puede sustituir el nombre de
un. alum no de 7 0 . grade que vuelva la frase
verdadera (por ejemplo, Juliana FI6rez ), que
tiene 14 arjos, tambi(m se ,tendra una proposi-
ci6n cerrada, pero ahora por sustituci6n: "Ju-
liana FI6rez tiene 14 arios",

En la proposici6n d) la expresi6n "al menos
uno" deja abierta la posibilidad de que mas de
un. alumno haya iz ado la bandera. Pero para
que sea verdadera, pasta con que un miembro
de nuestro grupo, por ejemplo, Hermes G uardo,
haya iz ado la bandera. AI cambiar la expresi6n
de cuantificaci6n por su nombre, obtenemos
una proposici6n cerrada, pero ahora por susti-
tuci6n: "Hermes G uardo iz 6 la bandera".

Ademas de las proposiciones anteriores, se es-
tudiaran las expresiones de cuantificaci6n en el
referencial de los enteros sobre frases del ~ipo:

•

Como ya se dijo en los contenidos basicos, estas
proposiciones se pueden cerrar por cuantifica-
ci6n 0 por sustitucion.· .

La cuantifi~aci6n se expresara mediante las ex-
presiones de cuantificaci6n dellenguajeO rdina-
rio. S i los alum nos manifiestan interes en expre-

sar las proposiciones que asf resulten, en una
forma mas corta, y si el profesor 1 0 estima con-
veniente, se daran algunos ejemplos depropo-
siciones cerradas por cuantificacion y escritos
en la taquigrafla propia de las matematicas.

Para saber como cerrar por cuantificaci6n la
proposici6n " 3 x - 1 ;:;,:- 7" de manera que re-
suite verdadera, conviene transformarlaen otra
inecuaci6n equivalente:

(3x - H + 1. ;:;,: - 7 + ·1
3 x; : ; ' : -6

x; : ; ' : -3

Esta ultima expresi6n permite decir mas facil-
mente cuales son los verificantes de la inecua-
cion inicial.

Frases como: "Para algun entero-x, x ; : ; , :- 3 " .

"Hay un entero x para el cual x; : ; , : - 3". "Existe
por 1 0 menos un entero x, para el cual x; : ; , : - 3";
son proposiciones que ya estan cerradas me-
diante expresiones de cuantificacion .

S i es posible pasar a la simbqliz aci6n matema-
tica, se tendra:

EI conjunto de las soluciones de la inecuacion
son los enteros mayores 0 iguales que - 3:

DIENES, G olding. La geometrfa a traves de 'as transforma-
ciones. 1: T opologia, geometria proyectiva y afin. Barcelo-
na, Editorial T eide, 1972.

DIENES, G olding. La geometrfa a traves d'e las transforma-
ciones. 2: G eometria euclidiana. Barcelona, Editorial T eide,
1973.

DIENES, G olding. La geometria a traves de las transforma-
ciones. 3: G rupos y coordenadas. Barcelon~, Editorial T ei·
de, 1973.
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