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Por nuestra vinculaciOn y compromiso con el sistema educativo seguramente hemos
cuestionado y denunciado algunos de sus problemas principales.

En 10referente al curriculo, la situaci6n actual demuestra que, aunque se han realizado
algunos esfuerzos por corregir las fallas de los planes y programas correspondientes a
los Decreto& 1710 de 1963 Y 080 de 1974, sobre todo en la concepci6n educativa y su
practica, quedan problemas como: falta de continuidad entre grados y niveles, predomi-
nio de contenidos, poca atenci6n a !os intereses de los alumnos y a los asuntos de la vida
diaria, esca$8 participaci6n en los procesos de construcci6n de conocimiento, memoriza-
ci6n ineficaz ' I aprendizaje verbal, rigidez de programas y falta de adecuacl6n al medio.

Este diagn6stico ha comprometido al gobierno nacional en una politica que perfeccione
la calidad de la educaci6n de modo que pueda responder con justicia alas necesidades,
caracleristicas,valores y aSpiraciones de la sociedad. '

Para hacer efectiva esta politica se lIev6 a cabo la re-estructuraci6n del sistema educati-
vo (Decreto 088/76) con estrategias como la Renovaci6n Curricular y se promulgaron de-
cretos como el 1419/78 que explica los fines del sistema educativo y senala pautas para
el diseno curricular y su administraci6n y el 1002 de 1984 que establece el Plan de Estu-.
dios para Preescolar, Basica (Primaria y Secundaria) y Media Vocacional.

EI diseno del nuevo curriculo comprende los Fundamentos Generales, el Plan de Estu-
dios, los Marcos Generales, los Programas Curriculares y. materiales de apoyo.

Los Fundamentos Generales son una reflexi6n que, por su naturaleza, integra aspectos
filos6ficos, epistemor6gicos, sociol6gicos, psicol6gicos y pedag6gicos, que permiten pro-
poner en la educaci6n la idea de hombre que .sepretende hacer real. En ellos sa concibe
el conocimiento como proceso y conjunto de experiencias que dura toda la vida, transferi-
ble a otras situaciones y presente en diferentes contextos. Los conocimientos y verdades
se consideran como proyectos que deban revisarse y corregirse permanentemente. ,EI
alumno es el centro del proceso y el maestro es su orientador y animador .

. Asi ia educaci6n lIega a ser un proceso para posibilitar la autodeterminaci6n personal y
social y la escuela, el espacio necesario para el dialogo y el desarrollo de la conciencia
critica.

. Los Marcos Generales son el sustento te6rico de las ar~as del Plan de Estudios e infor-
man sobre el enfoque, la estructura y la metodologia de cada area.

EI eje organizativo del curricula es el alumno situado en la sociedad y la historia. Sa busea
educarlo para la vida con una formaci6n integral, que incluya, ademas de 10cognoscitivo,
10 socioafectivo y 10psicomotor; se proponen destrezas y habilidades necesarias para
desplegar sus potencialidades y se 10orienta en los aspectos de socializaci6n, participa-
ci6n y transformaci6n de la realidad dentro'de una perspectiva democratica:

Los contenidos y la metodologia se refieren a conceptos b8sicos, principios generales y ,
actividades que permitan enriquecer y sistematizar las experiencias y el propio aprendi-
zaje del alumno. Tienen como punta de partida el mundo del educando y Ijuscan desarro-
liar las areas de manera integrada e interdisciplinaria, para respetar la percepci6n globali-

, zante del nino y.el mejor avance posible hacia los niveles de madurez.

La evaluaci6n busca detectar fallas y aciertos para incluir los correctivos necesarios que,
garanticen el progreso del alumno. .



Los nuevos programas de Educaci6n Basica Secundaria son continuaci6n de los de Basi-
ca Primaria. Surgieron como propuestas que sa han debatido con los tecnicos de los Cen-
tros Experimentales Piloto, por areas especfficas, y han sido estudiados y evaluados per
profesores de distintas regiones del pafs.Siguiendo el proceso de revisi6n y ajuste, sa es-
pera mejorarlos en edici0.nes pesteriores ..

Por 10que se refiere a los Programas de Matematicas, se busca superar algunas de las di-
ficultades que durante muchos alios han impedido una buena educaci6n en esta area.

La propuesta requiere del docente un trabajo continuado de reflexi6n sobre la construc-
ci6n del conocimiento per parte de los alumnos y sobre la busqueda y construcci6n per-
manentes de una metodolog fa apropiada que permita partir de su reaJidad, yapoyarse en
sus vivencias para construir y organizar los conceptos y emplear sfmbolos inventados per
ellos 0 aceptado$ culturalmente. . .

Despues de comprobar que el proeedimiento pedag6gico usual de pasar de los sistemas
simb6Ji~s a los eonceptuales lIeva, en muchos casos, a la manipulaci6n meeanica de
simbolos y a la repetici6n de definiciones de memoria, consideramos conveniente partir
de la investigaci6n de los sistemas matematicos (y aun pre-matematicos) que ya se han
vuelto concretos y que ya manejan de alguna forma los alumnos, para que de Ia actividad
sobre ellos surjan los sistemas conceptuales que se desea que ellos construyan. Cuando
ya se manejan los conceptos en forma de modelos mentales, actividades motrices, ges-
tos y lenguaje ordinario, se procede a introducir los sistemas simb6Jicos como abreviatu-
ras de dicho lenguaje, a inventar nuevos sistemas simb6Jicos y a traducir estos a los siste-
mas usuales de los Jibros de matematicas.

De acuerdo con 10 anterior, cualquier sistema mate matico comprende:

Sistemas simb6Jicos que aparecen a primera vista, con sfmbolos verbales del lengua-
je ordinario y con sfmbolos form ales u otros sistemas de representaci6n grafica.

- Sistemas conceptuales, que son los mas irnpertantes, y
Sistemas concretos, que no necesariamente son objetos materiales, sino sistemas
matematicos (y aun pre-matematicos) que ya maneja el alumno, y que per la familiari-
dad con, ellos han pasado de ser abstractos a ser concretos para ellos.

Cada uno de estos sistemas incJuye:

- Un conjunto de compenentes, elementos u objetos con los que sa juega.
Un conjunto de transformaciones, operaciones 0 acciones sobre ellos, y

- Un c(;mjunto de r~laciones entre los mismos. .

Con este sencillo anaJisis de cada sistema matematico que quiere trabajar con sus alum-
nos, el docente puede planear las actividades que conduzcan a la construcci6n del siste-
ma conceptual per parte/del alumno y su eficiente manejo simb6Jico.

Campo Elias Burgos
Jefe Divisi6n de DiSano Programaci6n

Curricular de Educaci6n Formal.
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In t r o d u c c i6 n

Este documento contiene el Marco G eneral del Programa de Matematicas para la Educaci6n Basica.

En el se presenta un enfoque global de Jos conteriidos acorde con el desarrollo de las Matematicas

y se sugiere un enfoqu_e metodol6gico que se adecue al elegido para los contenidos, alas caracterls-

ticas de los estudiantes colombianos y alas diversas transformaciones por las que pasa el conoci-

m.iento humano de los 6 a los 18 anos.

E n f o q u e

. .

La historia de las Matematicas no puede aislarse de la historia de la humanidad puesto que el desa-

rrollo de la una ha avanzado paralelamente con el desarrollo de la otra.

Es innegable el impulso que las Matematicas Ie han dado al progreso de la humanidad, tanto en el

aspecto cientffico como en el tecnol6gico. I

Lasaplicaciones que actualmente tienell las Matematicas no se circunscriben a las de las Ciencias Na-

turales.

Todos en nuestra practica cotidiana necesitamos; a menudo, efectuar cllculos y estimar rapidamente

algunos resultados. Esta utilidad de las Matematicas es tan'antigua como 10 es la historia del hombre.

Es, por tanto, indispensable insistir en la operatoria y el calculo mental, sin volver alas rutinas te-

diosas de antano que provocaban en la mayoria de los alumnos una aversi6n permanente hacia las

Matematicas; sa insiste mas. bien en la comprensi6n de los conceptos y de los procesos, y en la formu-

laci6n y soluci6n de problemas, para apoyar y motivar el ejerciciode 105 algoritmos de calculo. Se

introducen tambh~n expl icitamente experiencias yejercicios de estimaci6n aproximada de los resulta-

dos de eellculos y de mediciones, y se desarrollan ,habilidades tan importantes cOmo las de encontrar

105 resultados exactos a traves de procedimientos de rutina. Las calculadoras y las computadoras ha-

ran cada vez mas importantes las primeras que las segundas.

-......

Para la comprensi6n de conceptos y procesos matematicos se requiere un minimo de teoria de con-

juntos, la que comienza con el manejo concreto de colecciones figurales y no figurales, necesarias pa-

ra la comprensi6n del concepto de numero natural, y continua, gradualmente, con un minimo de sim-

bolismo formal, a 10 largo de toda la Educaci6n ,Basica, para proporcionar un lenguaje comun al estu-

dio de'los diverses sistemas matematicos y nreparar e l paso al estudio de la t e o d a axiomchica de con-
juntos, en la Educaci6n Media·Vocacional.



La mayorla de las profesiones y oficios, y aun el desempeno exitosoen much as circunstancias delavi~

da ordinaria, exigen un adecuado manejo del espj'lcio' y de sus representaciones plasticas, grMicas 0

simplemente imaginativas.

Por una falsa reacci6n contra la geometr(a euclidiana'y par faltas de alternativas, el eStudi6 de'la g8O-

metria en la Educaci6n Sasica se hab'(a hecho cada vez mas Iimitado, hasta lIegara desaparecer'en

rriuchos planteles, con resultados rr.uy negativosen las habilidades de manejo del espacio.En este pro-

grama la geometr(a aparece enfatizada en todos los grados, como 'Una expioraci6nsistematiGa del es-

pacio. Esta exploraci6n es primordialmente activa, dinamica y solo secundariamente un estudio d~.fi-I

guras krazadas en el tablero, 0 en el papel, que ya han perdido su caracter' dinamico.'

Los computadores encarnan en sus circu(tos la 16gica simb6lica de Soo/e. Esta 16gica, que en laepoca

de su creaci6n, a mediados del siglo X IX, s610 intereso a unos pecos especialistas , ocupa hoyun sitio

privilegiado en el diseno yen e,1manejo de las calculadoras y los computadores y, 6t:\ general, en todas

las areas de la informatica. Por /0 tanto, aparecen desde el primer grad6 algunos objetivos relacionados

con la l6gica y el seguimiento de instrucciones l6gicamente estructuradas:que preparena los alumnos

a una facil transicion a la programaci6n de calculadoras y computadores, cuando puedan temeracceso

a ellos. '

Hay otro aspecto muy importante, es el relacionado con el rigor y la precisi6nen la formaci6n inte~

lectual, y la contribucion de las Matematicas a esa formaci6n.

EI lenguaje de las Matematicas intenta ser, esencialmente, preciso y general, en contraste con la ambi-

guedad y la particularidad del lenguaje usual. Mientras que el primero esta suj,eto areglas estrictas que
limitan su significacion para disminuir las interpretaciones subjetivas, el segundo pcirrTIite toda unase:

rie de interpretaciones mediante las cuales el sujeto puede manifestar sus sentimientos e intlJicl6ries:

Es de la s(ntesis de estos dos le,nguajes de donde surge el factor de formaci6n intelectl:Jalqu,epermite

distinguir 10 preciso de 10ambiguo y 10 particular de 10general.

En el currlculo de Educaci6n Sasica se incluye el estudib de todos estos aspectos de las Matematicas'C

con el fin de contribuir decididamente a la educa~i6n i~tegral del individuo, y lIevarloa parti,cipar

, activamente de ese gran patrimonio de la humanidad, que son las Matematieas.' .

En la Matema"tica como en todas las ciencias, h a h abido diversas tendencias 0 enfoques que de alguna

manera buscan ~rganizar los contenidos, correlacionarlps, jerarquizarlos, etc., queh an canstiW (po.

"escuelas matematicas".

Actualmente h ay una corriente muy notoria que se propone presentar la Matematica como una cien-

cia unificada, en la cual las diversas ramas tienen estructur~s comunes, afines, que pueden expresarse

en el lenguaje .de la Teor(a de Conjuntos.

Este enfoque unificador de toCfas las ramas de la MatemMica (0 sea delas Matematicas) puede articu-

larse 0 establecerse, de manera coh erente, alrededor de unconcepto clave mas amplioque el de con-
junto, que es el concepto de S i s t e m a . . .

EI concepto de sistema tiene la ventaja de no ser,exclusivo de la Matematica, ya que es empleado ert

una u otra forma en todas las ciencias. Cada ciencia se ocupa de sistemas especiales; por consiguiente,

debe estableter reglas espec(fi< :as para interpretarlos y rnanejarlos, y garah tizar, ademas, una utiliza-

cion adecuada del lenguaje de los sistemas y de la teoi"ia general de sistemas.'· .



EI enfoque elegido para el actual programa oficial de Matem.h icas correspondiente al nivel de Educa-

cion Basica. es el enfoque de sistemas; por eso conviene analizarlo detalladamente.

En cfrculos dedicados en Colombia a la docencia ya la investigaci6n matematica, son ya bien conoci-

dos estudios como: R e l a t o r e s y o p e r a d o r e s ; L 6 g i c a , c o n j u n t o s y e s t r u c t u r a s ; R e l a c i o n e s ,o p e r a c i o n e s

y s i s t e m a s ; E I c o n c e p t o d e s i s t e m a c o m o c l a v e d e l c u r r i c u l o d eM a t e iM t i c a , en 105 cuales el asesor del

Ministerio de Educaci6n Nacional, en la elaboraci6n de 105 programas de Matematicas para el nivel Ba-

sico, Carlos E. Vasco U., desarrolla el enfoque de sistemas,analiza 105 conceptos asociados a dicho en-

foque (como 105 de conjL'nto. objeto, relaci6n, operaci6r;J, sistema y estruetura), y 105 especifica al ca-

so particular de 105sistemas matematicos.1 '

Para definir un sistema hay que establecer previa mente el significado de las palabras que se van a em-

plear. Esas palabras son: conjunto. objeto, relaci6n, operaci6n. Quien intente definirlas. se convencera

de que no es posible hacerlo en terminos de conceptos mas fundamentales;pues 10 (mico que es p'osi-

ble.encontrar, para cada una de esas palabras, es una lista de sin6nimos, con diversas connotaciones y ,

de que, con base en esos si'16nimos, todo el mundo parece entender que quieren decir esas palabras,

sin detenerse a pensar si existe una definici6n precisa para cada una.

C o n j u n t o :

O b j e t o :

R e t a c i 6 n :

O p e r a c i 6 n :

coleccion, clase, agrupaci6n. agregado, mont6n, grupo (rebaiio, jaurla, bandada ...l.
cosa. elemento, individuo, entidad, ser (persona, animal, planta, mineraL).

referencia, respecto, "ser h acia"(Arist6teles), nexo, lazo, vinculo, conexi6n.

acci6n. transformaci6n, modificaci6n. intervenci6n, conversi6n (Relaciones 1978).

A partir de estas'cuatro palabras, 0 de sus sin6nimos. es posible expresar el concepto clave del currlcu-

10 de (\t1atematica: el concepto de sistema.

Sistema es un conjuntb de o b j e t o s ~on sus r e l a c i o n e s y o p e r a c i o n e s
/ '

Con base en esta definici6n, pueden identificarse y analizarse sistemas en diversos campos de la activi-

dad cientffica. econ6mica. polftica, etc.

En particular, para describir un sistema determinado de la Matematica hay que especificar un conjun-

to de objetos, un conjunto de operaciones y un conjunto de relaciones. Un ejemplo puede ser un sis-

tema estudiado en la Aritmetica, en el cual; /

el conjunto de objetos es el formado,por 105 numeros enteres,

el conjunto de operaciones es el formado por la adici6n y por la multiplicaci6n, y

el conjunto de relaciones es el formado por las relaciones de orden: ••...es menor 0 igual que ...•••

••...es mayor 0 igual que ...••• ': ...es estrictamente menor que .., ••, ••...es estrictamente mayor que ...••.

(ConYiene recordar que el conjunto de los numero enteros se sjmboliza mediante una ZY $U$elementO$ $On; el

cero. todos los enteros positivos: 1. 2. 3 .••. y todos105enteros negativos: ~1 •-2. -3 •...1. '



Conjunto de rela~iones: R =: {~. < . > . ~}

Para nombrar mas abreviadamente este sistema. se puede establecer la cpnvenci6n deemple?r sola-

mente las letras mayusculas, que simbolizan los conjuntos de objetos. de operaciones y de relaciones.

en ese orden:

Por las propiedades que cumplen las operaciones y las relaciones definidas eneste conjunto especifi·

co de los enteros. se suele 0 se acostumbra mencionar este sistema indicando la estructura quetiene.

Como en este caso el sistema tiene estructura de anillo ordenado. se denomina anillo ordenado de los

numeros enteros.

En forma similar pueden describlrse otros sistemas de la Aritmetica. de la Geometda. de la Teor(a

de Conjuntos. de la ,L6gica Matem,hica. etc. tn general, cada sistema queda perfectC!mente determi-

nado por tres conjuntos:

I .. \

a . U n c o n ju n t o d e o b je t o s , simbolizado por una letra mayuscula latina. por ejemplo A . Este con-

junto. Ilamado c o n ju n t o s u b y a c e n t e , nO,puede ser vado.

b . U n c o n ju n t o d e o p e r a c io n e s , simbolizado ordinariamente por una letra mayuscula griega. por

ejemplo.n.. (omega). Este conjunto puede ser vado en el caso de sisterna~ puramente relacionales.

como el lIamado c o n ju ,n t o p a r c ia lm e n t e o r d e n a d o , en el que se tiEme: A , i $ '.n..=' C p . R = {~}

y que se puede simbolizar as(:

lA. ct>. {(} ). o.
(A . {'EO }). o.
(A . 'EO) ,

c . U n c o n ju n t o d e r e la c io n e s , simbofizado ordinariamente por una letra mayuscula cursiva. por

ejemplo R En este conjunto. se suelen indicar unicamente las relacionesOinarias entre elementos

del conjunto A .

Ademas de estas relaciones en' A . sa dan otras relaciones en las que intervienen elementos de A . opera- '

ciones den. y relaciones de R . . '

Abreviadamente. cualquier sistema espedfico de la Matematica puede simbd1izarse por medio de

una terna 0 tripla ordenada de conjuntos:

A : el conjunto de objetos del sistema .b
.n. : el conjunto de operaciones del sistema ./)

R : el conjunto de relaciones del sistema .h



EI enfoque de sistemas contenido en los estudios mencionados anteriormente, contribuve al logro de

los objetivos del Programa de Matematicas porque organiza y unifica los diversos contenidos vias di-.

versas ramas de la Matemch ica, a traves de unos conceptos V un lenguaje comun; facilita la articul'aci6n

de la Matematica con las demas areas del Currlculo, V permite desarrollar los contenidos atendiendo

alas caracter(sticas de 1 0 5 alumnos del Cicio Basico V de la realidad en que viven, sin caer en el enfa-

sis desmedido en los conjuntos, que se hace en cierto tipo ( v a no tan moderno) de la Hamada "Mate-

matica Moderna".

So~, pues, tres las ventajas del enfoque de sistemas: una en el interior de la Matematica, otra en el

campo de la integraci6n 0 articulaci6n de la Matematica con otras ciencias V otra respecto a la meto-

dolog(a propuesta para desarrollar los contenidos.

Conviene analizar las implicaciones que tiene este enfoque en la articulaci6n de la Matematica con las

demas ciencias. Basta una rapida revisi6n de los contenidos tratados en Ciencias Naturales, en Ciencias

Sociales, en Administraci6n, etc., paraconcluir que todas estudiandeterminados sistemas,vque, por

consiguiente, haven este concepto una fuente de articulaci6n e integraci6n.

Ejemplos de esos sistemas, no estrietamente matemchicos, son: el sistema ecol6gico (uno de los con·

ceptos de mas actualidad), el sistema respiratorio, el sistema circulatorio, el sistema sociai, el sistema

econ6mico, el sistema solar, etc. Sistemas como el soCial 0 el circulatorio son much(simo mas comple-

jos que los sistemas matematicos.

Los sistemas matematicos son muv simplificados. Los sistemas reales sonsiempre ma's complejos, Esta

'es la regia clave para la articulaci6n de la Matematica con las demas ciencias, EI dominio del concepto

de Sistema en Matematica prepara para el dominio de ese concepto V sus aplicaciones en las Ciencias

Naturales V Sociales, en el Lenguaje, V en la soluci6n de problemas de la vida real. (Ver: Relaciones,

1978; Concepto, 1980).

Las otras dos ventajas de este enfoque se explicitaran posteriormente en la estructura cOtlceptual
del area.

O b je t iv o s

EI estudiante debe:

Desarrollar habilidades que Ie permitan razonar 16g.ica,cr(tica V objetivamente,

Adquirir independencia en la actividad intelectual.

Adquirir profundidad y perseverancia en la busqueda del conocimiento.

Ampliar su capacidad para realizar generalizaciones.
x. Desarrollar habilidades en los procedimientos operativos aritmeticos V geometricos.

Familiarizarse con conceptos basicos de la Matemcltica.

Adquirir precisi6n en 18 expresi6n verbal V familiaridad con el lenguaje V expresiones simb6-

licas.

/nterpretar la realidad a traves de modelos matemclticos.

Utilizar la Matematica para interpretar V solucionar problemas de la vida cotidiana, de la tecno-

log(a V de la ciencia.

Ejercitar la agilidad mental para encontrar soluciones a problemas de diferentes tipos,

Rec~nocer y valorar algunas de las funciones de la Matematica en el desarrollo de la ciencia ven

el mejoramiento de las condiciones de vida.



Construir el conjunto de los numeros naturales a partir de colecciones, de objetos concretos y;

en el, efectuar las operaciones,y reconocer las relaciones que correspondan alas situaciones aditi~

va, multiplicativa y potenciativa. ,

Adquirir h abilidad para el calculo arjtmeticomental y para el calculo escrito, con ayuda de la tal-,

.culadora y sin ella.

Construir el conjunto de los nUmeros fraccionarios a partir de operadoressobre magnitudes con-

cretas y, en el, efectuar las operaciones y reconocer las relaciones que corresPol)dan alas situacio-
nes aditiva y multiplicativa.

Resolver situaciones de la vida diaria que requieran el uso de los numeros· fraccionarios y de las

operaciones entre ellos. . \ " "

Cons'truir algunos subconjuntos de numeros reales,a partir'de situacio.nes geometricas~e inicar e\ .

estudio del conjunto de los numeros reales y, enel, efectuar las operaciones y reconocer las re-
. \',

laciones que correspondan alas situaciones aditiva y multiplicativa. ' . .

Resolver situaciones de la vid!= ldiaria que requieran el uso de los numeros reales y delas opera-
ciones entre ellos. , .

Realizar calculos numericos utilizando las propiedades de las operacibnes' fundamentales estu-
diadas en el conjunto numerico respectivo.

Adquirir h abil idades y destrezas para formular, plantear y resolver' problE~mas que permitan la
aplicaci6n de modelos matematicos. '. .

Explorar el espacio en dos y tres dimensiones y construir modelos imaginativos y pict6ricos del

mismo y desarrollar algunos sistemas conceptuales y simb61icos que permitan manejar esos mo-
delos.

Calcular longitudes, areas y vohJrrienes de figuras en el espacio.

Identificar diferentes'sistemas metricos y ejercitar las conversiones de' unidades.

Analizar sistemas de datos estad(sticos, calcular frecuencia y promedio y representarlos grMica- .
mente.

Identificar y utilizar correctamente las conectivas del lenguaje ordinario:y; 0; si, ... entonces; si, ...
e n t o n c e s ... y s i n o , n o . t o , )

Reconocer y utilizar correctamente 105 cuantificadores del lenguaje ordinaria: todos; cadauno,

algun, alguno, algunos, ningun, ninguno, nadie, algunos no, hay, r:lO hay.

Determinar y representar conjuntos y subconjuntos.

Realizar operaciones entre conjuntos: uni6n, intersecci6n, diferencia, compleme?1toy producto

cartesiano; analizar algunas propiedades de estasoperaciones y utilizar-correctamente susS(mbolos.

mas usuales.

Reconocer relaciones de pertenencia, contenencia, disyunci6n y equinumerosidad; analizar algu-

nas propiedadesde estas relaciones y utilizar correctamentesus slmbolos mas usuaies.

Generar todas las permutaciones y combinaciones de objetos tomados de conjuntos de pocos ele-

mentos, atendiendo a condiciones previa mente determinadas. .

Reconocer i analizar y representar relaciones en sistemas especificos yen particulauelaciones de '

orden y de equivalencia.

Reconocer, analizar y representar operaciones en sistemasespec(ficos y en particular opecaciones
conmutativas y asociativas.

E s t r u c t u r a

Es facil comprender ahora la ventaja del enfoque de sistemas, como organizador de loscontenid.os de

Matematica (ver Cuadros Nos. 1 y 2). Este enfoque surninistra una organizaci6n 0' estructura de ca;

nkter general para:el area y un esquemade presentaci6n de cada sistema; los cualesproporcionan las

bases necesarias para desarrollar '105 contenidos m(nimos del programa, paraabordar atros tamas de

las diversas ramas de la Matem,3tica, y aun de otras ciencias. .



La estructura del area de Matematica, debe senalar; como m{ni"mo, algunos aspectos, tales como: orga-

nizaci6n de los contenidos, grandes temas, secuencia. grade de profundidad, interr~laciones y desarro-.

110del enfoque. Los cuadros 1. 2. 3 y 4 que aparecen en las paginas siguientes constituyen una

aproximaci6n a dicha estructura,

Los contenidos del area para la Educaci6n Basica Primaria (10. a 50. grados) se han organizado, bajo

los siguientes t(tulos: sistemas numericos. sistemas geometricos. sistemas metricos, sistemas de datos.

sistemas 16gicos, conjuntos, relaciones y operaciones. (Ver cuadro No.1).

Los contenidos para la Basica Secundaria (60. a 90. grados) tienen ademas de los t(tulos anteriores.

otro denominado analisis real (Ver cuadro No.2) .

. Estos se estudian de ma~era gradual. En la Educaci6n Basica Primaria, el de los numer~s naturales,

comenzando con los numeros de 0 - 100 elJ primer grade y ampliando en cada grado el cbnjunto

numerico. En cada uno de estos conjuntos se. van introduciendo progresivamente las operaciones'

'comenzando con la adici6n y la sustracci6n en primer grado. hasta lIegar alas primeras nociones de

potenciacion, radicaci6n y logaritmaci6n en· quinto grade y ademas las relaciones de orden aditivo

y de orden multiplicativo. Tambien en la Primaria se inicia el estudio de los numeros fracciona'rios

y de los decimales. En la Educaci6n Basica Secundaria se avanza en el estudio de los numeros ente-

ros. los racionales. los reales y los complejos, vistos como sistemas numericos con sus operaciones y

las relaciones que hay entre sus elementos. Se hace mucho enfasis en .Ia soluci6n y formulaci6n de

problemas. como aplicaci6n de los algoritmos de las operaciones y en ejercicios de calculo mental.

Con esto se espera que. a medida que los ninos vayan trabaj~ndo con diferentes sistemas. puedan

identificar las semejanzas y diferencias en su funcionamiento y acumular experiencias que mas ade-

lante les permitan integrar conocimientos y hacer generalizaciones.

Se incorpora toda la parte de Geometr(a aetiva a traves de .Ia exploraci6n del espado. De esta ma-

nera se estudian los s6lidos. las figuras plana~. las lineas, los angulos, etc.;' destacando relaciones

como parale/ismo, perpendicularidad, congruencia y semejanza. y transformaciones como rotacio-

nes, traslaciones, reflexiones. reducciones yampliaciones.

Se estudia el sistema metrico decimal y otros sistemas no decimales. En dichos sistemas se expresa

el resultado de medir longitudes, superficies, el volumende un cuerpo, la capacidad de un rec"ipien-

te. el peso y fa masa de un objeto. la duraci6n de un evento y fa amplitud de un angulo. Los patro-

nes estandarizados se utilizan despues de realizar mediciones co"n unidades arbitrarias y sentir as! la

necesidad de una l/nidad comun de medida aplicable en tOd05 los casos.En los diferentes sistemas
se realizan conversiones con sus aplicaciones y se h acen comparaciones.



j

Se estudian algunos conceptos fundamentales de estadistica que sirven para interpretar algunos m o - ,

delos de la realidad. Se inicia con la recolecci6n de datos,su organizaci6n en tablas de frecuEl!1cia y

su representaci6n en diagramas. Se hace algun analisis de los datos recogidos y te;tbtJliidos.mostranpo

10 que puede. deducirse de ellos y como pueden 'compararse entre 51'; para ello se estudian al final de

la Basica Primaria algunas medidas de tendencia central y al final de la Basiea Secundaria se comple-

tan estas medidas y se introducen las medidas de dispersi6n.

No se pretende hablar de 16gica matematica abstracta, sino de ciertos aspectos del lenguaje en los

que se notan regularidades que se pueden manejar matem.hicamente. Por eso s~ parte de las expre·

siones que manejan los alumn~s para ir introduciendolos poco a poco en un lenguaje mas rigJroso,

que tiene por objeto, entre otros, evitar'las frecuentes ambiguedades dellenguaje usual, y mas tarde,

desarrollar las habilidades del pensamiento deductivo.

, Como ya se dijo en la justificaci6n, se trata la teoria minima necesaria para introducir algunos con-

ceptos fundamentales de la Aritmetica, de la combinatoria y de la probabilidad, y para preparar una

posterior .formulaci6n unificada de las diversas areas delas matematicas.

Se analizan algunos fLindamentos te6ricos sobre estos conceptos. Dicho analisis se insinua emp(rica:

mente desde la Basica Primaria hasta lIegar a una conceptualizaci6n mas general al finafizar la Basica

Secundaria. Las operaciones se estudian como transformaciones SC?brelos elementos de un sistema,

mientras que las relaciones corresponden a la teor(a acerca de los mismos. Se estudian tambren las

propiedades, tanto de las operaciones como de las r'elaciones y se presentan algunos aspectos te6ricos

sobre las funciones. ' \

Se estudian las funciones reales, en donde se incorporan algunos temas de los que se habian venido

tratando en los progr~mas tradiclonales bajo el nombre de "Algebra", y que en ;ealidad sonsalo el

manejo de ciertas expresiones para las funciones reales 0 sus valores. S'eElnfatiza en los aspectqs de re- '

presentaci6n gratica de estas funciones. Se empieza estudiando funciones tan sencillas como la fun-

, ci6n lineal, con 10 cual se cubren temas como la proporcionalidad y to,das sus aplicaciones; pos:terior~

mente se trabajim lasfunciones cuadraticas y demas funcioneS'·.polin6micas. Paralelamente alas fun-

ciones se van eiltudiando las ecuaciones e inecuaciones y en 90~ grado se introducen lasfUri~ic;>nes li-

neales en dos y tres dimensiones; , '

\
En este programa se hace enfasis en el estudio de sistemas numericos, sistemas gedmetric;os, sistemas

matricos y en Secundariaen el analisis real. En cuanto a los demas sistemas se haceun lmanejo racio- .

'nal y prudente necesario para adquirir familiariaad con las matematicas no numar.icas y paracontri-

buir al desarrollo de la capacidad de anal isis, ya largo pll:!zo, del pensamiento formal.

En s(ntesis, /os contenidos basicos vistos en los cuadros 1 y 2, permiten: identificar los sistemas de

la Matematica en los cuales se ubican los contenidos propuestos para el programa;identificar ,Ios

grandes temas que se proponen para cada grade; reconocer la secuencia Clue debe seguirse al desa-



rrollar los contenidos; apreciar el grade de profundidad con que deben ser tratados los contenidos

en cada grade e· identificar las correlaciones que h ay entre los temas de un mismo grado 0 entre te-

mas de diferente grado. EI h ech o de tener una visi6n global del programa de cada grade favorece la

ensenanza correlacionada y permite ademas, obtener informaci6n sobre 10 que un alumno, que cu~-

sa un determinado grado, estudi6 en el grado anterior y 10 que va a necesitar para el grade siguiente.

EI cuadro No.3, tituJado S i s t e m a , seAala una forma comun para la presentaci6n de los diversos

sistemas. Segun 10 explicado anteriormente, es importante identificar en cada caso los elementos

u objetos, las relaciones y las operaciones.

En el ejemplo tomado de la aritmetica,los elementos son numeros enteros, las operaciones son la

adici6n y la multiplicaci6n y las relaciones son: !·.••es estrictamente menor que ... ", " ...es menor 0

igual que ... " • etc. En el ejemplo tomado de la geometn'a, los elementos son I(neas del plano, las

operaciones son, las rotaciones y las traslaciones, y ,Ias relaciones son: " ...es perpendicular a... ".

" ...es paralela a... ", En forma similar se explican los ejel}1plos tomados de la Teor(a de Conjuntos

y de la L6gica. Los ejemplos podr(an ser otros, pero el esquema de presentaci6n es el mismo en

todos los casas.

No se pretende que los ninos conozcan e interpreten ese cuadro. Pero s( se espera que a medida

que vayan trabajando con diferentes sistemas. puedan identificar semejanzas y diferencias en su

funcionamiento y acumular experiencias que, mas adelante, les permitan integrar los conocimien-

tos y hacer generalizaciones. Por ejemplo el "descubrir". en la primaria, que la adici6n y la multi-

plicaci6n de numeros naturales son conmutativas y que la uni6n e intersecci6n de conjuntos tam-

bien 10 son, debe Ilevar al estudiante de secundaria a elaborar un concepto mas general de conmu- •

tatividad. As( se propicia el desarrollo mental del estudiante. se ahorra tiempo y se.adquieren co-

nocimientos mas s61idos y duraderos. En esa forma, tambien, la mente del nino elabora progresi-

vamente los conceptos y no tiene' necesidad de repetir f6rmulas y definiciones abstractas carentes

de significado para el.

Ademas de los sistemas que se presentan en el cuadro NO.3 para la Aritmetica, la Geometrfa, la

Teon'a de Conjuntos y la L6gica, podr(an darse muchos otros sistemas de esas y otras ramas de

las Matematicas: por ejemplo, se puede hablar de much os sistemas numericos diferentes, no s610

cambiando el conjunto de los numeros enteros por los naturales, los fraccionarios, los reales 0

los complejos, sino distinguiendo varios sistemas diferentes sobre cada uno de esos conjuntos.

"Puede h ablarse tambien de un sistema de numeraci6n diferente de un sistema numerico: en el

sistema de humeraci6n los objetos son los s(mbolos, de los cuales hay primitivos (d(gitos) y deri-

vados. y la operaci6n basica es la concatenaci6n 0 yuxtaposici6n.

Tambien puede enfocarse en este sentido el estudio de un sistema metrico, y comparar las pre-

sentacionesdel sistema metrico decimal que dan los libros de Matematicas, con los sistemas que

aparecen en los Iibros de F(sica (IS. MKS. CGS, FPS). Se notara inmediatamente que ninguno de

ellos es el presentado por los libros de Matematicas; que las unidadesde tiempo nc son decimales;

que la teor(a de la dimensi6n se hace necesaria para entender el sisterna; que la multiplicaci6n de

unidades produce multiplos y sUbmultiplos. si es externa. pero que la muItiplicaci6n interna pro-

duce unidades de otra dimensi6n". (Concepto, 19 8 0),
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SISTEMAS NUMERICOS

CiasifiCB Ciones.
N ocI6n de conjunta; 010-

menta.
Conjuntos equlnumerosos.
Cardinal.
Noci6n de uni6n de con-
juntos dlsyuntos.
Ro"",sentacl6n gnlfico.
Arreglos senclilas.

Naturales de 0 a 100 con adici6nV
sustracci6nV slmbolizad6n.
Algoritmos con aplicaciones.
Orden aditivo
••• as mayor Que •••
... as menor que ...
Ordinales.
Oper~a •••• como -1.+ I, -2. etc.

Inldaci6n a la represanta-
ci6n de relaclones.
Diversas rnaneras de efac-
tuar operaciones.

Introducei6n 8 Ia medid6n
de longitudes: patrones ar-
bitrarios, el dm. y 81, m.
Medici6n d. til'ffipo.

Relaciones espaciales.
Algunos s6lidos geom8tri-
cas rego lares.

. - Fi!J.Iras planas. Bordes rec-
tos y bordes curvas.
Introduccibn a la simetrla .
Uneas (abion",V carr_I.

Naturales de 0 a 1000 con edici6n.
sustracci6n y multiplicaci6n. Divisi6n
liniciacl6n1.
NLimeros pares,' y OOmel"OS impares.
Algoritrnos con aplioadones.
Orden multlplicativo
•.. es m~ltipla de ...
••• as divisor de .••

~ Pertenencla.
Noci6n de subconjunto.
Uni6n de conjuntos dis-
yuntps y no disyuntos.
Cardinal do Ie unl6n.
Parejas con y sin orden.

Rectas paralel.sV perpen-
dicuiares.
Rotaelones y giros. Ail-
gulos.
Formesgeomlltrlca<regule-
res: cuadra;jas, triangu lares.
reetangulares y circulares .
Noci6n de per {metro.

Langitud: m.. dm.. em. Gnlfica<de barras.
Area. Unidedos erbitrarlas.
dm1'

Unidlldes de duraclOn: ha-
ras. minutos.

Propiededes: conmutatlva.
asociativa, modulatlva de
algunas operadonas. Oi•.
tributiva de I. multiplice-
d6n con ••••peete a Ie edi-
ciOn lintroduccl6nl.

Significado de Ie" V " V de
Is '·0" en una instrucei6n.
Ex"",sion.. "todas". "al-
gunos··. "ninguoo".

-

Superficies (fronteras de
s6lidosl. Superficles planas.
Lineas {fronteras de super-
ficl•• l.
Puntas (franteras de 1Ineesl
Caracterizaci6n de:. trldn-,
gulo. cuadrado. reC1llngula
V clrculo.

Reoolecci6n de datoo.
Tabu Ieci6n V re"",sent&-
d6n de datos.

SimboHzacidn de las rela-
clones de pertenenclaV

contenencia. .
Uni6n e Imersecci6n.
Algunos arregloS conV sin
orden.

Relaclones de orden.
Diagrama de f1echas.
Propiedades antisimthrlcaV

transitive.
Propiedades: conmutativa.
asoclativaV moduletiva de
algunes aperaclones. Dis-
trlbUtiva de Ie multiplic&-
cl6n con _to • Ie"
edicl6n.

Nuestros sistema de numeraci6n.
Numeraci6n romana.
Naturales mayoies Que 1000 con adi·
ci6n. sustracci6n. multiplicacl6n V

divisl6n.
Algoritn'loo _ ••.elizados para adi·
ci6n, 'sustraccl6n V multiplicacl6n
con apticaciones.

: Numeros primos.
Operedo ••••naturales.
Introducd6n e Ios operado •.••fraccla·
narlos.

Longitud, m., mLiltlplos y
sUbmultiplos.
YardaV vars.
Superficie. Area. Patrones
Hsndarizados: m:l, cm1• y

mm1•

volunten. Patrones arbitra-
rios.
Capaclded; patranes erbi-
trarios. Litro.

Diverses slgnificados de Ie
" V " V de Ia "0" en ellen-
guaje ordinaria.
Dlversas rrenefas deOJ.,ti-
ticar expresiones en el.len-
guaje ordinaria. '

Relacl6n invline.
Diagram•• de flochas. Pra-
pledades entisimoltrica'V
transitiva.

Naturales con adicibn. sustracci6n.
multiplicacl6n V dlvisi6n' M. C. P.
VM.C.M.
Freccionarlai con edicl6n. ..stree-
ci6n V multiplicacl6n.
DecimalesCOlI adici6nV sustraccl6n.
Algorltmos con aplicaciones.

.. Orden multiplicativa.

Modelos de s6lidoo..
Cuedrlldteras; trapecias.
p••./metro (gen,areliiadol.
Radios. diBmBtros.
Areas: trapecia. eUadradQ,
"'C1llngula. trlllngukl.
Cuadr(cula,

Releclanes de contenencla.
19uald" de conjuntos.
Conjunto ref8rencial.
Complemento de un con-
junto. Simboillaci6n V re-
presehteci6n.
AlgunoS tip6s de erraglos.

Area. Algunos ~ltiplos V

subm~ltiplos del m'. '
Medidasagrllflas.
Volumen: m'. dm', ani.
Peso:grama, kilograrna.

Reoolaccl6n de detos.
Tabulad6n V represento-
ci6n de datos.
Iriiclacl6n .1' ""'lisis' de'
datos.
Frecuenc:ias.modi.

Proposlclones: Significado
verded a falsadad.
Neged6n de proposidanes
cu.,tificadaS en eI lenguaje
ordinaria.

"

PrOposldonas
Conjuntivas. disvumlWls Y
co~icionliles. .

. ,,·ConverSl(ines:con unidades
de IongitUd.dre•• capaclded
V peso.
Otres unidades de peso.
Unidedas de duraci6n.
Conversiones.

Con~rucci~ries con regiaV
comp4s..
PallganOs regulares.
Construcei6n de algunos
s6lidos.
Area de c(rcula.
Aree y volumen de-"algunos
s6lidos. -

Aecopi laci6" de· lasoPer~
donas conmLltativas,810~

clativas, modulatlvas estu~
diedesJ
Iguaidades.

Natureles con adid6n,sustraoci6n,
multiplicaci6n'. divisi6n' po1BnciacIOn.
radicaci6nV IogeritrilaciOn.
Fraa::ionarios .con·' adici60, 'sustrae-
ci6n, multlplicacl6n V divisi6n.
Daclmeles con odicl6n. sustracci6n,
multipiicaci6n V dlvisi6n. -
Algori~ con ••••_nas.
RazonesV proporcibnas.
ProporciQf1alidaddireeta e, inverse.

Extensi6n V comprensl6n.
Conjuntas: infinita (NI.
unitario, W C{O.

Uni6n 0 intersecd6n.
Otros ~ipos' de arreglos.
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Sistemas do num«aclcln:
Historia
_ Isln oporacloneol:

2,5,10,12.
IN, +, -, x, +,~, ~I
Potencillci6n. ndicaci6n y
togarltmacl6n.
IQ',+,-,x,+,<,;ol
Expresiones fracdonarils V

decimal •.

Iz,+, -,X, +,~,;o,L, JI
(Q, +, -, X, +, (,;01
Valor ablOluto
AlgQritmos con aplicacio·
nes: porcentajes. deIcuen-
tos, Int •.•• CIImbio de mo~
neds.
Algunos ••• Ies:

1i- Jt.

IR, +,-,x, +, (,;01
Potenciaci6n de;
R x Z en R.

I R, +, xl y I c, +, xl
IR', +1 y IR', +1 c0-

mo. e:speck ts vector.leI sa-
bre R.

T•.••acionu. Pnlelismo
AotaciOn. Angulo ••

Perpendieularldal,
Tri4nguios V cuadrll8teros.
Dill.neias.
Toor •••• do I'IUgoIlll.

Mavimientos rlgklo.:
Aot""'nes
Refloxlones
TrastaciofMi

Co~ruenc:ill y semeI.mas.
Homotecial
FoUgono.
Cfrculo
Perlmetro

81metrias aeth ••
Grupo de.imetr(as
Rotaciones. trulackmes y
reflexiones (grupo de movl·
mientoo rfgldos!.
Homotacias (glupol.
ArM del circulo

Proyecciones
Dibujo tllcnico Iplanos, cor·
t8l, escalas yperlP8Ctivas).
COnicas
Volumen de mlidos.

3

SlITEMAS METAICOS

Unlda. do 'Iongltlld (.Is-
te". m6trlco declmil y
otros sistemlst
Repuodoun_do' ••••
Unidades de amplitud de
dngulos (vueJtas y gradosl.

Otros IiltemBI de unidad81
do omplltlld do qulol.
Unida. deduracl6n.
Conwrsiones 1".Q:unple-
jos").

Unldldes do •••• '"' _10.
sistemas.
ConYerliones.

Unidades de volumen y ca-
plEidad en vane. sistemas.
Unldades dB pesoV ffi8l8

en varic. sistemas ldenII·
dad y peso espoc Ificol.

Repr8I8ntaeidn en IIrecta
nu"'*ica ( N • Q+ J (no
"reeta real").
Relaelon8l: .; , <, :>, >

Funciones crecientesV de-
crocIent ••. Correlackln.
Funciones lineales.
Razones
ProPOfCiones
Ropresontockln grlifica do
funciones 1I•.•• lesV de gr4-
fica lineei. \
EieI. cortes. Intercepto.
Ecuacioneslineales.

·SotuCtoo de8Ctaeiones li-
neales.

Funci6n Uneal. Pendlente.
Funci6n cuadr8tiQl.' Gnl-
ficas.
Interpoleci6n.
Funci6n CUbiCB. Gnlfials:
Aaices cuedrada V cObiQl.
Funci6n inYerSll.Gr'fica de
Ie funcl6n in\/8l'l8.
Aestricciones de domlnioV

de recorrido.
Ecuaciones cumritlcas
Funciones exponenciales
do bole 2. 3. 4•... 10.
Funciom. logarltmlca. de
base 2, 3,4 •... 10.

Folinomlo •.
FectoriZaci6n. dlvisi6n. .,
SisterrBI dB ecuaciones.
Funciones de 2V 3 varia·
bios.
Vectores en R' V R1

Matrices V determinantes
Sucesiones, . progresiones
aritmdticas V geom6tricas.
Decimales infinitos.
Inter. compuesto.

&

SISTEMAS DE DATOS

Frecuencllll ebaolutal.
Frecuencias retativas lpor-
C8fltuales. frecclonariall.
Diagramas de b •.•. aV circu-
lar.
FrecuenciBs ordinarlas 0

puntuales. .
. • Frecuencias BCUrooledas.

Medid. de tendenciaceo-.
tral: moda, mediaV mecfirl-
no.

Medici6n
Muert:reo.
Disposici6n V represent ••
ciOn de datos.
e.cala.

6

SISTEMAS LOGICOS

!Conectlvas.
Constantes V varlab.
TOlrmlno. y predicadoo.
Praposiciones abienas y ce-
rr •••. Sustltuci6n.

Afirmaciooes y negaciones
vetthder. y f811es.
Proposiciones abierta y ce-
rrmes. Cuantific:aci6n. .
Expresiones con Variables y
po"'"eol.:
Iguoldal ••.

Predicadol de unoy dol
pu8ll0l.
Negaci6n de cuantlficado-
res.

Deinostraci6n: directa, in-
directa. refutael6n. contr.
ejernpkJs.

7

CONJUNTOS

\
Conjuntos flnltol e infinl-
tos.
Conjunto roforonclal.
Suboonjunto.
Complemento de un con-
junto.
Operaclonea entre conJun-
tOI num«icos.

Conjunto de JIIrtes.
Cardinal del conjunto de
PlIrtes.

Subconjuntol del conjunto
de Plrtes. Combinaciones.

Cotecciones finltas de con-
junto •.
Colecciones exhaUltiwl de
conjuntos dlavuntps dos a
dos.
Swconjuntos del producto
c:arteslano. Permutaclones.

ADr V nec:estdad: ·voClbu-
Iarlo do ,",obobUldal.
Eventos, esPllciol mues-
trales.
Medidas normeliZlldas 10-
bre conjuntos flnitol.

8
AELACIONES Y
OPERACIONES

Aellclones blnsri ••
P.rop~ entisim6trica V

tranaitiva de algunas rela-
eiones.
Operaciondl unarlas V bl·
norios.
Diferencla entre oper8Ci6n
V releei6n.

Oper_ b1norllli.
Propie:iaies: operacl6n
cllusurlltlw. 8K)cmtiva,
conmutlltiw. modulativa.
invwtlw.

Dillrlbutlvldal.
Uneelldal de operalorea.

Ae.clones binarlu.
Roprosontoclcln grliflca do
relaciones.
Propjedmes: refeckSn to-
talm8nte deflnida. IObre·
yectlw. funclonal. Invee-
tiw. biyectlw.
Aelaci6n reflexive. anti·
reflexlw. lim!trica. Intl-
sirJMkrlca. transitl •••• anti-
trwlsltlve.

C1aaificaciones, JIIrtlclones
V equivalencl •.
Seriaclones y 6rden81.
Composicl6n 8 InversiOn
da rellcionel.

Functones:
Cornpoolcl6n do Iunclo·
1101.

Funcloo'lddntlca.
Inveni6n de funciones.
Funci6n de doa variables.
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M e t o d o lo g ia

Vistas ya las ventajas del enfoque de sistemas, tanto en el interior de las Matematicas, como en la

articulaci6n de las Ciencias, analicemos la metodolog(a que se compagina mejor con este enfoque

de sistemas elegido para los contenidos.

La metodologia propuesta para el desarrollo del programa de Matematicas esta basado en la teorla

sicol6gica de Jean Piaget, que se concreta en algunas tecnicas de aprendizaje de las Matemclticas, co-

mo las de Zoltan PDienes, Hans Aebli, etc. Entre las varias que sepodr(an proponer, es quiza esta

metodolog(a la que resulta mas acorde con los descubrimientos de la Sicolog(a Evolutiva, con la

Teor(a de Sistemas, y con la realidad individual y social que vive el estudiante.

La Sicologia Evolutiva ha logrado establecer que los ninos piensen en forma diferen.te a los adultos

y que la evoluci6n del pensamiento infantil al pensamiento adulto se logra a traves de varios perlo-

dos sucesivos ordenados, identificados por caracter(siicas espec(ffcas y diferenciados por el grade

de complejidad y de generalidad de las estructuras del pensamiento, propias de cada uno. Los

perlodos de la evoluci6n del pensamiento son el Sensoriomotriz, el Preoperacional, el de las Opera-

ciones Concretas y el de las Operaciones Formales.

Por ccnsiguiente, un programa de Matematicas centrado en el alumno debe atender a sus caracterls-

ticas, a sus posibi lidades y a sus necesidades. Si atiende a sus caracter(sticas, se adecua a su forma

de pensar y alas capacidades que Ie ha permitido desarrollar el medio en que vive. Si atiende a sus

posibilidades, establece metas cuyo logro supone un progreso siernpre renovado hacia el nivel mas

desarrollado del pensamiento que sigue inmediatamente al nivel en que al se encuentra. Y si atien-

de a sus necesidades, constituye un estlmulo constante que hace que el alumno se d~sarrolle d (a a

dia y adquiera las habilidades de razonamiento, calculo y simbolizaci6n que Ie permitiran desem-

penarse con axito en su medio;

Un primer requisito para conseQuir 10 anterior es identificar los per(odos y las eta pas de desarrollo

mental por los que atraviesal'l los estudiantes, en este caso, los estudiantes del Cicio Basico. En Co-

lombia puSde decirse que los ninos inician la Primaria aproximadamente a los 6 anos y terminan

la Secunda ria hacia los 16. Segun Piaget, entre estas edades el pensamiento, pasa por ·dos per(odos:

el de las operaciones concretas de 7 a 11 anos, y el de las operaciones formales de 11 a 15 anos.

En nuestro medio apenas se estan realizando estudios exploratorios, que permiten conjeturar que

el desarrollo de' las operaciones concretas en los ninos s( empieza hacia los siete anos, aunque el

per(odo de adquisici6n de las operaciones formales puede prolongarse hasta los 17 6 18 anos en

ciertos casos y ambientes el dominio de las operaciones formales no· parece ser nes:esario, por 10
cual este per(odo no liege a estabilizarse ni siquiera en la edad adulta.'

. Vale la pena insistir en que el maestro necesita conocer las caracter(sticas del pensamiento de sus

alumnos, en cada una de estas edades, para poder realizar acertada.mente su trabajo.

Pre-escolar: Felix Bustos. Ministerio de .Educaci6n Nacional (MEN); Martha Arango, Centro Internacional
de Edllcaci6n (CINDE); Primaria: Araceli de.Tezano, Universidad Externado de Colorrbia; Secundaria: Eloisa

Vasco, CAFAM; Educacion Especial: Miguel de Zubir{a, Martha Lucia Pere2. Etti Stiwark, Mariela Tob6n,
Universidad Javeriana.



Dada la magnitud y la profundidad de la obra que Piaget y su escuela h an realizado durante el medio

siglo que lIevan dedicado al estudio de la inteligencia, re~ulta muy dificil conocer completamente sus

planteamientos y, masdiflcil aun. tratar de sintetizarlos 0 de explicarlos en pocas paginas. Sin embar-

go, dado que la metodolog(a propl..esta para desarrollar el programa oficial de Matematicasesta basada

en gran parte en laSicolog(a Evolutiva Piagetiana, es preciso intentar un esbozo de varias de sus ideas.

Par ejemplo. es importante mencionar algunas caracterlsticas del desarrollo intelectual en los perfodos

de operaciones cancretas y de operaciones formales.

Una idea bastante general es que los ninos pequenos son muy distintos cle los adultos en.aspectos tales

como: metod os para conocer la realidad, id.eas sobre el mundo y empleo dellenguaje. Un nino tiene

una estructura mental ~iferente a la de un adulto y por eso much as veces, aun cuando realicen las mis-

mas acciones 0 repitan las mismas palabras, pueden pensar cosas muy diferentes. Por ejemplo. cuando

un nino de menos de 7 anos pasa un IIquido del vaso a un plato, sefija sola mente en los estados inicial

y final del I(quido y cree que h ay mas I (quido en donde el nivel esta mas alto. Si el nive: mas alto era

el del vaso, dice que por pasarlo del vaso al plato se disminuy6 el IIquido. Un nino de 8 anos, por

ejemplo, ya sabe que por el solo hecho de pasarlo de un recipiente a otro no disminuye el I (quido, pe-

ro no puede predecir acertadamente cosas que no se cinan a 10 que esta viviendo. Un joven de 146 15

anos no tiene problema con el trasvase del agua y puede hacer conjeturas y formular hip6t'esis sobre

cosas q(Je no esta viendo, y finalmente, los adultos pueden pensar" que todo eso es tan facil que no se

justifica dedicarle tiempo.

Otro ejemplo.: mientras un grupo de adultos puede realizar un dialogo 0 intercambiar diferentes opi-

niones, respetar puntos de vista diferentes, etc.:·los ninos de pocos anos realizan mon610gos colecti-

vos, donde cada uno habla y ninguno escucha. Para otros ninos hablar entre Sl puecle constituir todo

un descubrimiento porque les permite darse cuenta de que no todos piensan lomismo.

De esta y otras consideraciones se puede concluir que el educador no puede suponer que \0 que es'va-

lido para el, es tambien valido para el alumno. Y si aceptamos que los ninos tienen una estructura

mental diferente. de la de los adultos, entonces el maestro debe estar atento a la forma c o m o reaccio-

nan los ninos ante las distintas actividades y hechos de cada dla. Algo muy importante que debe tener

en cuenta el educador, es que los ninos, especial mente los de menos edad, aprenden a partir deactivi-

daqes concretas. EI nino necesita actuar sobre las cosas para comprenderlas.

Mediante la actividad con creta y la manipulaci6n de los objetos el nino va progresando en su desarro-

llo intelectual. Por eso en cada perlodo se comporta de manera diferente. En los primeros alios sim-

plemente los manipula, los reune 0 los separa, los hace girar, los golpea, etc. Unos anos mas tarde, no

solo los manipula f(sicamente, sino que representa mentalmente operaciones que se puedan realizar

con esos objetos y en un per{odo posterior, puede representar mental mente las actuaciones sobre los

objetos, sin necesidad de mirarlos y puede expresar, mediante braciones, su pensamiento, sus suposi-

ciones y las consecuencias de las mismas.

Caracter(sticas com.o esas son las que se tienen en cuenta para decir que un nino esta en uno u otro

per{odo de su desarrollo intelectual. Si solamente logra realizar ciertas manipulaciones coherentes, se

ubica en el per{odo preoperacional. Si ademas de las manipulacione~ logra realizar representaciones

mentales de acciones organizadas de modo que una acci6n puede combinarse con otra, y anuiarla 0

reforzarla, se ubica en el per(odo de las operaciones concretas. Y cuando el joven ademas de todo 10

anterior logra formular hip6tesis sobre objetos que no estan presentes, predecir conclusiones y traba-

jar con proposiciones en lugar de objetos concretos, se ubica. en el per(odo de las operaciones forma-

les Ilamado tambien del pensamiento abstracto 0 hipotetico - deductivo.

En terminos generales, puede decirse que cuando el nino inicia la Educaci6n Basica Primaria esta pa-

sando del per(odo preoperacional al de las operaciones concretas y que en los primeros anos de Edu-

caci6n Basica Secundaria debe empezar a tener comportamientos propios del per{odo de las operacio-
nes formales.



En cada uno de estes per(od05 el pensamiento se earacteriza per slJ h abilidad para realizar ciertas ac-

ciones y por la propensi6n a hacer ciertas deducciones que a 105adultos les parecen err6neas, aunque

sean muy coherentes con la 16giea predominante en ese periodo. .

1) Adquiere propiedades como la reversibilidad, la transitividad, la asociatividad.

2) Realiza composiciones.

3) Reconoce transformaciones ..

4) Puede realizar operaciones aritmeticas (como la adici6n y la multiplieaci6n).

5) Realiza mediciones (de longitud, de duraci6n, de area, de masa, de peso, etc.l.

6) Establece correspondencias, c1asifieaciones y seriaciones.

Resumiendo las caracteristieas del pensamiento operatorio concreto, rodemos decir que se caracteriza

porque:

1) No se detiene en 105estados inicial y final de.las cosas 0 de 105objetos, sino que tiene en Cuenta

las transformacjones e incluso las imagina.

2) Es reversible; esto es, razona de modo que mental mente puede imaginar una acci6n yanularla

con la acci6n contra ria para regresar al estado inicial.

3) Posee, en gran parte, las nociones de conservaci6n.

4) No siempre requiere que las acciones que el nHio realiza sebre 105objetos 0 situaciones, se ejecu-

ten "realmente", sino que pueden realizarse de manera imaginaria 0 mental. Por ejemplo, son opera-

ciones concretas las que realizan 105 jugadores de ajedrez cuando frente al tablero piensan 0 se imagi-

nan las posibles jugadas y sus consecuencias, tanto si toean las fich as como si no toean ninguna.

-"EI nino de 7 a 11 anos actua como si slJ principal tarea fuera organizar y ordenar 10 que esta inme-

diatamente presente: la extrapolacion limitada de este organizar y ordenar h acia 10 "que no esta all (", .

es algo que h ara cuando sea necesario, pero que es visto como una actividad restringida de eases es-

peciales". (Sicologia, 19 7 8 ; P. 2 2 3 ).

EI pert'odo siguiente es el de las operacio~es formales, lIamado tambien del pensamiento h ipotetico-

deductivo. "La propiedad general mas importante del pensamiento formal, aquella de la cual Piaget

deriva todas las restantes, concierne a la distinci6n entre 10 real y 10 posible. A diferencia del nino del

pen'odo de las operaciones concretas, el adolescente, al comenzar la consideraci6n de un problema,

trata de preyer todas las relaciones que podr(an tener validez respecto de 105datos y luego intenta de-

terminar, 'mediante una combinaci6n de la experimentacion y el analisis 16gico, cual de estas relaciQ-

nesposibles tiene validez real". (Sicologia, 19 7 8 ; P. 2 2 4 ).

> En la transici6n de las operaciones concretas a las operaciones formales. se registra un paso inicial e

importante, que equivale a una reorientaci6n f.undamental respeeto de 105 problemas cognoscitivos.

EI adolescente ya no esta preocupado exc1usivamente por organizar aquello que lIega de modo direc-

to a sus sentidos; gracias a esa reorientaci6n, tiene la capacidad potencial de imaginar todo 10·que

.podrt'a estar alii y de asegurarse, en mayor medida, de que hallara todo \0 que de heeno se encuentra
alii.

EI pensamiento formal es fundamental mente hipotetico - deductivo. Eladolescente se mueve dentro

. , del ambito de II,) hipotetico con mucha mas audacia que el nino.

Las entidades importantes que manipula el adolescente en su razonamiento ya no son 105datos de la

realidad en bruto, sino afirmacipnes 0 enunciados (proposiciones) que "contienen" esos datos. EI
. \ I



. adolescente tambien realiza operaciones de primer orden, (c1asificaciones, seriaciones, corresponden-

cia), pero tambien h ace algo mas, que es precisamente 10 que h ace a su pensamiento formal antes que

concreto, Toma'ios resultados de esas operaciones concret~s,los moldea en la forma de proposici6nes,

y lu~o sigue operando con ellos. Es decir, establece diversos tipos de v(nculos l6gitos entreellos,

Las operaciones formales son, pues, operaciones realizadas sabre los resultados de operaciones (con-

eretas) anteriores.

Estas ideas sobre los dos period os finales del desarrollo, pueden complementarse con otras ideas de

John H. Flavell, un estudioso de la teor(a Piagetiana y que ha sido ampiiamente consultado en 10 refe-

rente al aspecto sicologico de este marco teoric,o: "EI desarrollo intelectual'es un proceso de organiza-

cion y 10 que se organiza son operaciones activas, intelectuales, SU organizacion en sistemas con es-

tructura definible es el sine qua non (indispensable) parala "buena'~ cognition, vale decir, la cogni-

cion de mayor rnadurez genetica". (Sicolog(a, 19 7 8 ; p. 1'8 0). '

"EI desarrolio ontogenico de estructuras puede verse como un proceso deaproximaciones sucesi'lias a

una especie de equitibrio, un estado· final que nunca se alcanza por completo. Eldesarrollo ·mismo -

pues, constituye una totalidad con una 'meta 0 ideal que subordina los medios". (Sicolog(a,19 7 8 ; p.

67),

Lo expuesto acerca del enfoque de sistemas y de laSicolog(aEvolu~iva debe orientar 'el trabajo del
maestro en el desarrollo del programa de Matematicas.

Una de las funciones de la metodolog(a es la de determinar la forma de presentar los contenidos a los

estudiantes. Espec(ficamente en el caso de las Matematicas,los contenidos deben trabajarse teniendoen
cuenta las caracter(sticas y la forma de aprender propias del,nino en cada per(odo del desarrollo. En el '

Cicio Basico, el nino aprende a partir de la experimentacion y dela manipulacion de los objetos.

EI nino no encuentra los objetos en forma estihica y aislada,·EI nino se encuentra siempre con siste-

mas. Pero, como se dijo al tratar las ventajas del enfoque de sistemas, no-pe pretende que los ninos du-

rante la Educacion Basica Primaria aprendan en abstracto que es un sistema ni qu'e estructura tienen

los que con mayor frecuencia se trabajan (como serlan las estructuras de grupo y anillo). La razon es
que en 105 grados 10.,20.,30.,40., y aun 50., no po~n los conocirnientos necesarios para entender

10 que es un grupo 0 anillo. Es el maestro quien debs saber, en cada casa, con cual sistema estan traba-

jando los estudiantes/ as( podra orientarlos para que Ileguen a conclusiones validas dentro de la.situa-·. . ..

cion que estan trabajando y para que cuando se encuentren ante otra situacion nueva, no Ie apliquen

irreflexivamente las mismas concillsiones, sino que la analicen para vSf' en c;ue se parece y en que se

diferencia de la situacion ya conocida.

EI maestro acompana al estudiante para que vaya adquiriendo conceptos que en la secundaria Ie per'

mitiran estudiar mas rigurosamente 105 sistemas y sus estructuras ..

Tenemos, por ejemplo, el caso de un sistema formado par subconjuntos de un conjunto referencial

(tapas de gaseosa). EI nHio de 60 7 anos no tiene la nocion abstracta de conjunto. Se encuentra con.

una coleccion de tapas que forman una figura 0 agrupacion visual. "Esa primera nocion de coleccion'

figural que desarrolla el nino, es la de un sistema de objetos consus relaciones de ceram(a especial,

en el contexto de la posibilidad de reunirlos a separarlos manual mente. No h ay, pues, colecciones

de un solo elemento 'y much a menDs colecciones vaclas. '

La nodon de coleccion no figural que se va desarrollando poco a poco,es tambien I~ de un sisternade

objetos capaces de una descripcion comun. Todav(a aparecen las rela<?iones'decercan(a,pero empi&-

zan a predominar las relaciones de semejanza, en el contexto de la posibilidad de manipular, comparar,

superponer, agregar y retll'9r objetos". (Concepto 19 8 0). .



S610 mas tarde, hacia los doce 0 catorce anos, se independiza el nino de las colecciones figurales y no

figurales y maneja un sistema con inclusiones, uniones e intersecciones. Asi Ilega al concepto abstrac-

to de cbnjunto y al de los sistemas formados por ellos con sus operaciones y relaciones. Este progreso

puede permitirle pensar en conjuntos vacios, en conjuntos de un solo elemento, y distinguir un ele-

mento aislado del conjunto formado por ese unico elemento. Pero esa es una adquisici6n tardia. Por

ese, no hace falta darle al nino de prima~ia definiciones de sistema, ni de conjunto, ni de fa estructu-

ra de semigrupo 0 de algebra de Boole. Pero si es conveniente que el maestro sepa que los subconJun-

tos de ese referencial de tapas, T., con la uni6n, forman un semigrupo (5' (T). U) y con la uni6n, la

intersecci6n y el complemento forman un algebra de Boole [9 (T), U, n, '].

EI enfoque de sistemas permite estudiar articuladamente las diversas ramas de las Matematicas; "no

consideramos que la 16gica, los conjuntos, las relaciores, las operaciones y las estructuras sean cinco

regiones de las Matematicas que puedan ser ensenadas sucesivamente y como temas completos y con-

sistentes entre Sl.

Nos pareceque ellos debcn aparecer conjunta y unificadamente como un lenguaje quepermite no s6-

10 expresar mas precisamente las situaciones de lei vida real, sino tambiEln comprenderla mas profunda-

mente" (L6gica 1976; p, 100).

En particular, el profesor debe preparar su c1ase estudiando cuidadosamente el sistema que va a pre-

sentar a sus alumnos, No todo 10que sepa e investigue sobre ese sistema se debera explicar a los alum-

nos y ,especialmente, se evitara dar palabras y definiciones abstractas, explicitar estructuras formales,

o ensenar demasiados slmbolos. Para' orientaci6n del profesor y para estructurar fa presentaci6n del

material, pod ran servir las siguientes preguntas:

lCuales son los objetos'con los que estamos trabajando?

lOus simbolos utilizamos para representar esos objetos?

l C 6 m o se agrupan esos objetos en conjuntos?

lOus simbolos utilizamos para representar esos conjuntos?

lOus operaciones efectuamos con y entre esos objetos?

lOus s{mbolos utilizamos para representar esas operaciones?

lOus relaciones descubrimos entre esos objetos?

lOus simbolos utilizamos para representar esas relaciones?

lOus sistema estamos estud iando?

l C o m o 10 representamos?

lOue estructura tiene este sistema?

l C 6 m o explicitamos simb61icamente esa estructura?

Es~as doce preguntas aclaran la situaci6n de cualquier calculo matematico, desde el calculo aritmetico

con numeros naturales, 0 el calculo 16gico con proposiciones, el calculo de c1asescon'los conjuntos

como objetos, hasta el calculo por antonomasia 0 por excelencia: el calculo diferericial e integral en el

cual los objetos son las funciones reales, 0 tambien, el calculo geometrico sobre puntos, rectas, ecua-

ciones, 0 vectores.

Estas preguntas son perfecta mente generales para toGlo tipo de descripci6n matematica y hasta para

cualquier tipo dedescripci6n cient{fica que quiera ser rigurosa.

En particular, para el estudio de la 16gica, todas estas preguntas deben estar activas desdeel comienzo.

"Recuerdese que los objetos son las proposiciones y las operaciones son la negaci6n y las diez conec-

tivas binarias. Para el estudio de las conectivas, recomendamos la utilizaci6n de los juegos 16gicos al

estilo de Dienes· Golding, Papy, etc., par coincidir con el enfoque que busca familiariz:ar al estudiante
con una situaci6n real hasta lIegar a su normal formalizaci6n 0 matematizaci6n", (L6gica, 1976; PP.
100-101l.
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Este paso de las situaciones reales V concretas a la matematizaci6n conceptual V a algun tipo de for-

malizaci6n, as! sea una simple simbolizaci6n, no es exclusivode la 16gipl. Se trae este ejempl.o porque

las situaciones del lenguaje ordinario, tanto el de tipa decli;!rativo; formada par proposidones, como

el de tipo imperativo, formado por ins~rucciones, presentan suficientes regularidades para servir des is-

temas concretos, de los cuales puede construirse un sistema'conceptual, el cual a su vez puede ser sim-

bolizado conpalabras, con simbolos, con circuitos, etc. La ultima formalizaci6n simb61ica, con defini-

ciones, axiomas V teoremas, puede esperar a la Media Vocacional 0 ala Universidad; enla Educaci6n

Basica es suficiente una minima simbolizaci6n, as( sea solo verbal va 10 mas con algunos s(mbolos

que sirven de "taquigrafias" de las expresiones verbales, para que esta simbolizaci6n ayude a manejar

los sistemas conceptuales, no para estorbar su construcci6n ..

La recomendaci6n fundamental es la de. no empezar por 105sistemas simb6licos pa~a tratar de que el

alumno construva los sistemas conceptuales, sino comenzar por los sistemas concretos que el maneja,

aSI el profesor 105 considere muv elementales, empiricos V pre·matematicos, para que a traves de la

falnilia;idad con las regularidades de esos sistemas cQncretos vava'construyendo el sistema concep-

tual respectivo; una vez iniciada la construcci6n de este, el mismo alumno puede desarrollar sistemas
. .

simb61icos apropiados, aprender 105usuales V aun traducir de un os sistemils simb6licos a otros, puesto

que va comprenden 10 que quieren decir.Pere si se fuerza al alumna a manejar un sistema simb61ico. .
sin haber constrllido elsistema conceptual a partir de los sistemas concretos, I;lse sistema simb61ico

puede bloquear la construcci6n del sistema conceptual. La concepci6n de los sistemas matemc\ticos .

que motiva la recomendaCi6.n anterior es la siguiente: cualquier sistema matemc\ticoque el profesbr

vava a presentar a sus alumnos puede .analizarse como unrayode luz que pasa por un prisma: si se

observa ~uidadosamente, se encontrara.que'tiene.un nucleo central, el que es verdaderamente jmpor·

tante, que es el respectivo sistema conceptual. Sobre el, a un nivel superficial. aparecen uno-o vari.os

sis'temas simb6licos para representar ese unico sistema conceptual. Y bajo el sistema conceptual, aun

nivelprofundo, ca'si dirlamos; arcaico, aparecen uno 0 varios sistemas concretos, de cuyas regularkla-

des es posible construir el mismo sistem'a consceptual.

Desafortunadamente, 105 Iibros soio pueden ofrecernoslossistemas simb6Ii<rPs: no ¥l puede imprimir

otra cosa que palabras, slmbolos V grMicas. Por eso es facil creer queel vcrdadero sistema matematico

es el sistema simb6lico, vas! trat6 de hacerlo creer la filosof(a formalista de las matematicas. Un buer:'!

matematico puede reconstruir el sistema conceptual a partir del sistema simb6lico, pero 105'nifios¥

j6venes rr.as bien pueden 'experimentarlo como un obstaculo ~ra lIegar al sistema' conceptual. Ellos

tienenuna manera mucho mas natural de construir el sistema conceptual: jugando'con sistemas con-

eretos que lIeven a esa construcci6n. Tarea importante del profesor es la de identificar e$os sistemas

concretos, ojala de entre los sistemas que sean familiares para el alumno en su culturayensu edad

espec(ficas, para organizar actividades de juego, de ejercicio., de comparaci6n, que hagan resaltar las

regularidades que van a permitir la construcci6n cOl}ceptualrespectiva. .\
I

Con las colecciones figurales V no figurales de dos 0 mas objetos pueden organizarse una sePi!ede jue-

gos que lIeven al sistema conceptual de los nlJmerOS naturales, resaltando las ordenaciones 0 seriacio-

nes internas de cada colecci6n vias clasificaciones en colecciones iguales de numerosas;la simbOliza-

ci6n con palabras, palitos, cifras indo ·arabiga$ 0 romanas vendra despues, Pero los mismosju~s.de '

colecciones pueden servir para resaltar otras operaciones manuales come reunir V separ'!r: Y otrasre. '

I laciones como las de inclusi6n y disvunci6n, para permitir unaconstrucci6n de unpdmer sistema

conceptual de tipo conjuntista, aSI no se simbolicen formal mente esas operaciones ' t relaciones.

Sistemas c.oncretoscomo los de avanzar 0 retroceder por las calles delaciudad, 'obserliar subidas 0

bajadas de temperatura en un term6metro, 0 jugar con consignaciones y retiros d~ una caja de aho-

[ros, son la base para la construcci6n del sistema conceptual de los.numeros enteros con las oPeracio--

nes de adicl6n y sustracci6n, vias relaciones de orden aditivo. Observese que las calles mismas, 0 er

term6metro, 0 el estado de cuenta, no es un buen modele para el sistema conceptual : $O,nlos,siste-

mas activos mencionados los que sirven de sistemas concretos para 121construcci6n del sistema concep-

tual de los enteros como operadores actives, en 105que la adici6n aparece COmo unCImera comp()si-



cion 0 aplicaci6n sucesiva de operadores. En la misma forma se aprovechan sistemas concretos cono-'

cidos por el alumno, como de,las vueltas y fracciones de vuelta, el de los metros 0 pulgadas y frac-

ciones de las mismas unidades. el de los litros 0 galones y fracciones de los mismos, para construir el

sistema conceptual de los fraccionarios como operadores reductores 0 ampliadoressobre magnitudes.

Lossimbolismos vienen despues: la mitad, 1/2. 0.5 0 el'6O% nos muestran cuatro s(mbolos posibles

para el'mismo concepto. N6tese que no hace falta ~'dividir un to do en partes" ni utilizar rect~ngulos 0

ponques para dividirlos en partes de areas iguales, entre otras cosas. porque este sistema concreto es el

mas dif(cil para los ninos de 6 a 9 anos. Tambien podr(a utilizarse, si se esta seguro de que los ninos

tienen suficiente familiaridad y dominio del mismo.

Lo id~I, en cuanto a metodolog(a se refiere, es que el maestro organice las actividades de aprendizaje

de modo que el estudiante se enfrente siempre con problemas apropiados para la etapa e" que se en-

cuentra,o sea aquellos que presentan situaciones propicias para el desarrollo de las estructuras de la

etapa inmediatamente siguiente. La manipulaci6n de objetos permite apreciar que acciones son capa-

ces de hacer los ninos cC?nellos y. a partir de all(, disenar aetividades pedag6gicas para lIevarios a ima-

ginar acciones posiblEis sabre ellos y prever los efectos de estas. Conviene organizar el trabajo escolar

de modo que el estudiante pueda ir superando progresivamente las etapas del aprendizaje de las Ma-

tematicas propuestas por Zoltan P. Dienes. Es muy acorde con la teot(a de Piaget, permitir el juego

libre y el juego estructurado durante un tiempo suficiente, para la fami liarizaci6n con las operacio-

nes y las relaciones y para la interiorizaci6n de las acciones concretas sobre los sistemas que inventa

el nino.

En un grupo escolar puede sucederque el desempeno de los estudiantes refleje grados diferentes

de su desarrollo cognoscitivo; que algunos reflejen una mezcla de estruCturas (propias del perl'odo

anterior al que se supone que les' corresponde por su edad), organjzadas pero inadecuadas; que

otros presenten ya el uso vacilante y esponidico de estrueturas nuevas que aun no se han organiza-

do por completo;, y que otros refleje!1 una mayor organizaci6n y estrueturaci6n del pensamiento.

EI maestrodebe tratar de deteetar esas diferencias. que. en la mayor(a de los casas, pueden ser per-

fectamente explicables, ya que si bien los per(odos y las eta pas del desarrollo se suceden en un orden

riguroso, no se present an en todas las personas ala misma edad cronol6gica. En ese caso, no es preci-

so exigir a todos el mismo nivel de desempeno inteleetual, sino tratar de que cada uno lIeQue al domi-

nio de las estrueturas del nivel en que se encuentra y presentarle situaciones en las que se pueda em-

pezar a generar un avance al nivel siguiente, Ese avance solo comenzara cuando la maduraci6n neuro-

nal yel procesamiento mas 0 menos consciente de la informaci6n ya adquirida,lo permitan.

Una actitud permanente de busqueda. de observaci6n, de analisis de las respuestas de los estudiantes,

de las dificultades que encuentran, puede dar al maestro criterios y pautas para mejorar el programa,

para adecuarlo al medio; en una palabra, para lograr que sea 10 que debe ser:- un instrumento que favo·

rezca el desarrollo integral de los educandos y que los prepare en la vida para la vida.
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R e c o m e n d a c io n e s g e n e r a le s

•
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~

EI programa de Matematicas para septimo gra-
do, es parte de toda una programacion-secuen-
cial V progresiva del area para la Educacion Ba-
sica V Media Vocacional. De ah f que la primera
recomendacion para su desarrollo es h acer un
estudio del Marco G eneral del Area, sea cual
fuere el nivel de escolaridad en el cual se ejerza
la labor docente.

En cuanto a los'objetivos, la primera prioridad
la tienen 105 objetivos de la Educacion Basica
(que tam bien figuran en el Marco G eneral) V en
particular 105de motivacion para la Matematica
V 105de resolucion de problemas de la realidad
a traves de modelos matematicos de Ja misma.
La segunda prioridad la tienen 105objetivos ge-

"nerales de septimo grado, V entreellos 105 de
manejo de 105sistemas de 105numerps enteros
V racionales V 105de sistemas geometricos. En
cuanto a estos ultimos, es conveniente tener en
cuenta que la G eometrfa debe h acerse activaV
dinamica antes de lIegar alas representaciones
estaticas.

Los objetivos especfficos son avudas para pro-
gramar las c1ases vias evaluaciones, V para
diagnosticar 105tipos de errores que aparecen
en 105 ejercici()s V examenes de 105alumnos, V
asf poder avudarles en las dificultades especf-
ficas que tengan.

Los contenidos basicos que fi"guran en el desa-
rrollo del programa Ie permiten al profesor ubi-
carse dentro de una programacion general, para
que asf pueda ampliar V profundizar dich os con-
tenidos V orientar a 105alum nos en sus activida-
des exploratorias. En ningun momentoson para
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dictarselos, ni para exigfrselos de memoria, ni
para evaluarlos segun la precision con que 105
reciten. Estos contenidos basicos algunas veces
sobrepasan el nivel de comprension V profundi-
dad con que deben ser tratadosen' el respectivo
grado. Es el maestro quien puede adecuarlos
segun la realidad de sus alumnos.

Es conveniente que desde el comienzo del cur-
so, el profesor h aga enfasis en la correcta utili-
zacion de las expresiones de cuantificacion del
lenguaje usual. I {

Se supone que 105alumnos va traen un manejo
inteligente de los fraccionarios como operado-
res de ampliacion V reduccion. Para este enfo-
que de 105fraccionarios pueden consultarse 105
programas de 3 0. a 50. primaria. Es conveniente
manejar 105fraccionarios con este enfoque.

Cuando en las unidades se incluve una lectura
compleinentaria, se entiende que se trata de
material de referencia para el profesor. Para que
105alumnos consulten algo al respecto es mejor
remitirlos a los textos va las en.ciclopedias es-'
cola res usuales.

Los indicadores de evaluacion son una avuda
para form.u1ar problemas e ftemes para las eva-
luaciones. Cuando el logro'del ultimo objetivo
de un bloque supone que los alumnos tuvieron
que h aber logrado los objetivos anteriores de
ese mismo bloque, basta utilizar el ultimo indi-
cador de evaluacion. '

Laevaluacion global del curso debe h acerse
con respecto a los objetivos generales.

1. Participar en la transformacion positiva del
ambiente de trabajo en Matematicas.

2 . Avanzar en el desarrollo del pensamiento
reflexivo, analftico, critico, inventivo V argu-

mentativo, en cuanto constituve un aspecto
del desarrollo integral de la persona.

3 . Desarrollar h abilidades para construir v 1 0

apropiarse de estrategias que avuden a'for-.





mular, analizar y resolver problemas, de
'modo que se logre una mejor comprensi6n
de los conceptos y una organizacion cada
vez mas fundamentada y coherente del
pensamiento.

4. Vivenciar y analizar las caracteristicas
y las exigencias de unaevaluaci6n, que con-
tribuya a mejorar la educaci6n y tenga efec-
tos positivos mas alia de la vida escolar.

5. Avanzar en la construcci6n activa de herra-
mientas basicas para diferentes tipos de cal-
culo.

6. Reconocer el sistema de losnumeros ente-
ros.

t. Adquirir habilidad en las operaciones con
numeros enteros.

8. Reconocer algunas relaciones entre nume-
ros enteros.

9. Reconocer las propiedades de las operacio-
nes binarias en Z

10. Resolver y formular problemas que requie-
ran de las operaciones en Z

11. Repasar los algoritmos de la adici6n, sus-
tracci6n,' multiplicaci6n y divisi6n de deci-
males. .

12: Resolver y formular problemas que requie-
ran de las operaciones con decimales.
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13. Reconocer algunas de las aplicacionesde
los conceptos fundamentales de proporcio-
nalidad.

14. Identificar algunas razones especiales.

15. Reconocer propiedades de los operad:ores
multiplicativos.

"

16. Resolver y formular problemas que requie-
ran de la aplicaci6n de operadores multipli-
cativos.

Reconoc~r movimientos rigidos y homote-
cias en el plano.

- '- ( Z , +, -, X, +, ~, ."" LJ)

- (0, +, -, X, +,~,"")

- Valor absoluto

- Algoritmos con aplicaciones: porcentajes,
descuento, interes, cambio de moneda.

- Algunos reales:

- Movimientos rigidos
• Rotaci6n
• Reflexi6n
• Traslaci6n

18. Reconocer poligonos congruentes y poligo-
nos semejantes.

19. Reconocer y emplear unidades de longitud,
duraci6n y amplitud de angulos que no per-
tenecen al sistema metrico decimal.

20. Hallarlas combinaciones de m elementos
tornados de un conjunto de n elementos.

21. Construir los conceptos de media, mediana
y moda como medidas de tendencia central.

22. Distinguir afirmaciones y negaciones; pro-
posiciones cerradas y proposiciones abier~
tas y en estas ultimas diferenciar ecuacio-
nes, inecuaciones y otro tipo de condicio-
nes.

- Semejanzas

- Perfmetro

, - Otros sistemas de unidades de amplitud de
angulos.

I

Unidades. de duraci6n. Conversiones ("Com~
plejos",). .

".
II

I
~



, ,

F unCiones crecientes y decrecientes. Correla-
ci6p. ,

Funciones lineales.

Razones. Proporciones.

Representaci6n grMica de funciones lineales.

Inclinaci6n: pendiente.

Ejes,cortes, interceptps.

Ecuaciones lineales. Soluci6n de ecuaciones
lineales.

- Medidas de tendencia central: moda, media
y mediana.

- Afirmaciones y negaciones verdaderas y fal-.
sas.

Proposiciones abiertas y proposiciones cerra-
das.

Cuantificaci6n.

Expresiofles con variables y parentesis.

- ,Igualdades.'

- Cohjuntode partes. Cardinal del conjunto'de
partes.

Subconjuntos del conjunto de partes.

Combinaciones.

R E L A C IO N E S Y O P E R .t \C IO N E S

- Operaciones binarias.

- Propiedades: operaclon clausurativa, aso-
ciativa, conmutativa, modula-
tiva, invertiva.

Distributividad.

Linealidad de operadores.



U n id a d l

L O S N U M E R O S E N T E R O S

In t r o d u c c i6 n

En la Educaci6n Basica Prima ria los alumnos
trabajaron con operadores aditivos como + a y

- a y operadores multiplicativos como a x y ~ x •

Continuando con este proceso activo y dina-
mico; que se trae desde la primaria se inicia el
estudio de los numeros enteros, que surgen
como resultado de aplicar operadores aditivos
a cualquier numero natural. (Basta apl,icarseJos
al cero). '

I •

En el sistema de los numeros enteros se van a
estLJdiar las operadones de adici6n,sustrac-
'ci6n, multiplicaci6n y divisi6n y las relaciones
de,orden aditivo y de orden multiplicativo. Se
pretende tambien que los alum nos desarrollen
una noci6n intuitiva del valor absoluto de un
numero eotero y queen dos de los conjuntos
numericos hasta aqui estudiados (N, 2) recopi-
len las operaciones binarias vistas y las propie-
dades que cumple cada una de elias.
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- Reconocer el sistema de los numeros ente-
ros.

- Adquirir habilidad en las operaciones con
numeros enteros.

- Reconocer algunas relaciones entre numeros
" enteros. .

- Reconocer las propiedades de las operacio~
nes binarias en los numeros enteros.

-: Resolver y formular algunos problemas que
requieran de lasoperaciones con numeros
enteros. . .



Sobre una semi-recta podemos representar los
numeros. naturales asi: marcamos un punta y
trazamos un segmento h acia .Ia.derech a; esco-

. gemos un patron de longitud, y marcamas el
punto que seiiala su extremo derech o cuando
el izquierdo seiiala el origen .

. EI 0 seiiala el origen de esta semi-recta, el 1
seiiala el extreme derech o del primer semento,
etc. I

Cada segmento equivale a unaunidad; en cada
punto se coloca un numero natural que indica
el numero de segmentos unidad que leantece-
den.

+2

0~2

1~3

.2 ......------- 4

+3
o ......-----... 3

+3

1~4

2 ~5

3.,....----- 6

...,2

5 ----= ;---3

4 ~2

3 ~1

2--------0
-3

6 ....------- 3

-3
5 ....------- 2

-3
4 ...------ 1

·-3
3 ....------- 0

Laaccion que realizan algunosoperadores se \
puede representar sobre la semi-recta por me-
dio de una flecha.

+2, +2 +2 +2.' +2 +2

+3 +3 +3 +3 +3

.

-2 -2 -2 -2

~

En la semi-recta numerica se puede observar
que al aplicar un operador de la forma + a , es
decir, como +2, +3, etc., el resultado aparece
en la semi-recta a la derecha .del numero al que
se Ie aplico el operador asf: si se aplico el ope~ .
rador +2. dos lugares a la derecha; si se Ie
aplico el operador +3, tres Il-lgares a la derecha,
etc. .

TambiE3n se puede observar que al aplicar un
operador de laforma - a , es decir, como - 2,
-3, etc., el resultado aparece en la semi-recta
a la izquierda del numero al que se Ie aplico el
operador asf: si S8 aplico el operador .-2, dos
lugares ala izquierda; si se aplico el operador
-3, tres lugares a la izquierda.



Tambien observaran que si se apliea un opera-
dor de la forma - a a un numero menor que a ,

el resultado noesta representado en la semi-
recta.

Inicialmente el profesor puede proponer algu- representar los numeros naturales asi:
nos ejercicios como: en la siguiente semi-recta.

1.. 0
'~, I

0 2 3 4 5 6 j 8 9 10

2. +3 +2 +2

L . ~~~
0 2 3 0 5 0 7 0 9 10

3.
./

-4 -3

I ~ ~~ ~,
0 0 2 ·3 4 o 6 7 8

l.lenar los espacios en blanco con el numero
corre~pondiente.

Despu8 s los alumnos pueden representar en
una semi-recta algun conjunto de numeros na-
turales.

[j .7

Representar en una semi-recta los numeros /,
3 ,5,7 ,9 . '

A continuaci6n .Ies puede proponer algunos
ejercicios como los siguientes: L1enar los espa-
ciosen blanco.

Los resultados de aplicar operadores de la
forma + a a cualqui,er numero natural, son tC!m-
bien numeros naturales. AI conjunto que se ob-
tiene de los resultados de aplicar operadores
de la forma + a a cualquier nume'ro natural se
Ie llama "enteros positivos".

f

Si aplicamoscualquier operador de la forma
+ a al cero, obtenemos como resultado el nu-
mero natural a .

+1

0~1
+2

0~2
+3

0~3

(0) + 1 = 1

(0) + 2 = 2

(0) + 3 = 3



Elnumero natural que se obtieoe de aplicar un
operador ete Ja forma + a al cero se Ie llama
tam bien entero positive, y se nota + a .

ObservandoJa semi-recta numerica se puede
concluir que el resultadode aplicar cualquier
operador de la forma + a al cero esun numero

natural, y que esta representad~ en la semi-
recta numerica a la derech a del cero.

-

Por eso el numero natural 5 al considerarlo
como entero, 0 sea como resultado de aplicarle
el operador +5 al cero, 10podfjlmos simbolizar
tambien "+ 5". ,

As! el conjunto de 105 numerps enteros positi- { + 1, + 2 , + 3 , + 4 , + 5, +6, ...}
vos sera:

AI aplicar en la semi-recta operadores de la
forma + a a cualquier numero natural se obtie-
ne, como resultado el conjullto de 105 enteros
positivos. -

---±-1L-
- ~ +35 -...........
o ...-----....... 0

,/ + 175 '0
~~O J

Usando la semi-recta numerica, el profesor
puede hacer que 105 alumnos observen el resul-
tado de aplicar al cero cualquier operador de la
forma + a ; tambien conviene explicar que por
la limitadon del espacio que pueden utilizar
para dibujar la semi~recta,tienen queterminarla
en algun punto; pero que siempre se puede
anadir un segmento mas hacia la derecha; es
decir, representar el siguiente numero natural.

Se espera que 105 alum nos concluyan que el
resultado obtenido al aplicar un operador dela
forma + a alcero es el numero natural a . Ense-
guida les dice que a este numero tambien se Ie
llama e n t e r o p o s it iv o y que otra forma de repre-

•sentarloes antecediendolo del signa " + " para
representarlo con el mismo sfmbolo del opera-
dor que 10 produce al aplicarselo al cero.

Les puede proponeralgunos ejercicios como
105 siguientes:

3
27

13 5
+2 9 3

+3
+27
+135
2 9 3

-+1
~
o +1



Sobre la semi-recta numerica en la que repre-
sentamos los numeros naturales, observamos
que al aplicar un operador de la fo rm a -a , a
un numero natural estrictamente mayor que a ,

el resultado siempre esta a la izquierda del nu-
merc al que se Ie aplica dich o operador.

Ejemplo:

-3

~ , . . .

AI aplicar un operador de la forma ' - a a un
i1umero natural estrictamente menor que a , el
resultado estara representado a la izquierda de
este en la semi-recta numerica, donde no esta
representado ningun numero natural.

-5 Ejemplos:....------....
3 ? 3<5

-7

~
4 ?

-7

-5

.~ . •I

? ? 0 2 3 4 5'

Si para cerrarla tratamos de remplazar x ' por
cualquier numero natural, nunca nos resultara
verdadera, p.uesto que el resultado de aplicar
un operador de la forma - a a un numero natu-
ral estrictamente menor que a , no es un numero .
natural. .

Los resulta'dos de aplicar operadores de la menores que a : se lIaman "enteros negativos".
forma - a . a numeros naturales estrictamente

-5
. ...--------....

3 -7' -2

~
4 . -3 -3

2~'- 1

EI profesor puede proponer a los alumnos algu-
nos'ejercicios como los siguientes:

~_ 1_ ) 4 _ ~_ ·_ ·_ -3 _ _ ~_ . _ .o__~l



-3

3~O
-3

~
2 0

-7
.~

4 0
-3

~
o 0

-5

~.
3 0

Es posible que los aluQ'lnos respondan que los
ejercicios 3 ,' 4 , 5 Y6 no se pueden resolver
puesto que el resultado no es un numero natu-
Jal.

EI profesor puede proponer a los alumnos que
discutan y planteen un'Sposible forma de resol-
ver este problema. Una posibilidad serra exten-
der la semi~recta hacia la izquierda para recono-
cer en ella cual serra el efecto ·qlJe produce'n
dichos operadores, comparandolo con el efecto
que producen los operadores de la forma + a ,

al ser aplicados a cualquier numero natural.

Ejemplo: al aplicar el operador -+ 3 a 2 el resu 1-
tado esta tres lugares ala derecha del
dos; es el num~eroentero positivo + 5.

De la misma forma se observa que al aplicar el
operador - 3 a 2 el resultado esta tres lugares
a la izquierda del 2, 0, un lugar a la izquierda
del cero.

!-,02;?'
Discutiran cual sera el resultado y el profesor
los orientara para que concluyah que en este
caso el resultado es - 1, ya que esta un lugar
a la izquierda del cero. .

I
-3 +3

--~~2~

De este modo al aplicar diferentes operadores
de la forma ~ a , a numeros naturales estricta-
mentemenores que a . encontraran que en la
recta numerica el resultado siempre esta uno,
dos, tres, cuatro, ci·nco, etc., lugares a la iz-
quierda del cero, Asf obten9ran los numeros
- 1, - 2, - 3, - 4, - 5, - 6, etc., que lIamaremos
numeros "enteros negativos".

EI resultado que producen los operadores de la
forma + a al aplicarlos al cero, es un numero
natural que lIamamos e n t e r o p o s it iv e ; en forma
analoga, el resultado que producen los opera-
dores de la forma - a al aplicarlos al cero, es
un numero, que en este caso no es natural y
que lIamamos e n t e r o n e g a t iv o . Lo representa-
mos con el mismo sfmbolo - a , del operador
que 10 produce al aplicarselo al cero.

-1

~
o -f

-2

O~-2
-3

o
'~

. -3



Utilizando la recta que se obtiene al extender
la semi-recta a la izquierda del cero, los alumnos
podran identificar el numero que resulta de apli-
car' un operador de la forma - a al cero. Es
conveniente que comparen estos, resultados
con los que se obtienen al aplicar operadores
de la forma + a al cero.

_ •• ~3

? 0 1 2 3 4 5 6- 7

Observal' que al aplicar el operador + 1 al cero
se obtiene el numero entero positivo + 1, que
al aplic~r el operador + 2 S8 obtiene el numero
entero positive -+ 2 ; etc. '

A continuaci6n se puede preguntar (Que nu-
merose obtendra si aplicamos al cero el opera~
dor -17 Se espera que lIeguen a concluir que
el resultado, en este caso, es el numero entero
negativo -1, que esta-representado en la recta
a la izquierda del cero. Despues se plantean
unos ejercicios comolos siguientes:

~o 0
~

,0 0
Les pedira que representen sobre una recta los
siguientes numeros:

-8, -7, -6, -5,-4, -3, -2, -1,0, +1,-12,-
+3, +4.

Se-espera que hagan una grllfica como'la si-
guiente:

Es importante enfatizar que elresultado que
producen los operadores de la forma + a , esta
sobre la recta a la dere~ha del lugar donde esta
representado el numero al que se aplic6 dicho
operador, y esta hacia la izquierda si el opera'dor
es de la forma - a . Se proponen ejercicios como
los sig'uientes utilizando la recta:

. -5_

~
3 +2'. 0

~O8 -3

~O-2 '3+ -

~·O-7

Como resultado de aplicar operadores natura-
les al cero se obtienen dos conjuntos: el con-
junto de los enteros positivos,que son el resul-
tado de aplicar operadores de la forma + a al
cero yel conjunto de los enteros negativos que
son el resultado de aplicar operadores de la
forma - a al cero. Si a estos conjuntos agrega-
mos el cero natural como cero enterOi obtene-
mos el conjunto de los numeros enteros. :

- EI cero entero se puede obtener como el resul-
tado de aplicar el operador - a a a .

~
o + a

Elcortjunto de los numeros enteros se puede
simbolizar asf: Z

EI conjunto de los enteros positivos:Z+

EI conjunto de los enteros negativos: T'

Z=Z+UZ-U{O}

Z '= {.;., -3, -2, -1, 0,1,2,3, ...'}

'7 = {a, +1, -1,+2, -2, +3, -3, ... }

39



Los alumnos pueden obtener el conjunto de 105
enteros asi:

Ejemplos: EI.2 se puede obtener de aplicarle al
~3 el operador -'- 1, 0 al 4 eloperador
-,2 ,0 al 5 el operador -3 ,0 <;II 6el
operadorl - 4, etc.Inicialmente aplican operadores de la forma + a

al cero, y obtienen el sigi.Jiente conjunto.

3 EJJ
4 Ell
5 E2J
6~

La representan en la recta numerica.

1 0__ 2_3_4_5 _'6_"_

Luego aplicah operadores de la forma - a al
cero; de 105 resultados obtienen el siguiente
conjunto:

EI entero - 2 se puede obtener de aplicarle al
o el operador - 2 ,0 de apticarle a 1 el operador
- 3 , 0 al 2 el operador -4 0 al 3 el operador
-5, etc.

. ,

F inalmente obtienenel cero como resultado de
aplicar el operador - a a a .

Ejemplo": al aplicar el operador - 2 a 2 se puede
obtener el cero.

c= 2 ]
~

~

O JI
-2

~ ,
0 1 2 3

AI unir estes tres c.onjuntos obtienen el conjunto
de los enteros.

~
, I I I I ' I

-4 -3 -2 -1 o· 1 2 3Tambieln se puede obtener el conjunto de 105
enteros como resultados deaplicar operadores
de la forma - a , a numeros naturales.

Asi pod rim observar que un numera entero se
puede obtener de much as maneras:

Los alurnnos pueden buscar algunas de las dis-
tintas formas de obtener un numero entero
dado.

Las relaciones " ... es menor que ..." y " ... es
mayor que ..." entre numeros enteros, se pue-
den' analizar Em una recta numerica de la si-
guiente manera:

recta numerica a la derech a'de un numero en-
tero b se dice que a > b . '

1 - - b ~ a - ·



Si un numero entero a estarepresentado en la
recta numerica a la izquierda de un numero en-
tero b se dice que a < b . ,

a d I
Ejemplo:

-4> -6 -6

~~
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0

Se podra proponer a 105 alum nos algunos ejer-
cicios como 105siguientes:

a

5

-6
Establecer la relaci6n " ... es mayor que ..." 0

" ... es menor que ..." entre las siguientes pa-
rejas de numeros enteros.

-5

6

2 5 - Ordenar descendentemente 105 siguientes '

4 -8
numeros enteros:

-2 -3
5, - 6, 3,0, - 2, - 1, 1,9

'-4 -1
Para h acerlo 10 pueden presentar en la recta
numerica, asf:

-5 2

1

, . e 00 ® 0, @ ®
,

®
,

·1
-9 -8 -7 -5 -4 -3 2 4 6 7 8 10

..

Sobre la recta numerica podemosanalizar el
resultado de aplicar al cero, sucesivamente, dos

operadores de la forma + a 0 - a , de la siguiente
manera:



Si los dos operadores sonde la forma + a . el .
resultado esta a la derech a del cero.

Ejemplo: el resultado de aplicar al cero suce-
siva mente el operador + 2 Y luego el operador
+ 3 se obtiene de la siguiente manera:

+3
+2

r\~
01'2 3 4 567

Este resultado es el mismo que seobtiene al
aplicar el operador + 5 a cero.

'c .
o 1 2

~
3 4 5

EI entero + 5 se obtiene sumando los enteros
+ 2 Y + 3 asociados a los operadores respecti-
vos.

-Si los dos operadores son de la forma - a .el
resultado esta a la i~quierda del cero.

Ejemplo: el resultado de aplicar al cero sucesi-
vamente el operador - 2 yluego el
operador - 3 se obtiene. de la si-
guiente manera:

-3

~~

Esteresultado es el mismo que se obtiene al (-2) + (-3) = -2 -3 = -5
aplicar el operador ...:...5 al cero.

- Si un operador es de la forma + a y otro es
de la forma - a : el resuftado puede estar a fa

-5 derecha 0 a la izquierda del cero.

EI entero - 5 se obtiene sumando los enteros
- 2 y - 3 asociadosa los operadores respectivos.. '

/ .'

Ejemplo: el resultado de aplicar el operador + 2
Y luego el operador - 3 al cero esta
un lugar a la izquierda del cero, as!:

-3

~
I I , I

--2 -3 0 1 2

Este resultado es el mismo que se obtiene al
aplicar el operador - 1 al cero.

-1

~

EI entero -1 se obtiene sumando los enteros vos: (+ 2) + (- 3) = 2 - 3 == -1
+ 2 Y - 3 asociados a los operadores respecti-



EI resultado que se obtiene al aplicar el ope-
rador - 2 y luego el operador -+ 3 al cero est,)

es el mismo que se obtiene al aplicar el opera-
dor + 1 al cero.

+1 .'

~.,
o

EI entero + 1 se puede obtener adicionando los
enteros-2 y+3 :(-2 )+(+3 )= -2 +3 = +1

En general, se puede. decir que el efectp de apli-·
car sucesivamente los operadores + a y + b'al
cero es equivalentecon el efecto de aplicar el
operador + a C B + b al cero.

ElsignC? 0 representa la,adici6n entre operado-
res.

EI resultado de aplicar el operador [ + a EE> + b ]

al-cero es el entero:

-operadores se puede pasar directaniente a su-
mar numeros, ya que el op.erador+a + b

que se aplica al cero se halla sumando los dos
enteros que 10 representan.

••
Ejemplps: La aplicaci6n sucesiva al cero de los

operadores + 2 y + 5 da como resul-
taeo er entero + 7, que es el resul-
tado que se obtiene si se hubiera
aplicado el operador -t 7 al cero.

La aplicaci6n sucesiva de'los operadores +2 y
- 5 al cero da como resultado el entero - 3, que
eS131resultado que se obtiene si se aplica el

_) operador - 3 al cero. r~

'[(a) +2] -5 (0) + [+20 -5] = (0)-3

2+(-5) =-3 -

2.-5 = -3

En la recta numerica se aplican suceslvamente
al cero dos operadores de las formas:

+ a y + b como +3 y +4

+ a y - b como +3y -4

- a y + b como -3 y +4

- a y ~ b c o m b -3 y -4

Cuando hayan hecho suficientes ej.arcicios se
les puede pedi[ que hallen la respuesta sin tener
que aplicar los dos operadores sucesivamente;
entonces pasaran a la adici6n de enteros.

Ejemplo: el efect'o de aplicar sucesivamente los
operadores -3 y -4 al cero es:

,-4 -3

~~



.~' ..

-7 -6 -5 -4

EI entero - 7 se puede h allar sumando los dos
enteros que se obtie'nen al aplicar al cero los
operadores - 3 y - 4 . Estos dos enteros, como
ya se h abra convenido, se representan conel
mismo srmbolo de los dos operadores mencio-
nados, aunque a nivel conceptual sean distin-
tos.

Cuando se este h aciendo un ejercicio como
+ 2 + + 4 ;los alumnos deben diferenciar cada
signo.

sumade
enteros

(+2 )+(+4 )

//dl· .,+. e a representaclon
del numero entero positivo,

,~
-3 .,.2 -1 0

2 +4 =6

t '
suma de enteros.

Despues de hacer varios ejercicios de aplicaci6n
suce::;iva de operadores de lei forma + a 0 - a

al cero, los alum nos podran sacar algunas con-
c1usiones como: el resultado de aplicar sucesi-
vamente al cero dos operadores de la fornia + a

es equivalente al resultado de aplicar otro ope-
rador tambien de la forma + a , en donde el
nuevo " a " es l(l suma de los dos anteriores.

Puede hacer algunos ejercicios de aplica,ci6n
sucesiva de tres 0 mas operadores de fa forma
+ a 0 - a al cero, para que analicen el resultado.

,Ejemplos: Aplicar sucesivamente los operado-
res, +2, +3 Y +5 al «ero.

+3

+2 .~

~ ,
o 1 2 3 4 5

[ [(0) + 2] +3] +5 = (0), + 10

Aplica r sucesiva mente fos operadores - 3, + 2,
-:-5y +4alcero.

[[[[(0)]-3]+2] -5] +4=(0)-2

-2

~

Tambien pueden sacar algunas conclusiones de
estos resultados.



De la aplicaci6n sucesiva de operadores natura-
les de la forma + a 0 - a al cero se puede formu-
Jar un- aJgoritmo para la adici6n de enteros, de
la siguiente manera:

- Dos 0 mas enteros negativos se suma como
si fueran naturales y el resultado sera otro
numero entero negativo. . .

- Dos 0 mas enteros positivos, se suman como
se'suman naturales; desde luego el resultado
sera otro'numero entero positivo.

- Para sumar un entero positive con un entero
negativo se hace la resta entre ellos como si
fueran naturales y el resultado tendra el signa
del entero que quede mas alejado del cero.

Haran diversos ejercicios de adici6n de nume-
ros enteros,' ayudandose inicialmente de la
'recta numerica.

+2 +3
.. ~~

o 1 2 3 4 5

+4

~
• 'L·

o 2 3 4

+ 2 <±) + 3 =:' 2 '+ 3= 5

- Sumar -2 y -3

-3
.~ -2·

.' I ~

-5 -;4 -3 -2 -1 0

-3 I + 4

.~.~
-1

~
-9 -8

Se sum.an los enteros positivos; el resuJtado
es + 4 .
Se sumanlos enteros negativos; et resultado
es -9 , as i:

-3 <±) -5 <±) -1 (-3) + (-5) + (-1)
= -3 -5 -1 = -9

Ahora se suma +4 y -9

-9



AI mismo tiempo que los alumno~ van efec-
tuando adiciones con numeros enteros pueden
ir descubriendp las propiedades que cumple

esta operaci6n en este conjunto numerico. Pue-
.den hacerlo por comparaci6n con la adici6n en
los numeros naturales. .

Se pueden proponer algunos problemas .como
los siguientes:

- Un senor se encuentraen la calle 2a. Sur·lEn
que calle se encontrara si camina:

a) 8 cuadras haciael Sur
b) 8 cuadras hacia el Norte
c) 1 cuadra hacia.el Norte

La oficina del correo en una ciudad esta ubi~
cada en fa calle que separa el Norte del Sur.
En la manana Ellcartero va a distribuir la co-
rrespondencia del Sur y en la tarde la del .
Norte.

La primera carta de la manana la entreg6 3
cuadras hacia el Sur, la segunda carta 4 cua-
dras mas hacia el Sur, la tercera 8 cuadras
mas, y la cuarta 10 cuadras a partjr de donde
entreg6 la tercera carta.

La primera carta de la tarde la entreg6 en la
calle 16 Norte, 5 cuadras mas adelante en-
treg6 la segunda carta y la ultima carta la
entreg6 3 cuadras a partir de donde dej6 la
segunda.

a) LEn que calleentreg6 la ultima carta del
Sur?

b) LEn que calle entreg6 la ultima carta del
Norte? '

b) LEn que calle entreg61a tercera carta del
Sufl '"

, , - Don Pedro tielie$ 2500. 'A un amigo ledebe
$ 1000 ya otro $825. l Cual es la situaci6n
financiera de Don Pedro?

Para la soluci6n de estos problemas se conside-
rara •como entero positive 10 que esta hacia
el Norte,<o 10 que una persona tiene 0 gana; y
se considerara como entero negativo 10 que
esta hacia el Sur, 0 10 que una persona debe 0

pierde.
I

, Hay que tener en 'cuenta que en mLichas ciuda-
des se pasa de la calle 1N a la calle 1S, y no

. existe lacalle O. Se puede poner la Oficina de
Correos en fa calle 0, como si estuviera a la
misma distancia de la calle 1N y de la calle 1S.

Solamente SEl'propondranaquellos problemas
que tengan sentido para el alumno porque co-
rresponden a situaciones que se dan en la vida
real. Algunos de estos problemas estan relacio-
nadoscon la ubicaci6n en una ciudad en la que
se han demarcado el Norte yel Sur 0 el Oriente
y el Occidente.

Otros estaran relacionados con los negodos de
una persona que posee 0 que debe dinero,o,
que gana 0 pierde en ellos.

,Se debe tener cuidado que para solucionar cual-

quier problema que se plantee, el alumna 10
resuelva inicialmente como 10 haraen la vida
practica posiblemente ayudandose de dibujos
ode algunas manipulaciones. Luego el relacio-
nara est a situaci6n con la adici6n de enteros y
vera que el problema tambien se puede resolver
utilizando dicha operaci6n.

Cuando hayan resuelto un buen numero de pro-
blemas se les pedira que formulen algunos pro-
blemas, cuidando que tengan los'datos suficien-

, tes para resolverlos.



E J resultado de aplicar al cero lm operador de
la forma + a . es un numero entero positivo.

5i queremos anular el efecto de dicho operador,
aplicamos un operador de la forma - a al resul-
tado de hab er aplicado el operador anterior:

(+ a ) + (- a ) = 0 ; - a serra el inverso aditivo
de a .

E jemplo: el resultadode aplicar al cera el ope-
rador + 2 es el entero + 2; sl se quiere
anulareste efecto, se aplica el opera-
dor - 2 a 2 y se ob tiene nueva mente
el cero.

-2

~
o 2

+ 20 ;-2 = 0

2 ~ 2 = 0

Los inversos aditivoli de los numeros enteros
positivos sori los numeros enteros negativos y
viceversa. '

Haran algunos ejercicios de aplicar sucesiva-
mente al cero operadores dela forma + a y - a

para que analicen los resultados. E jemplo: elinverso aditivo de 3 es -3,'de 4 es
- 4, de 5 es - 5 , de 8 es - 8 , de - 20
es.20, etc.

A cada numero entero Ie corr'esponden dos va-
. lores: el valor relativo y el valor ab soluto. '

I

eE lvalor relativo estil determinado por la posi-
cion en I~ recta nume.rica, a la derecha,oa la
iz quierda del cero.

Dado el entero - 3, su valor relativo es - 3 y
su valor ab soluto es 3 ya que la distancia '

nitud del desplaz 'amiento; es decir, poria ,dis-
tancia a que se encu'entra el numero del origen
de la recta.

.
E jemplo: Dado ~I entero + 5, su valor relativo

. es +5 y su valor ab soluto es 5, ya
que el desplaz amiento es de 5 unida-
des a partir del origen.



Para indicar que se propone hallar el'valor ab -
soluto de un numero se acostumb ra encerrarlo
entre dos b arras verticales as!:

1-31,1+51·

1 -3 1 = 3
"!

SUGERENCIAS METODOLOGICAS _

Pueden realizar una actividad que consiste en
desplazarse a 10 largo de una, recta numerica
dibujada en el suelo, partiendo desde el origen,

~.
( i r~<..:.; J .: : ; ,
: ;. ,

i / \ ; :
.. , "

B "..' ..,'~., ,
-6' -5 -4 -3 -2 -1

Partiendo del origen el alumno que esta ubicado
er el punta A, tuvo que desplazarse el largo de
51baldosas (5 unidades de longitud) y el que
esta en B tuvo que desplazarse el largo de 4
baldosas (4 unidades de longitud), as! que:

EI valor absoluto de + 5 = 5

EI valor absoluto de ,- 4 = '4

/+51 = 5

1 -4 1 = 4

que puede ser cualquierpunto, senalado en la
recta antes' de empezar fa actividad,

Ejemplos:

;:
"", .-....

I.
"1 •/ / .•••....•

v 'I.;
~

A

5

EI alumno que esta en el punta A, esta a la
derecha del cero y el que esta en el punta B,
esta a la izquierda delcero, asi que:

Dados dos 'numeros enteros podemos compa-
rar sus valores absolutos. Es mayor en valor
absoluto el que en la recta numerica esta mas '

Ejernplo:, 1 51 · = 5

1 -3 1 = 3

I 51> j-31

1 -6 1 = 6

I 21 = 2

1 -6 1> /2)

alejado del cero; esdecir, aquel cuya represen-
tati6n exigeun desplazamiento mayor.

__ ~ --O - _+I-_- •

-6 -5 -4 -3 - '-2 -1 ' 0 2 3 4 5 6 7



1-61 = 6

1 -4 1 = 4

1 -6 [> 1 -4 1

'J . ~ '
/1, /

I , h , h ,- h I I

-6 -5 -4 . - -3 -2 -1 0 2 3 4 5 6 7

Sinembargo, al establecer la relaci6n de orden
aditivo entre dos numeros enteros no se tiehe
en cuenta el valo,r absoluto de cada uno de ellos.

1-61 >1-21 y -2 >-6

I 51> 1-31 y 5> -3
-,

1-6r> I 21 y 2> -6

Pueden seguir desplazandose en la recta tra-
zada en el suelo.

AI establecer Ia' relaci6n de ordenu aditivo, sera
mayor el que hayaavanzado mas hacia la dere-
cha sobre la recta y, al establecer la relaci6n de
orden entre dos valores absolutos, sera mayor
el que esM mas alejado del origen.

Ejemplo: Dados dos enteros - :3 y - 2

- 3 < - 2 0 - 2 < - 3 ya que el punto A
esta situado ala derecha del punta B .

1-31> 1-21 ya que el alum no del punta B
se desplaz63 unidades delongitud y el alum no
del punta A se desplaz6·2 unidades. .

1-31 = I 31

..~

En los grados anteriores se estudi6 la sustrac-
ci6n en los naturales como una operaci6n- in-
versa de la adici6n. Asf, si en una adici6n se
desconoce uno de I<;>ssumandos, para hallarlo
se utiliza la sustracci6n. EI sumando descono-
cido es la diferencia entre la suma y eF otro
sumando.

, "/"

C onsideremos la situaci6n aditiva en Jaque se
desconoce un sumando:

E n el conjunto tie los enteros se vaa considerar
de la misma manera.

+m + 0 +n

+m + 0 -n

-m + 0 +n

-m + 0 -n



Para encontrar la respuesta habrfa que adicio-
nar el opuesto aditivo del primer entero (± m)
a amb os lados de las igualdades anteriores.

, .~ \

0= + Ii -(+m) = + n + (-m),
la diferencia entre n Y m es n - m

o = -- : n - (+ m) = - n + (- m),
la diferencia entre - n y m es - n - m

0= + n - (-m) = + n + (+m),
la diferencia entre n y - m es n + m

0= - n- (-m) = - n + (+m),
la diferencia entre - n y - m es - n + m.

Asi aparece la sustracC ion como una adicion de
la suma y del opuesto aditivo del sumando co-
nocido. . .
E je m p lo s : D e - 8 restar - 3

,

(-8 ) - (-3). = (-8 ) + (+3)

-8 + 3 .= -5

-9 - (+6) = ':" '9 - (-6)

-9 -6 = -1 5

E I profesor puede comenz ar con alguha activi-
dad practica que I/eve a los alumnos a aplicar
la sustraccion. .

Se puede aprovechar esta actividad para que
los alumnos resuelvan polinomios aritmeticos,
para que verifiquen que propiedades (asociati-
va, conmutativa, modulativa) cumple esta ope-
racion y para'que resuelvan algunas ecuaciones
sencil/as, mediante ejercicios como los siguien-
tes: .

C alcular
\

[(-8 ) + (-3) -(+4)] - [(+8 ) + (-20) - (-4)]
. .

C alcular el valor de la siguiente ex presion:

( a + b ) - ( b + c) dados: (/ = -7 ; b = +4;

c = -2

lC ual es el numero que restado de (+17) da
-2 0 ?

x + (-2 7)

-2+x
x - 16

-2 0 - x

-3 0

-7
-8

= 35

Finalmente, pueden resolver algunos proble-
mas que requieran de la sustraccion de enteros
y posteriormente formular sus propios proble-
mas,y resolverlos. Ejemplo: Don Roberto desea
tener en su cuenta de ahorros al fin de mes
$ 2 5 2 02 lQue transaccion tendraque hacer para
lograrlo si a mediados del mes tiene un saldo
de $ 19 52 5?

EI operador + ( ) es el operador identico, pues
al aplicarselo a cualquier entero, 10 deja -quieto,
no 10 altara, 10 deja invariante. + ( )

o
+ ( )

o



En la recta numerica cuatquier numero'entero
estara ubieado hada la dereeha del cero (si.es..
positivo),o hacia la izquierda del cero (si es ne-
gativo). Elefeeto del operador - ( ) ·es eambiar
el entero al cual se apliea, por su opuesto aditi-
vo. Por ejemplo, si se Ie apliea el operad6r - ( I
al 2 , resulta el. entero - 2 , que es el opuesto
aditivo de + 2 .

Si se Ie aplica a (- 3), resulta + 3.

-( )

~
-3 ~ 2 -1 0 2 3

-( )

.~

-3 -2 -1 O . 1 . 2 3

Se pueden proponer algunos ejereicios eomo
los siguientes:

L1enar los 'espaciosen blaneoeoloeando bien
sea el operador que se apliea, 0 el resultado 0

el numero al cual se Ie apliea

-( )

~
O. _() '. j

~
-8 . _ ( ) 0

~o . -2 0

o
~ ,

8 0 0 -8 0

~
2 1 l j . 2 1

.-----------...
-6 ' . 0

Eseribir en cada easo el operador que se apliea
al numero representado en la primera reeta para

obtener el numero representado en)a segunda
re ~ . .

,
a) , PI(

"~ -7 -6 - -5 -4 -3 -2 -1 0 2 3 4 5
/

': , 0
.1

I -5
, • , I ,

-7 -6 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
;f

b) I I ,
I

, • I
,

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 2 3 4 5

0
, ,

I
, , ~ ,

I

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 .2 3 4 5



EI efeeto de apliear el operado-r + 0 xes equiva-
lente al efeeto de apliear el opera,dor a x a eual-
quier entero.

EI efeeto de apliear el operador - a x es equiva-
lente a apliear el operador a x y luego el opera-

+ (2 x)( + 5 ) = + 1 0

-(2 x) (+5) = -10

~
• • .1 1 ,

-1 0 -9 -8 -7 ' -6 -5

(

Paraapliear el operador - (2 x) a - 5, 'sepuede
primero apliear el operador + (2 x). de esta ma-
nera obtenemos el entero -10: + (2 x) ( - 5) =

-10

D~ 1a'pnk tiea de apliear operadores de la forma
+ a x y - a x aeualquiernumeroenterosepuede
pasar a la multiplieaei6n deenter~s.

dor - ( ); es deeir, apliear primero el operador
a x y tomar el resultado en el otro sentido.

I ,

Ejemplos: al apliear separadamentelos opera-
dores +2x y -2x al entero +5, se,
tiene: '

~
I I I ••

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Si Ie aplieamos estos operadores al entero - 5
se tjene:

~ -_ ...•---+-_ .~_ .-- I"
3 4 5 6 7 8 9 10

Luego se apliea el operador - ( ) para obtener
asi, + 1 0, opuesto aditivo de -1 0

Si se apliea un operador de la forma + a x a los
enteros + b Y - b e l resultado estara del mismo
lad!o en q~e se eneuentra el entero.



Ejemplo: at aplicar el operad.or 2 x a + 3 y a - 3 - se obtiene:

~.
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

~
• I

345 6

el opuesto aditivo que se encuentra en la semi-
recta de los enteros hegativos.

Ejemplos: al aplicar el operador - 2, a + 3
se obtiene: (-2) (+3) = ; -6

------"--"-----+-----< ---+---+---'-------;-,--+-~----
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 2 3 4 ' 5 6 7

Si se aplica un operador - a x al entero - b , el
resultado estara en la semi recta de los enteros
positivos porque: si al entero - b que e5ta en
la semirectade los enteros negativos, se Ie
aplica el operador - ( ), se obtiene el inverso
aditivo que estaen la semirecta de los positivos.

R ecordando queaplicar el operador a x al entero
• b es 10 mismo que multiplicar el entero a por eJ

enterob, se puede cO(lcluir que:

* EI producto de dos enteros positivos es posi-.
tiver. .

* EI producto de un entero positive yun entero
negativoes neg-ativo:

* EI productode un entero negativo y un entero
positive es negativo:

Ejemplo :

AI aplicara - 3 el operador - .2 x se obtiene:

2x

~~
2, (-3) = -6

0 I 0 0 0

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 2 3 4 5 6 7 8

: : - ; ;

-6 -(-6) = 6
~

0 0 0

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 2 3 6 7 8

Si se S'lplica un operador de la forma '- a , al
entero + b , ei resultado esta del lado contrario
en que se encuentra el entero,ya que se obtiene
de aplicar el operador + a , al entero + b Ytomar,

* EI producto de dos enteros negativos es po-
sitivo:

Asflos alumnos podran encontrar la conocida
regia de los signos, utilizada en la multiplicaci6n
de enteros: .

(+)x(+)= +

(+)x(-) = -

(-)x(+)= -

(+1)x (+ 1)= + 1

(+1 )x(-1 )= -1

(-1 )x(+1 )= -1

(- )x (-)= + pues ( - 1 )x (:-1 ) = +i1

porq~~ es el opuesto aditivo del opuesto /(
, aditivo.



Es conveniente hacer suficientes ejercicios de
aplicacion de operadores de la fo.rma a x y - a x

en la recta numerica a cualquier numero entero,
para que ai' final se desprendan de la recta y

descubran como se efectua la multiplicacion en-
tre dos numeros enteros cualesquiera. (N o debe
darse la r'egla de los signos hasta que el alumno
comprenda 10que esta haciendo al aplicar estos

.operadores en la recta numerica. 'Ojala descu-
bra por sf mismo como se halla el resultado).

H aran varios ejercicios de multiplicacion de dos
o mas enteros como:.

r

Se puede aprovecharpara repasar los algorit-
mos de la adicion y de la sustraccion de enteros,
combinandolos con multiplicacion como;

. 2 x (8 ~ 5+ 3 - 4) - (3 + 2 ) ~ 4 x ~ - 5 ) + 3 x ( - 2 )

[ ( -7 + 3 -4 ) x ( -8 + 2 -5 ) ] '- [ ( -3 ) x ( -4 ) ]

Tambien, para verificar que la multiplicacion de
enteros cumple las mismas propiedades de fa
multiplicacion de naturales y para que apliquen
en el calculo numerico estas propiedades pue-
den hacerotros ejercicios como' los siguientes:

Calcular a ~ ( b + c l y ( a x b ) + ( a X c l y

comparar los resultados.

( - 5 ) x ( ) = -1 0

(+ 4 ) x ( -2 ) x ( ) = (+ 3 0 ) x ( -8 )

- R esolver las siguientes ecuaciones:

[(-4) x (-7 ) ] .+ , D -35

-5 + 3 '+ D ( -5 ) x (+ 3 )

[ ( - .3 ) x ( + 8 ) ] + D = (- 3 ) x (+ 7 )

La divisi6n es una operaci6n inversa de la mul-
tiplicacion.

Si en una muftiplicacion de dosenteros se dj.S-
conoce uno de los factores, para hallarlo se ti-
Iiza la division.

Ejemplo: - 5 x D
D

-2 0 ;

4

porCjue -5 .x·4 = -2 0

EI factor desconocido es 4. Este se puede hallar
empleando fa division.

Sea~ a , b e n te r o s positivos.

Si - a x 0 = - a b e n to n c e s 0 = ( ' - a b ) . . ; ( - a ) .

0 = b

. Si a X 0 = a b entonc~s 0 = ( a b ) - : - a

0 = b

Sia x D = .-a b entonces 0 = (- a b ) - : - a

0 = - b



Ejemplo: (-6) (-3) = 2
8

(-6) (+3) -2

(+6) (+3) 2 r

.§

~ (+6) (-3) -2
.,1 ,

S i - a X 0 = a b e n to n c e s 0 = ( a b ) + ( - a ) '

D = - b

De esto se puede concluir que:

- Si los enteros que se dividen son ambos po-
sitivos 0 ambos negativCls el cociente es po-
sitivo. (

-Si los enteros que se dividen son tales que
uno es positive y otro es negativo el cociente
es negativo~

Dados dos numeros enteros a y b , si existe
un entero c , tal que b se pueda expresar como
el producto de a y c , b = a x e , se dice que
" h es multiplo de a " , que " a e s di v i s o r d e b " 0
que " a e s factor de b " . Tambien puede decirse
que " b es multiplo de c " y que " e es divisor
de h " , 0 que " c es factor de b " .

EI conjunto de los multiplos del cero es un con-
junto unitario: M (O ) = {O}.

EI conjunto de los multiplos de un numero en-
tero distinto de cere se obtiene multiplicando
dicho entero por cada uno de los numeros en-
teros, inclufdo el cerCl. Dicho conjunto es infini-
to. Puede exclui!se el cero, y asf obtener los
multiplos no nulos de ese entero.

EI conjunto de los divisores de _ un numero en-·
tero distinto de cere esta formado por todos

•• sus factores. Dicho conjunto es finito. Si se trata
del cero, se consideran todos 10S enteros como
d iv isores 0fact()("es del cero: D(o) = Z, pues
para cada entero z secumple que 0 x z = O.

/ -

Ejemplos: EI conjunto M ( - 6) de los multiplos
no nulos de - 6 es:

La relaci6n " ... eS divisor de .~." es la relaci6n
inversa de la relaci6n " ... es multiplo de ...".

Supongamos que se tiene la proposici6n verda-
dera I I -1 2 es multiplo de - 3 " . AI intercambiar

los argumentos, es necesario cambiar la rela-
ci6n por su inversa, para que la proposici6n que
resulte ·sea verdadera, asf: "~3 es divis'or de
-12 ". '

Consideremoslas relaciones" ... es divisor de
... " y " ... es multiplo de ..." en el conjunto A = ,
{8 ,-4,2,-2,-3 }.

EI diagrama sagital para la relaci6n " ... es mul-
tiplo de ...", simbolizada por M , es:

,,,,,
\

I

I

,
,

.-
/ '

R ecordemos que cada flecha seri~la a la ima-
gen, es decir al multiplo. ..

EI conjunto de las parejas de la relaci6n M : es
{ (8 ,8 ), (-4,4), (2,2), (-2,-2), (-4,8 ), (2,-4),
(2,8 ), (- 3, - 3), (2, - 2), (...:.2,2), (- 2, - 4), (- 2,8 )}

R ecordemos que en el esquema de lectura se
lee primero la imagen, 0 sea la segunda compo-
nente de la pareja ordenada.

Ejemplo: (-4,8 ) : 8 es multiplo de (-4),
8 M (-4)

Eldiagrama sag'ital para la relaci6n " ... es divi-
sor de ...." , simbolizada por D, es:



EI conjunto de las parejas de la relaci6n Des:
{ (8 ,8 ) , ( -4 , -4 ) , ( - 2 ,- 2 ) , (2 ,2 ) ( -3 ,-3 ) , (8 ,~ 4 ) ,

( - 4 ,2 ) , (8 ,2 ) , ( - 2 ,2 ) , (2 , - 2 ) , ( - 4 , - 2 ) , (8 , - 2 )!

Cuando una operaci6n se efectua entre dos ob-
jetos se dice que es binaria. !

La adici6n, la sustracci6n, la multiplicaci6n y la
divisi6nde numeros enteros son operaciones
binarias.

La operaci6n adici6n transforma dos nume- .
ros a y h e n otro numero: a + b, que es entero

La operaci6n sustracci6n transforma dos nu-
meres a y b en otro numero:a - b, que es
entero

- La operaci6n multiplicaci6n transfor-ma dos
numeros enteros ay b en otro numero: a X b

que es entero.
I

-' La operaci6n divisi6ntransforma 'auna pareja
de numeros a y b , b :1 = 0, lIamados dividendo
y divisor en:

a) OV o numero entero, lIamado cociente,
cuando el dividendo es multiplo del divi-
sor. Ejemplo: ~,36 + 4 = -9

b) U na pareja de numeros enteros, Ilamados
cociente ,y residuo, cuando el' dividendo
no es multiplo del divisor. Esta es la lIa-
mada divisi6n euclidiana 0 divisi6n con
residuo., E! caso a) se puede considerar
como un caso particular de divisi6n eucli-
diana donde el residuo es cero.

-4 1 ~

-1 r-=-s

Se puede comenzar repasando 1 0 5 algoritmos
delas operaciones ya vistas por 1 0 5 alumnos;
se pueden hacer ejercicios como 1 0 5 siguientes
y en cada operaci6n verificar que propiedades
cumple:

a) (-1 2) x (-8 +4)

b ) ( -8 + 5 -3 + 4 ) x ( -9 + -3 )

d ) { ( -5 + 3 -2 0 + 5 -4 2 ) x ( -5 + 8 -2 -3 )} +
(-8 +6)

I

Tambien podran hacer ejerclclos de calculo
mental, en 1 0 5 que 1 0 5 alumnos efectuaran men-
tal mente y con rapidez las operaciones, sin ne-
cesidad de utilizar papel y lapiz.

Es conveniente que a medidaque 1 0 5 alumnos
I vayan repasando 1 0 5 algoritmos, de vez en

cuando interrumpan el procedimiento para ha-
cer resaltar las propiedades que se han tenido
en cuenta y las relaciones que piJeden estable-,
cerse entre dos numeros enteros.

Algunas de estas relacionesya conocidas por
1 0 5 alumnos son: " ... es menor que ...", " es
mayor que ", " ... es multiplo de ..." y " es
divisor de ".

Las relaciones " ... es multiplo de -:.." y " ... es
divisor de ..." se puedenestudiar simultanea-
mente, tomando un conjunto pequeno de nu-
merosenteros y analizando para cada relaci6n:
et esquema de lectura, el diagrama sagital, las
parejasque cumplen la relaci6n; asf verifican
que una relaci6n es la inversa de la otra.

F inalmente, resolv eran alg u nos p roblemas q u e'
requieran de una 0 de varias operaciones con
enteros. Es conveniente desarrollar 5 0 1 0 aque-
1105 problemas que tengan algun senti do en la
vida diaria del alumno, como 1 0 5 relacionados
con Ja ubicaci6n en, una ciudad en la que se ha \
demarcado et Norte y el Sur, con la situaci6n
financiera de una persona 0 de una empresa,
con fa temperatura (en algunos sitios), etc. Se
pueden proponer algunos, como 1 0 5 siguientes:

- U n senor camina 5 cuadras hacia el N orte y
7 cuadras hacia el Sur. lEn que cuadra va a
parar con relaci6n al punta de partida?

U ri senor sali6 d e la calle sexta S u ry camin6
4 cuadras hacia el Sur. Decide recorrer 5 veces
la distanciaque ya habfa caminado. lA que
cuadra lIe9ara?



U n v end ed or p arte d e la calle.40 al Norte de
la Ciudad y camina 8 cuadras hacia el Norte,
luego 6 cuadra~hacia 131 Sur, luego 10 cuadras
hacia el Sur, luego 5 cuadras hacia el Norte
y luego 3 cuadras hacia el Sur. LEn que parte
termino su recorrido?

al Sur 0 al Norte de la ciudad, para evitar el
problema de pasar de. la/calle primera Norte
a la primera Sur, 0 suponer que existe una
Calle Cero, como e., la ciudad de Cucuta).

Pedro tiene una cuenta de Ahorros en laCaja
- Agraria.EI movimiento de esta cuenta du-

rante el mes de F ebrero fu e el sig u iente:(Para problemas como los anteriores hay que
suponer que los recorridos siempre se hacen

FECHA R ETIR OS DEPOSITOS SALDO

,

10. de Febrero 1983 15000 . 3 2516

4 de Febrero 1983 1570

8 de Febrero 1983 2 50 ,

11 de Febrero 1983 I 1500.
15 de Febrero 1983 350 ,

16 .de Febrero 1983 1000

18 de Febrero 1983 3500

2 2 de Febrero 1983 5000

2 5 de Febrero 1983 2 500

2 6 de Febrero 1983 350

LCual esel saldo de la cuenta de Pedro, en
cada uno de los dras que hizo alguna transac-
cion?

'blemas se"pueden reso'iver utilizan'do estas ope-
raciones.

. ,
Se debe procurar que el alumno resuelva los
problemas inicialmente como 10 h~ria en su
'vida practica, posiblemente ayudandose de re-
presentaciones 0 de manipulaciones, etc., para
que luego al mismo busque la relacion conlas
operaciones con enterosy yea que dichos pro-

AI tiempo que los alumnos vayan resolviendo
algunos problemas pueden ir forrnulando otros'
con base en sus actividades. Es conveniente
orientar al alumno para que al formular los pro-
blemas yea cuales son los datos que necesita
y donde estan los aciertos y desaciertos de su
razonamiento.



Los contenid os basicos req u erid os p ara ellq g ro
d e los objetiv os aq u i p rop u estos son su ficiente-
mente conocidos por el profesor y, ademas,
dentro de esta propuesta, se vienen estudiando
desde la basica primaria. .

En cuanto a decidir si una operacion es c1ausu-
. rativa en un conjunto referencial dado 0 no, es

convenientedistinguir tres asp ectos:

.?

un resuftado, es este unico? (Algunos Iibr-os
dicen: "LEsta bien definida?").

b. LEsta totalmente definida?, es decir: L D e al-
guna manera Ie queda < ;lsignado un resul-
tado unico a cualquier pareja de elementos?

c. LEs internal, es decir: LEI resultado de la ope-
racion (cuando existe) esta dentro del con-
junto al cual pertenecen las componentes de
la pareja?

En 19mayoria de los Iibros no se cae en la cuent.a
de que hay tres cosas que verificar para decidir
si la operacion es clausurativa en un conjunto'
referencial dado 0 no. (En algunos libros se dice
que el conjunto referencial es cerrado bajo la
operacion, en vez de decir que la operacion es
clausurativa en el conjunto dado. Estas dos ex-
presiones son pues eq u iv alentes).

La division en : z + (Ios enteros estrictamente po-
sitivos) falia por no estar totalmente definida,
pues no s.abemos como. dividir a 2 entre 3: solo
lahemos definido cuando el dividendo es mul-
tiplo del divisor. Si tratamos de corregir este
defecto, ampliando las posibilidades de dividir
cualquier entero estrictamente positivo por otro

\ y permitiendo resultados fraccionarios, esta
operacion falia por no ser interna: el resultado
de dividir 2 entre 3 seda 2/3, que no pertenece
a Z+. . .

Estudiemos ahora la division en e2. Esta opera-
cion falia por no ser univoca: enel caso de tratar
de dividir a entr,e O,cualquier resultado estaria
bien, pues por ejemplo~ 2 xO da 0, 3 x a da
0, etc. Tambien falla por no estar .totalmente
definida: en elcaso detratar de dividir 5 en-
tre 0, ningun resultado sirve, pues 5 x a = 0,
500 x a = 0,5 000 000 x a = 0, etc.

En una'operacion invertiva hayque estudiar pri-
mere si es modulCltiva 0 no, es decir, si tiene
elemento neutro 0 no.

En caso de tenerlo, se puede considerar que
. cualquier otro elemento del conjunto se aparta

del elemento neutro, y se pregunta si hay al-
guna manera de devolverse al elemento neutro
utilizando la misma operacion. Si esto siempre
puede hacerse, la operacion es .invertiva.

La adicion en : z es modulativa, y el. elemento
'neutrb es el cero. Cualquier elemento distinto
de cero en : z que Ie sumemos al cero se aleja
de 131 : a + (+ 7) = '+ 7. Pero todavia sumandQ
podemos devolvernos al cero: (+ 7 ) + (- 7 ) =
O. Si nos hubieramos alejado sumando (-- 7 ),
podriamos vcilver alcero sumando ( + 7 ), etc.
Cualquier numero entero tiene un inverso que
al sumarlo conel primero 10 devuelve al neutro
(que es el cero).

En cambio la adicion en N , aunque es modula-
tiva (y el modulo es el mismo cero), al alejarnos
hasta el 7 no hay manera de devolvernds su-
mando. (Devolvers.e restando no vale, PU 8 Ses-
tamas estudianda laadicion!). .

Cuando se estudiala multiplicaci6n en N t se
trata de que los alumnos capten .que no hay
manera de devolvers~ al uno multipl'icanda,
mientras que en 0 si.

Luego trataran de formular en sus propias pala-
bras que es 10 quepasa eh ambos caso, y decirlo
de manera que se aplique tanto a la adicion y
al cero, como a la multiplicaci6n y al uno. En



caso d e q u e 105 alumnos no' encuentren una
formulaci6n perfectamente general, el profesor
se limitara a verificar que 105 alumnos capten
la similitud entre 105 casas de la adici6n y la.

multipli.caci6n, aunque formulen la propiedad
invertiva separadamente para esos dos casos.
En estas formulaciones no debe.utilizarse 16gica
simb61ica sino palabras del lenguaje usual.

Es convenienteque el profesor revise las unida-
des cuarta y quinta de sexto grade y, si es po-
sible, la unidad primera del grade quinto de
basica primaria. Esto Ie permitira ver cual ha
side la secuencia y especificidad seguidas en el
estudio de las operaciones binarias y de sus
propiedades. , .

La mejor estrategia es encargar a 105 alumnos
de recopilar la informaci6n requerida para que,
a partir de ella, se complete la Iista de operacio-
nes, desde la uni6n de conjuntos hasta las ope-
raciones entre numeros enter()s, recientemente
estudiadas.

Durante el recuento sobre las operaciones, el
profesorhara enfasis sobre eL-caracter activo
de las mismas. Tambien rec9rdarai las condicio-

. nes quees necesario fijarles a algunas de ellas
con el fin de que el resultado viva en el conjunto
referencial.del cual se toman 105 dos numeros
que serari transformados mediante la opera-
ci6n.' '

Para la sustracci6n E1nN , la condici6nes que el
minuedo sea mayor que el sustraendo (0 "mi-
nuidor"). Cuando el referencial es Z, la sustrac-
ci6n puede efectuarseentre cualquier pareja de.
numeros y el resultado siempre es un elemento
de Z. 'Es el momento oportuno para que 105
alum nos caigan en la cuenta de aquellos aspec-
tos especiales de las' operaciones que permiten
denominarlas 'cIausurativas 0 no.

Esta es la primera vez que se habla explicita-
mente de operaci6n clausurativa.

Ahora consideremos la misma operaci6n, pero
en Z :

1 . Paracada pareja de elementos, si hay resul-
tado, e,se resultado esunico.

2 . A cualquier pareja de elementos puede asig-
narsele un resultado.

3. C~da resultado viye en Z.

AI comparar las observaciones obtenidas en 1 05
dos casos, el profesor podra decirle a 1 05alum-
nos que la sustracci6n en Z es clausurativa por
1 05tres aspectos considerados, mientras que la
misma operaci6n no eS'clausurativa' enN.·

Los alumnos verificaran si la adici6n y la multi-
plicaci6n en Z son operaciones c1ausurativ~ .
H aran el mismo analisis p ara la d iv isi6 n enZ + .

EI profesor podra'dar ejemplos de otras opera- .
ciones diferentes de las que conocen 105alum-
nos.

Ejemplos:

1. La operaci6n .~ ~
\

dos numeros dados:
\

2. La operaci6n [eJ
dos numeros dados:

'3 @ ] 5 = 4. lEs clausurativa.en Z+ ?

lEn Q+?,

La operaci6n' ~ eleva la base que

tiene a la izquierda al exponente de la dere-
cha: . .

3 ~ - 4 = 3
4 = 8 1 .

lEs clausurativa en 2+? S u p ong amos q u e:

O ~ O = 1 , 1 ~ O = 1 ,

2 ~ o = 1,etc.,·
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4. Tomemos como conjunto referencial el de
lasletras dela palabra " c e li a " V simbolice-
mos por .& la operacion que acada pareja de
letras consecutivas de izquierda a derecha
en la palabra : ' c e li a " (en cualquier orden en
que aparezcan en la p areja), la transforma

'en la letra que sigue en la palabra (V alas
dos ultimas en la primera letra, la d.,

( 1 ,0
.& i .& l = a

( c ,e )
.& c .& 1 = I

( e ,c ) .& e .& c = 1

( e , l ) .& e .& l= i

( / , e ) .& l .& e = 1

( i ,a ) .& i .& a = c

( a ,i ) .& a .& i = c

Alas parejas ( i , c ) , ( e , i ) , ( t , a ) , . . . noes posible
trbnsformarlas mediantela operacion .& .

/ 0

Si'se elabora la tabla de la operacion, se obtie-
ne:

,-

~7 c e

I
1 i a

0 :

c 1

o .

e 1 i

1 i a

i a c

a C

La operacion .& es univoca e interna, pero no es .
total; luego no es clausurativa.

5. Tomemos como conjunto referencial el de
las doce horas del reloj:

V simbolicemos por e la operacion que a
cada pareja de horas Ie asigna la que seliala-
ria el horario si despues de estar en la pri-
mera hora hubieran pasado tantas horas
como ihdique la segunda: ala pareja (6,8 ) Ie
asignalas dos, porque si el horario estuvj~ra
en las 6 V pasaran 8 horas, quedara en las
dos. 6 e 8 = 2.

Se elabora la tabla de la operacion y se de-
cide si la operacion e e,s c1ausurativa en el
conjunto R 0 no.. .

Seespera que al terminar estos ejercicios hava
qLiedado claro el concepto de operacion clausu- .
rativa. Esta puede ser la primera propiedad que
aparezca en el cuadro. De aqui en adelante pue-
den ser losalumnos quienes recopilen las pro- ,
piedades de'las operacionesque Va ellos cono-
cen.

La propiedad invertiva de algunas operaciones
tambienes nueva para los estudi'antes. En los
contenidos basicos va estan incluidas algunas
de las sugerencias metodologicas que el profe-
sor podra tener en cuenta para iniciar el estudio
de la p ro p ie d ad in v e r t iv a d e u n a o p e ra c i6 n .

't

A s i completaran el cuadro que vienen elaboran-
do. Flnalmente pod ran trabajar en pequeflos
grupos para que formulen, en ellenguaje usual,
cuando una operacion es clau5urativa, conmu-
tativa, asociativa, modulativa 0 invertiva.

Para que la revision sobre el tema sea completa,
tambiem se estudiara la distributivade la multi-

. plicacion con respecto a la adicion va la sutrac-
cion.



U n id ad ll

LO S N U M E R O S R A C IO N A LE S

EI tema central de esta unidad es el de los nu-
meros racionales, incluyendo el estudio de los
numeros decimales. Los contenidos se desarro-
lIan siguiendo elenfoque propuesto desde la
Educacion Basica Primaria.

En los'grados 30., 40. Y 50. los operadores frac-
cionarios se aplicaron preferentemente en pro-
blemas para cuya solucion es posible manipular
algun material.concreto. En esta unidad se pro- "
pone que los efectos de aplicar ope"radores frac-
cionarios sean estudiados, analizados y visuali-
zados con ayuda de larecta numerica. En esa
forma se parte de una percepcion concreta del
estudiante, y se Ie sugieren actividades que 10
motivan para avanzar en la adquisicion de habi-
Iidades y destrezas mentales y cognpscitivas.

" .
C o m .b el estudio de los fraccionarios con el en-
foque de operadores requiere el empleo de ex-
presiones cuyo uso tbdavfa no esta muy gene-
ralizado, es recomendable crear un ambiente.
favorable al debate y al analisis de esas expre- '
siones por parte delos alumnos antes que exigir
la repeticion mecanica de las expresiones y de
las definiciones." /

Obj~tivos g en e ra le s

Los primeros objetivos especfficos de la unidad
se refieren al estudio de 105numeros fraccio.na-
rios positivos tratando de hacer un repaso de
10 visto en 60. grado. Pero como en la unidad
anterior se aprendieron los numeros enteros,
esconveniente que el profesor considere la po-
sibilidad de integrar este repaso con el estudio
de los fraccionarios negativos y lograr as! una
buena integracion de las actividades propues-
tas.

As! el primer objetivo especffico de la
unidad podrfa ser: "R econocer en la recta
numerica el efecto de operadores de la forma
~ x y - ~"x al uno", que integra los objetivos
30 y 52de esta unidad. Lo mismo podrfa hacerse
en los objetivos 33 y 54 que tratan de las relacio-
nes " ... es mayor que ..." y " ....es menor que ..."
entre numeros fraccionarios.'

De las sugerencias que den los profesores que
validan este material se espera poder elaborar
una proxima version mas integrada y con algu-
noscomentarios relacionados con-otros enfo-
ques para elestudio de los numeros fracciona-"
rios.

RepreselJtar en la recta numerica algunos racio-
nales." "

Reconocer los inversos multiplicativosde los
numeros naturales y de los'fraccionarios.

,
Reconocer el conjunto de los.numeros raciona-
les.

Efectuar lasoperaciones de adicion, sustrac-
ci,on, multiplicacion y division. de numeros ra-

\

. Reconocer relaciones de orden entre ~umeros
racionales.

Reconocer las propiedades de las operaciones
binarias usuales' entre numeros racionales.

Utilizar los numeros racionales' para resolver
algunos prgblemas.



Rep asar /0 5 alg oritmos d e la ad icion, su strac- .
cion; multiplicacion y division de decimales.

Utilizar losnumeros decimales para resolver al-
gunos problemas.

O b je t iv o s e sp e c ff ic o s , in d ic a d o re s d e e va lu a c io n ; '

'co~tenidos y 'suger~ncias 'n ie to d o l6 g ic a s

EI efecto 'de operadores, de la forma' : x
( a '4=O ,b '4=O)cuandose aplican a un'a magnitud
es equivarente al efecto que se produce al apli- '
car sucesivamente dos operadores: uno de
la forma a x. y .otro de la forma+ x en cualquier orden.

Enseguida aplicamos el operador -} xdividiendo
en tres partes iguales esta longitud y marcando
una de estas divisiones. '. .

. l x (1 2) = R = 4
3. 3

EI resultado de la aplicacion de un operador .
de la forma : xes aumentar 0 disminuir 0 dejar
como esta la magnitud a la cual se aplica. "

En la recta numerica se puede anaJizar el resul-
tado que se obtiene y elefecto que producen
dichos operadores cuando son aplicados al uno.
EI resultado puede ,estar a la derecha 0 a la .
izquierda del uno, 0 caer en eJ mismo uno; y el
efecto es aumentar, disminuir 0 dejar c o m b esta
la longitud del segmento que hay entre cero y.
uno,

1 · 1 1 2,
'3 x{2 x(6)) = '3 x (1 ~) = 3 = 4

EI resultado de aplicar operadores de la forma -
: x a un numero !1 atural en unos casos da un
numerQ natural y en otros no da un numero
natural.

Ejemplos: aplicar el operador -} x a 6.

EI resultado de aplicar este operador es
equivalente a aplicar sucesivamente 105 opera-
dores 2x y -} x en cualquier orden, asi: . 1 .

2x{'3 x (6)) = 2.x(2) = 4



S i a 7 Ie ap licamos el mismo op erad or el resu l-
tade. ya no es un numero natural. .'-.....

Luego el operador + x En este caso hay que
hacer una marca adicional entre 4 y 5 , porque
el resultado ,no es un numero natural.

.~ + x ~
7 . 1 4

3""

Se pueden proponer algunos ejer,cicios como
los sig u ientes:

-.Escribir el operador que se aplic6 al numero
representado en la semirrecta A para obtener
el numero representado en la sel'Dirrecta B .

r+x~
6 0

A 100 ' -_ - --+---+--_
o

.~ D ~
10 . 2 0

3""

.

~ D ~
12 '1 8



AI conjunto que se forma con los resultados de
aplicar operadores de la forma +x al uno, se
Ie llama "numeros fraccionarios positivos";
b = 1 = O .

Si aplicamos un operador de la forma +x al
uno, se obtiene el numero fraccionario positivo,

. representado por la fraccion +.en donde £ ! es

el nurnerador y b es el denomiilador. EI nume-
rador indica las veces que setuvo que aumentar
el uno y el denominador la'Sveces que tuvo que'
disminuirse.

Tambien se puede utilizar la notacion ~ x (

+ ( ') .

Aplicar diferentes operadores de la forma +.x
al uno y obtener el conjunto de numeros fraccio-
narios, como los resultados de dichos operado-
res.

- tx (1 ) = 7
T

+ x (1 )
, - } x (1 ) = 6

= T
""3

+ x (1 ) = 3 ,~ x (1 ) 6
"5 : ;0

Obsetvar, que varios operadores producen el
rnismo resultado, 0 sea, el mismo numero frac-
cionario. Este fraccionario puede ser represen-
tado de muchas maneras.

Ejemplo: Elfraccionario...L se obtiene de apli-
~ar entre otros Tos siguientes opera-
dores:

son representac'iones para el mismo num'ero
fraccionario. De estas fracciones se, dice que
"son iguales" porque representan el mismo

, numero fraccionario, si las miramos como dibu-
jitos, no serian iguales pues no tienen los mis-
mos numeradores y denominadores.

Para reconocer las fracciones que representan
el mismo numero fraccionario se utiliza la sim-
plificacion y la complificacion de fracciones.

Podran hacer algunos ejercicios como los si-
guientes:

- H allar u na fraccion q u e no se p u ed a simp lifi-
car, y sea igual alas cincofracciones siguien-
tes: .

Simplificar la fraccion: ,1 36
, 2 4 0

Algunos numeros fraccionarios son tallibien
numeros enteros.

Ejemplo: ~oesun fraccionario; pero ~o = 5, y

5 es un numer.o entero. '

En una fraccion que represente uri nume-ro en-
tero el numerador es multiplo del denominador
(multiplo en sentido amplio 0 en sentido estric~
to ) .

N OTA: Los alumnos pueden tenerdificulta'des
en aceptar que un numero fraccionario
(0 "quebrado") puede ser tambien en-
tero, pues en ellenguaje ordinaria "en-
tero"y "quebrado" son opuestos. En
el lenguaje usual no tenemos un nom-
bre para los fraccionarios que no son
enteros; por eso,es necesario aclarar
que los fraccionarios no son el comple-
mento de los enteros, sino que los e~-



teros son u n su bconju nto d e los fraccio-
narios, puesto que todo entero es frac-

/ cionario y puede representarse por me-
dio de fracciones: ,

4 = ~ =1Q..etc
2 5

A estos fraccionarios que son tam bien enteros,
podemos lIamarlos "fraccionarios enteros".

AI aplicar operadores de la forma % x al uno,
en la semirrecta se podra observar que algunos
caen errdonde'Ya se han representado numeros
enteros,' es decir, dan como resultado un nu-
merc entero, de esta forma puedsln concluir que
algunos fraccidnarios son tambien enteros.

Ejemplo: al aplicar el operador ~ x al uno se
obtiene como resultado el 2 , que es
un numero entero.

4 x

/'3~
I

EI mismo resultado se obtiene si se aplica cada
uno de los siguientes operadores:

Observar que en las fraccioneS que representan
el mismo numero entero, el numerador es mul-
tiplo del denominador.

Ejemplo:2
5

0 = 4

Como ejercicio se les puede pedir'que obtengan
diferentes fracciones para representar un nu-
mero' entero dado.

AI representar varios numeros fraccionarios en '
la semirrecta numerica se pueden analizar entre
ellos I.asrelaciones ",.,es mayor que ..." y " ... es
menor que ...", asf:

Todo numero representado ala derecha de otro,
es mayor que ese otro.

I I •
0 2 5

2 3 43" """4

2 < 5 5 > 2
3" """4 """4 3"

H acer la rep resentaci6 n g rafica d e v arios nu me-
. ros fraccionarios, aplicando operadores de la
forma TX al uno (con a = 1 = 0 y b = 1 = 0). Se
puede hacer la aplicaci6n de los operadores de
las dos maneras, para que el alumno luego elija
la que mas se lefacilite (aplicandoprimerq el

operador a x y luego el operador - t-x , 0 apli-
cando el operador + x y luego a x ) .

Observar que unos resultados caeranantes del
uno; otros enel uno y.otros despues del uno;
esdecir, unos operadores aumentan, otrosde-



jan como esta y otros ?!sminuyen r~spe~tiva- .
mente. Observar tamblen que en un mlsmo
punto de la semirrecta pueden estar anotadas .
varias fracciones.

, 2 3 4

2 '4 ' - -S '8

~

,~

.. i l . . ...5 ... .J ....

1 0 ' 1 2 ' 1 4

L . ..1 L .2 1 ..

3 ' 6 ' 9

\Y,
3

Se podran proponer algunos ejercjcios como
los sig u ientes:

Colocar adecuadamente ei simbolo >, < ,0 ,

= entre los ~iguientes numeros fracciona-
rios:

3 2 4 1 2 3
5 "3,

9 ""4 , 2 T ,

5 1 4 2 2 1
4 T , ""7 ""3 , 2

Ordenar descendentemente los siguientes
fracciona rios:

, ' '

EI efecto' deaplicarsucesivamente al uno dos
operadores de Ia.forma ~ x es aumentar, dis-
minuir 0 dejar como esta. Estos operadores se
pueden aplicar en cualquier orden y el resultado
siempre es el mismo. .

Ejemplo: Apficar, sucesivamente los operado-
res j x y ~ x • , I

Apliquemos primero el operador j x y despues
el operador ~ x . ,

4x

~~"C -= ~
-1 - 2 3 -4

A este resultado (-1 -) apliquemos ahora el ope-
2 '

rador 3 X' ' .'

, c = ' \ ' •
0

4
2

8
3 4"3 ""3

AI aplicar el operador 2 x a j se,obtiene:

2 x (~ ) = +, y

Pueden aplicar los operadores en el otro orden: '
primero ~ x y fuego j x • '

Los alumnos observarim que' el fraccionario -+ -
es el resultado de aplicar el operador -+ -~ al
uno, es decir, que el efecto de aplicar sucesiva-
mente al uno los opera~ores j x y - t x es equi-
valente al efecto de aplicar al uno el operador
8 '

9 X
'

,
-1 - x l j x (1 )] = ~ x ( j ) = -+ -



P u ed en iniciar haciend oalg u nos ejercicios d e
ap licaci6 n su cesiv a.de operadores de la forma
-}x a magnitude~, c0f'0:

H allar + de + de una longitud de 4 0 m.

H allar + de + de una superficie que tiene
50 m2 de area.

EI profesor hara notar el uso del "de" para indi-
tar la aplicaci6n sucesiva de operadores.

Despues pueden aplicar sucesivamente opera-
dores de la forma -}x al uno y sacar algunas
conclusiones como:

Elresultado de aplicar sucesivarnente al uno
los operadores -} x y -7 x al uno, es otro
operador de la misma forma, que resultade
multiplicar los dos anteriores.

el signo ® se lee "de":

+ ® + se-Iee "Ia mitad de la cuarta parte".

Pueden aplicar sucesivam.ente tres 0 mas ope-
raciones al uno para que analicen el resultado.

EI efecto de aplicar sucesivamente al uno, los
operadores : xy ~ xes equivalente al de apli-
car el operador 1 - ® ~x al uno, en donde el
signa ® se lee "de":

EI resultado de aplicar el operador -} ® -7 x '

al uno es el numero fraccionario que escribi-
mos:

Los alumnos descubriran pronto que la fracci6n
; :~ representa el mismo resultado que
: ® -T x (1 ). N o debe darse estaregla de

multiplicar nurneradores y denominadores
hasta' que el alumno comprenda 10 ,que esta
haciendo al aplicar sucesivamente los dos ope-
radores;ojala descubra por S l mismo el truco
para escribir rapidamente el resultado. Una vez
que todos 10hayan dEiscubierto, podra omitirse
el circulo alrededor del. signa x..

De la practica de aplicar sucesivamente estos
operadores se puede pasara multiplicar nume-

ros fraccionarios, ya que ::~ es la fracci6n
que representa al nurtlero fraccionario que ob-
tenemos al aplicar sucesivamente -7 xy.luego

: x al uno~

Ejemplo:la aplicaci6n sucesiva' al uno de los
operadores ~ x y .~xcomo resultado
el numero fraccionario 2

3
0 que es el

resultado que se obtiene si ~e hubiera
aplicado el operador 2 ~ x al uno.

Para multiplJcar dos 0 mas fraccionarios se es-
criben las fracciones respectivas, se multiplican
entre silos numeradores y entre silos denomi-
nadores. Resulta una fracci6nque a veces
puede simptificarse.

Se simplifica el resultado' ~ = 1 0



P u ed en hacer v arios ejercicios d e ap licaci6 n su-
cesiva de operado,res de la forma ~ x al uno en
la recta numerica, como los sig u ientes:

H allar el op erad or cu y o efecto as eq u iv alente
al efecto d e ~p licar su cesiv amente los op era-
dores

- H allar dos operadores cuyo efecto de aplicar-
los sucesivamente al uno, sea equivalente al

efecto deaplicar _eloperador ,~ x al uno.

En cada caso analiza ran el efecto que se pro-
. duce al aplicar sucesivamente los dos operado-
res al uno. Utilizaran @ ''para leer ';Ios dos quin"
dos d e los tres med io!,>". Despues de varios ejer-
cicios, ellos mismos podran concluir que para
hallar la fracci6n que representa al operador
cuyo efecto es equivalente al efecto de aplicar
sucesivamente dos operadpres de la forma

: x "se muftiplicanlas fracciones que represen-
tan a los dos operadores. Entonces se podra
abandonar el cfrcuJo alrededor de la ,x.

H aran varios ejercicios de multiplicaci6ri de
fracciones como los siguientes:

1..x , X 4 2 - x .§ ..

7 "2 3"5 3

EI resultado de aplicar al uno unoperador de tado "de haber aplicado eJ operador an~erior.
la forma + x (con a = 1 = 0, b = 1 = 0) es un numero
fraccionario.· . : x [ : x (1 )] = (+ 0 + J x (1) ;

.Si queremos anular el efecto de dicho operador,
aplicamosel operador de Jaforma : x , al resul-

Inicialmente se hallara el inverso multiplicativo,
aplicando operadoresen la semirrecta numeri- .
c a .

Ejemplo: hallar el inverso multiplicativo de
2... x

5 . •

EI efecto del operador ~ x al aplicarlo
al uno es triplicar y luego disminuir
a laquinta parte, (0 viceversa).

a X b - a X b
T a - b x a, .

Para anlJlar el efecto de dicho operador'se ten-
dra que aplicar un operador que aumente cinco
veces (5 x ) y luego disminuya a la tercera parte
(+ ~) .Este operador ~ x ; asi se obtiene ..nue-
vamente el 1 ."

~
I ,

~ x [-t: (1 ) ] = (+ @ +)x { 1 ) ;

-+ es el inverso mulfiplicativo de +



EI producto de un numero fraccionario por su
inverse multiplicativo siempre es 1. EI profesor
insistira en que esto es 10natu ral: si el fraccio-
nario que primero se aplic6 al uno ,10 ampli6,
su inverso vuelve a reducir ese resullado otra
vez al uno, y si el primero re,dujo aluno, su

inverso vuelve a aumenta'r ese resultado hasta
caer otra vez en el uno. EI inverso de un amplia-
dor es pues 1..Inreductor (0 el de un reductor es
un amp liad or), que compensa exactamente la .
transformaci6n hecha por el primero.

Para adicionar dos numeros fraccionarios en la
semirrecta numerica, se representa cada uno
de ellos en una semirrecta (as! se determinan
dos segmentos, en 1 0 5 que el extrema izquierdo
es el ceroy el extremo derecho es cada uno de
los fraccionarios); luego, en otra semirrecta, se
coloca uno a continuaci6n del otro. De esta ma-
.nera se obtiene un nuevo' segmento, cuyo ex-
tremo izquiel'do es el cero y el.extremo derecho
es el fraccionario que resulta de adicionarlos
dos fraccionarios dados.

Ejemplo: adicionar en la semirrecta numerica
los fraccionarios -+ y +

I I I I I I • .
0 3 1 , 2 '3 45""

~ I ' I I •0..1-
2 3 4

5

I
,

I •
0 t 1 2 3 4

~=1..+J.
5 5 5

Adicionar en la semirrecta numerica los
fraccionarios + y -% - .

I I I I .-
0

2
2 3 4""3

I I I I I • .
0 ~ 1 2 3 , .4

I I I I I • .
0 1 7 2 3 4

1 2

..£ +,1 ..=8 + 9 _ 17
34 12-"""12

Para efectuar la adici6n de fraccionarios pueden
emplear tambiem alguno de los algoritmos co~
nocidos. .

Inicialmente se adicionara el efecto de dos ope-
radores cuando son aplicados a una magnitud.

Ejemplo:

+ (metro) + + (metro)

F inalmente haran alg u nos ejercit:ios como los
siguientes:

+ (litro) + + (litro)

Posteriormente, se adicionaran dos 0 mas frac- € ) ...!. + ...!. + ...!.
cionarios en la semirrecta numerica, primero ' 2 3 5

con fracciones que tengan el mismo denomina-' En cadacaso podran estimar el ~esultad6 antes
dor y luego con fracciones de distinto denomi- . de efectuar 'a operaci6n"tratando de predecir
nador. AI mismo tiempo van practicando cual- si es mayor que 1 ,0 si esta entre 1 y 2, 0 entre
quiera de los algoritmos para la adici6n de frac- 2 y 3, etc. . ', .



P ara efectu ar la su stracci6 n d e d os nu meros
fraccionarios en la semirrecta nu merica se re-
presenta cada uno de'ellos -en una semirrecta
determinando dos segmentos; luego en otra
semirrecta se coloca uno encima del otro, de
tal manera que los extremos derechos coinci-
dan. Asi "se obtiene otro segmento cuyo ex-
tremo izquierdo es el cero y cuyo extremo dere-
cho es el fraccionario qu"eJesulta de efectuar la
sustracci6n de los dos fraccionarios.

"
I I I I •

0 3 2 3 4
5

H I I I a -

O ....L 2 3 4
5

I I I I a -

0 2 3 4

..3.._..L",..2..

5 5" 5

'H ay varios algoritmos (ya conocidos) para efec-
tuar la sustracci6n de dos numeros. fracciona-
rios.

Inicialmente se sugiere efectuar la sustracci6n
entre dos fraccionarios en la semirrecta nume-
rica; posteriormente hacer ejercicios de adici6n
y sustracci6n combinadas, tanto en la semi-
rrecta numerica como practicand6 el algoritmo.

1-4 I I I •O ....L 2 3 4
4

I I I I I -0- 2 3
.4

..[. + ..L = ..l i l . . . .± ..1 ..=- l l .

2 4 4 4

I I I I I •
0 2 2 3 4

""3

I I I I I •
0 2 3 4

- l l ._ ..2 ..= ..JJ ....= .J l ...= .2 5 .

4 3 12 • 12



AI aplicar operadores de la forma - f ,- x al uno,
en fa semirrecta l;Iumerica el resultado puede
estar antes del uno, en el uno, 0 despues del
uno. Esto quiere decir que cualquier numero
fraccionario es menor que uno, igual a uno 0

mayor que uno.

Los fraccionarios positivos menores que uno (0
sea 1 0 5 que estan entre 0 y 1) se Ilaman "fraccio-

narios propios" y las fracciones que 1 0 5 repre-
sentan tienenel numerador estrictamente me-
nor que el denominador.

Los fraccionarios iguales a uno 0 m,ayor'es que
uno se'llaman "fraccionarios impropios~' y las
fracciones que 1 0 5 representan tienen el nume-
rador mayor 0 igual que el denominador.

Se pueden prOponer algunos ejercicios como
1 0 5 siguientes

i
:

R epresentat en la semirrecta numerica 1 0 5 si-
guientes fraccionarios y decir cuales son pro-
pies y cuales son impropios .

..3...J..JI...2....3..
5 '9 '7 '5 '3

Establecer la relaci6n adecuada « , >, = )en-
trecada uno de lossiguientes fraccionarios
yel uno:

.J...J...2...1.Jl..
8 '3 '2 '9 '3

U n numero fraccionario estrictarnente IT)ayor
que uno es igual a fa sumade un numero entero
y uno fraccionario propio. Para hallar dichos
sumandos se descompone la fracci6n como la
'6uma de dos fracciones del mismo denomina-
dor; en una de ellas el numerador sera multiplo
del denominador (ast se obtiene el entero), y IC I

~ 2 se puede expresar conic la suma del en-
tero 3 y el fraccionario propio +.

al representar en la semirrecta nu-
merica, elfraccionario ~, se obtiene.
3 y un poquito.lCuanto es ese poqui-
to ?

I ,

3 22 '
T

3 + + sa puede abreviar omitiendo el signo'
+ entre ellos: 3 - t que es la lIamada notaci6n
mixta ..

Se puede utilizar la semirrecta nurnerica para
identificar un numero fraccionario, estricta-

mente mayor que uno, como la suma .de un
fraccionario entero y un fraccionario pro~io.



P u ed en hacer alg u nos ejercicios como los si-
g u ientes: '

3 + + ,8 + + ,1 + + .

Expresar como una suma y como una frac-
cion impropiacada uno de los siguientes frac-
cionarios en notacion mixta:

U tilizar la notacion mixta para expresar las
siguientes fracciones impropias:

- Efectuar las siguientes operaciones entre
fraccionarios:

C O N TE N ID O S B ASICds _

Problemas como los siguientes contribuyen a
desarrollar el objetivo propuesto.

Carlos pinto + del area de una pared du-
rante la manana. AI medio dfa pinto -% - mas

del area de la misma pa'r,edy por la tarde10
del area. lQue tanto del area de la pa.red Ie

hace falta .por pintar? /

De un terreno de 4 0 0 m2 de area se vendieron+ de esa area a $10000 cada m2
• lCuanto

dinero se recibio por esta venta?

La cuarta parte de la duracion de un dfa fa
emplea Juani.to para ir al colegio; la sexta
parte para hacer las .tareas, la doceava parte
para divertirse y el resto de la duracion del
dfa para dormir. lQue parte de la d·uracion
del d.fa empl~a Juanito para dormir?

Roberto tiene $50 000 para gastarlos de fa si-
guignte manera: con + del dinero compra
Iibros, con + del dinero compra zapatosy

con elresto compra, dos camisas. lA como
com pro cada camisa?

S e p artira d e situ acione.s reales, teniendo el cui-
dado de que los alumnos inicialmente resuel-
van cada' problema como 1 0 harfan en su vida
practica, y posteriormente observen que se pue~
den utilizar los numeros fraccionarios para en-

. contrar la solucion.

Se puede aprovechar para que los alumnos re-
cuerden el efecto de cada operador, el resultado

que produce, su representacion en la semirrecta
numerica, etc.

Cuando hayan resuelto un numero suficiente
de ejercicios, se les pedira que formulen algu-
nos problemas tom ados de sus actividades dia-
rias;el profesor los orientara para que ellos
mismos se den cuenta de los datos que hacen
falta 0 que sobren.

L 3 2 0 3 5 7 8
.as fracciones como: 1"0' 1 0 0 ' 1 0 0 0 ' .1 0 0 0 0'

, que tiehen denominador diez 0 potencia de
diez, se suelen lIamar lifracciones decimales".

Estas fracciones se pueden representar me-
diante una expresion decimal, en donde se se-
para la parte entera mediante un punto {hasta



hace p oco se u saba u na ~omamas q u e Linp u n-
tol. Este punta se llama "punta decimal".

Para la representaci6n se siguen los mismos
pasos del sistema de numeraci6n en base diez,
en el sentido de que la posici6n ocupada por I

un drgito seriala un valor diez ,veces menor que

ervalor serialado por la posici6n que esta inme- ,
diatamente ala izquierda.

Ejemplo: 123.456 = (1 x 1 00) + (2 x 1 0) +

(3 x 1 ) + (4 X _ 1 ) + (5 X _ 1 _ ) + (6 x_1_ )
. 1 0' 100 1000

Para representar una fracci6n decimal impropia
mediante una, expresiolT decimal se puede
transformar la fracci6n en la suma de un enterQ
y una fracci6n propia. Si la fracci6n es propia
el entero es cero y la fracci6n sera la misma.

Siguiendo los pasos de la numeraci6n decimal
se tiene'

12 57 = 12 50.+ l =12 5 + l = (1 x 1 ()0)+
1 0 1 0, 1 0 1 0

Se puedeaprovecharesta actividad para que
1 05 alumnos reconozcan fracciones decimales.
equ iva lentes.

Se utilizara cLJalquiera de 1 0 5 algoritmos cono-
cl'dos para efectuar cada una de estas operacio-
nes.

Se pueden plantear algunos problemas cuya
soluci6n requiera del'uso de la adici6n 0 la sus-
.tracci6n de decimales 'paraque al ra'solverlos
1 0 5 alumnos. practiquen el algoritmo de cada
una deestasoperaciones.· ' ..

Ejemplo: hallar el' perimetro de un terreno
triangularcuyos lados miden: 30.8 35
m, 27 .35 m, y 31 .22 m

Es conveniente que hagan algunos ejercicios
de calculo mental,estimando aproximada-
mente la magnitud del resultado de unaadici6n

o de una sustracci6n de decimales, sin hacer el
. ,alculo' escrito.' ,

Ejemplo: calcular aproximadamente .el resul-
tado' de: .

Pueden tomar como referencia la parte entera
del decimal: .



Esta aproxima~i6n es suficiente. Si queremos
una mejor, sumamos rnentalmente las decimas
y obtenemos 6 + 2 + 5 + 3 :::;:16 decimas como.
aproximaci6n, por estas decimas se pueden au-

mentar dos unidades, que alsumarlas con las
68 anteriores.nos da 70 Linidades. Luego el re-
sultado de -1a adici6n estara entre 69 y 70.

Se empleara cualquiera de los algoritmos cono-
cidos para efectuar cada una de estas operacio-
nes.
S U G E R E N C IA S METODOLOGICAS _

Se puede partir de varias situaciones de fa vida
diaria donde el alumno reconozca que para re-
solverlas esnecesario efectuar multiplicaci6n 0 .

divisi6n entre decima/es.

Tambien se pueden repasar multiplicaciones y
divisiones abreviadas por 1 0, 1 00, 1 000, etc.,
cuandouno de los· factores 0 el dividendo es
un numero decimal, corriendo solo el punto de-·
cimal. Esto se puede hacer mediante conversio-
nes de unidades de longitud, area, volumen,
capacidad y peso en el sistema metrico decimal.
Para estas conversiones hay que tener en
cuenta el operador 0 factor de conversi6n que
se va a utilizar.

Ejemplos: U na puerta tiene forma rectangular.
lCual sera elarea si mide 20.35 dm
de largo y 12.37 dm de ancho?

Se compr6 un rollo de cinta cuya
longitud es de 75.36 m a $7.25 cada
metro. lCuanto se pag6 porel rollo
de cinta?

Por 2 5.85 Iibras de queso se pag6
$ 2 5 9 4 .0 5 . lCuanto se pag6 por cada
libra de queso?

Eri este caso el factor de conversi6n es:
1 0' x yal aplicarlo se corre elpunto decimal
un lugar ala derecha:

EI area de un terreno rectangular es
de 96.32 m2.Si el ancho del terreno
es de 8 .7 5 m, lcual es el largo del
terreno?

Convertir 435.85 m~,a Dm2

En este caso el factor de conversi6n es

Cuando hagan multiplicaciones se puede apro-
vechar para que los alumnos comprueben que
se cumple la propiedad conmutativa.

Se puede formular algunos problemas
como los siguientes: .

- Se compran 3 docenas de camisas por $45018
y se quieren vender ganando a todas las ca-



misas$7922. ,Cual es el valor de compra V
c u l l l el valor de venta de cada camisa?

I

2 636.55' dm2 de area. Si se van a utilizar bal-
dosas de forma rectangular cuyos lados mi-
den: 21 .7 cm V 24.3cm, ,cuantas baldosas
se necesi~aran?- Se desea embaldosar un patio que tiene

S U G E R E N C IA S M E TO D O LO G IC A S -------------------------
Es conveniente trabajar en grupo va que el tema
es apropiado para que 105 alumnos discutan.
Sedebe hacer enfasis en que el alumno en-
tienda el enunciado del problema, en que iden-
tifique la informaci6n que po see V veacual es
la mejor manera de emplearla para solucionar

,el problema. Posteriormente forr:nularcfmalgu-
nos problemas, con base en sus Juegos, en las
compras, enlas actividades del trabajo diario,

etc. Entre todos revisatan 1 05problemas formu-
lades V haran las correcciones necesarias. Se
puede aprovechar para gue 1 05alumnos elabo-
ren un pres'upuesto familiar, para 10 cual hay
que tener en cuenta 10q'ue gana mensualmente
la familia y 105 gastos qUEfse hacen como: vi-
vienda, vestido, alimentaci6n, salud, educaci6n,
recreaci6n, etc. Se puede sugerir una presenta-
ci6n del presupuesto e n un cuadro como este:

.

IN G R ESOS R ECIB IDOS G ASTOS R EALIZADOS

Salarios

Otros ingresos I

Arriendo
,

Alimentaci6n

V estido
.

/
I \

I
I

Educaci6n I
I .

Salud
,

R ecreaci6n
,

Para esta actividad es conveniente dedicar mas
de una sesi6n de c1 ase.

R ecordemos que el efeeto deaplicar opera do res
de la forma ~x al uno es equivalente al efecto
de aplicar sucesivamente 1 05 operadores a x V+ x , en cualquier orden, al uno. Asi, el efecto .
de aplicar el operador -} x es triplicar V luego

reducir a la quinta parte 0 viceversa. H asta este.
momento a V b han sido enteros positivos, es
decir, a > Ov b > O. .

Ahora vamos a analizar en larecta numerica el
efecto de aplicar operadores de 'Ia forma - .~ x

aluno, todavfa con a , b enteros positivos.
". . . - ,1-'

! I

En la recta numerica usual (orientada de iz-
quierda a derecha), el resultado' de aplicar,un
operador de la forma - t x '~I uno,siempre esta



-( )

~
I I I

-1 - -1 - 0 -1 - \

a la derecha del 0; si a este resultado leaplica-
mos eloperador - ( ) obtenemos el res~ltado
< de aplicarel operador - : x • D ic h o resultado
esta en fa recta numerica a la izquierda del cere.
Es decir, que el efecto de aplicar el operador
- L x al uno, es equivalente al sfecto de aplicar

b, '. .
el operador .~ x al uno y tomar el resultado en
el otro sentido de la recta.

Luego apliquemos el operador - ( ) al resulta-
do:

AI conjunto que se obtiene de 1 0 5 resultados de
aplicar operadores de la forma - - t x al uno,
se Ie llama "numeros fraccionarios negati\/~s".

Ejemplo: aplicar el operapor - + x al 1 .

EI efecto de aplicar este operador es equivalente
al efecto de aplicar el operador +x y luego
tomar el resultado en el otro sentido,de la recta.

Apliquemos primeroeJ operador ~ x al 1 .

~

+'~;
- } x

AI aplicar el operaqor - 1 - x al uno, se ·obtiene
el fraccionario negativo -. ; x

Aplicar diferentes operadores de la forma - + x
al uno y obtener asi el conjunto de 1 0 5 fraccio-
narios negativos. Tambien se puede obtener
este conjunto aplicando operadores de la forma

;x a-1 .

V erificar que el fraccionario - 1 - se puede
obtener de dos maneras:

( '- 1-) ( +1 ) = (1 -) (-1 )

Observar que cualquier fraccionario negativo
puede ser representado por muchas fracciones.
De estas fracciones se dice que son equivalen-
tes.

Ejemplo: las fracciones: - + ' - : ' - ~
- ,8

2
' etc. son representaciones para

el mismo fraccionario negativo y son
equivalentes entre sf.

Complificar y simplificar para obtener fraccio-
nes equivalentes. .

Despu~s de aplicar en larecta numerica opera-
dorespara obtenerlos fraccionarios negativos
1 0 5 alumnos pOdri3n observar que algunos caen
donde. ya se han representado numeros ente-
res. De esta forma pod ran concluir que algunos
fraccionarios negativos son tambien enteros
negativos: '!



En la recta numerica se pueden analizar las re-
laciones " ... es mayor que ... " y " ... es menor
que ..." entre dos numeros fracc.ionarios negati-
vos asf:

SUGERENCIAS METODOLOGICAS -- _
I

Localizaren la recta numerica varios fracciona-
rios negativos y ordenarlos ascendentemente
o descendentemente. Observar que mientras
mas grande sea el fraccionario -} . (con a, b

enteros positivos), mas a la izquierda estara~el
punto correspondiente a - -} . Por eso deci-

mos que si.: < -7 ' entonces - -7 < -}
I

EI resultado de aplicar sucesivamente dos ope:
radores de la forma - -}x al uno esta a ·Ia

derecha del cero en la recta numerica. (Hay que'
cambiar dos veces el sentido).

,
Apliquemos primero - -1- x al 1. Se
aplica ~ -.al 1 y luego se Ie cambia

el seryiao.

-( ) ,.

~
I

dor - ~ _ . Primero apliq'uemos el 0R~rador
2-, luego ~- y enseguida carnbiemos el senti-
do.

F\
I

;-1 -+
-tx

~
I t

-1 - + 0



Ahora apliquemos el operador - ( ) Y obtene-

mos+

- ( )

f"'\
I '

Observese que + es el resultado de aplicar el
operador + x a11; es decir que el efecto de

aplicar sucesivamente al 1 105 operadores - +x

Y - -t x I es eqlJivalente al efecto de apli<;:ar
al 1 el operador J... x

3

ciOn de dos,fraccionarios negativos. De esta ma-
nera se p,uede concluir que "el producto de dos
fraccionarios negativos esun fraccionario posi-
tivo".

_ 1..[ - ..lx (1) 1 ;" - 1...[- J...] = 1... = J...
3' 2 3 2 6 3

EI resultado de aplicar sucesivamente a1 105

.operadores - ~ x Y - -; r xes el mismo rlumero
fraccionario que escribimos: ...!L x....L 0

. • d

T . ;; I-yestees el resultado de multiplicar
los traccionarios, negativos -'-.T Yi -+ .

+x (1) = +
La aplicaci6n sucesiva de dos operadores de la
forma - ~ x al 1 se refaciona con la multiplica-

Aplicar sucesjvamente al + 1 dos operadores
dela forma - : x hasta comprobar que el re-
sulta,do en la recta numerica siempre esta. a la
derecha del cero.

dores hasta que el alum no comprenda 10 que
esta haciendo al aplicar sucesivamente 105 des
operadores. Ojala descubra por si mismo el
truco para escribir rapidamenteel resultado.

De la practica de aplicarsucesivamente estes
operadores se puede pasar a la multiplicaci6n
de fraccionarios negativos. No debe darse la
regia de multiplicar numeradores y denomina-

Pueden aplicar sucesivamente al 1 tres opera-
dores de la forma - TX I 0 cuatro, para ver a
que lado_de la recta numerica cae el resultado.

Para adicionar dos fraccionarios negativos en
la recta numerica, se representa cadauno "de
ellos en una recta num~rica (asi se determinan
dos segmentos, en los que el extremo derecho
es el cera y el extremo iiquierdoes cada uno
de 105 fraccionarios negativos); luego en otra
recta se colO(~auno a continuaci6n 'del otro. Asi

78

se obtiene un nuevo s~gmento, cuyo extremo
derecho es el cero y el extrema izquierdo es el
fraccionario negativo que resulta de adicionar

, 105 dos fraccionarios dados.

Ejemplo: adicionar en la recta numerlca los
fraccionarios - -} y - -}



-2 - 3 -1 0 2 3
T

I

-2 -1
-...£.. 0 1 2 3

3

'\
I

-1 0 2 3

9 - 4 _ 13

6 --6

Para efectuar la sustracci6n de dos numeros
fraccionarios negativos en la recta numerica se
representa cada uno de ellos en una recta nu-
merica determinando dos segmentos; luego, en
otra recta, se coloca uno encima del otro de tal
manera que los extremos izquierdos coincidan .

Asfse obtiene otro segmento cuyo extre'mo de-
recho es el cero y cuyo extremo izquierdo es el
fraccionario que resulta de efectuar la ·sustrac-
ci6n de los dos fraccionarios.

Ejemplo: De - -+ restar - +

. . • •
-2 -.2.- -1 0 2

2

I I • .
-2 -1

-...£..
0 1 2

3

I

\
I •

-2 -1 0 2

, - l.. - (_ ..£) = - 9 - (- 6) - 9 + 6 =
-.i.

2 3 6 6 6 \

Hay varios algoritmos (ya conocidos) para efec-
tuar la adici6n y la sustracci6n de numeros frac-

cionarios lJegativos;

/{'

I

Efectuar adiciones y sustracciones de dos 0 mas
fraccionarios negativos enla recta numerica y
al mismo tiempo algun algoritmo. Pueden hacer
ejercicios de adici6n y sustracci6n combinados.

Comparar el resultado de adicionar dos fraccio-
narios negativos con el resiJltado de sustraer

'dos fraccionarios' negativos y sacar algunas
conclusiones.

Tambien se puede verificar que propiedades de
las estudiadas en la adici6n de enteros se cum-
pi en en la aditi6n de ~raccionarios negativos. '

Ejercitarse en hacer adicio'nes y sustracciones
de numeros fraccionarios negativos pasandose
al lade positivo, operando alii, y luego vol-
vi en do al lade negativo para verificar que:

primero sumar al lade derecho y
despue~ pasarse al izquierdo

prirhero restar al lade derecho y
despues pasarse al izquierdo

( ;; + (- 1- ) = (7) - (T )-

Se fijaran en (as dos utilizaciones diferentes de
la barra " - ": una para la operaci6n de sustrac-
ciQn (binaria) y otra para la operaci6n de cam:
biar de sentido (unaria).



Como resultado de aplicar operadores de la
forma -T x at uno se obtieneh los frC!ccionarios

positivos y como resultado deaplicar operado-
res de la forma - -T x al uno se obtienen los

fraccionarios negativos. Si a estos dos conjun-
tos agregamos el, cero; se obtiene el conjunto
de los numeros raciohafes.,

EI conjunto de los numeros racionales se puede
simbolizar a s i: Q

Algunos numeros raciohales son tambiEmente-
ros.

Ejemplo: ,.,...~ es un racional, - 1~ = -5,
- - 5 es un numero entero.

Todo numero racional cuyo numerador es mul-
tiplo del denominador, es tambien un numero
entero.

EI conjunto al que perten~ce s610 el cero: {OJ

S U G E R E N C IA S METODOLOGICAS _
)

\ Obtener afgunas fracciones equivafentes a una
fracci6n dada, utilizando la complificaci6n y fa
simplificaci6n de fracciones.

Uniendo estos dos conjuntos y el cero se ob-
tiene el conjunto de los numeros racionales.

. '

Q = Q+ U {OJ U Q-

Q seobtendria de la uni6n de Q -, Q + Y {OJ

Observar que cualquier numero racional puede
ser representado por muchas fracciones.

son, representaciones para el mismo numero
racional. De estas fracciones se dice que son
equivalentes.

Despues de aplicar en la recta numerica opera-
dores de las forma~t- x, 0 , -+ x al uno, los
alumnos' podrfm observar que algunos caen
donqe ya se han representado numeros ente-
ros;es decir, dan como resultado un numero
entero. De esta forma podran conCluir que algu-
nos racionales son tam bien enteros.

La letra Q sugiere hablar de "quebrados"; pero
hay que tener cuidado de que los alumnos no
opongan"enteros" a "quebrados", pues todo
,entero es tam bien quebrado, y algunos quebra-
dos son enteros.

,AI representar varios raclonales en la recta~u- +>, ~,"
merica se puede analizar entre ellos las relaclo-

nes " ... es mayor que.~." y " ... es menor que ...:', si Testa representado a I,aderecha de -7
a s i:



si ~ esta representado a I.aizquierda de-f

Ejemplo:

,
-2 _ -+ -1

I

--to

Estas relaciones tambien se pueden analizar te-
niendo en cuenta 10 siguiente:

Si -} < -7 entonces se cumple que: a d < b e .

Esto se puede ver mas facilmente transfor-
mando las fracciones a comun denominador:

Transformando a comun denomina-
dor observamos que: (

Representar algunos racic;>nalesEm la recta nu-.
merica para ordenarlos segun la relaci6n de or-
den" ,., es mayor que ... " (descenc!entemente),
o segun la relacj6n de orden" ...as menor que ..."
(ascendentemente).

Para establecer estas relaciones de orden entre
dos racionales dados, tam bien se puede multi-
plicar el numerador del primer racional por el
denominador c;lelsegundo; si este resultado es
mayor que el producto del denominador del
primero por el numerador del segundo, enton-
ces el primer racional as mayor que elsegundo.

si a d :> cb 0 si .!!!!... > ..£!!...
; b d b d

'si cb'< da 0' si ..£!!... <.!!E-
db db

Es mejor comenzar siempre por la reducci6i1 a
comun denominador.

Los alumnos pueden L!tilizar el metoda abre-
viado para establecer la relaci6n de orden.entre
dos racio.nales dados,cuando hayan cardo en
la cuenta de que no hace falta calcular 105 deno-
minadores para haeer la comparaci6n.

Tambien pueden tomar un conjunto pequeno
y analizar las dos relaciones:el esquema de
lectura; el diagrama sagital y las parejas que
cumplen la relaci6n, etc.

R
1

= {(- +, - 1), (+, - 1),(+, 1),

(2,,- 1);(+, - +), (-h - +),

(2, - + ),H-, + ),(2, + ),(2, -%- )}



La relacion " ... es menor que ..." es la inversa
de la relacion " ... es mayor que.:.". (b , a )

,--- ---...
b

~
(a , b )

La aplicacion sucesiva de operadores de las for-
mas : x ,0, - Txal uno, se refacionacon la
multiplicacion de numeros racionales.

'veamos como el resultado de aplicar sucesiva-
mente al uno los operadores -t.x y - /+x

es el mismo resultado de aplicar al uno el ope-
rador -' +x , 0, - -+ x .

~
, I • •

+~2

+ x (1) = +
AI aplicar al uno el operador -t-x s~ obtiene el
racional + .Ahora apliquemos el operador

- -1-x a este resultado. Para esto aplicamos
primero +x y fuego - ( ).

-() +x

~'""I

-+ 0 + +

J... x (1..) = 1.. = J... . - ( J... l= - J...
2 3 6 3' 3 3

EI resultado de aplicar al uno sucesivamente
los operadoJes...Lx y - -1-x es el mismo

resultado que se obtiene al aplicar el operador
- -+x al uno. - -+ es el resultado de mul- ,

tiplicar + y - -1- .

De la practi'ca de aplicar suce.siva~ente opera-
doresde las formas : x, 0, - ; x,al uno, se puede
pasara I,amultiplicaci6n de nu~ros ~aCionale5.

!



- AI aplicar sucesivamente dos operadores de
la forma .i!...x, al uno, el resultadosiempre

esta a la de;echa del cero en la recta nume-
rica.

- AI aplicar sucesivamente dos operadoresde
, la forma - +x al uno, el resultado siempr~

esta a la de,recha del cero en la recta nume-
rica.

- AI aplicar sucesiva'mente dos .operadores,
uno de laforma +x V otro de la forma - +x

al uno, el resultado esta siempre ala izquterda
del cero, en .Ia recta numerica.

De esta manera se pude concluir que:

• EI producto de dos racionales positivos, es
positivo.

• EI producto de dos racionales negativos, es
positivo.

• EI producto de un raciona.1 positivo V uno ne-
gativo, es negativo.

Cuando en una multiplicacion se desconoce
uno de- los factores, para hallarlo se :divide el
resultado entre el factor conocid6, es aecir, que
"dividir es' equivalente a encontrarun fact<i>r
desconocido".

Para dividir dos numeros racionales se multi-
plica el dividendo por el opuesto multiplicativo

.del divisor. I.

EI resultado de + -+ -;;- se halla asf:

'a d a d-x-=-
b e be

/

S U G E R E N C IA S METODOLOGICAS -'-- --------~-

Es conveniente hacer suficientes ejercicios de
·C1plicacion de operadores de la forma .: x V
- ..!Lx al uno, en la recta numerica, para que
los balumnos descubran por sf solos como se
multiplican dos numeros racionales. No se les
debe dar ninguna regia hasta que ellos mismos
la deduzcan.

Cuando va havan descubierto un afgoritmo para
multiplicar dos 0 mas numeros racionales V ha-
van hecho un numero suficiente de ejercicios,
los alumnos pueden verificar sila multiplicacion
de racionales cumple Jas mismas propiedades
d~ la multiplicacion de enteJos.

Para efectuar la division de dos numeros racio-
nales, 105 alumnos pueden' inicialmente plan-
tear las multiplicaciones V hallar el factor desco-
nod do, sin recurrira la division. .

- 1
9

0 + ~ ""OEsto significa que .~ .x 0~-190

Hav que buscar un numero que multiplicado
por 3 de - 9 V otro que multiplicado por 5 de
10, estos son - 3 V 2,. - 3 es el numerador de la
fraccion buscada V el2 el denominador: - -}

~ x (- ~ ) = - ~ es decir - ~ + ~ = - ~
5 2 . 10 10 5 2

Otroej~mplo puede ser:

--++-~=O

AI tratar de encontrar la fraccion no van a encon- .
trar un numero que multiplicado por - 3 de - 8
ni uno que multiplicado por 5 de 7. Para esto
tendran que complicar ~I resultado, 0 sea, - -+

por 3 V por 5 0 sea por 1~. .

3 0 --~ =' - 120-5 x . - 7 x 15 105

Ahora sf encontraran e~factor desconocido:

, es ~va que - ~. x ~ = _ 120
21 5 21. 105

Esto' quiere decir que:
_120 + _ ~ = ~ 0 que - ..!!. + - ~ = ~

105 . 5 21 . 7 5 21

Cuandohavan hecho un numero suficiente de
estos ejercicios los alumnos podran buscar un
procedimiento mas abreviado para encontrar el
factor desconocido una vez que havan plan-
teado la multiplicacion. EI profesor los orientara
para que concluvari que el factordesconocido



se puede obtener siempre muftiplicando el in-
verso multiplicativo del factor conocido 0 divi-
sor por el producto 0 dividendo.

Utilizando,este metodo .efectuaran otras divisio-
nes como estas:

I
Tambien verificarim si fa division'de racionales
cumplealguna de las propiedades que cumplen
otras de las operaciones va conocidas:
- .lEs 10 mismo + ..;--;;- que -T ..;-+ ?

- lSierhpre que se efectue una division
+ ..;--;;-resulta otro racional?

lEs 10 mismo (+ + 7 )..;-T que

(+ .7'; ,) + (~ ..;-T ) ?

En esta actividad 105alumnos podran reconocer
que la multiplicacion V la division de racionales
son operaciones binarias. '

EI resuftado de adicionar en la recta numerica
fraccionarios positivos esta siempre ala dere-
'cha del cero; es decir, es positivo.

\
, '

lEI resuftado de adicionar en fa recta numerica
fraccionarios negativos esta siempre a fa iz~
quierda del cero; es decir, es negativo.

EI resultad6 de adicionar un fraccionario posi-
tivo V uno negativo puede estar a la derecha 0

a ,Ia izquierda del cero. Esta del fad~ en doride
quede determinado el segmento mas largo. "

Ejemplo: Sumar - + "+ +

/- -2
· 1

'~ I
-I L- + -1--+

I I

.d.. . 1
.,..3

-.2.+2= -~=-~
2 3 6 6

1:;1 segme'nto determinado por -.1- es ~as
largo que el segmento determinado por 3<
Ef resultado de la adicion es negativo. '

Cuando en una adicion se descondce uno de
.105 sumandos, para hallarlo se emplea la sus-
traccion:

Hay varios algoritmos (va conocidos) para efec-
tuar la adicion V la sustraccionfentre numeros
racionales.

Es importante que 105 alumnos desarrollen Ja
habilidad de resolver problemas que'requieran
de una 0 de varias de las cuatro operaciones
estudiadas con racionales. Tambien es impor-
tante estimular la habilidad requerida para for-
rnular problemas. Se pueden resolver algunos
problemas como 105 siguientes:

En un .terreno rectangular cuvos lades miden
-+ de km V -+ de km, se d.f3stinan 105 . ~

del area para cultivarlo.lCuanto mide ef area
que se cultiva V cuanto ef area que no se
cultiva? '

- Una sen.ora va al mercado con $5000.+ del'
dinero 10 gasta en verdurasi -} del dinero
10gasta en frutas, -+ ,del dinero /0 gasta en



cereales. Despues de hacer est~s compras de-
sea gastar -} del din,ero que Ie queda en

.
comprar productos lacteos. l Que parte del
dinero, que lIevaba la senora tiene aun?

Antes de que los alu'mnos apliquen cualquier
algoritmo de la adicion 0 sustraccion de nume-
ros racionales es conveniente que efectuen es-
tas operaciones en la recta numerica.

Se representa cada racional en una
recta numerica

EI resultado va a estar del lade del segmento
mas largo. Para hallarlo se colocan los dosseg-
mentos uno eneima del otro, de tal manera que
los extremos diferentes ,de cero coincidan. Asf
se obtiene otro segmento cuyo extremo dife-

rente de cero representa el fraccionario que' re-
sulta de efectuar la adicion de + + (- -1- )

_--_--fl===ri--_--......:...- •.
-1-+ -+0

..!- + (- 1-) = ..!- - 1- = ~ = - ..!-
2 3 2 3 6 6

Los alumnos pueden verificar que propiedades
cumplen la adicion y la sustraccien de raciona-
les.

Para aplicar IQS algortimos de calculo de las
operaciones con racionales se pueden resolver
problerriasy tambien formularlos.

En esta actividad los alumnos pueden recono-
cer que la adicion y la sustraccion de racionales
son tambien operaciones binarias. .




