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FREDENILAVIVN

_Por nuestra vinculacién y compromiso con el sistema educativo seguramente hemos
cuestionado y denunciado algunos de sus problemas principales.

En lo referente al curriculo, la situacién actual demuestra que, aunque se han realizado
algunos esfuerzos por corregir las fallas de los planes y programas correspondientes a
los Decretos 1710 de 1963 y 080 de 1974, sobre todo en la concepcién educativa y su
préctica, quedan problemas como: falta de continuidad entre grados y niveles, predomi-
nio de contenidos, poca atencion a los intereses de los alumnos y a los asuntos de la vida
diaria, escasa participacion en los procesos de construccion de conocimiento, memoriza-
cién ineficaz y aprendizaje verbal, rigidez de programas y falta de adecuacién al medio.

Este diagnéstioo ha comprometido al gobierno nacional en una politica que perfeccione
la calidad de la educacién de modo que pueda responder con justnma alas necesldades
caracteristicas, valores y aspiraciones de la sociedad.

Para hacer efectiva esta politica se llevo a cabo la re-estructuracién del sistema educati-
vo {Decreto 088/76) con estrategias como la Renovacién Curricular y se promuigaron de-
cretos como el 1419/78 que explica los fines del sistema educativo y senala pautas para
el disefo curricular y su administracion y el 1002 de 1984 que establece el Plan de Estu-
" dios para Preescolar, Basica (Primaria y Secundaria) y Media Vocacional.

El disefio del nuevo curriculo comprende los Fundamentos Generales, el Pian de Estu-
dios, los Marcos Generales, los Programas Curriculares y materiales de apoyo.

Los Fundamentos Generales son una reflexién que, por su naturaleza, integra aspectos
filoséficos, epistemolégicos, sociolégicos, psicolégicos y pedagégicos, que permiten pro-
poner en la educacién la idea de hombre que se pretende hacer real. En ellos se concibe
el conocimiento como proceso y conjunto de experiencias que dura toda la vida, transferi-
ble a otras situaciones y presente en diferentes contextos. Los conocimientos y verdades
se consideran como proyectos que deben revisarse y corregirse permanentemente. El
alumno es el centro del proceso y el maestro es su orientador y animador.

. Asi la educacién liega a ser un proceso para posibilitar la autodeterminacion personal y
social y la escuela, el espacio necesario para el dlélogo y el desarrollo de la conciencia
critica.

. Los Marcos Generales son el sustento teérico de las areas del Plan de Estudios e infor-
man sobre el enfoque, la estructura y la metodologia de cada area.

El eje organizativo del curriculo es el alumno situado en la sociedad y la historia. Se busca
educarlo para la vida con una formacién integral, que incluya, ademas de lo cognoscitivo,
lo socioafectivo y lo psicomotor; se proponen destrezas y habilidades necesarias para

- desplegar sus potencialidades y se lo orienta en los aspectos de socializacién, participa-
cuén y transformacion de la realidad dentro de una perspectiva democratica.

. Los contenidos y la metodologia se refieren a conceptos basicos, principios generalesy
actividades que permitan enriquecer y sistematizar las experiencias y el propio aprendi-
zaje del alumno. Tienen como punto de partida el mundo del educando y buscan desarro-
llar las areas de manera integrada e interdisciplinaria, pararespetar la percepcién globali-

- zante del nifio y el mejor avance posible hacia los niveles de madurez.

La evaluacién busca detectar fallas y aciertos para incluir los correctivos necesarios qué.
garanticen el progreso del alumno.




Los nuevos programas de Educacion Basica Secundaria son continuacién de los de Basi-
ca Primaria. Surgieron como propuestas que se han debatido con los técnicos de los Cen-
tros Experimentales Piloto, por 4reas especificas, y han sido estudiados y evaluados por
profesores de distintas regiones del pais. Siguiendo el proceso de revision y ajuste, se es-
pera mejorarlos en ediciones posteriores. . :

Por lo que se refiere a los Programas de Matematicas, se busca superar algunas de las di-
ficultades que durante muchos aos han impedido una buena educacién en esta area.

La propuesta requiere del docente un trabajo continuado de reflexién sobre la construc-
c¢ién del conocimiento por parte de los alumnos y sobre la blisqueda y construccién per-
manentes de una metodologia apropiada que permita partir de su realidad, y apoyarse en
sus vivencias para construir y organizar los conceptos y emplear simbolos inventados por
ellos o0 aceptados culturaimente.

Después de comprobar que el procedimiento pedagdgico usual de pasar de los sistemas
simbdlicos a los conceptuales lieva, en muchos casos, a la manipulacién mecénica de
simbolos y a la repeticion de definiciones de memoria, consideramos conveniente partir
de la investigacion de los sistemas matematicos (y aun pre-matematicos) que ya se han
vuelto concretos y que ya manejan de alguna forma los alumnos, para que de la actividad
sobre ellos surjan los sistemas conceptuales que se desea que ellos construyan. Cuando
ya se manejan los conceptos en forma de modelos mentales, actividades motrices, ges-
tos y lenguaje ordinario, se procede a introducir los sistemas simbélicos como abreviatu-
ras de dicho lenguaje, a inventar nuevos sistemas simbdlicos y atraducir éstos a los siste-
mas usuales de los libros de matematicas.

De acuerdo con lo anterior, cualquier sistema matematico comprende:

~ — Sistemas simbélicos que aparecen a primera vista, con simbolos verbales del lengua-

"+ je ordinario y con simbolos formales u otros sistemas de representacion gréfica.
- Sistemas conceptuales, que son los mas importantes, y
— - Sistemas concretos, que no necesariamente son objetos materiales, sino sistemas
matematicos (y aun pre-matematicos) que ya maneja el alumno, y que por la familiari-
dad con ellos han pasado de ser abstractos a ser concretos para ellos.

Cada uno de estos S|stemas incluye:

—‘ Un conjunto de componentes elementos u objetos con Ios que se juega.

‘'~ Un conjunto de transformaciones, operaclones 0 acciones sobre ellos, y
- Un conjunto de relaciones entre los mismos.

Con este sencillo analisis de cada sistema matematico que quiere trabajar con sus alum-
nos, el docente puede planear las actividades que conduzcan a la construccion del siste-
ma conceptual por parte’del alumno y su ef ciente manejo simbélico.

Campo Elias Burgos
Jefe Division de Diseito Programacion
Curricular de Educacién Formal.
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Introduccion

Este documento contiene el Marco General del Programa de Matematicas para fa Educacion Bésica.
En &l se presenta un enfoque global de los.conteriidos acorde con el desarrollo de las Mateméticas
vy se sugiere un enfoqué metodolégico que se adecue al elegido para los contenidos, a las caracter(s-
ticas de los estudiantes colombianos y a las diversas transformaciones por las que pasa el conoci-
miento humano de fos 6 a los 18 afios.

Enfoque

A. JUSTIFICACION

La historia de las Matematicas no puede aislarse de fa historia de la humanidad puestoc que el desa-
rrollo de la una ha avanzado paralelamente con el desarrolio de la otra.

Es innegable el impulso que las Mateméticas le han dado al progreso de la humanidad, tanto en el
aspecto cient{fico como en el tecnolégico. |

Las aplicaciones que actualmente tienen las Matemdticas no se circunscriben a las de las Ciencias Na-
turales. '

Todos en nuestra préctica cotidiana necesitamos; a menudo, efectuar /célculos y estimar rdpidamente
algunos resultados. Esta utilidad de las Matemdticas es tan‘antigua como lc es fa historia del hombre.
Es, por tanto, indispensable insistir en la operatoria y el calculo mental, sin volver a las rutinas te-
diosas de antafio que provocaban en la mayoria de los alumnos una aversién permanente hacia las
Matematicas; se insiste méds. bien en la comprension de los conceptos y de los procesos, v en la formu-
lacién vy solucidn de problemas, para apoyar y motivar el ejercicio de los algoritmos de célculo. Se
introducen también explicitamente experiencias y ejercicios de estimacién aproximada de los resulta-
dos de célculos y de mediciones, v se desarrollan habilidades tan importantes como las de encontrar
Ins resuitados exactos a través de procedimientos de rutina. Las calculadoras y las computadoras ha-
rén cada vez més importantes las primeras que las segundas.
. —

Para la comprensidn de conceptos v procesos matematicos se requiere un minimo de teoria de con-
juntos, la que comienza con el manejo concreto de colecciones figurales y no figurales, necesarias pa-
ra la comprensién del concepto de nimero natural, y continla, gradualmente, con un minimo de sim-
bolismo formal, a lo iargo de toda la Educacion Bésica, para proporcionar un lenguaje coman al estu-
dio de los diversos sisternas matematicos y preparar el paso al estudio de la teor(a axiomética de con-
juntos, en la Educacion Media Vocacional.




e
/ : . -
P . . :

La mayoria de las profesiones y oficios, y aln el desempefio exitoso en muchas circunstancias de lavi- "~

- da ordinaria, exigen un adecuado manejo del espacio y de sus representamones pléstlcas gréfncas o}

simplemente |magmat|vas

Por una falsa reaccién contra la geometrfa euclidiana'y por faltas de alternativas, el es'tudio de‘la geo-
metria en la Educacién Bésica se habfa hecho cada vez mds limitado, hasta llegar a desaparecer-en
muchos planteles, con resultados muy negativosen las habilidades de manejo del espacio.-En este pro-
grama la geometria aparece enfatizada en todos los grados, como 'una exploracién sistemética del es-
pacio. Esta exploracién es primordialmente activa, dindmica y sdlo secundariamente lun estudio de fl-t
guras trazadas en el tablero, c en el papel que ya han perdido su carécter dindmice.” - S

Los computadores encarnan en sus circuitos Ia légica simbélica de Boole. Esta l6gica, que en la época
de su creacién, a mediados del siglo XIX, sélo interes6 a unos pocos especialistas , opupa'hoy.un sitio
privilegiado en el disefio y en el manejo de las calculadoras y los computadores y, €n general, en todas
las dreas de la informética. Por lo tanto, aparecen desde el primer grado algunos objetivos relacionados
con la lbgica vy el seguimiento de instrucciones I6gicamente estructuradas, que preparen-a los alumnos
a una facil transicidn a Ia programacion de calculadoras y computadores cuando puedan tener accaso

 aellos. oL :

N -

Hay otro aspecto muy |mportante es el relacionado con el rigor v la premsuén en la formamén inte-
lectual, v la contribucién de las Matematicas a esa formacnén

El lenguaje de las Matemdticas intenta ser, esencialmente, preciso y general, en contraste con la ambi- g
gliedad vy la particularidad del ienguaje usual. Mientras que el primero estd sujeto a reglas estrictas que
limitan su significacién para disminuir las interpretaciones subjetivas, el segundo pérmate toda una se-
rie de mterpretacmnes mediante las cuales el sujeto puede mamfestar sus sentimientos e mtuucuones

Es de la sintesis de estos dos lenguajes de donde surge el factor de formacion mtelectual que permlte
distinguir lo preciso de lo ambiguo y {o particular de lo general

En el curriculo de Educacién Basica se incluye el esfudio de todos estos aspectos de las Matematicas”
con el fin de contribuir decididamente a la educacién mtegral del individuo, y Ilevarlo a partucupar
activamente de ese gran patrlmomo dela humamdad que son las Matematicas.

B. ENFOQUE DE SISTEMAS N . | e

En la Matemdtica como en todas las ciencias, ha habido diversas tendencias o enfoques que de alguna -
manera buscan orgamzar los contenidos, correlacionarlos, Jerarqmzarlos etc., que han const:tuado,
"escuelas matematicas'’. : - e

. . = B g .\ PR
Actualmente hay una corriente muy notoria que se propone presentar la Matemdtica como una cien- "
cia unificada, en la cual las diversas ramas tienen estructuras comunes, afmes que pueden expresarse ‘

en el Ienguaje de la Teorfa de Conjuntos.

Este enfoque unificador de todas las ramas de la Matemdtica (o sea de las Matemdticas} puede articu-
larse o establecerse de manera coherente, alrededor de un concepto-clave mas ampho que el de con- -~
junto, que es el concepto de S|stema, _ v B

El concepto de sistema tiene la ventaja de no ser.exclusivo dela Matemétlca ya que es empleado erL ‘
una u otra forma en todas las ciencias. Cada ciencia se ocupa de sistemas especsales por conmgunente :
debe establecer reglas especfficas para interpretarlos y manejarlos, vy garantlzar ademds, una ut:hza-' :
cibn adecuada del lenguaje de los sistemas y de la teoria general de sistemas. .

.




El enfoque elegido para el actual programa oficial de Mateméticas correspondiente al nivel de Educa-
cién Basica, es el enfoque de sistemas; por eso conviene analizarlo detalladamente.

En circulos dedicados en Colombia a la docencia vy a la investigacion matemdtica, son ya bien conoci-
dos estudios como: Relatores y operadores; Logica, conjuntos y estructuras; Relaciones, operaciones
y sistemas; El concepto de sistema como clave del curriculo de Matemiética, en los cuales el asesor del
Ministerio de Educacién Nacional, en la elaboracion de los programas de Matemdticas para el nivel B4-
sico, Carlos E. Vasco U., desarrolla el enfoque de sistemas, analiza los conceptos asociados a dicho en-
foque (como los de conjunto, objeto, relacion, operacidn, sistema y estructura) y los especmca al ca-
so particular de Ios sistemas matemdticos.?

1. CONCEPTO DE SISTEMA

Para definir un sistema hay que establecer previamente el significado de las palabras que se van a em-
plear. Esas palabras son: conjunto, objeto, relacién, operacion. Quien intente definirlas, se convencerd
de que no es posible hacerlo en términos de conceptos més fundamentales, pues fo Gnico que es posi-
ble encontrar, para cada una de esas palabras, es una lista de sinbnimos, con diversas connotaciones y '
de gue, con base en esos sindnimos, todo el mundo parece entender qué quieren decir esas palabras,
sin detenerse a pensar si existe una definicién precisa para cada una.

Los sindnimos més usuales para esas palabras son:

Conjunto: coleccion, clase, agrupacion, agregado, montdn, grupo (rebano jauria, bandada .
Objeto: cosa, elemento, individuo, entidad, ser (persona, animal, planta, mineral...).

Relacién: referencia, respecto, “ser hacia” (Aristoteles), nexo, lazo, vinculo, conexion,
Operacién:  accién, transformacién, modificacion, intervencion, conversién (Relaciones 1978).

A partir de estas cuatro palabras, o de sus sindbnimaos, es posible expresar eI concepto clave del curricu-
lo de Matemética: el concepto de sistemna, .

Sistema es un conjuntd de objetos con sus relaciones y operaciones

~

Con base en esta definicién, pueden identificarse y analizarse sistemas en diversos campos de la activi-
dad cientifica, econdmica, politica, etc.

2. SISTEMAS ESPECIFICOS DE LA MATEMATICA' T

En particular, para describir un sistema determinado de la Matemdtica hay que especificar un conjun-
to de objetos, un conjunto de operaciones y un conjunto de relaciones. Un ejemplo puede ser un sis-
tema estudiado en la Aritmética, en el cual: - . , .

el conjunto de objetos es el formado,por los nUmeros enteros.

— el conjunto de operaciones es el formado por la adicién y por la multipficacién, y

el conjunto de relaciones es el formado por las relaciones de orden: "’...es menor o igual que...”,
...es mayor o igual que...”, ‘’...es estrictamente menor que..."”’, *...es estrictamente mayor que..."”.

2 Si cada uno de estos conjuntos se simboliza por una Jetra mayuscula, se tiene:

— Conjunto dekobjetos: z={.~2,-1,0,1,2,..}

;

{Ver bibliograffa. Las obras se citardn con la primera palabra de} titulo y el afio'de su publicacién)

(Conviene recordar que el con;unto de los nimero enteros se simboliza mediante una Z y sus elementos son: el
cero, todos los enteros positivos: 1,2, 3, ... v todos los enteros negativos: 1,-2,-3,..).




— Conjunto de operaciones: n= {+,x } ' . o o )
—~ Conjunto de relaciones:R = {, <. > >}

Es posible, pues, representar este sistema de los niimeros enteros asi:

<

(Z ., {+.X}, {< < > 3}

~
«

Para nombrar més abreviadamente este sistema, se puede establecer la convencion de emplear sola-
mente las letras mayusculas, que simbolizan los conjuntos de objetos, de operaciones y de relacnones
en ese orden

(Z,n,R) ' | e

Por las propiedades gue cumplen las operaciones v las relaciones definidas en este conjunto especifi-
co de los enteros, se suele o se acostumbra mencionar este sistema indicando la estructura que tiene.

Como en este caso el sistema tiene estructura de anillo ordenado, se denomma amIIo ordenado de los
ndmeros enteros.

- 3
N , . \

En forma similar pueden describirse otros sistemas de la Aritmética, de.la Geometria, de la Teor(a

de Conjuntos, de la Logica Matematica, etc En general, cada S|stema queda perfectamente determt-
- nado por tres con juntos

a. Un conjunto de objetos simbolizado. por una letra mayuscula latina, por ejernplo A Este con- R ’
junto, llamado conjunto subyacente, no. puede ser vacio. - - e

b. Un conjunto. de operaciones, simbolizado ordinariamente por una letra mayUscula griega, por:
ejemplo L (omega) Este conjunto puede ser vacio en el caso de snstemaé puramente relacionales,

como el llamado conjunto parcialmente ordenado, en el que se tlene A #¢n=¢ R={ <} :
y que se puede simbaolizar asi:

. (A.¢.{<}, o,
’ (4, {<h, o - e

¢. Un conjunto de relaciones, simbolizado ordinariamente por una letra mayUscula cursiva, por
ejemplo R En este conjunto, se suelen indicar umcamente las relacuones binarias entre elementos
del conjunto 4. . '

Ademés de estas relaciones en A, se dan otras relaciones en las que mterwenen elementos de A, opera-’
ciones de n y relaciones de R, . ‘ o

Estas relaciones se suelen enunciar en el lenguaje propio del sistema, y constituyen su, teoria..’
Abrewadamente cualquier sistema especmco de la Matemétlca puede smbo’hzarse por med;o de
una terna o trupla ordenada de conjuntos:

d=(4, n, R)

N

A : el conjunto de objetos del sistema § »
. : el conjunto de operaciones del sistema d _ T
R : el conjunto de relaciones del sistema 3




P2 eied

3. VENTAJAS DEL ENFOQUE DE SISTEMAS

El enfoque de sistemas contenido en los estudios mencionados anteriormente, contribuye al logro de
los objetivos del Programa de Mateméticas porque organiza ¥ unifica los diversos contenidos y las di-
versas ramas de la Matemdtica, a través de unos conceptos y un lenguaje comdn; facilita la articuiacion
de la Matemdtica con las demés areas del Curriculo, y permite desarrollar los contenidos atendiendo
a las caracter(sticas de los alumnos del Ciclto Bdsico y de la realidad en que viven, sin caer en el énfa-
sis desmedido en los conjuntos, que se hace en cierto tipo (ya no tan moderno) de la Ilamada “Mate-
mdtica Moderna”’.

Son pues, tres las ventajas del enfoque de snstemas una en el interior de la Matematica, otra en el
campo de la integracion o articulacién de la Matemsética con otras ciencias y otra respecto a la meto-
dologia propuesta para desarrollar los contemdos

Conviene analizar las implicaciones que tiene este enfoque en la articulacién de fa Matemdtica con las
demds ciencias. Basta una rapida revision de los contenidos tratados en Ciencias Naturales, en Ciencias
Sociales, en Administracién, etc., para concluir que todas estudian determinados sistemas, y que, por
consiguiente, hay en este concepto una fuente de articulacién e integracion,
, .

Ejemplos de esos si'stémas, no estrictamente matemdticos, son: el sistema ecoldgico {uno de los con-
ceptos de mds actualidad), el sistema respiratorio, el sistema circulatorio, el sistema social, ef sistema
econdmico, el sistema solar, etc. Sistemas como el socual o el circulatorio son muchisimo més comple-
jos gue los sistemas matemdticos.

Los sistemas matematicos son muy simplificados. Los sistemas reales son siempre méas complejos. Esta

‘es la regla clave para la articulacidén de la Matemdtica con las demds ciencias. El dominio del concepto
de Sistema en Matemética prepara para el dominio de ese concepto y sus aplicaciones en las Ciencias
Naturales y Sociales, en el Lenguaje, v en la solucién de problemas de la vida real. (Ver Relaciones,
1978; Concepto 1980).

hd

Las otras dos ventajas de este enfoque se explicitardn posteriormente en la estructura conceptual
del drea.

Objetivos

A. OBIJETIVOS GENERALES DEL AREA

. El estudiante debe:

— Desarrollar habilidades que le permitan razonar l6gica, critica y objetivamente.

— Adaquirir independencia en la actividad intelectual.

— Adaquirir profundidad y perseverancia en la bisqueda del conocimiento.

— Ampliar su capacidad para realizar generalizaciones.

£ Desarrollar hab:ludades en los procedimientcs operativos aritméticos vy geométncos

'— Familiarizarse con conceptos bésicos de la Matematica.

— Adquirir precisién en la expresion verbal y familiaridad con el lenguaje y expresiones simbé-
licas. :

—~ Interpretar la realidad a través de modelos mateméticos.

— Utilizar la Matematica para interpretar y solucionar problemas de la vida cotidiana, de Ia tecno-
logia y de la ciencia.

— Ejercitar la agilidad mental para encontrar soluciones a problemas de dn‘erentes tipos.

— Recenocer y valorar algunas de las funciones de la Matematica en el desarrollo de la ciencia y en
el mejoramlento de las condiciones de vida.




B. OBJETIVOS GENERALES DEL AREA EN LA EDUCACION BASICA R

- Construnr eI conjunto de los nimeros naturales a partir de colecciones, de ob;etos concretos y;
en é|, efectuar las operaciones-y reconocer Ias relaciones que correspondan a las snuacnones adm-
- va, multiplicativa y potenciativa. - : .

— Adaquirir habilidad para eI célculo ar;tmétlco mental y para el célculo escrlto con ayuda de la cal- ,}

‘culadora vy sin ella, N

— Construir el conjunto de los niimeros fraccionarios a partir de operadores sobre magmtudes con-
cretas v, en él, efectuar las operaciones y reconocer Ias relaciones que correspondan a Ias situacio- '
nes aditiva y multiplicativa. ! : -

— Resolver situaciones de la vida diaria que requieran el uso de Ios ndmeros- fraccnonarlos y- de las
operaciones entre ellos, S

— Construir algunos subconjuntos de niimeros reales a partir de sutuac:ones geométrlcas e m|car el '
‘estudio del conjunto de los nUmeros reales vy, en. él efectuar las operaciones y reconocer Ias re- I
laciones que correspondan a las situaciones aditiva y multiplicativa.

~ Resolver situaciones de la vida dnarla que requieran el uso de. los nUmeros reales Yy de [ES opera-
ciones entre ellos. ) S :

— Realizar cdlculos numéricos utilizando las propledades de las operacnones fundamentales estu- ‘
diadas en el conjunto numérico respectivo. . .'

— Adquirir habilidades y destrezas para formular, plantear y resolver problemas que. permltan Ia :
aplicacion de modelos mateméticos. : g

4« Explorar el espacio en dos y tres dlmens:ones y construir modelos imaginativos vy p:ctérlcos del )
mismo vy desarrollar algunos sisternas conceptuales y simbolicos que permntan maneJar esos mo-
delos. o

— Calcular longitudes, éreasy volimienes de flguras en el espacio. ' S el

— Identificar diferentes’sistemas métricos y ejercitar las conversiones de’ umdades o

— Analizar sistemas de datos estadisticos, calcular frecuencua y promedio y representarlos graflca- :

mente, » : ;
~ Identificar y utilizar correctamente las conectivas del lenguaje ordina’_rio:y; o; si, en‘fonces; si,
entonces... y si ho, no. . . . S

- Reconocer vy utnlnzar correctamente los cuantificadores del lenguaje ordnnarro todos cada uno
algan, alguno, algunos, ningan, ninguno, nadie, algunos no, hay no hay B :

—  Determinar y representar conjuntos y subconjuntos.

— Realizar operaciones entre conjuntos: unidn, interseccién, d|ferencna compleme’hto y producto

' cartesiano; analizar algunas propiedades de estas operaciones y utlhzar'correctamente sus §f fmbolos.
mas usuales. : o

— Reconocer relaciones de pertenencua contenencia, disyuncién.y equmumerosudad anahzar algu-
nas propiedades de estas relaciones y utilizar correctamente sus simbolos més usuales. :

— Generar todas las permutacnones y combinaciones de objetos tomados de conjuntos de pocos ele- o
mentos, atendiendo a condiciones previamente determinadas. - : e :

— Reconocer, analizar y representar relaciones en-sistemas especificos y en pamcular relacuones de '-

orden y de equivalencia, . .
— Reconocer, analizar y representar operaciones en snstemas especmcos yen partlcular operacmnes
conmutativas y asociativas. . - :

Estructura R

Es fécil comprender ahora la ventaja del enfoque de sistemas, comc organizador de los contenidos de
Matemética (ver Cuadros Nos. 1 y 2). Este enfoque suministra una organizacion o estructura de ca-
racter general para-el drea y un esquema de presentacién de cada sistema, los cuales ‘pro’porcionan las
bases necesarias para desarrollar los contenidos minimos def programa para abordar otros temas de.‘
las diversas ramas de la Matematica, y alin de otras ciencias. :

r;i-s :




La estructura del drea de Matemdtica, debe sefialar; como minimo, algunos aspectos, tales como: orga-
nizacion de los contenidos, grandes temas, secuencia, grado de profundidad, interrelaciones y desarro-,
llo del enfoque. Los cuadros 1, 2, 3 y 4 que aparecen en las paginas siguientes constituyen una
aproximacion a dicha estructura,

’

CONTENIDOS (lo.a 50. GRADOS)

Los contenidos del drea para la Educacién Basica Primaria (10. a 50. grados) se han organizado, bajo
fos siguientes tftulos: sistemas numéricos, sistemas geométricos, sistemas métricos, sistemas de datos,
sistemas Iégicos, conjuntos, relaciones y operaciones. (Ver cuadro No, 1),

Los contenidos para la Bésica Secundaria (60. a 9o. grados) tienen ademds de los titulos anteriores,
otro denominado andlisis real (Ver cuadro No. 2}. 4

1. SISTEMAS NUMERICOS

- ' : . 4
Estos se estudian de manera gradual. En la Educacién Bésica Primaria, el de los nlimeros naturales,

comenzando con los nimeros de 0 — 100 en primer grado y ampliando en cada grado el conjunto
numérico. En cada uno de estos conjuntos se van introduciendo progresivamente las operaciones’
‘comenzando con la adicién vy la sustraccién en primer grado, hasta llegar a las primeras nociones de
potenciacion, radicacién y logaritmacién en-quinto grado y ademds las relaciones de orden aditivo
y de orden multiplicativo. También en la Primaria se inicia el estudio de los nimeros fraccionarios
y de los decimales. En la Educacién Bdsica Secundaria se avanza en el estudio de los niimeros ente-
ros, los racionales, los reales y los complejos, vistos como sistemas numéricos con sus operaciones y
las relaciones que hay entre sus elementos. Se hace mucho énfasis en la solucidn y formulacién de
problemas, como aplicacién de los algoritmos de las operacioqes y en ejercicios de cidlculo mental.
Con ésto se espera que, a medida que los nifios vayan trabajando con diferentes sistemas, puedan
identificar las semejanzas y diferencias en su funcionamiento vy acumular expervencnas que més ade-
lante les permitan integrar conocimientos y hacer generalizaciones.-

2. SISTEMAS GEOMETRICOS

Se incorpora toda la 'parte de Geometria activa a través de.la exploracién del espacio. De esta ma-
nera se estudian los solidos, las figuras planas, las Iineas, los dnguilos, etc.; destacando relaciones
como paralelismo, perpendicularidad, congruencia y semejanza, y transformaciones’ como rotacio-
nes, traslaciones, reflexiones, reducciones y ampliaciones.

3. SISTEMAS METRICOS

Se estudia el sistema métrico decimal y otros sistemas no decimales. En dichos sistemas se expresa
el resultado de medir longitudes, superficies, el volumen de un cuerpo, la capacidad de un recipien-
te, el peso y la masa de un objeto, la duracién de un evento y la amplitud de un &ngulo. Los patro-
nes estandarizados se utilizan después de realizar mediciones con. unidades arbitrarias y sentir asf la
necesidad de una ynidad comin de medida aplicable en t0dos los casps. En los diferentes sistemas
se realizan conversiones con sus aplicaciones y se hacen comparaciones.
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4. SISTEMAS DE DATOS - ' T

Se estudian algunos conceptos fundamentales de estadistica que sirven para interpretar algunos mo-.
delos de la realidad. Se inicia con la recoleccién de datos, su orgamzacuﬁn en tablas de frecuencia y v
su representacion en diagramas. Se hace algun andlisis de los datos recogidos y tabulados mostrando -
lo que puede. deducirse de ellos y cdmo pueden compararse entre si; para-ello se estudian al final de

la Bésica Primaria algunas medidas de tendencia central y al final de la Bésica Secundaria se comple-
tan estas medidas y se introducen las medidas de dispersion. ' ' :

5. SISTEMAS LOGICOS

No se pretende hablar de légica matemética abstracta, sino de ciertos aspectos de! lenguaje en los
que se notan regularndades que se pueden manejar matematicamente. Por eso se parte de-las expre-
siones que manejan los alumnos para ir introduciéndolos paco a poco en un lenguaje més riguroso,
gue tiene por objeto, entre otros, evitar'las frecuentes ambxguedades del Iengua;e usual y més tarde
desarrollar Ias habllldades del pensamiento deductivo,

6. CONJUNTOS

. Como va se dijo en la justificacién, se trata la teorfa minima necesaria para introducir algunos con- .. -
ceptos fundamentaies de la Aritmética, de la combinatoria y de la probablhdad y para preparar una -
posternor formulacién unificada de las diversas dreas de las matematms

7. RELACIONES Y OPERACIONES
Se analizan algunos fundamentos teéricos sobre estos conceptos. Dicho andlisis se insintia empfri(:a-'v ‘
mente desde la Basica Primaria hasta llegar a una conceptualizacién més general al finalizar la Baésica -
Secundaria. Las operaciones se estudian como transformaciones sobre los elementos de un sistema,
mientras qgue las relaciones corresponden a la teorfa acerca de los mismos. Se estudnan también. las

propiedades, tanto de las operaciones como de las relaciones y se presentan algunos aspectos teérlcos
sobre las funcuones

8. ANALISIS REAL

Se estudian las funciones reales, en donde se incorporan algunos temas de los que se hablan vemdo
tratando en los programas tradicionales bajo el nombre de “Algebra”, y que en realidad son solo el
manejo de ciertas expresiones para las funciones reales o sus valores. Se enfatiza en los aspectos dere-" -
presentacion grdfica de estas funciones. Se empieza estudiando funcnones tan sencillas como la fun-
, cién lineal, con lo cual se cubren temas como la proporcionalidad y todas sus aplicaciones; posterior-
mente se trabajan las funciones cuadréticas y demés funciones-polinémicas. Paralelamente a las fun-
ciones se van estudiando las ecuaciones e mecuamones y en 90. grado se introducen las funclones h-
neales en dos y tres dimensiones. - C . o
\ : . ER

En este programa se hace énfasis en el estudio de sistemas numéricos, sistemas gedmétricos, sistemas
métricos y en Secundaria en el andlisis real. En cuanto a los demés sistemasée hace un lmanejc> récio- -
"nal y prudente necesario para adquirir familiaridad con las matemé&ticas no numérucas y para contrl-
buir al desarrollo de la capacidad de andlisis, y a Iargo plazo del pensamiento formal . o
En sintesis, los contenidos bésicos‘ vistos en los cuadros 1'y 2, permiten: identifiwir los sistemas de

la Matemdtica en los cuales se ubican los contenidos propuestos para el programa; identificar los
grandes temas que se proponen para cada grado; reconocer la secuencna que debe seguirse al desa-’




rrollar los contenidos; apreciar el grado de profundidad con que deben ser tratados los contenidos
en cada grado e-identificar las correlaciones que hay entre los temas de un mismo grado o entre te-
mas de diferente grado. E| hecho de tener una visidn global de! programa de cada grado favorece la
ensefianza correlacionada y permite ademas, obtener informacion sobre o que un alumno, que cur-
sa un determinado grado, estudio en el grado anterior y lo que va a necesitar para el grado siguiente.

El cuadro No. 3, titulado Sistema, sefiala una forma comun para la presentacion de los diversos
sistemas. Segln lo explicado anteriormente, es importante identificar en cada caso los elementos
u objetos, las relaciones v las operacnones

En el ejemplo tomado de la aritmética, .los elementos son ndmeros enteros, las operaciones son la |
adicién y la multiplicacién y las relaciones son: *'...es estrictamente menor que...”’, '’...es menor o

igual que...” , etc. En el ejemplo tomado de la geometria, l0s elementos son Iineas del plano, las
operaciones son las rotaciones y las traslaciones, y las relaciones son: “..es perpendicular a...”

...es paralela a...”. En forma similar se explican los ejemplos tomados de la Teorfa de Conjuntos
y de la Légica. Los ejemplos podrian ser otros, pero el esquema de presentacién es el mismo en
todos los casos.

No se pretende que los nmos conozcan e interpreten ese cuadro, Pero si se espera que a medida
que vayan trabajando con diferentes sistemas, puedan identificar semejanzas y diferencias en su
funcionamiento y acumular experiencias que, mds adelante, les permitan integrar los conocimien-
tos y hacer generalizaciones. Por ejemplo el '‘descubrir’’, en la primaria, que la adicién y la multi-
plicacién de ndmeros naturales son conmutativas y que la unién e interseccién de ¢onjuntos tam-
bién lo son, debe llevar al estudiante de secundaria a elaborar un concepto mds general de conmu-
tatividad. Asi“se propicia el desarrollo mental del estudiante, se ahorra tiempo y se adquieren co-
nocimientos mds sélidos vy dUraderos En esa forma, también, la mente del nifio elabora progresi-
vamente los conceptos y no tiene necesidad de repetir férmulas y definiciones abstractas carentes
de significado para él.

'
¢

Ademds de los sistemas que se presentan en el cuadro No. 3 para la Aritmética, la Geometria, la
Teoria de Conjuntos y la Ldgica, podrian darse muchos otros sistemas de esas y otras ramas de
las Matematicas: por ejemplo, se puede hablar de muchos sistemas numéricos diferentes, no sélo
cambiando el conjunto de ios ndmeros enteros por los naturales, los fraccionarios, los reales o
los complejos, sino distinguiendo varios sistemas diferentes sobre cada uno de esos conjuntos.

“Puede hablarse también de un sistema de numeracién diferente de un sistema numérico: en el
sistema de humeracion los objetos son los simbolos, de los cuales hay primitivos (dfgitos) y deri-
vados, vy la operacion bdsica es la concatenacidn o yuxtaposicion. !

También puede enfocarse en este sentido el estudio de un sistema métrico, y compérar las pre-
sentaciones del sistema métrico decimal que dan los libros de Matemdticas, con los sisten:as que
aparecen en los libros de.Fisica (IS, MKS, CGS, FPS). Se notard inmediatamente que ninguno de
ellos es el presentado por los libros de Matemdticas; que las unidades de tiempo nc son decimales;
que la teoria de la dimension se hace necesaria para entender el sistema; que la multiplicacién de
unidades produce multiplos y submuitiplos, si es externa, pero que la multiplicacién interna pro-
duce unidades de otra dimensién”. (Concepto, 1980).
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CUADRO No. 1

CONTENIDOS BASICOS PARA LA EDUCACION BASICA PRIMARIA

TEMA 1 2 3 4 5 [ 7
RELACIONES Y
RADO SISTEMAS NUMERICOS SISTEMAS GEOMETRICOS SISTEMAS METRICOS SISTEMAS DE DATOS SISTEMAS LOGICOS CONJUNTOS OPERACIONES

1o. Naturales de 0 a 100 con adicién y Rel Introduccion a la medicién Inicigpldn a grdficas de Clasificaciones, Iniciacién a la representa-
sustraccién y simbolizacién. Alguncs sblidos geométn- de longitudes: patrones ar- barras. Nocidén de conjunto; ele- cidn de relaciones.
Algoritmos con aplicaciones. cos regulares. bitrarios, el dm. y sl m. mento. Diversas maneras de efec-
Orden aditivo . - Figuras planas. Bordes rec- Medicién de tiempo. N Conjuntos squinumerosos. tuar operaciones.

... €5 Mayor que ... tos y bordes curvas. . - Cardinal.
... 8 menor que ... . Introduccidn a la simetrfa. Nocién de unién de con-
Ordinales. . Lineas {abiertas y cerradas). juntos disyuntos.
Operadores como -1, + 1, -2, etc. . Representacion grafica.

: Arreglos sencillos.

20. Naturales de 0 a 1000 con adicion, Rectas paralelas y perpen- Longitud: m., dm., cm. Grdficas de barras. Significado de la "'y yde Pertenencla. Propiedades: conmutativa,
sustraccidn y multiplicacion. Division diculares. Area. Unidades arbitrarias, la “0” enunainstruccién. | . Nocidn de subconj lativa, dulati
{iniciacién). ‘Rotaclones y giros. An- dma” Expresiones “todos”, “al- |.. Unidén de conjuntos dls- algunas operaciones. Dis-
Nimeros pares y nimeros impares. gulos. Unidades de duracidn: ho- gunos”, “ninguno”. yuntps y no disyuntos. tributiva de la multiplica-
Algoritmos con aplicaciones.- Formas geométricas regula- ras, minutos. Cardinal de la unién, cién con respecto a la adi-
Orden multiplicativo res: cuadradas, triangulares, . Parejas con y sin orden. cidn {introduccion).

... @8 maltiplo de ... rectangulares y circulares. - ’
... es divisor de ... Naocién de perimetro. .

3o. - Nuestros sistema de numeracién. Superficies (fronteras de Longitud, m., mditiplos y Racoleccién de datos. Diversos significados de la Simbolizacién de las rela- Relaciones de orden.
Numeracién romana. sblidos). Superficles planas. submultiplos. Tabulacién y representa- “y” ydela “0” en el len- ciones de pertenencia y Diagrama de fiechas.
Naturales mayores que 1000 con adi- Lineas (fronteras de super- Yarda y vara, ci6én de datos. guaje ordinario. contenencia. Propiedades antisimétrica y
cién, sustraccion, multipllcadén y ficies). Superficie. Area, Patrones Diversas manefas de cuanti- Unién e interseccién. transitiva,
division. Puntos (fromeras delineas) standarizados: m?, cm?,y ficar expresiones en el len- .Algunos arreglos con y sin Propiedades: conmutativa,
Algoritmos  generalizados para adi- Caracterizacién de: tridn-, mm?, - guaje ordinario. orden. asodiativa v modulativa de
cién, “sustraccién y multiplicacién gulo, cuadrado, rectdngulo Volumen. Patrones arb(tra— algunes operaciones. Dis-
con aplicaciones. - y cfrculo, rios. ' tributiva de la multiplica-
Nimeras primos. Capacidad: patrones arbi- ciébn con respecto a la~
Operadores naturales. trarios. Litro. adicién. -

Introduccidn a los operadom fraccio- ) :
narios. B

40. Naturales con adicion, sustraccibn, Modelos de sélidos.. Area. Algunos Y idn de datos. Proposiciones: Significado Relaci de ] Relaci6n inversa.
multiplicacién y divisién. M. C. D. Cuadrildteros: tnu)suos submuUltiplos det m2, Tabulaubn Y ' representa- verdad o falsedad. Igualdad de conjuntos. Dlmramaa de flechas. Pro-
YyM.C. M, . Per{metro 1€ Medidas agrarlas. cién de datos. Neuaclén de pmpouuons Con;unto referencial, piedades antisimétrica: y
Fraccionarios con adicién, - sustrac- Radios, didmetros. Voiumen: m3, dm?, cm. Iniciadon “at” andlisis - de- das en el | to de un con- transitiva.
cién y multiplicacién. . Areas: trapecio, cuadrado, Peso: gramo, kllogramu datos. ordinario. 1umo Simbolizacién y re- -

Decimales con adicion y sustraccifn. rectdngulo, tridngulo, - - - - Frecuencias, moda. presentacion,
Algoritmas con aplicaciones. Cuadricula, R ,Algunos tipds de arreglos.
Orden multiplicativo. ' .
So. . Naturales con adicién, 16 Constn con regla y “Conversiones. con unidades | . Noci6n depromedio enun Proposiciones Emnslén v oompranslbn . Recopilacién de las opera-
> iltiplicacion, on, iaci6 “compés.: de longitud, drea, capacidad . conjunto fio de d: Conjunti disy y it (N) - clones conmutativas, aso-
. radicseibn Y Iogaritmdbn Poligonas regulares. . ¥ peso. . condicionales, um(ario, vaclo. clativag, modulativas estu-
: jos can - adi st Construccién da algunos Otras - unidades de peso. ST Unién e interseccién. diadas
clbn multiplicacién y divisién. sélidos. Unidades de duracién, Otros tipos de arreglos. Igualdades.
Decimales con adicion, sustrmclbn, Area de cfrculo, Conversiones, | . ’
multiplicacion y divisién, Area y volumen de algunos L AR «
Algoritmaos con aplicaciones. sblidos.
. Razones y proporciones, ‘ : )
. Proporcionalidad ‘directa e inversa. ~ -
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bre R.

Cénicas
Volumen de sdlidos.

en varios sistemas {densi-
dad y peso especifico).

Funciones de 2 y 3 varia-
bles.

Vectores en R* y R*
Matrices y determinantes
Sucesiones,  progresiones
aritméticas y geométricas.
Decimales infinitos.

Interés compuesto.

trales.

CUADRO No.2
. . CONTENIDOS BASICOS PARA LA EDUCACION BASICA SECUNDARIA -
! i
TEMA 1 2 3 , 4 5 6 7 8
SISTEMAS NUMERICOS SISTEMAS GEOMETRICOS SISTEMAS METRICOS ANALISIS REAL SISTEMAS DE DATOS SISTEMAS LOGICOS CONJUNTOS RELACIONES ¥
RADO! OPERACIONES
\ 0
So. - Sistemas de A Paralei L de {sis- i6n en la recta Frecuencias ebsolutas. . {Conectivas. Conjuntos finitos e infini- | .  Relaciones binaries.
Historia . Rotacién. Angulos. tema métrico decimel y numérica (N, Q') ino Frecuencias relativas (por- Constantes y variables. t0s. Promdad antisimétrica v -
Bases (sin ): | . Per i otros sistamas). “recta real"’). ias). Términos y Conj fi jal iva de aigunas rela-
2,6,10,12. . Tridnguios y cuadriléteros. | . Repasodeunk dedrea. | . Rel < .<,», >|. Diagramas debarray circu- Proposiciones abiertas y ce- Subconjunto. ciones.
. AN, +, —, %, +.4.2) | . Distancias. Unidades de amplitud de lar. rradas. Sustitucion. Complemento de un con- Operaciongs unarias y bi-
. Potenciacidn, radicacién y | . Teorema de Pitégoras. éngulos {vueltas y grados). Frecuencias ordinarias o junto. narias.
logaritmacién, . puntuales. Operaclones entra conjun- Diferencia entre operacién
Q- x, 1., . . Frecuencias scumuladas. t0s numéricos. y relacién.
Expresiones fraccionarias y f
decimales. -
Po. Lo lze, -, 2,800 B Movimientos rigidos: . Otros s de uni . L y de- didas de cen. i v Conjt de partes, . Operaciones binarias.
- Q4+, -, x, T, £, ) Rotaciones de smplitud de dangulos. eru:iemn Correlacion. tral: moda, media y media- verdaderas y falsas. Cardinal del de F
- Valor sbgoluto Reflexionas ~ <L de k lineales. na. Propoucnonu mlermyes- partes, clausurativa, asociativa,
. Aborltmo: con apln:nclo- Traslaciones Conversiones  (“Comple- Razona rradas. Ci j del dulativa,
C ias y jos™). Proporciones . Expresiones con variables y de pertes. Combinaciones. invertiva.
ms. interds, cambio de mo- | .  Homotacias Representacion gréfica de paréntesis. Distributividad.
N ' neda. Poligonos funciones lineales y de gré- . lgualdades. . Linealidad de operadores.
. Algunos reales: . Cireulo fica lineal, \
VT, Per{metro Ejes, cortes, intercepto.
. Ecuaciones lineales,
-Solucién de ecuaciones li-
neales,
Bo. . Simetr (as actives Unidades de dres on varios | . Funcién Lineal. Pendiente. Medicién Predicados de uno y dos Colecciones finitas de con- Relaciones binarias.
. Grupo de simetrias sistemas. . Funcién cuadrdtica. Grd- | . Muestreo. puestos. juntos. Representacién gréfica de
Rotaci y C i . ficas. Disposicién y Negacidn de i C L haustivas de i
o . . Interpolacién. cién de datos. res. j yuntos dos a Propiedades: refacién to-
- :{:::r:g:pode movi . Funcidn Cibica. Gréfices: Escala. dos. talmente definida, sobre-
Homotecias (giu;)o) Raices cuadrada y cibica, Subconjuntos de! producto yectiva, funcional, inyec-
Aroa del cirailo . Funcién inversa, Gréfica de cartagiano. Permutaciones. tiva, biyectiva.
. la funcion inversa. Aelacion reflexiva, anti-
. Restricciones de dominio y reflexiva, simétrica, anti-
t de recorrido. simétrica, transitiva, anti-
. Ecuaciones cuadréticas ' transitiva.
. Funciones exponenciales Ciasificaciones, particiones
de base 2, 3, 4, ... 10. y equivaiencias.
. Funciones logarftmicas de . Seriaciones y érdenes.
base 2, 3,4, ... 10. Composicién e inversién
\ de relaciones.
So. (R, +, x)yl(c, +, x}|. Proyecciones . Unid de vols yca- Poli de di & D ién: directa, in- Azar y necesidad: vocsbu- Funclones:
(R, +) vy (R?, +) co- Dibujo técnico (planos, cor- pacidad en varios sistemas. Factorizacién, divisién. . directa, refutacion, contra- lario de pr . C icién de funcio-
mo. especios vectoriales so- tes, escalas y perspectivas). | . Unidades de peso y masa Sisteras de ecuaclones. ejemplos. Eventos, espacios mues-

nes.
Funcién idéntica.

20-
bre cmjuntos finitos.

Funcién de dos veriables.




CUADRO No.3

SISTEMA

"

CONJUNTO DE

A

CONJUNTO DE

N

CONJUNTO DE

OBJETOS OPERACIONES RELACIQNES '
ARITMETICA . ;
Ejemplo:  Un sistema de nGmeros enteros _ (Z n R).

{+,X}

{<.<.>.2}

{...~2,-1,0,1,2,... }

|

GEOMETRIA

Ejemplo:  Un sistema de lineas en el plano (£, T, P)
+. {L,M,N,..} . { rotaciones, traslaciones } {/, ‘ 113
TEORIA DE CONJUNTOS
Ejemplo:  Un sistema de conjuntos - (P(UIL,N C)
{AB.C....0.U} , {(u,n,’} {c.c.D 2}
LOGICA
Ejemplo: Un sistema de proposiciones - ] tL., K, R)
{p,a,r,..... } {7, v, A} E F—}
CUADRO No. 4 ‘ '
ENFOQUE DE SISTEMAS -
CONTENIDOS METODOLOGIA .
—| NUMERICOS [ -
- CONCRETOS -

L] GEOMETRICOS |— ‘
" CONJUNTOS »
2 S : <
s [ METRICOS RELACIONES i : =
w — CONCEPTUALES w
© |— = DEDATOS  b— A -2
v OPERACIONES @«

— _LOGICOS — i

SIMBOLICOS
ANALISIS REAL | )
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Metodologia

t

Vistas ya las ventajas del enfoque de sistemas, tanto en el interior de las Mateméticas, como en la
articulacién de las Ciencias, analicemos la metodologla que se compagina mejor con este enfoque
P de sistemas elegido para los contemdos

|

} La metodologia propuesta para el desarrollo del programa de Matematicas estd basado en la teoria
i sicologica de Jean Piaget, que se concreta en algunas técnicas de aprendizaje de las Matemdticas, co-
mo las de Zoltan P.Dienes, Hans Aebli, etc. Entre las varias que se podrian proponer, es quiza esta
metodologia la que resulta més acorde con los descubrimientos de la Sicelogia Evolutiva, con la’
o Teorfa de Sistemas, y con la realidad individual y secial que vive el estudiante.

A. ASPECTO SICOLOGICO

La Sicologia Evolutiva ha logrado establecer que los nifios piensen en forma diferente a los adultos
y que la evolucién del pensamiento infantil al pensamxento adulto se logra a través de varios perio-
dos' sucesivos ordenados, identificados por caractervstlcas especificas y diferenciados por el grado
T de complejidad y de generalidad de las estructuras del pensamiento, propias de cada uno. Los
* perfodos de la evolucién del pensamiento son el Sensoriomotriz, el Preoperacional, el de las Opera-
ciones Concretas y el de las Operaciones Formales.

rs -

Por ccnsiguiente, un programa de Matemdticas centrado en el alumno debe atender a sus caracterfs-
ticas, a sus posibilidades y a sus necesidades. Si atiende a sus caracter{sticas, se adec(a a su forma
de pensar y a las capacidades que le ha permitido desarroilar el medio en que vive, Si atiende a sus
posibilidades, establece metas cuyo logro supone un progreso siempre renovade hacia el nivel mds
desarrollado del pensamiento que sigue inmediatamente al nivel en que él se encuentra. Y si atien-
de a sus necesidades, constituye un estimulo constante que hace que el alumno se desarrolle dia a
dia y adquiera las habilidades de razonamnento célculo y simbolizacién que le permitirdn desem-
pefiarse con éxito en su medio: ’ )

[ Un primer requisito para conseguir lo anterior es identificar los periodos y las etapas de desarrollo -
o mental por los que atraviesan los estudiantes, en este caso, los estudiantes del Ciclo Basico. En Co-
lombia puede decirse que los nifios inician la Primaria aproximadamente a los 6 afios y terminan
la Secundaria hacia los 16. Segiin Piaget, entre estas edades el pensamiento, pasa por dos periodos:
el de las operaciones concretas de 7 a 11 afios, v el de las operaciones formales de 11 a 15 afios.

En nuestro medio apenas se estdn realizando estudios exploratorios, que permiten conjeturar que
el desarrollo de’ las operaciones concretas en los nifios si empieza hacia los siete afios, aunque el
periodo de adquisicidn de las operaciones formales puede prolongarse hasta los 17 & 18 afios en
ciertos casos y ambientes el dominio de las operaciones formales no parece ser necesario, por lo
cual este perfodo no llega a estabmzarse ni siquiera en la edad adulta.® -

" Vale la pena insistir en que el maestro necesita conocer las caracteristicas del pensamiento de sus
alumnos, en cada una de estas edades, para poder realizar acertadamente su trabajo.

\

: Pre-escolar: Félix Bustos, Ministerio de .Educacién Nacional {MEN). Martha Arango, Centro Internacional
) de Educacidn (CINDE); Primaria: Araceli de Tezano, Universidad Externado de Colorrbia; Secundaria: Eloisa

| Vasco, CAFAM; Educacién Especial: Miguel de Zubir{a, Martha Lucia Pérez, Etti Stiwark, Mariela Tobon,

‘!‘ ‘ » Universidad Javeriana,
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Dada la magnitud vy la profundidad de la obra que Piaget y su escuela han realizado durante el medio\
siglo que llevan dedicado al estudio de la inteligencia, resulta muy dificil conocer completamente sus
planteamientos y, mas-dificil aln, tratar de sintetizarlos o de explicarlos en pocas paginas. Sin embar-
go, dado que la metodologra propuesta para desarrollar el programa oficial de Matematicas estd basada
en gran parte en la Sicologia Evolutiva Piagetiana, es preciso intentar un esbozo de varias de sus ideas.
Por ejemplo, es importante mencionar algunas caracteristicas del desarrollo intelectual en los periodos

de operaciones concretas y de operaciones formales.

Una idea bastantel general es que Jos nifios pequefios son muy distintos de los adultos en-aspectos tales
coma: métodos para conocer la realidad, ideas sobre el mundo y empleo del lenguaje. Un nifio tiene
una estructura mental diferente a la de un adulto y por eso muchas veces, alin cuando realicen las mis-
mas acciones O repitan las mismas palabras, pueden pensar ¢osas muy diferentes. Por ejemplo, cuando
un nifio de menos de 7 afios pasa un liquido del vaso a un plato, se fija solamente en los estados inicial
y final del liquido y cree que hay mads liquido en donde el nivel estd mds alto. Si el nivei mas alto era
el del vaso, dice que por pasarlo del vaso al plato se disminuyé el liguido. Un nifio de 8 afios, por
ejemplo, ya sabe que por el solo hecho de pasarlo de un recipiente a otro no disminuye el liquido, pe-
ro no puede predecir acertadamente cosas que no se cifian a lo que esta viviendo. Un joven de 146 15
afios no tiene problema con el trasvase del agua y puede hacer conjeturas y formular hipét\esis sobre
cosas quie no estd viendo, y finalmente, los aduitos pueden pensar que todo eso es tan facil que no se
justifica dedicarle tiempo.

Otro ejemplo: mientras un grupo de adultos puede realizar un didlogo o intercambiar diferentes opi-
niones, respetar puntos de vista diferentes, etc.. los nifios ce pocos afios realizan monodlogos colecti-
vos, donde cada uno habla y ninguno escucha. Para otros nifios hablar entre si puede constituir todo
un descubrimiento porque les permite darse cuenta de gue no todos piensan lo mismo,

De esta y otras consideraciones se puede concluir que el educador no puede suponer que lo que es vé&-
lido para él, es también valido para el alumno. Y si aceptamos que los nifios tienen una estructura
mental diferente de la de los adultos, entonces el maestro debe estar atento a la forma como reaccio-
nan los nifios ante las distintas actividades y hechos de cada dia. Algo muy importante que debe tener
en cuenta el educador, es que 10s nifios, especialmente los de menos edad, aprenden a partir de-activi- -
dades concretas. E! nifio necesita actuar sobre las cosas para comprenderias. '

Mediante la actividad concreta y la manipulacién de los objetos el nifio va progresando en su desarro-
llo intelectual, Por eso en cada periodo se comporta de manera diferente. En los primeros afios sim-
plemente los manipula, los retine o los separa, los hace girar, los golpea, etc. Unos afios més tarde, no
solo los manipula fisicamente, sino que representa mentalmente operaciones que se puedan realizar
con esos objetos y en un periodo posterior, puede representar mentalmente las actuaciones sobre los
objetos, sin necesidad de mirarlos y puede expresar, mediante oraciones, su pensamiento, sus suposi-
ciones y las consecuencias de las mismas, ’

Caracteristicas como esas son las que se tienen en cuenta para decir que un nifio estd en uno u otro
3 periodo de su desarrollo intelectual. Si solamente logra realizar ciertas manipulaciones coherentes, se
ubica en el perll'odo preoperacional. Si ademés de las manipulaciones logra realizar representaciones
mentales de acciones organizadas de modo que una accién puede combinarse con otra, vy anularla o
reforzarla, se ubica en el periodo de las operaciones concretas. Y cuando el joven ademds de todo lo
anterior logra formular hipGtesis sobre objetos que no estdn presentes, predecir conclusiones y traba-
jar con proposiciones en lugar de objetos concretos, se ubica en el periodo de las operaciones forma-
les llamado también del pensamiento abstracto o hipotético - deductivo.

En términos generales, puede decirse que cuando el nifio inicia la Educacion Basica Primaria estd pa
sando del periodo preoperacional al de las operaciones concretas y que en los primeros afios de Edu-

cacidon Bésica Secundaria debe empezar a tener comportamientos propios del periodo de las operacio-
nes formales. ' '
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En cada uno de estos perfodos el pensamiento se caracteriza por su habilidad para realizar ciertas ac-
ciones y por la propensién a hacer ciertas deducciones que a los adultos les parecen erréneas, aunque
sean muy coherentes con la légica predominante en ese periodo.

En el periodo de las operaciones concretas el pensamiento:

1) Adquiere propiedades como la reversibilidad, la transitividad, la asomatnvndacl
2) Realiza composiciones,

3) Reconoce transformaciones, .

4) Puede realizar operaciones aritméticas {como la adicién vy la multiplicacién).
5) Realiza mediciones (de longitud, de duracién, de 4rea, de masa, de peso, etc.).
6) Establece correspondencias, clasificaciones y seriaciones.

Resumiendo las caracter{sticas del pensamiento operatorio concreto, podemos decir que se caracteriza
porque :

1) No se detiene en los estados inicial y final de Ias cosas o de los objetos, sino que tiene en cuenta
las transformaciones e incluso las imagina.

2) Es reversible; ésto es, razona de modo que mentalmente puede imaginar una accién y anular|a
con la accién contraria para regresar al estado inicial.

3) Posee, en gran parte, las nociones de conservacion.

4) No siempre requiere que las acciones que el nifio realiza sobre los objetos o situaciones, se ejecu-
ten ‘‘realmente”, sino que pueden realizarse de manera imaginaria o mental. Por ejemplo, son opera-
ciones concretas las que realizan los jugadores de ajedrez cuando frente al tablero piensan o se imagi-
nan las posibles jugadas y sus consecuencias, tanto si tocan las fichas como si no tocan ninguna.

“"El nifio de 7 a 11 afios acta como si su principal tarea fuera organizar y ordenar o que estd inme-

diatamente presente: la extrapolacion limitada de este organizar y ordenar hacia lo ""que no estd alli’’,
es algo que hard cuando sea necesario, pero que es visto como una actlvndad restrmgnda de casos es-
peciales’’. (Sicologia, 1978; p. 223). '
El periodo siguiente es el de las operaciories formales, ilamado también del pensamiento hipotético -
deductivo. "La propiedad general mds importante del pensamiento formal, aqueila de 1a cual Piaget
deriva todas las restantes, concierne a la distincién entre lo real vy lo posible. A diferencia del nifio del
periodo de las operaciones concretas, el adolescente, al comenzar. la consideracién de un problema,
trata de prever todas las relaciones que podr{an tener validez respecto de los datos y luego intenta de-
terminar, mediante una combinacién de la experimentacion y el analisis i6gico, cudl de estas relacno-
nes posibles tnene vahdez real”, {Sicologia, 1978; p. 224)

En la transicién.de las operaciones concretas a las operaciones formales. se registra un paso inicial e
importante, que equivale a una reorientacién fundamentat respecto de los problemas cognoscitivos.
El adolescente ya no estd preocupado exclusivamente por organizar aquello que llega de modo direc-
10 a sus sentidos; gracias @ esa reorientacion, tiene la capacidad potencial de imaginar todo lo que
podria estar alli y de asegurarse, en mayor medida, de que hallard todo lo que de hecho se encuentra
ally.

Esa reorientacién implica algunas caracteristicas del pensamiento formal:

El pensamiento formal es fundamentalmente hipotético - deductivo. El adolescente se mueve dentro

_ del dmbito de lo hipotético con mucha més audacia que el nifio.

El pensamiento formal es, por sobre todo, pensamiento proposicional.

Las entidades importantes que manipula el adolescente en su razonamiento ya no son los datos de la

realidad en bruto, sino afirmacipnes o enunciados (proposiciones) que ‘“‘contienen’’ esos datos. El

\
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“adolescente también realiza operaciones de primer orden, (clasificaciones, seriaciones, corresponden-

cia), pero también hace algo mds, que es precisamente lo que hace a su pensamiento formal antes que
concreto. Toma-'los resultados de esas operaciones concretas, los moldea en la forma de proposiciones,
y luego sigue operando con ellos. Es decir, establece diversos tipos de ‘vn’ncullos IégiCos entre ellos,

Las operaciones formales son, pues operac;ones reallzadas sobre los resultados de operac:ones (con-
cretas) anterlores

Estas ideas sobre los dos periodos fmales del desarrollo pueden complementarse con otras ;deas de

John H, Flavell, un estudioso de la teoria Piagetiana y que ha sido amphamente consultado en lo refe-

rente al aspecto sicoldgico de este marco tedrico: “El desarrollo intelectual es un proceso de organiza-

cién y o que se organiza son operaciones activas, intelectuales, su.or'ganiza'cfén en sisternas con es- -

tructura definible es el sine qua non (indispensable) para la “*buena’ cogniéién, vale decir, 1a cogni-

cién de mayor madurez genética’’. (Sicologia, 1978; p. 180).

“El desarrollo ontogénico de estructuras puede verse como un proceso de aproximaciones sucesivas a.

una especie de equilibrio, un estado’ final que nunca se alcanza por completo. El desarrollo 'mismo
pues, constituye una totalidad con una meta o ideal que subordma los medios’’. (Slcolog|a 1978 p
67).

B. TRABAJO CON SISTEMAS ’

Lo expuesto acerca del enfoque de sistemas y de la Sucolog|a Evolutwa debe orientar el trabajo del
maestro en el desarrollo del programa de Mateméticas. - i -

Una de las funciones de la metddolog {a es la de determinar la forma de presentar los contenidos a los -
estudiantes. Especificamente en elcaso de las Mateméticas, los contenidos deben trabajarse teniendoen

cuenta las caracteristicas y la forma de aprender propias del nifio en cada perfodo del desarrollo. En el ~
Ciclo Bdsico, el nifio aprende a partir de la experimentacién y de Ta manipulacién de los objetos. -

E! nifio no encuentra los objetos en forma estitica v aislada..E| nifio se encuentra siempre con siste-
mas, Pero, como se dijo al tratar las ventajas del enfoque de sistemas, no.se pretende gue los nifios du- .

rante la Educacién Bdsica Primaria aprendan en abstracto qué es’ un sistema ni qué estructura tnenen
los que con mayor frecuencia se trabajan {como serian. las estructuras de grupo y anillo). Larazén es
que en los grados lo.,20.,30.,40., y atn 50., no poseen los conocimientos necesarios para entender

Jo que es un grupo o anillo, Es el maestro quien debe saber, en cada caso, con cudl sistema estdn traba-l
jando los estudiantes; asi podré orientarlos para que lieguen a conclusiones validas dentro de la situa-

cién que estan trabajando y para que cuando se encuentren ante otra situacion nueva,no le apllquen

wreflexnvamente las mISmaS concliusiones, sino que la analicen para ver en Gué se parece y en qué se
diferencia de la situacion ya conocida,

[

El maestro acompafia al estudiante para que vaya adqunriendo conceptos que en Ia secundaria Ie per- :

mitirdn estudiar mds rlgurosamente los sustemas Y sus estructuras. .

Tenemos, por ejemplo, el caso de un sistema formado por subconjuntos de un conjunto referenbial'

(tapas de gaseosa). El nifio de 6 6 7 afios no tiene la nocién abstracta de conjunto. Se encuentra Coq )
una coleccion de tapas que forman una figura o agrupacidn visual. *“Esa primera nocién de coleccién‘

figural que desarroila el nifio, es 1a de un sistema de objetos con sus relaciones de cercama especial,
en el contexto de la posibilidad de reunirlos o separarlos manualmente No hay, pues, colecclones
de un solo elemento 'y mucho menos colecciones vaCIas

La nocién de coleccién no figural que se va desarrollando poCo a poco, es también Ia de un sistema de -
objetos capaces de una descripcién comdn, Todavfa aparecen las relaciones de cercania, pero empie-

zan a predominar las relaciones de semejanza, en ef contexto de la poslblhdad de mampu|ar comparar
superponer, agregary retirar objetos"’, (Concepto 1980) R .

-l
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Sélo més tarde, hacia los doce o catorce afios, se independiza el nifio de las colecciones figurales y no
figurales y maneja un sistema con inclusiones, uniones e intersecciones. Asf llega al concepto abstrac-

10 de conjunto vy al de los sistemas formados por ellos con sus operaciones y relaciones. Este progreso

puede permitirle pensar en conjuntos vacios, en conjuntos de un solo elemento, y distinguir un ele-
mento aislado del conjunto formado por ese (nico elemento. Pero esa es una adquisicion tardia, Por
eso, no hace falta darle al nifio de primaria definiciones de sistema, ni de conjunto, ni de ia estructu-
ra de semigrupo o de dlgebra de Boole. Pero si es convenierite que el maestro sepa que los subc‘on]un-
tos de ese referencial de tapas, T., con.la unién, forman un semigrupo (49 (T) U)y con la umén la
interseccion v el complemento forman un algebra de Boole [ (T), U,N, ]

‘

.

El enfoque de sistemas permite estudiar articuladamente las diversas ramas de las Matematicas; “‘no
consideramos que la ldgica, los conjuntos, las relaciones, las operaciones y las estructuras sean cinco
regiones de las Matematicas que puedan ser ensefiadas sucesivamente y como temas completos y con-
sistentes entre si.

Nos parece que elios deben aparecer conjunta y unifif:adamente como un lenguaje que permite no s6-
lo expresar més precisamente las situaciones de |a vida real, sino también comprenderla més profunda-
mente” {Ldgica 1976; p, 100).

En particular, el profesor debe preparar su clase estudiando cuidadosamente el sistema que va a pre-
sentar a sus alumnos, No todo o que sepa e investigue sobre ese sistema se deberd explicar a los alum-
nos v, especialmente, se evitard dar palabras y definiciones abstractas, explicitar estructuras formales,
o ensefiar demasiados sfmbolos. Para orientacién del profesor y para estructurar la presentacion del
material, podrdn servir las siguientes preguntas:

.= ¢Cudles son los objetos con los que estamos trabajando?

— {Qué simbolos utilizamos para representar esos objetos?

—  {Cbmo se agrupan esos objetos en conjuntos? .

— ¢Qué simbolos utilizamos para representar esos conjuntos?

—  ¢Qué operaciones efectuamos con y entre esos objetos?

— ¢Qué simbolos utilizamos para representar esas operaciones?
— ¢Qué relaciones descubrimos entre esos objetos? ‘
- {Qué simbolos utilizamos para representar esas relaciones?

—  ¢Qué sistema estamos estudiando?

— {Cobmo lo representamos? | g -
~  ¢Qué estructura tiene este sistema?

—  {Cémo explicitamos simbdlicamente esa estructura?

Estas doce preguntas aclaran la situacién de cualquier cdlculo matemdtico, desde el cdlculo aritmético
con nlmeros naturales, o el calculo 16gico con proposiciones, el calculo de clases con los conjuntos
como objetos, hasta el cdlculo por antonomasia o por excelencia: el cdlculo diferenicial e integral en el
cual los objetos son las funciones reales, o también, el cdlculo geométrico sobre puntos, rectas, ecua-
ciones, o vectores.

Estas preguntas son perfectamente generales para todo tipo de descripcidn mateménca y hasta para

“cualquier tipo de descripcién C|ent|f|ca que quiera ser rigurosa,

En particular, para el estudio de la l6gica, todas estas preguntas deben estar activas desde el comienzo.
“Recuérdese que los objetos son las proposiciones y las operaciones son la negacién vy las diez conec-
tivas binarias. Para el estudio de las conectivas, recomendamos la utilizaciéon de los juegos logicos al
estilo de Dienes - Golding, Papy, etc., por coincidir con el enfoque que busca familiarizar al estudiante
con una situacion real hasta Negar a su normal formalizacion o matematizacién”. (Ldgica, 1976; pp.
100 - 101).
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Este paso de las situaciones reales y concretas a la matematizacion conceptual y aalgin tipo de for-
malizacién, as{- sea una simple simbolizacién, no es exclusivo. de la légica. Se trae este ejemplo porque
las situaciones del lenguaje ordinario, tanto el de tipo declarativo, formado por proposiciones, como
el de tipo imperativo, formado por instrucciones, presentan suficientes regularidades para servir de sis-
temas concretos, de los cuales puede construirse un sistema-conceptual, el cual a su vez puede ser sim-
bolnzado con palabras, con simbolos, con circuitos, etc. La ultima formalizaciéon simbdlica, con defini-
cnones axiomas y teoremas, puede esperar a la Media Vocacional o a la Universidad; en‘la Educacién
Bésica es suficiente una minima simbolizacién, asi sea solo verbal y a lo més con algunos simbolos

que sirven de “'taquigrafias’” de las expresiones verbales, para que esta simbolizacion ayude a manejar-

los sistemas conceptuales, no para estorbar su construccion. h

La recomendacion fundamental es la de no empezar por los sistemas simbdlicos para tratar de que el

- alumno construya los sistemas conceptuales, sino comenzar por {os sistemas concretos que ¢l maneja,

asi el profesor los considere muy elementales, empiricos y pre- matemétlcos para que a través de la
fam|llar|dad con las regularidades de esos sistemas concretos vaya'construyendo el sistema concep-
tual respectivo; una vez iniciada la construccién de éste, el mismo alumno puede desarrollar sistemas
simbdlicos apropiados, aprender los usuales y aun fraducir de unos sistemas sumbéhcos a otros, puesto
que ya comprenden lo que quieren decir, Pero s se fuerza al alumno a manejar un sistema simbélico
sin haber construido el ‘'sistema conceptual a partir de los sistemas concretos, ese sistema simbdlico

puede bloquear la construccién del sistema conceptual. La concepcion de los sistemas matemdticos

que motiva la recomendacion anterior es la siguiente: cualquier sistema matemdtico que el profesor
vaya a presentar a sus alumnos puede analizarse como un rayo de luz que pasa por un prisma: si se

observa cuidadosamente, se encontraré'.q_ue‘tiene.un ndcleo central, el que es verdaderamente impor- -
tante, que es el respectivo sistema conceptual. Sobre &, a un nivel sugerficial, aparecen uno o varios-

sistemas simbdlicos para representar ese Unico sistema conceptual Y bajo el sistema conceptual aun
nivel profundo, casi dirfamos; arcaico, aparecen uno o varios sistemas concretos, de cuyas regulanda-
des es posible construir el mismo sistema consceptual.

!

s . s
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Desafortunadamente, los libros soio pueden ofrecernos los sistemas simboligos: no se puede imprimir -

otra cosa que palabras, simbolos y gréficas. Por eso es facil creer que el verdadero sistema matemético
es el sistemna simbdlico, y asi traté de hacerlo creer la filosoffa formalista de las matemdticas. Un buen

matematico puede reconstrunr el sistema conceptual a partir del sistema simbolico, pero los nifios y

jovenes mas bien pueden exper-lmentarlo como un obstdculo para llegar al sistema “conceptual. Ellos
tienen una manera mucho mds natural de construir el sistema conceptual: jugando-con sistemas con-
cretos que lleven a esa construccion. Tarea importante del profesor es la de identificar esos sistemas
concretos, ojald de entre los sistemas que sean familiares para el alumno en su cultura y en su edad
especificas, para organizar actividades de juego, de ejercicio, de comparacion, que hagan resaltar las
regularidades que vana permitir la construccion conceptual respectiva, .

/

Con las colecciones figurales y no figurales de dos o mds objetos puedén org_anizarée una serje de jue-,
gos que ileven al sistema conceptual de los niimeros naturales, resaltando las ordenaciones o seriacio-
nes internas de cada coleccidn vy las clasificaciones en colecciones iguales de numerosas; la simboliza-

cién con palabras, palitos, cifras indo -ardbigas o romanas vendrd después, Pero jos mlsmos juegos. de .
colecciones pueden servir para resaltar otras operaciones manuales como-reunir y separar, y otrasre- ’

laciones como las de inclusién y disyuncién, para permitir Una construccién de un primer sistema

conceptual de tipo conjuntista, asf no se simbolicen forma!mente esas’operac_:iohes Y relaciones.~

Sistemas concretos .como los de avanzar o retroceder por las calles de la cuudad observar subldas o
bajadas de temperatura en un termémetro, o jugar con consignaciones y retiros de una caja de aho--
rros, son la base para la construccion del sistema conceptual de fos.nmeros enteros con las operacio--

nes de adicion y sustraccién, y las relaciones de orden aditivo. Obsérvese que las calles mismas, o el

termdmetro, o el estado de cuenta, no es un buen modelo para el sistema conceptual: son los. suste— ‘

mas activos mencionados los que sirven de sistemas concretos para la construccuén del sistema concep-

tual de los enteros como operadores activos, en los que la adicién aparece como una mera composa- S




cién o aplicacién sucesiva de operadores. En la misma forma se aprovechan sistemas concretos cono-
cidos por el alumno, como de las vueltas y fracciones de vuelta, el de los metros o pulgadas y frac-
ciones de las mismas unidades, el de los litros o galones y fracciones de los mismos, para construir el
sistema conceptual de Jos fraccionarios como operadores reductores o ampliadores sobre magnitudes.
Los simbolismos vienen después: la mitad, 1/2, 0.5 o el-50% nos muestran cuatro simbolos posibles
para el mismo concepto. Nétese que no hace falta "dividir un todo en partes’’ ni utilizar rectdngulos o
ponqués para dividirios en partes de dreas iguales, entre otras cosas, porque este sistema concreto es el
mds dificil para los nifios de 6 a 9 afios. También podrfa utilizarse, si se estd sequro de que los nifios
tienen suficiente familiaridad y dominio del mismo. :

Lo idgal, en cuanto a metodologia se refiere, es que el maestro organice las actividades de aprendizaje
de modo que el estudiante se enfrente siempre con problemas apropiados para la etapa en que se en-
cuentra, o sea aguellos que presentan situaciones propicias para el desarrollo de las estructuras de la
etapa inmediatamente siguiente. La manipulacién de objetos permite apreciar qué acciones son capa-
ces de hacer los nifios con ellos vy, a partir de allf, disefiar actividades pedagégicas para |levarios a ima-
ginar acciones posibles sobre ellos y prever los efectos de éstas. Conviene organizaf el trabajo escolar
de modo que el estudiante pueda ir superando progresivamente las etapas del aprendizaje de las Ma-
temdticas propuestas por Zoltan P. Dienes. Es muy acorde con la teogia de Piaget, permitir el juego
libre y el juego estructurado durante un tiempo suficiente, para la familiarizacion con las operacio-
nes vy las relaciones y para la interiorizacién de las acciones concretas sobre los sistemas que inventa
el nifio,

En un grupo escolar puede suceder -que el desempefio de los estudiantes refleje grados diferentes
de su desarrollo cognoscitivo; que algunos reflejen una mezcla de estructuras {propias del perfodo
anterior al que se supone que les corresponde por su edad), organizadas pero inadecuadas; que
otros presenten ya el uso vacilante y esporddico de estructuras nuevas que aun no se han organiza-
do por completo; v que otros reflejen una mayor organizacion y estructuracion del pensamiento.
El maestro debe tratar de detectar esas diferencias, que, en la mayoria de los casos, pueden ser per-
fectamente explicables, ya que si bien los periodos vy las etapas del desarrollo se suceden en un orden
riguroso, no se presentan en todas las personas a la misma edad cronoldgica. En ese caso, no es preci-
so exigir a todos el mismo nivel de desempefio intelectual, sino tratar de que cada uno llegue al domi-
nio de las estructuras del nivel en que se encuentra y presentarle situaciones en las que se pueda em-
pezar a generar un avance al nivel siguiente. Ese avance solo comenzara cuando la maduracién neuro-
nal y el procesamiento mds © menos consciente de la informacién ya adquirida, lo permitan.

Una actitud permanente de blsqueda, de observacion, de andlisis de las respuestas de los estudjantes,
de las dificultades que encuentran, puede dar al maestro criterios y pautas para mejorar el programa,
para adecuarlo al medio; en una palabra, para iograr que sea lo que debe ser: un instrumento gue favo-
rezca el desarrollo integral de los educandos y que los prepare en la vida para la vida,
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Recomendaciones generales

El programa de Matematicas para séptimo gra-
do, es parte de toda una programacién-secuen-
cial y progresiva del area para la Educacion Bé-
sica y Media Vocacional. De ahi que ia primera
recomendacion para su desarrollo es hacer un
estudio del Marco General del Area, sea cual

fuere el nivel de escolaridad en el cual se ejerza

la labor docente ,

En cuanto a los objetivos, la primera prioridad
la tienen los objetivos de la Educacion Basica
(que también figuran en el Marco General)y en
particular los de motivacién para la Matematica
y los de resolucion de problemas de la realidad
a través de modelos matematicos de la misma.
La segunda prioridad la tienen los objetivos ge-

“herales de séptimo grado, y entre ellos los de

manejo de los sistemas de los nimergs enteros
y racionales y los de sistemas geométricos. En
cuanto a estos Ultimos, es conveniente tener en

-cuenta que la Geometria debe hacerse activa y

dinamica antes de llegar a las representaciones
estaticas.

Los objetivos especificos son ayudas para pro-

gramar las clases y las evaluaciones, y para -
diagnosticar los tipos de errores que aparecen.

en los ejercicios y exdmenes de los alumnos, y
asi poder ayudarles en las dificultades especi-
ficas que tengan.

—

Los contenidos basicos que figuran en el desa-
rrollo del programa le permiten al profesor ubi-
carse dentro de una programacion general, para
que asi pueda ampliar y profundizar dichos con-
tenidos y orientar a los alumnos en sus activida-
des exploratorias. En ninglin momento son para

‘Objetivos generales

dictarselos, ni para exigirselos de memoria, ni
para evaluarlos segun la precision con que los
reciten. Estos contenidos basicos algunas veces
sobrepasan el nivel de comprensién y profundi-
dad con que deben ser tratados.en el respectivo
grado. Es el maestro quien puede adecuarlos
segun la realidad de sus alumnos.

Es conveniente que desde el comienzo del cur-
so0, el profesor haga énfasis en la correcta utili-
zacién de las expresiones de cuantificacion del
Ienguaje usual. ) L

Se supone que los alumnos ya traen un manejo
inteligente de los fraccionarios como operado-
res de ampliacion y reduccién. Para este enfo-
que de los fraccionarios pueden consultarse los
programas de 30. a 50. primaria. Es conveniente
manejar los fraccionarios con este enfoque.

Cuando en las unidades se incluye una lectura
complementaria, se entiende que se trata de
material de referencia para el profesor. Para que
los alumhos consulten algo al respecto es mejor
remitirlos a los textos y a Ias encnclopedlas es-
colares usuales.

Los indicadores de evaluaciéon son una ayuda
para formular problemas e itemes para las eva-
luaciones. Cuando el logro del Gltimo objetivo
de un bloque supone que los alumnos tuvieron
qgue haber logrado los objetivos anteriores de
ese mismo bloque, basta utilizar el ultimo indi-
cador de evaluacion.

La evaluacién global del curso debe hacerse
con respecto a los objetivos generales.

1. Participar en la transformacion positiva del
ambiente de trabajo en Matematicas.

-2. Avanzar en el desarrollo del pensamiento
reflexivo, analitico, critico, inventivo y argu-

mentativo, en cuanto constituye un aspecto
del desarrollo integral de la persona.
3. Desarrollar habilidades para construir y/o
apropiarse de estrategias que ayuden afor-

’
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mular, analizar y resolver problemas, de 13. Reconocer algunas de las aplicaciones de’

modo que se logre una mejor comprensién los conceptos fundamentales de propormo-
de los conceptos y una organizacion cada . nalidad.

vez mas fundamentada y coherente del ) . ,
pensamiento. . 14. ldentificar algunas razones especiales.

4. Vivenciar y analizar las caracteristicas 15. Reconocer propledades de los operadores

y las exigencias de unaevaluacién, que con- multiplicativos.

tribuya a mejorar la educacién y tenga efec- . . o

tos positivos mas alla de la vida escolar. 16. Resolvery formular problemas que requie-

‘ : - rande la apIucacuon de operadores multuph-
5. Avanzar en la construccién activa de herra- cativos.

mientas basicas para diferentes tlpos de cal- . -

culo. (’7 Reconocer mowmlentos rigidos y homote- .

oo , : , : cias en el plano.
6. Reconocer el sistema de los nlimeros ente-
ros. o _ 18. Reconocer poligonos congruentes y poligo-
A nos semejantes.
8. Adqumr habilidad en las operacmnes con - _ , . .
numeros enteros. - _ 19. Reconocer y emplear unidades de longitud,
duraciéon y amplitud de dngulos que no per-

8. Reconocer algunas relaciones entre nume- tenecen al snstema metnco decimal.

ros enteros.
) : o 20. Hallar Ias comblnac:ones de m elementos
9. Reconocer las propiedades de las operacio- tomados de un conjunto de n elementos.
nes binarias en Z v :
v : 21. Construir los conceptos de media, mediana
10. Resolver y formular problemas que requie- - y moda como medidas de tendencia central.
ran de las operaciones en Z _ ) ‘.
: 22. Distinguir afirmaciones y negaciones; pro-

11. Repasar los algoritmos de la adicidn, sus- posiciones cerradas y proposiciones abier-
traccién, multiplicacion y divisién de deci- tas y en estas ultimas diferenciar ecuacio-
males. nes, inecuaciones y otro tipo de condicio-

" nes. ' :

12. Resolver y formular problemas que requie- i S
ran de las operaciones con decimales. 23. Emplear expresiones de cuantificacion.

Contenidds

'SISTEMAS NUMERICOS | ~ ~ Congruencias

- (Z: +I 1 xl —:-,I Sl ?I LIJ) Homotécias

(ol +r -, X, =, gl ?)

— Semejanzas

Valor absoluto

d to; interés, cambio de da.
escuento; interés, cambi moneda SISTEMAS METRICOS

-Algunos reales: , .
- = Otros sistemas de unidades de amplitud de

. SISTEMAS GEOMETRICOS . &ngulos.

m
. —~ Perimetro ' , . :
Algoritmos con aplicaciones: porcentajes, : ‘

— Movimientos rigidos ' - Unidades. de duracién. Conversiones (“Com-
» Rotacidn S plejos”).
 Reflexién - :

« Traslacion S
-3




ANALISIS REAL

~ — Funciones crecientés y decrecientes. Correla-

ciop.
— Funciones lineales.
— Razones. Proporciones. ‘
— Representacion gréfica de funciones lineales.
— Inclinacién: pendiente. ‘
— Ejes, cortes,‘intefc_:eptps.

— Ecuaciones lineales. Solucién de ecuaciones
lineales. ‘ :

" SISTEMAS DE DATOS

— Medidas de tendencia central: moda, media
y mediana. ! ‘

SISTEMAS LOGICOS

— Afirmaciones y negaciones verdaderas y fal- _
sas. '

32 -

Proposiciones abiertas y proposiciones cerra-
das. R

Cuantificacion.

‘s

Expresiones con variables y paréntesis.

.Igualdades.\

' CONJUNTOS

— Conjunto de part'es; Cardinal del conjunto'de
partes. v ' :

— Subconjuntos del conjunto de partes.
— Combinaciones.
RELACIONES Y OPERACIONES

Operaciones binarias.

Propiedades: operacién clausurativa, aso-
ciativa, conmutativa, modula-
tiva, invertiva.

Distributividad. , : b

|

Linealidad de operadores.




)

1

Introduccion

En la Educacién Bésica Primaria los alumnos
trabajaron con operadores aditivos como +ay
—a y operadores multiplicativos como ax y  «.

Continuando con este proceso activo y dina-
mico, que se trae desde la primaria se inicia el
estudio de los numeros. enteros, que surgen
como resultado de aplicar operadores aditivos
a cualquier nimero natural. (Basta aplicarselos
al cero). '

'Objetivos generales

LOS NUMEROS ENTEROS

'

" Unidad|

N § B .
En el sistema de los nimeros enteros se van a

estudiar las operaciones de adicién, ‘sustrac-

cién, multiplicacion y divisidon y las relaciones
de orden aditivo y de orden multiplicativo. Se
pretende también que los alumnos desarrollen
una nocidén intuitiva del valor absoluto de un
namero entero y que en dos de los conjuntos
numéricos hasta aqui estudiados (N, 2) recopi-
len las operaciones binarias vistas y las propie-

dades que cumple cada una de ellas.

— Reconocer el sistema de los nameros ente-
ros. | , '
— Adquirir habilidad en’las operaciones con

numeros enteros. ’

— Reconocer algunas relaciones entre nGmeros
* enteros. g o '

Objetivos especificos, indicadores de evaluacién,

— Reconocer las propiedades de las operacio-
nes binarias en los numeros enteros.

— Resolver y formular algunos problemas que
requieran de las -operaciones con numeros
enteros. '

contenidos y sugerencias metodoldgicas .

33




CONTENIDOS BASICOS

Sobre una semi-recta podemos representar los
nimeros.naturales asi: marcamos un punto y
trazamos un segmento hacia {a.derecha, esco-

, gemos un patréon de longitud, y marcamas el

punto que sefala su extremo derecho cuando

1

el izquierdo senala el origen. s

" El 0 senala el origen de esta semi-recta, el 1
. sefala el extremo derecho del primer semento,
etc. '

Cada segmento eqUiVéle aunaunidad; encada

punto se coloca un numero natural que indica
el nimero de segmentos unidad que le antece-
den. :

’

La accién que realizan algunos operadores se\

puede representar sobre [a semi-recta por me-
dio de una flecha.

Ejemplos:

4
o
b

:

: -3 -3 -3 -3
4 — ™1 ' k . Y
o 1 2 3 4 5 6

\,
o |

En la semi-recta numérica se puede observar
. que al aplicar un operador de la forma +a, es
decir, como +2, +3, etc., el resultado aparece
en la semi-recta a la derecha del numero al que:

_se le aplico el operador asi: si se aplico el ope-

rador +2, dos lugares a la derecha; si se le
aplico el operador +3, tres Iugares ala derecha,
etc. .

34

También se puede observar que al aplicar un

‘operador de la forma —a, es decir, como -2,
=3, etc,, el resultado aparece en la semi-recta
“a la izquierda del numero al que se le aplicé el

operador asi: si se aplico el operador —2, dos
lugares a la izquierda; si se aplico el operador
=3, tres lugares a la izquierda.




También observaran que si se aplica un opera-
dor de la forma —a a un ndmero menor que a,

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

el resultado no esta representado en la semi-
recta.

Inicialmente el profesor puede proponer algu-
nos ejercicios como: en la siguiente semi-recta.

representar los numeros naturales asi:

O s O

R -

Llenar los espacios en blanco con el namero.
orrespondlente

Representar en una semu -recta los numeros l
3,57 9 -

] Después los alumnos pueden representar en A co'ntinuacién les puede proponer algunos
una semi-recta algun conjunto de numeros na- ejercncms como los siguientes: Llenar los espa-
“turales. cios en blanco
1

CONTENIDOS BASICOS

Los resultados de aplicar operadores de la
forma +a a cualquier nimero natural, son tam-
bién nimeros naturales. Al conjunto que se ob-
-tiene de los resultados de aplicar operadores
de la forma +a a cualqmer numero natural se
.le llama “enteros positivos”.

- ko ’ . .
Si aplicamos cualquier operador. de la forma
+a al cero, obtenemos como resultado el nd-
mero natural a. ’

Ejemplos:

. +1 .
0o N1 (@+1=1
: +2
o/T\z 0 +2=2
o~ 3 (0+3=3




El nimero natural que se obtiene de aplicar un
operador de la forma +a al cero se le llama .
también entero positivo, y se nota +a.

Observando la semi-recta numérica se puede
concluir que el resultado de aplicar cualquier

Por eso el niumero natural 5 al considerarlo

natural, y que esta representado en la seml- ‘
recta numérica a la derecha del cero.

como entero, o sea como resultado de aplicarle
el operador +5 al cero, lo ponmos snmbollzar
tamblen " +5"

operador de la forma +a al cero es un nimero

Asi el conjunto de los numerps enteros posm—
Vos sera:

{(+1,+2, +3, +4, +5, +6, ..}

' SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Al aplicar en la semi-recta operadores de la.
forma +a a cualquier niUmero natural se obtie-
ne, como resultado €l conjunto de los enteros
_ positivos.

Usando la semi-recta numérica, el profesor
puede hacer que los alumnos observen el resul-
tado de aplicar al cero cualquier operador de la
forma +a; también conviene explicar que por
la limitacién del espacio que pueden utilizar
para dibujar la semi-recta, tienen que terminarla
en algun punto; pero que siempre se puede
ahadir un segmento mas hacia la derecha; es
decir, representar el siguiente nimero natural.

Les puede proponer algunos ejercicios como

*sentarlo-es antecediéndolo del signo “ + ” para

+35
ma
0 L ‘D ’

Se espera que los alumnos concluyan que el
resultado obtenido al aplicar un operador de'la
forma +a al cero es el numero natural a. Ense-
guida les dice que a este numero también se le
llama entero positivo y que otra forma de repre-

representarlo con el mismo simbolo del opera-
dor que lo produce al aplicarselo al cero. -

_ 3 = +3
los siguientes: 27 = +27
' 135 = +135
. +293 = 293 etc.
, y en {a semi-recta: ,

: +>1 i '
AR\ - —
0 +1 +2. +3  +4 45 +6 +7 +8 +9 +10  +11 -
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CONTENIDOS BASICOS .

Sobre la semi-recta numeérica en la que repre-
sentamos los nimeros naturales, observamos
que al aplicar un operador de la forma —aq, a
un nimero natural estrictamente mayor que a,
el resultado siempre esta a la izquierda del ni-
mero al que se le aplica dicho operador.

Ejemplo:

5-3=2;5>3

Eldos estatres lugares alaizquierda del cinco.

Al aplicar un operador de la forma —a a un
numero natural estrictamente menor que a, el
resultado estard representado a la izquierda de
éste en la semi-recta numérica, donde no esté
representado ningun nimero natural.

-5 ~ Ejemplos:
/—_\.
3 o ? 3<s5
-7
/—-_'_\
4 ?
‘ -7
-5
2 2 o 1 2 3 4 5

Consideremos la proposicion abierta:
3-5=x

Si para cerrarla tratamos de remplazar x por
cualquier numero natural, nunca nos resultara
verdadera, puesto que el resuitado de aplicar
un operador de la forma —a a un nimero natu-
ral estrictamente menor que a, no es un nimero .
natural. ; o ‘

3

Los resultados de aplicar operadores de la
forma —a. a nimeros naturales estrictamente

menores que a, se llaman “enteros negativos”.

Ejemplos:

o ~ Como 3<5
Como - 4<7
Como 2<3

El conjunto de fos niumeros enteros negativos sera:

{ _1.1 —2)'—35J_41
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-5, -6, -7, -8, -9, ...} ‘

El profesor puede proponer a los alumnos algu-
nos ‘ejercicios como los siguientes:

no a4 S T




—3' .
T
2) ‘ 3 -0
n ) —3
3 2 ' - Qg
v : -7
- T
4) 4 G 1
_3‘
T
5) 0 , ]
-5
6) - 3 - a

E;emplo al aplicar el operador +3 a2 eI resul-
tado esta tres lugares a la derecha del
dos; es el nimero entero positivo +5.

De la misma forma se observa que al aplicar el

operador —3 a 2 el resultado esté tres lugares

a la izquierda del 2, o, un Iugar a la izquierda

del cero.

-3 . +3

——— -

? 0 1 2 3 4 5 6

Discutiran cuél sera el resultado y el profesor
los orientard para que concluyan que en este
caso el resultado es — 1, ya que esta un lugar
a la izquierda del cero.

Es posible que los alupnos respondan que los

ejercicios 3, 4, 5 y 6 no se pueden resolver
puesto que el resultado no es un numero natu-
ral.

El profesor puede proponer a los alumnos que
discutan y planteen une posible forma de resol-
ver este problema. Una posibilidad seria exten-
der la semi-recta hacia la izquierda para recono-
cer en ella cudl seria el efecto que producen
dichos operadores, comparandolo con el efecto
que producen los operadores de la.forma +a,
al ser aplicados a cualquier nimero natural.

CONTENIDOS BASICOS

—_—— - -

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

De este modo al aplicar diferentes operadores
de la forma —a, a nimeros naturales estricta-
mente ‘menores que a, encontraran que en la

recta numeérica el resultado siempre esta uno,

dos, tres, cuatro, cinco, etc., lugares a la iz-

quierda del cero. Asi obtendran los numeros,

-1, -2, —3 —4, -5, -6, etc., que llamaremos
nimeros “enteros negativos”.

El resultado que producen los operadores de la
forma +a al aplicarlos al cero, es un nimero
natural que llamamos entero positivo; en forma
anéloga, el resultado que producen los opera-

dores de la forma —a al aplicarlos al cero, es -

un nimero, que en este caso no es natural y
que llamamos entero negativo. Lo representa-
mos con el mismo simbolo —a, del operador
que lo produce al aplicarselo al cero.

Ejemplos:




o
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS. -

Utilizando fa recta que se obtiene al extender
la semi-recta a laizquierda del cero, los alumnos
podran identificar el nUmero que resulta de apli-
car un operador de la forma —a al cero. Es
conveniente que comparen estos, resultados
con los que se obtienen al aplicar operadores
de la forma +« al cero.

A contlnuamon se puede preguntar ¢Qué na-
mero se obtendra si aplicamos al cero el opera-
dor —17 Se espera que lleguen a concluir que
el resultado, en este caso, es el nimero entero
negativo — 1, que estadsepresentado en la recta
a la izquierda del cero. Después se plantean
unos ejercicios como los siguientes:

Observar que al aplicar el operador + 1 al cero
se obtiene el numero entero positivo +1, que
al aplicar el operador +2 se obtiene el numero
entero positivo +2; etc.

O etc.

Les pedird que representen sobre una recta los
siguientes numeros:

-8, -7, -6, -5, -4, -3, —

2, -1,0, +1, 42,
+3, +4. '
Se-espera que hagan una gréflca como la si-
guiente:

Es importante enfatizar que el resultado que
producen los operadores de la forma +a, esta
sobre la recta a la derecha del lugar donde esta
representado el namero al que se apllco dicho
operador, y esta hacia la uzqmerda siel operador
es de laforma —«. Se proponen ejercicios como
los sugunentes utlhzando la recta:

etc.”

Como resultado de aplicar operadores natura-
les al cero se obtienen dos conjuntos: el con-
junto de los enteros positivos, que son el resul-
tado de aplicar operadores de la forma +a al

- cero y el conjunto de los enteros negativos que

son el resultado de aplicar operadores de la
forma —u« al cero. Si a estos conjuntos agrega-
mos el cero natural como cero entero, obtene-
mos el conjunto de los numeros enteros.

" El cero entero se puede obtener como el resul-

tado de aplicar el operador —aaa.

El corfjunto de los nimeros enteros se puede
simbolizar asi: Z . , ‘

El conjunto de los enteros positivos: z

El conjunto de los enteros negativos: Z"-
Z=Z2"'UZ U{0}
Z={.,-3-2-10123,.7}
Z=1{0 +1, -1, +2, -2, +3, -3, ...}
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Los alumnos pueden obtener el conjunto de los
‘enteros asi:

Inicialmente aplican operadores de la forma +a .

al cero, y obtienen el sngwente conjunto

;{1,2,3,4,5,...}

Lo representan en la recta numeérica.

Luego aplican operadores de la forma —a al
cero; de los resultados obtienen el siguiente
conjunto:

T={-1, -2 -3, -4, -5, e}

Finalmente obtlenen eI cero como resultado de
aphcar el operador —a a a.

Ejemplo: al aplicarel operador —2aZ2se puede
" obtener el cero.

Al unir estostres conjuntos obtienen el conjunto
de los enteros.

También se puede obtener el conjunto de los
enteros como resultados de aplicar operadores
- de la forma —q, a nameros naturales.

Asi podran observar que un numero entero se
‘puede obtener de muchas maneras

s

\

El 2 se puede obtener de aplicarle al
3 el operador ~1, o al 4 el operador
—2, 0 al 5 el operador —3, 0 al 6 el
operador —4, etc.

Ejemplos:-

.\ s 1] :
4 [~ 2]
5 [~ 3]
6 etc.
) 0 1

El entero -2 se puede obtener de ap|icaﬂe al

0 el operador —2, o de aplicarle a 1 el operador
—3, o al 2 el operador —4 o al 3 el operador
-5, etc.

3 [-5]

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Los alumnos pueden buscar algunas de las dis-
tintas formas de obtener un numero entero
dado.
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" ” “u

Las relaciones “... es menor que ..." y “... es
mayor que ...” entre nimeros enteros, se pue-
den analizar en una recta numérica de la si-
guiente manera:

Si un'nimero entero a esta representado en la

recta numeérica a la derecha'de un nimero en-
tero b se dice que a ~ b.

azb

e

il




Si un nimero entero a esta representado en la
recta numérica a la izquierda de un nimero en-

tero b se dice que a < b.. v .‘b
o . a<b
-Ejemplo:
-4> -6 _-86
-2

—4 esta representado a la derecha de —6

— 3 esta representada a la izquierda de -2

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Se podra proponer a los alumnos algunos ejer- . -4 ‘ : -0
cicios como los siguientes: ‘

— Establecer la relacién “... es mayor que...” 0 .
“... es menor que ...” entre las siguientes pa- - 6 -6
rejas de numeros enteros. :

v

2 — 5 ~— Ordenar descendentemente los siguientes .
: nuameros enteros: : g
4 : -8 _ ’
P 3 5,~6,3,0, -2, ~1,1,9
4 -1 7 Para hacerlo lo pueden presentar en la recta
. numérica, asi: - ’ '
-5 2 _

I3

Z9 -8 —7@ -5 -4 -3 @@ @@ 2‘@ 4:‘@ 6 7 8 @70\

;

9>56>3>1>0>-1> —2> -6 El orden ascendente seria:

< -2<-1<0<1<3<B5<9 ~  °

_ CONTENIDOS BASICOS

Sobre la recta humérica podemos analizar el " - operadores de laforma +ao0 —a, delasiguiente .
resultado de aplicar al cero, sucesivamente, dos - manera: » ‘

s




~ — Silos dos operadores son de la forma +aq, €l .

resultado esta a la derecha del cero.

Ejemplo: el resultado de aplicar al cero suce-
sivamente el operador +2 y luego el operador
v+ 3 se obtiene de la siguiente manera:

" Este resultado es el mismo que se obtlene al
aphcar el operador +5 a cero.

El entero +5 se obtiene sumando los enteros
+2 vy +3 asociados a los operadores respecti-
vos. . :

(+2) + (+3) =2 +3 =5

-Si los dos operadores son de la forma —a el
resultado esta a Ia izquierda del cero.

Ejemplo el resultado de aplicar al cero sucesi-
vamente el operador . —2 vy luego el
operador —3 se obtiene de la si-
guiente manera:

" Este resultado es el mismo que se obtiene al
aplicar el operador —5 al cero.

El entero —5 se obtiene sumando los enteros
—2y —3 asociados a los operadores respectivos.

(-2) + (-3) = -2 -3 = -5

— Si un operador es de la forma +a y otro es
.de la forma —a, el resultado puede estar a la
derecha o a la, |zqunerda del cero.

Ejemplo: ‘el resultado de aplicar el operador +2
y luego el operador — 3 al cero esta
un lugar a la izquierda del cero, asi:

-1 22
Este resultado es el mismo que se obtlene al
apllcar el operador —1 al cero. ‘
! {3> -1 -
. A
-4 -3 -2 - 0 1 2 3 4

El entero —1 se obtiene sumando los enteros
+2y —3 asociados a los operadores respecti-

42

vos: (+2) +’/(——3)' =
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— El resultado que se obtiene al aplicar el ope-

rador —2 y luego el operador + 3 al cero esta

un lugar a la derecha del cero, asi:

+3

es el mismo que se obtiene al aplicar el opera-
dor +1 al cero.

-2 -1 0 1 02 3

El entero + 1 se puede obtener adicionando los
enteros —2y +3:(—-2) + {+3) = -2 +3 = +1

En general, se'puede, decir que el efectp de apli--
car sucesivamente los operadores +ay +b-al

cero es equivalente con el efecto de aplicar el .

operador +a ® +b al cero.

Elsigno @ representa Ia,adicién entre operado-

res.

[(0)+a]+b (0)+[+a@ + bl

El resultado de apllcar el operador[+a @ + b
-al-cero es el entero:.

+a@® +b=(+a)+ (+b)=a+ b

- -De la practica de aplicar sucesivamente estos

.operadores se puede pasar directamente a su-
mar numeros, ya que el operador +a + b
que se aplica al cero se halla sumando los dos
enteros que lo representan. .

Ejemplos La aplicacion sucesiva aI cero de los
operadores +2y +5 dacomo resul-
tado el entero +7, que es el resul-
tado que se obtiene si se hubiera
aplicado el operador +7 al cero.

(0 +2]+5 = (0)+[+2@ +5]=(0) +7-

Coa

+2® +5 = +7
245 = 7
La aphcamon sucesiva de los 0peradores +2y

—5 al cero da como resultado el entero — 3, que
es el resultado que se obtiene si se apllca el

| operador —3 al cero. ‘ | .ﬁ‘:
T +2]-5 = (0)+[+2® -51=1(0) -
+2@ -6 = -3 o
2+(-5) =-3 -
2-5 = -3

En la recta numérica se aplican sucesivamente

‘al cero dos operadores de las formas:

+ay +b como +3y +4
+ay -b como +3f-y'—4
—ay +b como '—3y +4
—ay =b -3y —4

como

Cuando hayan hecho suficientes ejércicios se
les puede pedir que hallen la respuesta sin tener
que aplicar los dos operadores sucesivamente;
entonces pasaran a la adicion de enteros.

'Ejemplo el efecto de aplicar sucesivamente los
operadores —3 y —4 al cero es:

43




[(0y-3]—-4=(0) -7 ‘ Como +2 = 2, se puede simplificar

El entero —~7 se puede hallar sumando los dos. o " 24+4=6
enteros que se obtienen al aplicar al cero los ' )
operadores —3 y —4. Estos dos enteros, como suma de enteros.

ya se habia convenido, se representan con el : .
mismo simbolo de los dos operadores mencio- Después de hacer varios ejercicios de aplicacién
nados, aunque a nivel conceptual sean distin-  sucesiva de operadores de la forma +a 0 —a .~
tos. . _ o al cero, los alumnos podran sacar algunas con-
' ' ' B ' clusiones como: el resultado de aplicar sucesi-
(-3) +{(-4) = -3 -4=~7 " . vamente al cero dos operadores de la forma +a
. ' : es equivalente al resultado de aplicar otro ope-
Cuando se esté haciendo un ejercicio como rador también de la forma +a, en donde el
+2 + +4,/losalumnos deben diferenciarcada nuevo “a” es la suma de los dos anteriores.

signo. , S . :
' Puede hacer algunos ejercicios de aplicacion
(+2) + (+4) ' sucesiva de tres o mas operadores de la forma
o 1 ~+ao —aalcero, para que analicen el resultado.
sumade + de la representacion '
enteros del nimero entero positivo | Ejemplos: Aplicar sucesivamente los operado-

res( +2, +3y +5 al cero.

-1 0 12 3 . 4 5 6 7 8 9 . 10

[[(© + 2] +3'] +5. = (0) + 10

Aplicar sucesivamente los operadores —3, +2, o i
-5y +4 al cero. . ' o N . SR N3

|

, [[[["0” 3] +2] -5] +.4= 0 ~2

El resultado es —2 L . //_\

’ . +

También pueden sacar algunas conclusiones de
estos-resultados.
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De la aplicacién sucesiva de operadores natura-
les dela forma +a o0 —aal cero se puede formu-
lar umr algoritmo para la aducnon de enteros, de

la sngmente manera:

— Dos o mas enteros positivos, se suman como

se suman naturales; desde luego el resultado

sera otro numero entero positivo.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

- Dos 0 més enteros negativos se suma como
si fueran naturales y el resultado serad otro
numero entero negatlvo ’

— Para sumar un entero posmvo con-un entero
negativo se hace la resta entre ellos como si
fueran naturales y el resultado tendra el signo
del entero que quede mas alejado del cero.

Haran diversos ejerc'icios de adicién de ndime- -2@ -3 = (—‘2). +(-3)=-2-3= -5
Tos enteros, ayudandose lmcnalmente de la ' '
recta numérica.
—~ Sumardy -2
— Sumar 2y 3 :
‘ o +4
0 1 2 3 4.5 -1 0 1. 2 3 4
. +2@® +3=2+3=5 +4@—2=4+(.—"2)= 2’f=2 .
— Sumar -2 3 - ' . ' .
Y — Sumar —3,4, -5y —1
/::3\ -2
'5" -—:1- -3 -2 ‘—1 0 1
o -5 : » -3 o . +4
B -1 /F\/-_\/_\
r /. b
-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Se suman los enteros posmvos elresultado -3 @® -5 @ —1 (-3) + (-5) + (-—1) "

es +4, :
Se suman Ios enteros negatlvos eI resultado
es —9, asi: ,

-9

5-1=

Ahora se suma +4y —9
-9 )




Al mismo tiempo que los alumnos van efec-
tuando adiciones con nimeros enteros pueden

ir descubriendo las propiedades que cumple .

CONTENIDOS BASICOS

esta operacion en este conjunto numérico. Pue-
‘den hacerlo por comparacion con la adlcnon en
los nimeros naturales.

Se pueden proponer algunos problemas como
los siguientes:

— Un senor se encuentra en la calle 2a. Sur. ¢En
qué calle se encontrara si camina: ‘

a) 8 cuadras hacia el Sur
b) 8 cuadras hacia el Norte
c) 1 cuadra hacia el Norte:

» - "4

— La oficina del correo en una ciudad esté ubi-
cada en la calle que separa el Norte del Sur.
En la mafnana el cartero va a distribuir la co-

rrespondencia del Sur y en la tarde la del

Norte. .

La primera carta de Ia mafana la entregé 3

cuadras hacia el Sur, la segunda carta 4 cua-
dras mas hacia el Sur, la tercera 8 cuadras
mas, y la cuarta 10 cuadras a partlr de donde
entrego la tercera carta.

La primera carta de la tarde la entreg6 en la -

calle 16 Norte, 5 cuadras mas adelante en-
treg6 la segunda carta y la Gltima carta la
"entregd 3 cuadras a partir de donde dejo la
segunda.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

a) ¢En qué calle entreg6 la ultnma carta del
Sur? , .

b) ¢En qué calle entregdb la Gltima carta del .

Norte?

b) ¢En qué calle entrego {a tercera carta del
Sur?

1

' _ Don Pedro tiene $ 2500. A un amigo le debe

$ 1000 y a otro $825. ;Cual es la sntuacnon
fmanc:era de Don Pedro?

rara _como entero positivo lo que estd hacia
el Norte, 0 lo que una persona tiene o gana; y
se considerard como entero negativo lo qué
esta hacia el Sur, o lo que una persona debe o
puerde

-Hay que tener en'cuenta que en muchas ciuda-
des se pasa de la calle 1N a la calle 1S, y no

. existe lacalle O. Se puede ponerla Oficina de
Correos en la calle 0, como si estuviera a la

misma distancia de la calle 1N y de la calle 1S.

Solamente se propondréan aquellos problemas
que tengan sentido para el alumno porque co-
rresponden a situaciones que $é dan en la vida
real. Algunos de estos problemas estan relacio-
nados con la ubicacién en una ciudad en la que

se han demarcado el Norte y.el Sur o el Oriente

y el Occidente-.

Otros estaran relacionados con los negocios de
una persona que posee o0 que debe dinero, o,
que gana o plerde en ellos.

Se debe tener cundado que para solucionar cual-

- 46

quier problema que se plantee, el alumno lo
resuelva inicialmente como lo hara en la vida
practica posiblemente ayudandose de dibujos
o de algunas manipulaciones. Luego él relacio-

nara esta situacién con la adicién de enteros y

vera que el problematambién se puede resolver
utilizando dicha operacién.

Cuando hayan resueito un buen nimero de pro-
blemas se les pedira que formulen algunos pro-
blemas, cuidando que tengan los'datos suﬁcnen-
- tes para resolverlos.

Para la solucion de estos problemas se conside-

g
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El resultado de aplicar al cero un operador de
la forma +a, es un niamero entero positivo.

Si queremos anular el efecto de dicho operador,
aplicamos un operador de la forma —« al resul-
tado de haber aplicado el operador anterior:
é‘+a) + (—a) = 0; —aseria el inverso aditivo
ea.

Ejemplo: el resultado de aplicar al cero el ope-
rador +2es el entero + 2; sise quiere
anular este efecto, se aplica el opera-
dor —2 a 2y se obtiene nuevamente
el cero.

-2
m - ,
N
0 1 2
[(0) + 2] -2 =0
+2®,—2=0
2-2=20 \

Los inversos aditivos de los nimeros enteros
posmvos son los numeros enteros negativos y
viceversa. , —

SUGERENCIAS METODOLOGICAS
Haran al'gunos ejercicios de aplicar sucesiva-
mente al cero operadores de la forma +ay —a
para que analicen los resultados.

Hallaran los inversos aditivos de algunos name-
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ros ehteros.

Ejemplo el inverso aditivo de 3 es —3, de des
—4,debes —5 de8es —8, de —20
es 20, etc.

A cada nimero entero le corfesponden dos va--

“lores: el valor relativo y el valor absoluto.

El valor relativo esta determinado por la posi-

cion en la recta numérica, a la derecha:oa la
izquierda del cero. "

El valor absoluto esta determinado por la mag-

nitud del desplazamiento; es decir, por la dis-
tancia a que se encuentra el namero del orlgen _
de la recta.

i

Ejemplo: ‘Dado el entero +5, su valor relativo

~ .es +5 y su valor absoluto es 5, ya
que el desplazamlento es de 5 unida-
des a partir del origen.

Dado el entero —3, su valor relativo es —3y
su valor absoluto es 3ya que la distancia .

a partir del origen es 3 unidades de longitud.

T
4




Para indicar que se propone hallar el valor ab-'b |=3|, |+5|. ' S :
soluto de un nimero se acostumbra encerrarlo : 4 o .
entre dos barras verticales asi: _ |-3 =3 J+5/ =5

N o
SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Pueden realizar una actividad que consiste en  que puede ser cualquier punto, senalado en la
desplazarse a lo largo de una recta numérica  recta antes'de empezar la actividad.
dibujada en el suelo, partiendo desde el origen, '

Ejempilos:‘

Partiendo del origen el alumno que estdubicado  El alumino que estd en el punto A, estd a la
en el punto A, tuvo que desplazarse el largo de - derecha del cero y el que esta en el punto B,
5'baldosas (6 unidades de longitud) y el que  estd a la izquierda del cero, asi que:

estd en B tuvo que desplazarse el largo de 4 ' '

baldosas (4 unidades de longitud), asique: . - El valor relativo de +5 = +5
El valor absoluto de +5 = 5 [+5] =5 El valor relativo de —4 = -4
El valor absoluto.de —4 = 4. |-4] = 4 .
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Dados dos numeros enteros podemos compa-  alejado del cero; es decir, aquel cuya represen-
“rar sus valores absolutos. Es mayor en valor  tacién exige un desplazamiento mayor.
absoluto el que en la recta numérica estd mas . '

Ejemplo: | 5k=5 ‘ -
=3 - —

: -6 -5 -4 -3 <2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 A .
| s>f-3 o o o
|-6l=6 : | :
] 2l=2" ' — — - .
’ ) : -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 X
|-6>]2] | :




el que esté mas alejado del origen.

|-6| = 6

|-4| = 4 . )

|-61> -4

-6 -5 -4.-3 -2

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

Sinembargq, al establecer la relacion de orden
aditivo entre dos niumeros enteros no se tiene
en cuenta el valor absoluto de cada uno de ellos.

Asi por ejemplo:

SUGERENCIAS METODOLOGICAS .

Pueden seguir desplazandose en la recta tra-
zada en el suelo. :

Al establecer la relacion de orden"aditivo, sera

mayor el que haya avanzado mas hacia la dere-
cha sobre la recta y, al establecer la relacion de
orden entre dos valores absolutos, sera mayor

'

Ejemplo: Dadqs dos enteros ~3y —2

B A

-3 -2 -1 0 1 2 3. 4 v

. desconoce uno de los sumandos,

estd S|tuado aladerechadel punto B.

|-3| > |—2 |  yaqueel alumno del punto B

|-6]>[-2] y --2>-6
| 5]>[-3] y  5>-3
|-61>| 2] y 2> -6
\
-3< -2 0o -2< -3 yaqueelpuntoA’

se desplazé 3 unidades de longitud y el alumno

deI punto A se desplazé-2 unidades.

=31 = 3|
-4 -3 -2 - 6 1.2 3 4
-3<3 o 3> -3
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En los grados anteriores se estudid la sustrac- .

cion en los naturales como una operacién- in-
versa de la adicidon. Asi, si.en una adicién se
para hallarlo
se utiliza la sustraccion. El sumando descono-

. cido es la diferencia entre la suma y el otro

sumando.

Enel conjunto de Ios enteros se va a consnderar
de la misma manera.

Consideremos la situacidn aditiva en la que se’

desconoce un sumando:

+m + [

= +n
.+m.4‘-[].= -n
-m + [] = +n
—rﬁ +0=-n




Para encontrar la respuesta habria que adicio-
nar el opuesto aditivo del primer entero (= m)
a ambos lados de las igualdades anteriores.

fj\ . -

[J=+n—{+m) =+ n+ (-m)
la diferenciaentrenymesn — m

= —-n-(+m)= —n+ (-m),
la diferencia entre —nymes —n — m
la diferenciaentreny ~mesn + m

O=-n-(-m)=—n+ (+m),
la diferenciaentre —ny —mes —n + m

Resumen: la diferenciaa — b = a + (—b)

Asi aparece la sustraccion como una adicién de
la suma y del opuesto aditivo del sumando co-
nocido.

Ejemplos: De —8 restar —3

(—s) —(=3) = (-8) + (+3) =
—8+3=-5

' De —9 restaf&
-9 - (+6) = —9 - (—6) =
-9 -6=-15
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El profesor puede comenzar con alguha activi-
dad practica que lleve a los alumnos a apllcar
‘Ja sustraccion. .

Se puede aprovechar esta actividad para que
los alumnos resuelvan polinomios aritméticos,
para que verifiquen qué propiedades (asociati-
va, conmutativa, modulativa) cumple esta ope-
racioén y para que resuelvan algunas ecuaciones
sencillas, mediante eJercwlos como los siguien-
tes:

Calcular ‘ :
[(»—8’) + (-3) —-‘(+4»)] —[(+8) + (—20) — (—4)]

Calcular el valor de la siguiente expresion:

[

(a + b) — (b + ¢) dados: u ~-7: b = +4;
c= -2

¢Cudlesetnimero que_sumadocorj —3da +87?

¢Cudl es el numero que restado de (+17) da

=207

Hallar el valor de x :

x+(-27) = -30
-2+x = -7
x—16 = -8

=20 —-x

"
' w
(&)

Finalmente, pueden resolver algunos proble-
mas que requieran de la sustraccion de enteros

Y posteriormente formular sus propios proble-

mas.y resolverlos. Ejemplo: Don Roberto desea
tener en su cuenta de ahorros al fin de mes
$25202 ¢Qué transaccion tendré que hacer para
lograrlo si a mediados del mes tiene un saldo
de $ 19 525?

N

(Cuénto retira o cuanto consigna?

CONTENIDOS BASICOS

El operador +( ) es el operador idéntico, pues
al aplicarselo a cualquier entero, lo deja quieto,
" no lo altera, lo deja lnvarlante

Ejemplo: + (+2) = +2

-2

+(-2)

+( ) +( )

———

-3 -2 -1 o 1




‘estard ubicado hacia la derecha del cero (si es,

En la recta numérica cualquier nimero entero

positivo), o hacia la izquierda del cero (si es ne-
gativo). E! efecto del operador —( )-es cambiar

el entero al cual se aplica, por su opuesto aditi- -3 -2 -1 0 1 2 '3
vo. Por ejemplo, si se le aplica el operador —( ) -0)
al 2, resulta el entero —2, que es el opuesto
aditlvo de +2. Y
-3 -2 -1 0. 1. 2 3

Si'se le aplica a (—3), resulta +3.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Se pueden proponer algunos ejercicios como
los siguientes: sea el operador que se aplico, o el resultado o

‘ el nimero al cual se le aplico

O - Sy 3 80 O -80
-8~ . _, O 21 = 21
e

Escribir en cada caso el operador que se aplicé  obtener el numero representado en la segunda

al nimero representado en la primerarectapara  recta.
a . -
) -7 -6°-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 4
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
b) - »
: -7 -6 -5 -4 -3 -2 ~1- 0 1 2 3 4 5
. - ' -, |
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1.0 1 .2 3 4 5 .
P .
c) -
-7 -6 -5.-4 -3 -2. -1 0 1 2 3 4 5
5 =6 -5 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5

51

Llenar los ‘espacios en blanco colocando bien -
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El efecto de aplicar el operador +.ax es equiva-
lente al efecto de aplicar el operador ax a cual-
quier entero. )
El efecto de aplicar el operador —ax es equiva-
lente a aplicar el operador ax y luego el opera-

dor —{ ); es decir, aplicar primero el operador
ax y tomar el resultado en el otro sentido.

Ejemplos: al aplicar separadamente los opera-

dores +2x y'—2x’al entero +5, se.

tiene:

'+v(2x)(+5)= +10

~(2x) (+5) = —10 ‘

Si le aplicamos estos operadores al entero —5
se tiene:

+2x

N

"0 -9 -8 -7 . -6 -5 —4 -3 -2 -1 0

+(2x) (~5) = —10
. . /
Para aplicar el operador ~(2x) a -5, se puede
primero aplicar el operador + (2x), de esta ma-
nera obtenemos el entero —10: +(2x) (-5) =
-10

Luego se aplica'el.operador —( ) para obtener .

;

asi +10, opuesto aditivo de — 10

- (=10) = +10 _ (2x) (=5) = +10

-10 -9 -8 -7 -6

T

N

De l1a practica de aplicar operadores de la forma
‘+axy —ax acualquier niumero entero se puede
pasar a la multiplicacion de enteros.

Si se aplica un operador de la forma +ax alos
enteros +by —b el resultado estara del mismo
lado en que se encuentra el entero.




Ejemplo: al aplicar el operador 2x a +3ya.‘—3_se obtiene:

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1t 2 3 4 5 6 7 8

2. (+3) = +6 2.(-3) = —6 - el opuesto aditivo que se encuentra én la semi-
: . : , recta de los enteros hegativos.

Si se aplica un operador de la forma -a. al :
entero +b, el resultado estd del lado contrario Ejemplos al aplncar el operador -2« a +3‘
en que se encuentra el entero, ya que se obtiene se obtiene: (—2) (+3) = 6 »
de aplicar el operador +a. al entero + by tomar, ' c

—-2x

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Si se aplica un operador —ax al entero —b, el  Ejemplo :
resultado estarad en la semirecta de los enteros o - -

positivos porque: si al entero —b que estd en Al aplicar a —3 el operador —2x se obtiene:
la semirecta de los. enteros negativos, se le ' i ' '
aplica el operador —{( ), se obtiene el inverso
aditivo que estad en la semirecta de los positivos.

, 2.(-3) = -6 _
-8 -7 78 -
~(-6)
-7 7 é

.Recordando que aplicarel operadorax alentero  * El producto de dos enteros negativos es po-
« b eslomismo que multiplicar el entero « por el ©-sitivo:
' entero b, se puede concIUIr que: e . . -
—ax(=b)=axb
* El producto de dos enteros posmvos €s posi-. :

/

tivo:
' : Asi los alumnos podran encontrar la conocida .
tax (+b) = +axb regla de los signos, utilizadaenla multlphcauon

. de enteros:
x El producto de un entero posutlvo y un entero. o

negativo es negativo: , , «(+)x(+)=+ pues  (+1)x(+1)= +1

tax(—b) = —axb . (HX(_):'_ pues  (+1)x{—=1)= -1
Cx Elproductodeunentero negativoy un entero (=)x{(+)= - e pues (—-1)x(+1)= -1

posmvo es negativo: .
(—-)x(—)=+ pues (=Nx(=1)=+1

7

—a x (+b) = —a x b
‘ porque es el opuesto aditivo del opuesto
, aditivo.

53




SUGERENCIAS METODOLOGI_CAS_

Es conveniente hacer suficientes ejercicios de
aplicacién de operadores de laformaax y —ax
en la recta numérica a cualquier nUmero entero,
para que al final se desprendan de la recta y
descubran como se efectua ta multiplicacion en-
tre dos nimeros enteros cualesquiera. (No debe

" darse la regla de los signos hasta que el alumno

comprenda lo que esta haciendo al aplicar estos

_operadores en la recta numérica. Ojalad descu-
bra por si mismo cémo se halla el resultado).

Haran varios ejercicios de multlpllcamon de dos
0 mas enteros como:,

(+2) x (=3) x (=7) x (—1)
Se ;;uede aprovechar para repasar los algorit-

mos de la adicion y de la sustraccion de enteros,
combinédndolos con multiplicacién como:

2% (8-5+3-4) — (3+27) ~4x{=5)+3x(-2)

[(—=7+3-4)x (—8+2-5)] = [(—=3) x (—4)]

CONTENIDOS BASICOS

También, para verificar que la multiplicacién de

enteros cumple las mismas propiedades de la’

multiplicacion de naturales y para que apliquen
en el calculo numérico estas propiedades pue-
den hacer otros ejercicios como los siguientes:
— Sia= -8 b= +4 c= -4

Calcular ax (b + ¢}y (a xb) + (a X c) y
.comparar los resultados.

— Completar igualdades:
(-5) x () =
(+4) x (=2) x ()=

-10

(+30) x (-8)

— Resolver las siguientes ecuaciones:
[(—4) x (-7) ]7;+\D = —-35
N ——5+3+'D’=
=3 x(+8)] + D

(=5) x (+3)

=(=3) x (+7)

“La divisién es una operacnon mversa de la mul-
tiplicacion.

Sienuna multnphcacnon de dos enteros se S
conoce uno de los factores, para hallarlo se uti-
liza la division.

Ejemplo: -5 X D = —20;
[:I = 4
—5 X4 =

porque -20

El factor desconocido es 4. Este se puede hallar

empleando la divisién,

‘54

~20+ ~5=4

Sean a, b enteros positivos.

Si—ax D = —abentoncesD = (—ab) — (—a) -

L) =0»
- Sia X D = ab entonces D (ab) + a
. D _

Sia X D= ,—abvent‘ovnces D

]

|
2
s

-
B




Si—ax[:l:abentonces D:(ab) + (-a)-
. = -p ’
De esto se puede concluir que:

— Si los enteros que se dividen son ambos po-
sitivos 0 ambos negativos el cociente es po-
sitivo. ‘

— Si los enteros que se dividen son tales que
uno es positivo y otro es negativo el cociente
es negativo.

Ejemplo: (—6) = (~3) = 2
(—6) = (+3) = 2 |
(+6) = (+3)= 2 -
(+6) = (~3) = -2

— Dados dos nimeros enteros « y b, si existe
un entero ¢, tal que b se pueda expresar como
el productodeayc, b = a x ¢, se dice que
“b es multiplo de a”, que “a es divisor de b” 0
que “a'esfactorde b”. También puede decirse

que “b es multiplo de ¢” y que “c es divisor

de b”, o que “c es factor de b".

El conjunto de Ibé multiplos del cero es un con-
junto unitario: M{(Q) = {0}. '

El conjunto de los multiplos de un nimero en-
tero distinto de cero se obtiene multiplicando
dicho entero por cada uno de los nimeros en-
teros, incluido el cero. Dicho conjunto es infini-
to. Puede excluirse el cero, y asi obtener los
multiplos no nulos de ese entero. '

El conjunto de los divisores de un nimero en--

tero distinto de cero esta formado por todos
sus factores. Dicho conjunto es finito. Si se trata

" del cero, se consideran todos los enteros como

divisores o factores del cero: D(o) = Z, pues
para cada entero z se cumple que 0 x z = 0.

Ejemplos: El donjunto M(-6) de los multiplos
no nulos de —6 es: - ‘

M(=6) = {..,—18,~12,-6,6,12,18,.. }
El conjunto D( -6} de-los divisores de —v6 es:
D(-6) = { —6,-3,-2,-1,1,23,6 }

"

La relacién “... es divisor de ...” es la relacion
inversa de la relacion “... es multiplo de ...".

Supongamos que se tiene la proposicién verda-
dera “—12 es multiplo de —3". Alintercambiar

los argumentos, es necesario cambiar la rela-
cién por su inversa, para que la proposicion que

resulte sea verdadera, asi: “—3 es divisor de
-12". . ‘ ‘

Consideremos las relaciones es divisor de
.." y “... es multiplo de ...” en el conjunto A =
{8,-4,2,-2,-3 }.

'El diagrama sagital para la relacion “... es mul-
tiplo de ...", simbolizada por M, es:

Recordemos que cada flecha sefala a la ima-
gen, es decir al multiplo. . -

El conjunto de Iaé parejas de la relacion M: es
{ (818)1 (_414)1 (212)1 (_21'_2)1 (_418)/ (21_4);
(218)1 ( —31 - 3)I (21 - 2)1 ( - 212)1 ( - 21 - 4)1 ( - 218)}

Recordemos que en el esquema de lectura se
lee primero la imagen, o sea la segunda compo-
nente de la pareja ordenada. \

Ejemplo: (-4,8) : 8 es miltiplo de (—4),
8M(—-4) : v

EI-diagréma sagital para la relacién “... es divi-

sor de ..."”, simbolizada por D, es:




El cohjuhto de las parejas'de la relacién D es:
{(8,8),(—4,-4),(-2,-2),(2,2) (
(_4:2)1 (812)1 (_212)1 (21_2)1 (—41—.2)1 (81—2) }

Cuando una operamon se efectla entre dos ob-
jetos se dice que es binaria. - ' ,\

La adicion, la sustraccion, la multiplicacién yla
divisién de numeros enteros son operacnones
bmarlas '

~ La operacion adicién transforma dos nume-

rosaybenotronimero:a + b, quees entero

(a, b) a+ b

— La operacién sustraccién transforma dos nu-
meros a Y b en otro numero:.a — b, que es
entero ' ’ ‘

ab) 4 —b

v

— La operacion multiplicacion transforma dos
nameros enteros a.y b en otro nimero: a X b
que es entero.

14
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_3,_3)r (81_4)! '

{a,b)

—"La operacién division transformaa una pareja
de nimerosayb, b #0, llamados dividendo
\ lelSOI’ en: .

a) Otro nimero entero, llamado cociente,
cuando el dividendo es multiplo del divi-
. sor. Ejemplo: —36 + 4 = -9

b} Una pareja de nimeros enteros, llamados
cociente y residuo, cuando el dividendo
no es multiplo del divisor. Esta es la lla-
mada division euclidiana o divisién con
residuo. El caso a) se puede considerar
como un caso particular de division eucli-
diana donde el residuo es cero.

~41 |8 —36°| 4
-1 1] -5 0 1—9 ,
(—41.8) (=5,—1) : (—36,4) (—9,0)

Se puede comenzar repasando los algontmos

de las operaciones ya vistas por los alumnos;
se pueden hacer ejercicios como los siguientes
y en cada operacion verificar qué propledades
cumple:

a) (—12) X (-8 = 4)

b) (~-8+5-3+4) x (-9 = —3)

_c) Hallar ei valorde n: —32 x n = —96
~566 +4 =n
~72 +n =8,
n =+ 48 = +15

d) {(-5+3-20+5- 42) X (—5+8 2-3)}) +
(=8+86) :
También podrén hacer ejercicios de célculo-
mental, en los que los alumnos efectuaran men-
talmente y con rapidez las operaciones, sin ne-
cesidad de utilizar papel y lapiz. :

Es conveniente que a medida que los alumnos
vayan repasando los algoritmos, de vez en
cuando interrumpan el procedimiento para ha-
cer resaltar las propiedades que se han tenido

en cuenta y las relaciones que pueden estable- .
_cerse entre dos numeros enteros. :

56

Algunas de estas relaciones’'ya conocidas por
los alumnos son: “....es menor que .. ", r.es
mayor que "

es multiplo de ... y “..es
divisor-de .. : E

Y

“ u

Las relaciones
divisor de ...” se pueden estudiar simultanea-
mente, tomando ‘un conjunto pequeho de nu-
meros enteros y analizando para cada relacién:
el esquema de lectura, el diagrama sagital, las
parejas que cumplen la relacién; asi verifican
que una relacién es la inversa de la otra. .

Y

Finalmente, resolveran algunos problemas que -

requieran de una o de varias operaciones con
enteros. Es conveniente desarrollar solo aque-
llos problemas que tengan algun sentido en la
vida diaria del alumno, como los relacionados

con la ubicacion en una ciudad en la que se ha!

demarcado el Norte y el Sur, con la situacién
financiera de una persona o de una empresa,
con la temperatura (en algunos sitios), etc. Se
pueden proponer algunos, como los siguientes:

— Un sefior camina 5 cuadras hacia el Norte y
7 cuadras hacia el Sur. jEn qué cuadra va a
parar con relacion al punto de partida?

— Un sefor salid de la calle sexta Sur.y caminé
4 cuadras hacia el Sur, Decide recorrer 5 veces
la distancia que ya habia caminado. ;A qué
cuadra llegara?

. es multiplo de =.." y “... es




_— Un vendedor parte de la calle 40 al Norte de

la Ciudad y camina 8 cuadras hacia el Norte,
luego 6 cuadras hacia el Sur, luego 10 cuadras
hacia el Sur, luego 5 cuadras hacia el Norte
y luego 3 cuadras hacia el Sur. ;En qué parte
terminé su recorrido?

{Para problemas como los anteriores hay que
suponer que los recorridos siempre se hacen

al Sur o al Norte de la ciudad, para evitar el
problema de pasar de.la,calle primera Norte
a la primera Sur, o suponer que existe una
Calle Cero, como en la ciudad de Cacuta).

— Pedro tiene una cuenta de Ahorros en la Caja

-~ Agraria. El movimiento de esta cuenta du-

rante el mes de Febrero fue el siguiente:

FECHA _RETIROS DEPOSITOS SALDO

10.de Febrero 1983 15000 * ) 32516

4 deFebrero 1983 . 1570 . .

8 deFebrero 1983 250 ;
11 deFebrero 1983 . . 1500 ' o
15 deFebrero 1983 350 ) .

16 deFebrero 1983 1000 ° :
18 deFebrero1983 3500

22 deFebrero 1983 . 5000

25 de Febrero 1983 . 2500

26 deFebrero 1983 - 350

. \
¢Cudl es el saldo de la cuenta de Pedro, en
- cada uno de los dias que hizo alguna transac-
cion? . o -
Se debe procurar que el alumno resuelva los
problemas inicialmente como lo haria en su
vida practica, posiblemente ayudandose de re-

‘presentaciones o de manipulaciones, etc., para

que luego él mismo busque la relacion con las
operaciones con enterosy vea que dichos pro-

'blemas se pueden resolver utilizando estas ope-
raciones. C

'Al tiempo que los alumnos vayan resolviendo
algunos problemas pueden ir formulando otros’
con base en sus actividades. Es conveniente
orientar al alumno para que al formular los.pro-
blemas vea cuales son los datos que necesita
y ddnde estan los aciertos y desaciertos de su

razonamiento. .
4




CONTENIDOS BASICOS

Los contenidos basicos requeridos para el logro
de los objetivos aqui propuestos son suficiente-
mente conocidos por e profesor y, ademas,
dentro de esta propuesta se vnenen estudiando
desde la bésica pnmana . ,

" En cuanto a decidir si una operacion es clausu-
rativa en un conjunto referencial dado o no, es
convenlente dlstlngmr tres aspectos:

‘a. (Es univoca?, es decir: jEn caso de existir

un resultado es este tnico? (Algunos llbros
dicen: ”(_Esta bien definida?”)..
b. ¢Esta totalmente definida?, es decir: ;De al-
* guna manera le queda asignado un resul-
tado unico acualquier pareja de elementos?

c. ¢Esmterna7 es decir: ;El resultado dela ope-
racion (cuando existe) esta dentro del con-
junto al cual pertenecen las componentes de
la pareja?

AN

- Figura 1

Sl

_NO

En la mayoria de los libros no se cae en la cuenta
de que hay tres cosas qué verificar para decidir
si la operacién es clausurativa en un conjunto
referencial dado o no. (En algunos libros se dice
‘que el conjunto referencial es cerrado bajo la
operacién, en vez de decir que la operacién es

" clausurativa en el conjunto dado. Estas dos ex-
presiones son pues equivalentes).

V
i

Ejemplos

La lelSlOﬂ en Z" (los enteros estrictamente po-
sitivos) falla por no estar totalmente definida,
~pues no sabemos como dividir a 2 entre 3: solo
la-hemos definido cuando el dividendo es mdl-
“tiplo del divisor. Si tratamos de corregir este

defecto, ampliando las posibilidades de dividir -

* cualquier entero estrictamente positivo por otro
'y permitiendo resultados fraccionarios, esta
operacién falla por no ser interna: el resultado

“r de leIdIl’ 2 entre 3 seria 2/3, que no pertenece

az'.

Estudiemos ahora la divisién en O. Esta opera-
cion falla por no ser univoca: en el caso de tratar
de dividir 0 entre 0, cualquier resultado estaria
bien, pues por ejemplo. 2 x 0da 0,3 x 0da
0, etc. También falla por no estar totalmente
definida: en el caso de-tratar de dividir 5 en-
tre 0, ningun resultado sirve, pues 5 X 0 = 0,
500 x 0 = 0,5000000 x 0 = 0, etc.

En una operacién invertiva hay que estudiar pri-
mero si es modulativa o no, es decir, si tiene
.elemento neutro o no.

En caso de tenerlo, se puede considerar que
. cualqguier otro elemento del conjunto se aparta
.del elemento neutro, y se pregunta si hay al-

guna manera de devolverse al elemento neutro
utilizando la misma operacién. Si esto siempre
puede hacerse, la operacion es invertiva.

Ejemplos:

La adiciéon en Z es modulativa, y el elemento
‘neutro es el cero. Cualquier elemento distinto
de cero en Z que le sumemos al cero se aleja
de él: 0 + (+7) = +7. Pero todavia sumando

' podemos devolvernos al cero: (+7) + (=7) =

0. Si nos hubieramos alejado sumando (-7),
podriamos volver al cero sumando (+7), etc.
Cualguier numero entero tiene un inverso que
al sumarlo con el primero lo devuelve al neutro

" {que es el cero).

En cambio la adicién en N, aunque es modula-
tiva (y el mdédulo es el mismo cero), al alejarnos
hasta el 7 no hay manera de devolvernos su-
mando. (Devolversg restando no vale, pues es-
tamos estudiando la adicion!). - '

Cuando se estudia la multiplicacién en N, se
trata de que fos alumnos capten .que ho hay
manera de devolverse al uno mu!tlphcando,
mlentras que en @ si. : .

Luego trataran de formular en sus propias pala-
bras qué es lo que pasa en ambos caso, y decirlo
de manera que se aplique tanto a la adicién y
al cero, como a la multiplicacién y al uno. En
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caso de que los alumnos no encuentren una.

formulacién perfectamente general, el profesor

~se limitard a verificar que los alumnos capten
la similitud entre los casos de la adicién y la

SUGERENCIAS METODOLOGICAS .

multiplicacién, aunque formulen la propiedad
invertiva separadamente para esos dos casos.
En estas formulaciones no debe utilizarse 16gica
simbdlica sino palabras del lenguaje usual.

Es conveniente que el profesor revise las unida-
des cuarta y quinta de sexto grado vy, si es po-
sible, la unidad primera del grado quinto de
basica primaria. Esto le permitird ver cual ha
sido la secuencia y especificidad seguidas en el
estudio de las operaciones binarias y de sus
propiedades. ,

La mejor estrategia es encargar a los alumnos
de recopilar 1a informacién requerida para que,
a partir de ella, se complete la lista de operacio-
nes, desde la union de conjuntos hasta las ope-
raciones entre nimeros enteros, rementemente

~ estudiadas.

Durante el recuento sobre las operaciones, el
profesor ‘hara énfasis sobre el-caracter activo

.de las mismas. También recordara las condicio-
. nes que es necesario fijarles a algunas de ellas

con el fin de que el resultado viva en el conjunto
referencial . del cual se toman los dos nimeros

que seran transformados medlante la opera-

CIOn

\
[

Para la sustraccién en N, la condicién es que el
minuedo sea mayor que el sustraendo (o “mi-

nuidor”). Cuando el referencial es Z, la sustrac-
cion puede efectuarse entre cualquier pareja de.

numeros y el resultado siempre es un elemento
de Z.'Es el momento oportuno para que los
alumnos caigan en la cuenta de aquellos aspec-

- tos especiales de las operacionies que permiten

denominarlas clausurativas o no.

~

Esta es la pnmera vez que se habla explncnta-
mente de operacion clausuratuva

En el caso de la sustraccion en N se les haréd
observar lo siguiente:

1. Cuando es posible realizar la operacion, el
resultado es Unico. Por este aspecto no falla
la clausurativa.

2. Existen parejas de elementos a las cuales no
puede asignarseles un resultado (3,5),
{0,1),... Ya por este aspecto falla la clausura-
tiva. (Los alumnos pueden sugerir que a to-
das estas parejas se les asigne el resultado
cero. Pero esa ya seria otra operacion distinta

. a la sustraccidn usual. También se usa y se
" llama sustraccidn truncada).

‘3. La operacién

Ahora consideremos la misma operacnon pero

enZ: -

1. Para.cada pareja de elementos, si hay resul-
tado, ese resultado es Unico.

2. A cualquier pareja de elementos puede asig-
narsele un resultado.

3. Cada resultado vive en Z.

Al comparar las observaciones obtenidasen los -
dos casos, el profesor podra decirle a los alum-
nos que la sustraccion en Z es clausurativa por
los tres aspectos considerados, mientras que la
misma operacion no es clausurativaen'N.-

Los alumnos venﬁcaran si Ia adicién y Ia multl-

plicacién en Z son operaciones clausurativas.
Haran el mismo andlisis parala duvnslon enZ”.

/

El profesor podra'dar ejemplos de otras opera-
ciones diferentes de las que conocen los alum-
nos. e -~

Ejemplos:

1. La operaciéon -,

\
\

saca el maximo de

dos numeros dados:
s @ -3-

2. La 6peraciénv {p]-

3. ¢(EsclausurativaenZ ?
saca el promedio de

{

dos numeros dados:

3 B 5=
(En Q' 7,

¢Esclausurat|vaen z?

eleva la base que

tiene a la izquierda al exponente de la dere-
cha:

'3 @ 4 = 3= 81.

¢Es cIaUsurqtiva en 7% ? Supongamos que:
0@0=1, 1'@041,
'2@.O=1,etc.,- g
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yquesineZ oo

m &P -n= 1
: m %ig n
Es clausurativa en Z ?

4. Tomemos como conjunto referencial el de

- Jas letras de la palabra “celia” y simbolice-
mos por A la operacién que acada pareja de
letras consecutivas de izquierda a derecha
en la palabra ‘“celia” (en cualquier orden en
que aparezcan en la pareja), la transforma
‘en la letra que sigue en la palabra (y a las
dos ultimas en la primera letra, la ¢).

Asi:
\ (i) 'Ala transforma_en A [Ai=ua
i) A Al =
(c.e) N cAl=1
L b(e,c) A éA_c =]
| (e,]) A eAl =
(Le) A Ihe =1
| (i,a) A.‘ iAa=c
(‘a f) A ah iv =c

A las parejas (i,c), (e,i), (c.a),... NO es posible
transformarlas mediante la operacnon A.

L 4

' Si'se elabora ia tabla de la operacién,‘ se obtie-

ne: ) W
!
g 3 .
‘A' ¢ e l i a
C /
e [ i
/ o a
i a ¢
a’ ¢

La operacion A es univoca e interna, pero no €s

total; luego no es clausurativa.

.5. Tomemos como conjunto referencial el de

las doce horas del reloj:

.

= {1,2,3,4,56,7,8,9,10,1112 } ,

y simbolicemos por @ la operacién que a
cada pareja de horas le asigna la que sefiala-

ria el horario si después de estar en la pri-

- mera hora hubieran pasado tantas horas
como indigue la segunda: a la pareja (6,8ile
asignalas dos, porque si el horario estuviéra
en las 6 y pasaran 8 horas, quedara en las
dos.6(® 8 =

}

Se elabora la tabla de la oberacién Y se dle-,

.cide si la operacion @ es clausuratlva en el
conjunto R o no.

Se espera que al terminar estos ejercicios haya

quedado claro el concepto de operacién clausu- -

rativa. Esta puede ser la primera propiedad que
aparezca en el cuadro. De aquj en adelante pue-

den ser los alumnos quiehes recopilen las pro- .
: pledades de’las operaciones que ya ellos cono--

cen

La propiedad invertiva de algunas operaciones

-también ‘es nueva para los estudiantes. En los

contenidos basicos ya estan incluidas algunas
de las sugerencias metodoldgicas que el profe-
sor podra tener en cuenta para iniciar el estudio
de Ia propiedad invertiva de una operacion.

Asi completaran el cuadro que vienen elaboran-
do. Finalmente podran trabajar en pequefos
grupos para que formulen, en el lenguaje usual,
cuando una operacién es clausurativa, conmu-
tativa, asociativa, modulativa o invertiva.

Para que la revisioén sobre el tema sea completa,
también se estudiara la distributiva de la multi-
pllcamon con respecto a la adicion y a la sutrac-
cion.




Unidad I}

LOS NUMEROS RACIONALES

~

Introduccion

Eil tema central de esta unidad es el de tos nu-
meros racionales, incluyendo el estudio de los
numeros decimales. Los contenidos se desarro-
llan siguiendo el enfoque propuesto desde la
Educacmn Bésica Prumana

En los'gradas 30., 40. y bo. los operadores frac-
cionarios se aplicaron preferentemente en pro-
blemas para cuya solucidn es posible manipular

algun material concreto. En esta unidad se pro- .

pone que los efectos de aplicar operadores frac-
cionarios sean estudiados, analizados y visuali-
zados con ayuda de la recta numérica. En esa
forma se parte de una percepcién concreta del
estudiante, y se le sugieren actividades que lo
motivan para avanzar en la adquisicion de habi-
lidades y destrezas mentales y cognoscitivas.

Como el estudio de los fraccionarios con el en-
foque de operadores requiere el empleo de ex-
presiones cuyo uso todavia no esta muy gene-

ralizado, es recomendable crear un ambiente .
favorable al debate y al andlisis de esas expre-

siones por parte de los alumnos antes que exigir
" la repeticion mecanica de las expres1ones y de
las def|n|C|ones

Objetlvos generales

Los primeros objetivos especificos de la unidad
se refieren al estudio de los nimeros fracciona-
rios positivos tratando de hacer un repaso de
lo visto en 60. grado. Pero como en la unidad
anterior se aprendieron los nimeros enteros,
es conveniente que el profesor considere la po-
sibilidad de integrar este repaso con el estudio
de los fraccionarios negativos y lograr asi una
buena integracién de las actividades propues-
tas. :

Asi el primer objetivo especifico de la
unidad podria ser: “Reconocer en la recta
numérica el efecto de operadores de la forma
+*y — % ~aluno”, que integra los. objetivos

30y 52de esta unidad. Lo mismo podria hacerse

en los objetivos 33y 54 que tratan delas relacio-
nes "... es mayor que.." y “... es menor que...
entre numeros fraccmnarlos '

De las sugerencias que den los profesores que
validan este material se espera poder elaborar
una proxima version mas integraday con algu-

nos comentarios relacionados con otros enfo-
ques para el estudio de Ios numeros fracciona-

rios.

»

Representar en la recta numérica algunos racio-
‘nales

Reconocer los inversos multiplicativos ‘de Ios
numeros naturales y de los fraccionarios.

Reconocer el conjunto de los numeros rauona-
les.

Efectuar las operaciones de adicién, sustrac-
ciéon, multiplicacion y divisién de nimeros ra-

\

cionales.

" Reconocer relaciones de orden entre nimeros

racionales.

Reconocer las propiedades de las operaciones
binarias usuales entre numeros racionales.

Utlluzar los niumeros ramonales para resolver
algunos problemas.




Repasar los algoritmos de la adicidn, sustrac-

cion, multlpllcamon y division de decimales.

Objetivos especnflcos indicadores de evaluacnon

Utilizar los numeros deCImaIes para resolver al-
gunos problemas

‘contenidos y sugerencias - metodologlcas

~ CONTENIDOS BASICOS

El efecto ‘'de operadores de la forma 4 x

(a # 0,b #+ 0) cuando'se aplican a una magnitud

" es equivalente al efecto que se produce al apli-

car sucesivamente dos operadores: uno de
la. forma ax vy .otro de Ila forma
1« en cualquier orden.

El resultado de la aplicaciéon de un operador .

de la forma £ xes aumentar o disminuir o dejar
‘como esta la magnitud a la cual se aplica.

En la recta numérica se puede analizar el resul-
tado que se obtiene y el efecto que producen
dichos operadores cuando son aplicados al uno.

El resultado puede estar a la derecha o a la-

izquierda del uno, o caer en el mismo uno; y el
efecto es aumentar, disminuir o dejar como esta

la longitud del segmento que hay entre cero y.

uno.

L. EI resultado de aplicar operadores de la forma
-b— x @ un numero natural en unos casos da un
namero natural y en otros no da un numero
natural.

Ejemplos: aplicar el'operador %— xa 6.

El resultado de aplicar este operador es
equnvalente a aplicar sucesivamente los opera-
~ dores 2x y 4 ~ en cualquier orden, asi: -

_Primero aplicamos el operador 2x.

2x

4 5 6 7 8 9 10 11 12

. El resultado es 4, que es un nimero natural.

Ensegunda aplicamos el operador - = XleldlendO

- en tres partes iguales esta longitud Y marcando
- una de estas divisiones.

, a
x(12) =5=4

>

4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1 12 _ ,
F (28] =5~ (12) =3 =4

SN

T T

6 : 4

En el otro orden se tendria:

C2ph (6 = 24(2) =

s ‘%"X\/ N




Si a 7 le aplicamos el mismo operador el resul- .

A .
tado ya no es un nGamero natural.  «_ 3 \
. . . . a i4
Veamos: Primero apliquemos el operador 2x 3 .
. ’ . - Fl + I 4. +~ + + + f +
5 6 7 .8 9 10 1 12 13 14

2 1r(14) 2

" + -+ ’ + " ’A 2x . %X
.7 8 -9 10 11 -12 13 14 15 \‘/

) : ‘ 7 . 14 S 14
. . , 2x(7) = 14 v o , ‘
: 3 x
Luego el operador -~ En este caso hay que ' 7-/ \
hacer una marca adicional entre 4 y 5, porque _ —134—

el resultado .no es un numero_ natural.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Se pueden proponer algunos ejercicios como  —.Escribir el operador que se aplicé al nimero

los siguientes: : ' representado en la semirrecta A para obtener
: o . el nimero representado en la semirrecta B.
" — Llenar los espacios en blanco. . L

- — | a)

v g gx\ . . )
| | A N S —

- / ‘ S0 1 2 3 4 5 6 7
1 | 6 0 -

7": ",» . ) : N : ) B,L 4 ' e . $ 1. . .y

1 / ‘\ & 1 2 3 4 85 &
1 10 - 20 SR
' 3

- N - b) ' . {

D . N f A N N Lv >1
/ | \\ o 5 34 5
12 . : " 18 :

ST . . O

~t

s i

_..
N4
»
o
4

63




CONTENIDOS BASICOS

Al conjuntb que se forma con los resultados de
aplicar operadores de la forma ¢ al uno, se
le llama “numeros fraccionarios positivos”
b+ 0.

Si aplicamos un operador de la forma -2x al

uno, se obtiene el nimero fraccionario positivo,
" representado por la fraccién 2, en donde a es

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

el numerador y b es el denominador. El nume-
rador indica las veces que se tuvo que aumentar
elunoyel denommador las veces que tuvo que’
dlsmmunrse

(),

También se puede utlhzar la notacion -5

-+ )

Aplicar diferentes operadores de la forma <Lx
al uno y obtener el conjunto de nimeros fraccio-
narios, como los resultados de dichos operado-’

res.

Ejemplos: ; .

' %x M= I l
Ix(= + =M= 5
=+ HxM=4F

'

Observar, que varios operadores producen el
mismo resultado, o sea, el mismo numero frac-
cionario. Este fraccionario puede ser represen-
tado de muchas maneras.

se abtiene de apli-

Ejemplo El fraccmnano
?os siguientes opera-

car entre otros
dores:

CONTENIDOS BASICOS

4 8 8

2
510" 15" 20

Las fracciones

son representaciones para el mismo nimero
fraccionario. De estas fracciones se dice que
“son iguales” porque representan el mismo
numero fraccionario, silas miramos como dibu-
jitos, no serian iguales pues no tienen los mis-
mos numeradores y denominadores.

Para reconocer las fracciones que representan
el mismo nimero fraccionario se utiliza la sim-
plificacion y la COmplificacié_n de fracciones.

Podran hacer algunos ejercicios como los si-
gu:entes

~ Hallar 5 fracciones iguales a la fraccion: £

— Hallar.una fraccién que no se pueda simplifi-
car, y sea igual a las cinco.fracciones siguien-
tes: - ) : ' T

136

Sl lfl
mplificar la fraccuo 13

Algunos nimeros fraccuonanos son tamb|en
ndmeros enteros. . '

. Ejemplo: 1% es un fraccnonarlo, pero 12
5 es un namero entero.

5vy
En una fraccion que represente un nimero en-
tero, el numerador es mdltiplo del denominador

(multiplo en sentido ampho o en sentido estric-
to). : ;

64

Los alumnos pueden tener dificultades
en aceptar que un numero fraccionario
(o “quebrado”} puede ser también en-
tero, pues en el lenguaje ordinario “en- :
tero” y “quebrado” son opuestos. En ¥
el lenguaje usual no tenemos un nom- .
bre para los fraccionarios que no son
enteros; por eso, es necesario aclarar
gue los fraccionarios no son el comple-
mento de los enteros, sino que los en-

NOTA:
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teros son un subconjunto de los fraccio-
narios, puesto que todo entero es frac-

, cionario y puede representarse por me-
dio de fracciones:,

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

=8 =.20
4 > 5e’tc

h
‘

A estos fraccionarios que son también enteros,
podemos llamarlos “fraccionarios enteros”.

Al aplicar operadores de la forma -“xal uno,
en la semirrecta se podra observar que algunos
caen envdondeya se han representado nimeros
enteros, es decir, dan como resuitado un nu-

" mero entero, de esta forma puedgn concluir que

algunos fraccionarios son también enteros.

E'jemplo: al aplicar el operador +x al uno se
obtiene como resultado el 2, que es
un numero entero.

'El mismo resultado se obtiene si se aplica cada

uno de los siguientes operadores:

6 8 10 .
3% 3% 5 X ._x, etc

Observar que en las fracciones que representan
el mismo nimero entero, el numerador es mul-
tiplo del denominador. .

A

Ejemplo: % =4

Como ejercicio se les puede pedirque obtengan

diferentes fracciones para representar un nu-

mero’ entero dado.

CONTENIDOS BASICOS

Al representar varios nimeros fraccionarios en ’

la sémirrecta numérica se pueden analizar entre
ellos las relaciones "..es mayorque.."y"..es

otro, es menor que ese otro. . . : '

Todo numero representado ala derecha de otro,

menor que , asi: ) es mayor que ese otro.
Todo ndamero representado ala |zqu:erda de Ejemplo:
2 5
0. £ 1 5 2 3 4,
2 < 5 5 2
5 < = =T - 3

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Hacer la representacion grafica de varios nime-

-ros fraccionarios, aplicando operadores de la

forma -£x aluno(cona # O0yb # 0). Se
puede hacer la aplicacidon de los operadores de
las dos maneras, para que el alumno luego elija

la que mas se le facilite (aplicando primerg el

operador ax y luégo el operador L, o apli-
cando el operador -~y luego ax).

Observar que unos resultados caeran antes del
uno; otros en el uno y otros después del uno;
es, decnr, unos operadores aumentan, otros de-

65




‘jan como esté y otros disminuyen respectiva- °

mente. Observar también que én um mismo’
punto de la semirrecta pueden estar anotadas
varias fracciones.

-

Se podran proponer algunos ejercicios como

los snguuentes

- Colocar adecuadamente el simbolo >, <, o,
= entre Ios siguientes numeros fraccmna-
rios:

ol

3 2. 2. 2. 3.
5 3¢ 4 T2 3

’

)

5 1. 4 2. 1
4 3/ 7 37 2 2

— Ordenar descendentemente los sugunentes
fraccionarios:

2 1 2 1 3 7 &
57 47 2' 9!t gr 21 73

CONTENIDOS BASICOS

N\ . - . .

El efecto de aplicar sucesivamente al uno dos
operadores de la forma -4~ es aumentar, dis-
minuir o dejar como esta. Estos operadores se
pueden aplicar en cualquier orden y el resultado
siempre es el mismo. ‘

Ejemplo' Aplicar, sucesivamente los operado-
res = x y —-x ) )
Apliquemos prlmero el operador -4~ y después
el operador -2 x.

A
0 - 15 2 3 3
4o =4

A este resultado (%) aphquemos ahora el ope-
rador %x.

4 8
0 14+ 2 %3 4

() =2

)

al aplicar el operador -}~ a -£-se obtiene: T

1 8) . .8
=5

f

9

. w

Pueden aphcar los operadores enel otro orden:
primero %~ y luego -4

Los alumnos observaran que el fraccuonarlo <
es el resuitado de aplicar el operador —a——x al
uno, es decir, que el efecto de aphcar sucesuva-
mente al uno los operadores 4 xy -2 xes equi- -

valente al efecto de aplicar al uno el operador
¥ 5 ‘

9

ol =5 (4 = %

£ (1)

L
9
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Pueden iniciar haciendo algunos ejercicios de
aplicacion sucesiva de operadores de la forma
-2-x a magnitudes, copno:

Hallar -+ de = de una longitud de 40 m.

Hallar - de -2 de una superficie que tiene
50 m? de area. -

Hallar la mitad de la tercera parte de $900.

El profesor hara notar el uso del “de” para indi-
car la aplicacion sucesiva de operadores.

Después pueden aplicar sucesivamente opera-
dores de la forma -~ al uno y sacar algunas
conclusiones como:

F® =

— El resultado de aplicar sucesivamente al uno

los operadores <4~ y -5~ al uno, es otro

operador de la misma forma, que resulta de
multiplicar los dos anteriores.

Notamos:

Laea (] = [£® <= (1)

el signo ® se lee “de”:
se-lee “la mitad de la cuarta parte”.

Pueden aplicar sucesivamente tres o mas ope-
raciones al uno para que analicen el resultado.

CONTENIDOS BASICOS

El efecto de aplicar sucesivamente al uno, los
operadores - « y -5 x es equivalente al de apli-
car el operador - (9 -5~ al uno, en donde el
signo ) se lee “de”:

= [2® < (1)

El resultado de aplicar el operador 4 () <5~

al uno es el numero fraccionario que escribi-
mos: : :

e [£x (1)]

Los alumnos descubriran pronto que la frac¢ion
4rc representa el mismo resultado que

2 ® <4~ (1). No debe darse esta regla de:
multlpllcar numeradores y denominadores
hasta que el alumno comprenda lo .que esta
haciendo al aplicar sucesivamente los dos ope-
radores; ojald descubra por si mismo el truco
para escribir rapidamente el resultado. Una vez
que todos lo hayan descubierto, podré omitirse
el circulo alrededor del signo .

De la practica de aplicar sucesivamente estos

operadores se puede pasar a multiplicar nime- .

25 1w 3=
3x 4x 5

3 ¢

ros fraccionarios, ya que 435~ es la fraccién
que representa al nimero fraccionario que ob-
tenemaos al aplicar sucesuvamente 4 ~y.luego

-2 x aluno.

fa aplicaciénv suqesiva‘ al uno de los
operadores -3« y -~ como resultado

el nimero fraccionario % que es el
resultado que se obtiene si se hubiera
aplicado el operador 3_, al uno.

Ejemplo:

%gH«nn=%®+uun%x%=%

‘Para multiplicar dos o mas fraccionarios se es-

criben las fracciones respectivas, se multiplican
entre si los numeradores y entre si los denomi-

-nadores. Resulta una fraccidn que a veces

puede simplificarse.
Ejemplo:

2x 1x 3 - 6
3 x4x 5 60

=1

s e -
Se simplifica el rgsultado % = o
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T .

SUGERENCIAS METODOLOGICAS __

Pueden hacer varios ejercicios de aplicacién su-
cesiva de operadores de la forma <~ al uno en-
la recta numérica, como los siguientes:

.

— Aplicarsucesivamente al uno los operadores
3 2
—E—X ] —3_ X .

— Hallar el operador cuyo efecto €s equivalente
al efecto de aplicar sucesivamente los opera-
dores o
"2 3 5
ZxXy$x.

— Hallar dos operadores cuyo efecto de aplicar-
“lnos sucesivamente al uno, sea equivalente al

efecto de aplicar el operador -& « al uno.

6
15

En cada caso analizaran el efecto que se pro-
- duce al aplicar sucesivamente los dos operado-
res al uno. Utilizaran ) '‘para leer ‘/los dos quin-
dos de los tres medios”. Después de varios ejer-
cicios, ellos mismos podradn concluir que para
hallar la fraccién que representa al operador
cuyo efecto es equivalente al efecto de aplicar
sucesivamente dos operadores de la forma
-2 x,.se muitiplicanlas fracciones que represen-
tan a los dos operadores. Entonces se podra

abandonar el circulo alrededor de la x.

Haran varios ejercicios de multiplicacién de
fraccioneés como los siguientes:

Multiplicar:

2% x 4 345 4 x
7 3 X3 T F

RN BN

CONTENIDOS BASICOS.

El resultado de aplicar al uno un operador de

la forma%x (cona # 0,b + 0) es un nimero
fraccionario. '

. Si queremos anular el efecto de dicho operador,
aplicamos el operador de la forma £, al resul-

T

fado ‘de haber aplicado el dpergdor anterior.
s [£a ()] = (L@ L) x (1);

axkbza'Xb—tlb
B T a b Xa
\.

Inicialmente se hallara el inverso multiplicativo,

aplicando operadores en la semirrecta numeéri-
ca. . :

- Ejemplo: hallar el inverso multiplicativo de

= x

5

El efecto del operador -3 ~al aplicarlo
al uno es triplicar y luego disminuir
a la quinta parte, (o viceversa).

Para anular el efecto de dicho operador se ten-
dra que aplicar un operador que aumente cinco
veces (5x) y luego disminuya a la tercera parte
(3= ). Este operador % x ; asi se obtiene nue-
vamente el 1. * ;

o
-
N
wW
H

Sl ()] = (2@ L) (1);

% es el inverso multiplicativo de &
5,318

§ 51




El producto de un niamero fraccionario por su
inverso multiplicativo siempre es 1. El profesor
insistira en que esto es lo natural: si el fraccio-
nario que primero se aplicé al uno lo amplid,
su inverso vuelve a reducir ese resultado otra
vez al uno, y si el primero redujo al uno, su

inverso vuelve a aumentar ese resultado hasta
caer otra vez en el uno. El inverso de un amplia-

"dor es pues un reductor {o et de un reductor es

un ampliador), que compensa exactamente la ~
transformacion hecha por el primero.

' CONTENIDOS BASICOS _

Para adicionar dos niameros fraccionarios en la
semirrecta numérica, se representa cada uno
de ellos en una semirrecta (asi se determinan
-dos segmentos, en los que el extremo izquierdo
es el cero'y el extremo derecho es cada uno de
los fraccionarios); luego, en otra semirrecta, se

coloca uno a continuacion del otro. De esta ma-

.nera se obtiene un nuevo segmento, cuyo ex-
tremo izquierdo es el cero y el extremo derecho
es el fraccionario que resulta de adicionar. Ios
dos fraccionarios dados.

Ejemplo: adicionar en la semirrecta numérica

3 1
los fracmonarlos —5- Y&

0+ .2 '3 4
o R Il e .
1
05 1 2’ 3 4
0 t1 . 2 3 4
: 4 _3,1
B

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Adicionar en la semirrecta numérica los
fraccionarios 2 y 2.

L : 1 - + 1 i
2

0 T1 2 3 4

 —a —— - -+

0o 31 2 3 4

(- = A + -

0 1:_7 2 3 4

I

Para efectuar la adicion de fraccionarios pueden
emplear también alguno de los algorltmos co-
nocidos.

a

Inicialmente se adicionara el efecto de dos ope-
radores cuando son aplicados a una magnitud.

E]empIO'

1 (metro) + (metro)

4 ('Ii.tfo) + 1‘- (litfo)

Posteriormente, se adicionaran dos o més frac- -
cionarios en la semirrecta numérica, primero .
con fracciones que tengan el mismo denomina-

dor y luego con fracciones de distinto denomi-

nador. Al mismo tiempo van practicando cual-
quiera de los algoritmos para la adicién de frac-

n

cionarios.

Fmalmente haran algunos ejercicios como los
sugwentes

b)8 + 143

3 1, .-
alf+rgr2 2

o) JLIPRE N I S
c) T+ 3 + 3 3 |
En cada caso podran estimar el resultado antes

. de efectuar la operacion, tratando de predecir

si es mayor gue 1, o si esta entre 1 Y20 entre
2y 3, etc C
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Para efectuar la sustraccion de dos nimeros — En la semirrecta numérica restar 2 de 3-
fraccionarios en la semirrecta numérica se re- v

presenta cada uno de'ellos en una semirrecta -
determinando dos segmentos; luego en otra L ,
semirrecta se coloca uno encima del otro, de — —

tal manera que los extremos derechos coinci- - 0 1 2 5 3 4
dan. Asi se obtiene otro segmento cuyo ex-
tremo izquierdo es el cero y cuyo extremo dere- e —— 1 — —
cho es el fraccionario que resulta de efectuar la 5 1 2 3 4
sustraccion de los dos fraccionarios. o . L ' ‘
, : . 3 o4 0 1 12 3 4
Ejemplo: efectuar la sustraccion de - y & 6 ,
5 _ 2 _15-4_ 11 !
2 3 6 . 6 »
- o 1 i i i .
’ 0 3 1 2 3 4
ot e o 4 - ‘Hay varios algoritmos (ya conocidos) para efec-
0L 1 2 3 4 tuar la sustraccidén de dos numeros. fracciona-
[ E— — — 3 ' 4 . : I'IOS. ) 3 g
[u— — } - .
0 1 2 3 4 : : , 4
A_1._.2 1
5 5 5 1
. B ‘1.'
- SUGERENCIAS METODOLOGICAS ;
Inicialmente se sugiere efectuar la sustraccion : : :
entre dos fraccionarios en la semirrecta nume- T . S E
rica; posteriormente hacer ejercicios de adicion - 1 2 5 ) - ‘
y sustraccién combinadas, tanto en la semi- 0+
rrecta numérica como practicando el algoritmo. p— + — — —
, 0o- A 2 3 4 #
Ejemplo: efectuar en la semirrecta: -g— + -i- = -1-0—4*&—L= -41-1-
5,1_2 et . ¢ t— :
2t 473 . : _ 0 .z 1 2 3 4 §
0 1 2 3 4 10
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Al aplicar operadores de la forma - al uno,
en la semirrecta pumérica el resultado puede
estar antes del uno, en el uno, o después del
uno. Esto quiere decir que cualquier niumero
fraccionario es menor que uno, igual a uno o
mayor que uno.

Los fraccionarios positivos menores que uno (o
sea los que estan entre Oy 1) se llaman “fraccio-

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

narios propios” y las fracciones que |os repre-
sentan tienen el numerador estrictamente me-
nor que el denomlnador.

Los fraccnonanos |guales aunoo mayores que
uno se llaman “fraccionarios impropios” y las
fracciones que los representan tienen el nume-
rador mayor o igual que el denominador.

Se pueden proponer algunos ejercucnos como

fos suguuenteS' '

- Representar en la semirrecta numérica los si-
guientes fraccionarios y decir cuales son pro-
pios y cudles son impropios.

348 23
5'9°7°5"3

CONTENIDOS BASICOS

— Establecer la relacién adecuada (<, >, =) en-
tre cada uno de los siguientes fraccuonarlos
y el uno:

44 2 129
.8'3"2°9'3

Un namero fraccionario estrictamente mayor
que uno esigual a la suma de un numero entero
y uno fraccionario propio. Para hallar dichos
sumandos se descompone la fracciéon como la
s€uma de dos fracciones del mismo denomina-

otra sera una fraccnon propla

Ejemplo al representar en la semlrrecta nu-
mérica, el fraccionario 2 se obtlene
3y un poquito. ¢Cuanto es ese poqui-

dor; en una de ellas el numerador serd multiplo to?
del denominador (asi se obtiene el entero), y la
0 1 2 3 22 . 4
1 3 X
) .
_271’_ =21, % =3+ % . 3 + -J- se puede abreviar ommendo el signo

T

22 se puede expresar como la suma del en- .

tero 3 y el fraccionario propio 3

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

+ entre ellos: 33 que es la Ilamada notacién
mixta.

22 _g3,1_31
7 3_1 37

Se puede utilizar la semirrecta numérica para
identificar un ndmero fraccionario, estricta-

2

mente mayor que uno, como la suma de un

fraccionario entero y un fraccionario propio.

VA
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Pueden hacer algunos ejercn:los como los sn-
guientes:

- Expresar en notacion mixta:

2
AR

3++ .8+ %
- Expresar como una suma y como una frac-
cion :mpropla cadaunodelos snguuentes frac-

cionarios en notacion mixta:
235,34+

8 !

122
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— Utilizar la notacién mixta para expresar las
siguientes fracciones impropias:

o

- Efectuar Ias suguuentes operacnones entre
fraccmnarlos

2 . 1 3
5 55 x 2%

v 22 1
s

21 +32% + 81— 6%

Problemas como los siguientes contribuyen a
desarrollar el objetlvo propuesto

— Carlos plnto . del area de una pared du-
"+ rante la manana Al medio dia pinté -+ mas
“del area de la misma pared y por la tarde m
del drea. ;Qué tanto del area de la pared le
hace falta por pintar? . ' : y

- De un terreno de 400 m? de érea se vendieron
de esa area a $10000 cada m>. ¢Cuanto
dmero se recibié por esta venta?

— La cuarta parte de la duracion de un dia la
emplea Juanito para ir al colegio; la sexta
parte para hacer las tareas, la doceava parte
para divertirse y el resto de la duracién del
dia para dormir. ;Qué parte de la duracién
del dia emplea Juanito para dormir?

— Roberto tiene $50 000 para gastarlos. de la si-
guiznte manera con -% del dinero compra
libros, con 1- del dlnero compra zapatos y
con el resto compra dos camisas. ¢A cdmo
compro cada camisa?

SUGERENCIAS METODOLOGICAS __
Se partird de situaciones reales, teniendo el cui-
dado de que los alumnos inicialmente resuel-
van cada problema como lo harian en su vida
practica, y posteriormente observen que se pue-

. den utilizar los numeros fraccionarios para en-

contrar la solucién.

Se puede aprovechar para que los alumnos re-
cuerden el efecto de cada operador, el resultado

que produce su representacmn enlasemirrecta
numeérica, etc.

Cuando hayan resuelto un namero_suficiente
de ejercicios, se les pedird que formulen algu-
_nos problemas tomados de sus actividades dia-
rias; el profesor los orientara para que ellos
mismos se den cuenta de los datos que hacen
falta o que sobren.

CONTENIDOS BASICOS

3 20 _35 78
30° 7100 1000 " 10000 '

, que tienen denominador diez o potencia de
diez, se suelen llamar “fracciones decimales”

Las fracciones como:

_para la parte entera mediante un punto (hasta

Estas fracciones se pueden representar me-
diante una expresion decimal, en donde se se-




hace poco se usaba unaﬁcoma‘,‘ma's gue un pun-
to). Este punto se llama “punto decimal”

Para la representacion se siguen los mismos
pasos del sistema de numerdcion en base diez,
en el sentido de. que la posicidn ocupada por
un digito sefala un valor diez veces menor que

Ejemplo: 123.456 =

(3 ><A1) + (4>%

el'valor senalado por la posicién que esta inme- .

diatamente a la izquierda.
(1 x 100) + (2 x 10) +

-:I-%) + (5 X 100) + (6 1000)

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Para representar una fraccion decimal impropia

" mediante una expresiorr decimal se puede
transformar la fraccién en la suma de un entero

y una fraccién propia. Si la fraccién es propia

el entero es cero y la fraccidén sera la misma.

, Ejemp.los:

25 _20 , 5 _,,5 _
ST [ T R

2+ (6 x 55) = 2 mas 5 décimas.

'

Siguiendo los pasos de la numeracién decimal
se tiene ) .

i
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7. e gx 1=
o5 = 0+ (0 X g + (7% ) = 007

que se lee “siete centésimas”.

O es la parte entera y 07 la parte decimal.

287 _ 1250 . 7 _. 7 _ 4 “ ‘
1287 1250 L 1 _ap5+ 1= (1 x 100) +

(2 X 10) + (5 x 1) + (7 x) = 1257

' Se puede aprovechar esta actividad para que

los alumnos reconozcan’ fracc1ones decumales
equivalentes.

Ejemg?lo:
3 30 300

Se utilizara cualquiera de los algoritmos cono-

cMdos para efectuar cada una de estas operacio- -

nes.

M

A,\
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Se pueden plantear algunos problemas cuya
solucion requiera del'uso de la adicién o la sus-
traccion de decimales ‘para que al resolverlos
los alumnos practiquen el algontmo de cada
una de estas operacnones ‘

Ejemplo ‘hallar el perimetro de un terreno
triangular cuyos lados miden: 30 835
m, 27.35m,y 31.22 m. '

Es conveniente que hagan a|gunos ejercicios
de calculo mental, ‘estimando aproximada-
mente la magnitud del resultado de una adicién

~odeuna sustraccaon de decnmales, sin hacer el

c?alculo escrito.

P

Ejemplo: calcular aprOX|madamente el resuI-
‘tado de: ' » _ ot '

368 +'"12'.2 + 3253 +21.32

Pueden tomar como referencua la parte entera
del decimat:

3+12+32+21='68'

‘




&

Esta aproximacion es suficiente. Si gueremos
una mejor, sumamos mentalmente las décimas
'y obtenemos6 + 2 + 5+3

aproximacion, por estas décimas se pueden au-

= 16 décimas como.

mentar dos unidades, que al sumarlas con las
68 anteriores.nos da 70 unidades. Luego el re-
sultado de la adicion estard entre 69 y 70.

CONTENIDOS BASICOS

Se empleara cualquiera de los algoritmos cono-

cidos para efectuar cada una de estas operacio-
‘nes. ‘ '

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Se puede partir de varias situaciones de la vida
diaria donde el alumno reconozca que para re-

solverlas es necesario efectuar multiplicacién o -

division entre decimales.

Ejemplos: Una puerta tiene forma réctangular_.
¢Cudl serd el area si mide 20.356 dm
de largo y 12.37 dm de ancho?

Se comprd un rollo de cinta cuya

" longitud es de 75.36 m a $7.25 cada
metro. ;Cuénto se pag6 por-el rollo
de Cmta7

Por 25.85 libras de queso se pago

$2594.05. ;Cuanto se pago por cada
hbra de queso?

El 4rea de un terreno rectangular es
de 96.32 m>. Si el ancho del terreno
es de 8.75 m, jcudl es el largo del
terreno?

Cuando hagan multiplicaciones se puede apro-
vechar para que los alumnos comprueben que
se cumple la- propledad conmutativa.

También se pueden repasar multiplicaéiones y
divisiones abreviadas por 10, 100, 1000, etc.,

cuando uno de los factores o el dividendo es

un numero decimal, corriendo solo el punto de-

_cimal. Esto se puede hacer mediante conversio-

nes de unidades de longitud, area, volumen,
capacidad y peso en el sistema métrico decimal.
Para estas conversiones hay que tener en

- cuenta el operador o factor de conversion que

se va a utilizar.

Ejemplos: Converti‘r 32.475 m a dm.
En_este caso el factor de conversién es:
10 x y-al aplicarlo se corre el punto decimal
un lugar ala derecha: :
110 x (32.475) = 324.75 dm
Convertir 435.85 m2 a Dm?

En este caso el factor de conversion es
435.85 m? = 4.3585 Dm?

ST (435.85);= 4.3'?85 ’
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" Se puede formular algunos problemas
como los siguientes: .

— Se compran 3 docenas de camisas por $45018
y se quieren vender ganando a todas las ca-




misa’s'$7'922. ¢Cual es el valor de compra y
cual el valor de venta de cada camisa?

— Se desea embaidosar un patio que tiene

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

2636.55 dm? de area. Si se van a utilizar bal-
dosas de forma rectangular cuyos lados mi-
den: 21.7 cm y 24.3 cm, jcuantas baldosas
se necesitaran?

. Es conveniente trabajar en grupo ya que el tema
es apropiado para que los alumnos discutan.
Se debe hacer énfasis en que el alumno en-

tienda el enunciado del problema, en que iden- -

. tifique la informacién que posee'y vea cudl es

la mejor manera de emplearla para solucionar

.el problema. Posteriormente formularan algu-
nos problemas, con base en sus juegos, en las
compras, en las actividades del trabajo diario,

etc. Entre todos revisaran los problemas formu-
lados y haran las correcciones necesarias. Se
puede aprovechar para que los alumnos elabo-
ren un presupuesto familiar, para lo cual hay
que tener en cuenta lo que gana mensualmente
la familia y los gastos qué se hacen como: vi-
vienda, vestido, alimentacion, salud, educacién,
recreacion, etc. Se puede sugerir una presenta-
cién del presupuesto en un cuadro como éste:

INGRESOS RECIBIDOS

GASTOS REALIZADOS

Salarios

Otrosingresos

Arriendo

Alimentacién

Vestido

Educacion

Salud

Recreacién

Para esta actwudad es conveniente dedlcar mas
de una sesion de clase

CONTENIDOS BASICOS ___

Recordemos que el efecto de aplicar operadores
de la forma 2 al uno es equivalente al efecto
de aplicar sucesivamente los operadores axy

- =, en cualquier orden, al uno. Asi, el efecto

de aplicar el operador -« es triplicar y luego '
reducir a la quinta parte o viceversa. Hasta este .

momento a y b han sido enteros posmvos, es
decir, a>0yb>0

B . . L.

Ahora vamos a analizar en larecta numérica el

efecto de aplicar operadores detaforma - 2
al uno, todavia con a, b énteros positivos.

En la recta numérica usual (onentada de iz-
quierda a derecha), el resultado de aplicar un

" operador de la forma -£-x'al uno, siempre esta

75




a la derecha del 0; si a este resultado le aplica-
mos el operador —( ) obtenemos el resultado
*de aplicar el operador — - x . Dicho resultado
esta en la recta numérica a la izquierda del cero.
Es decir, que el efecto de aplicar el operador
—~ X E al uno, es equivalente al efecto de aplicar
el operador < xal uno y tomar el reSUItado en
el otro sentldo de la recta.

Ejemplo:r aplicar el operador ~ Zxal1.

El efecto de aplicar este operador es equivalente
al efecto de aplicar el operador -2-x y luego
tomar el resultado en el otro sentido.de la recta.

Apliquemos primero el opefador'%x al 1.

-3 -2 ‘—1 0 3
Luego apliquerhos el operador —( )alresulta-" . .
do: ‘ :

\ ~{ )

-3 i -1 -+ 0 R T2 3
Al conjunto que se obtiene de los resultados de Al aplicar el operador — < xal uno, se obtnene
aplicar operadores de la forma — -2 al uno, el fraccionario negativo —v £
sele llama “numeros fraccionarios negativos”. -
SUGERENCIAS METODOLOGICAS
Aplicar diferentes operadores de laforma — -2 Ejemplo: las fracciones: — 2., — 4, — -&

al uno y obtener asi el conjunto de los fraccio-
narios negativos. También se puede obtener
este conjunto aplicando operadores de la forma
“xa—1.

b

}

se puede

Verificar que el fraccionario — 2
obtener de‘ dos maneras: -
aphcando —“xa + 1 o, apllcando—x a—1,

(——)(+1) (—?,—)(—1)

Observar que cualquier fraccionario negativo
puede ser representado por muchas fracciones.
De estas fracciones se dice gue son eguivalen-
tes. '

, Despues de aplicar en la recta numérica opera-

‘donde ya se han representado nimeros ente-

- £ etc. son representaciones para
el mismo fraccionario negativo y son
equivalentes entre si. '

Complificar y simplificar para obtener fraccio-
nes equnvalentes

dores para obtener los-fraccionarios negativos
los alumnos podran observar que algunos caen

ros. De esta forma podran concluir que algunos BN
fraccionarios negatlvos son también enteros ?
negativos. :
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En la recta numérica se pueden analizar las re-
laciones "... es mayor que...” y “... es menor
que...” entre dos nimeros fraccionarios negati-
vos asi:

esta representado a la derecha de — =<~

si — 2

n

=
Yy

esta repres'e'ntado a la izquierda de — X-

SUGERENCIAS METODOLOGICAS
A 0 ‘

Localizar en la recta numérica varios fracciona-
rios negativos y ordenarlos ascendentemente
o descendentemente. Observar que mientras
mas grande sea el fraccionario 2 . (con a, b

CONTENIDOS BASICOS .

enteros positivos), mas a la izquierda estara_el
punto correspondiente a — 2 . Por eso deci-

1 c
mos que Sl :-f'b—- < a ol entonces — % < - %
!

/

El resultado de aplicar sucesivamente dos ope-
radores de la forma — £~ al uno esta a la
derecha del cero en la recta numérica. (Hay que -

cambiar dos veces el sentido).

Ejemplo: Apliquemos al 1 los operadores

Ay =2
7Y 73X

Apliquemos priméfo z —~=al 1. Se
aplica 1-x al 1 y luego se le cambia
el ser}ti o. : '

— -1 -
! Lx .
- -2 -1 -1 o + 1 2
- +x (M= -3 dor — £ « . Primero apliquemos el operador
: o : 2, luego - y enseguida cambiemos el senti-
A este resultado (— - )apliquemos el opera- = do.. v _ , ‘ -
2x i ,
2x(=s 2 -2 st -5 0 1
2
7\
1 o x (=1 = -1 i :
3 3 —2 -1 . __:|‘_ 0 1




Ahora aphquemos el operador —() y obtene-
mos 5 - o

(-1 )= "

Obsérvese que -~ es el resultado de aplicar el
operador -~ aI 1; es decir que el efecto de
aplicar sucesivamente al 1 los operadores ——-x
y — %~ , es equivalente al efecto de aplicar
al 1 el operador 1
3

#

La aplicacion sucesiva de dos operadores de la
forma — -« al 1 se relaciona con la multiplica-

-2 — < = & <
b X T d , X 3

cién de dosfraccionarios negativos. De esta ma-
nera se puede concluir que “el producto de dos
fraccionarios negatlvos esun fracc:onarlo posi-
tivo”.

‘El resultado de aplicar sucesivamente a1 los

.operadores — 4y — -4 xes el mismo nimero

fraccionario que escribimos: -« 'x < o

L -y este es el resultado de multiplicar
Ios fraccnonanos negativos — <L yi— & .

—_ a
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Aplicar sucesivamente al +1 dos operadores
de la forma — -+ hasta comprobar que el re-
sultado en la recta numeérica siempre esta a la
derecha del cero.

De la practica de aplicar sucesivamente estos
operadores se puede pasar a la multiplicacion
de fraccionarios negativos. No debe darse la
~ regla de multiplicar numeradores y denomina-
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 operadores. Ojald descubra por si mismo el .

dores hasta que el alumno comprenda lo que
estd haciendo al aplicar sucesivamente los dos

truco para escribir rapidamente ‘el resultado.

Pueden aplicar sucesivamente al 1 tres opera-
dores de la forma — > , O cuatro, para ver a
qué Iado dela recta numenca cae el resultado.

Para adicionar dos fraccionarios negativos en
la recta numérica, se representa cada uno de
ellos en una recta numérica (asi se determinan
dos segmentos, en los que el extremo derecho
es el cero y el extremo izquierdo es cada uno
.de los fraccionarios negativos); luego en otra
recta se colocauno a contmuaclon del otro. ASI
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se obtiene un nuevo segmento, cuyo extremo

derecho es el cero y el ‘extremo izquierdo es el .

fraccionario negativo que resulta de adicionar
. Ios dos fraccionarios dados.

Ejemplo: adrcmnar en la recta numérica los
fraccionarios - 3 y - L




-3 - 3 -
2 -3 1 1 2 3
- - — —_ 2
3 2 1 % 1 3
4 3. 4,
—3 Y X -1 1 2 3
3 2 =9 - 4__13 ’
2 3 6 6

Para efectuar la sustraccion de dos numeros

fraccionarios negativos en la recta numérica se
representa cada uno de ellos en una recta nu-
mérica determinando dos segmentos; luego, en
otra recta, se coloca uno encima del otro de tal

- As{'se obtiene otro segmento cuyo extremo de-

recho es el cero y cuyo extremo izquierdo es el
fraccionario que resulta de efectuar la sustrac-
cién de los dos fraccionarios.

i . A i . - 3 - 2
manera que los extremos izquierdos coincidan. Ejemplo: De — - restar — 3
-2 -3 1 2
— _' —__2
2 1 % 1 2
—92 1 2
v . -
-3 -2y -9-(-8 -9 +6 _ _5
2 3 5 6

A

" Hay varios algoritmos (yé conocidos) para efec-

tuar la adicion y la sustracciéon de nimeros frac-

4
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cionarios negativos.

. ra : !
S ) ;

1 . .

Efectuar adiciones y sustracciones de dos o mas
fraccionarios negativos en la recta numeérica y
al mismo tiempo algln algoritmo. Pueden hacer
ejercicios de adicién y sustraccion combinados.

‘Comparar el resultado de adicionar dos fraccio-

narios negativos con el resultado de sustraer

"dos fraccionarios’ negatlvos y sacar algunas

conclusnones

Tamblén se puede verificar qué propledades de
las estudiadas en la adicién de enteros se cum-
plen en la adicién de fraccionarios negativos. .

_Ejercitarse en hacer adiciones y sustracciones -
" de numeros fraccionarios negativos pasandose

al lado positivo,‘o_perando— alli, y luego vol-

viendo al lado negativo para verificar que:

- después pasarse.al izquierdo

(—o )+ (-5 )= = (& +5)

d

primero sumar al lado derecho y

~después pasarse al izquierdo

-41- -

)= - - %)
priﬁ'\ero restar al lado derécho Yy

Ll

()= ()= (-4 )+ (%)

e (- )= ) )

Se fijaréh eh las dos utilizaciones diferentes de
la barra “—":una parala operacién de sustrac-
cién (bmana) y otra para la operacuon de cam-

b|ar de sentido {unaria).
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Como resultado de- aplicar operadores de la
forma £~ al uno se obtienen los fraccionarios
positivos y como resultado.de aplicar operado-
res de la forma — -2« al uno se obtienen los
fraccionarios negativos. Si a estos dos conjun-

- tos agregamos el cero, se obtiene el conjunto

80

-Ejemplo:

de los nimeros racionales..

El conjunto de los niUmeros racionales se puede
simbolizar asn Q

El conjunto de.los fraccionarios positivos: Q”
El conjunto al que pertenece solo el cero: {0}

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

El conjunto de Ios fraccionarios negatlvos Q-

Q= Q*U{O}UQ_

Algunos numeros racionales son tamblen ente-
ros. i

. " 10 R
Ejemplo: .— — es un racional,

10
nra z

- —5 es un namero entero.
Todo nimero racional cuyo numerador es mul-
tiplo del denommador es también un numero
entero.

Uniendo estos dos conjuntos y el cero se ob-
tiene el conjunto de los nimeros racionales.

Q=Q'u{opuQ-
Q se obtendria de la unién de @™, Q™" y {0}

Observar que cualquier nimero racional puede
ser representado por muchas fracciones.

las fracciones

I

.

2 A 6 8 10
3 6 ! 5 . '3 75 etc.

son. representaciones para el mismo numero
racional. De estas fracciones se dice que son
equivalentes.

/

Obtener algunas fracciones equivalentes a una
fraccion dada, utilizando la complificacién y la
simplificacién de fraccnones

Después de aplicar en la recta numeérica opera-
dores de las formas & x, 0o, —& x al uno, los
alumnos' podran observar que algunos caen
donde ya se han representado nimeros ente-
ros; es decir, dan como resultado un nimero
entero. De esta forma podrén concluir que algu—
nos racmnales son también enteros.

La Ietra Q sugiere'hablar de "quebrados”; pero
hay que tener cuidado de que los alumnos no
opongan “enteros” a “quebrados”, pues todo

entero es también quebrado, y algunos quebra-
dos son enteros. L
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Al representar varios racionales en  la recta nu-

merlca se puede anahzar entre ellos las relaclo-
nes “... es mayor que..." y "... es menor que....
asi:

'

o c
a i

Si L.ests representado a la derecha de <-




si-2 estarepresentado alaizquierda de-2-

Ejemplo:

— 3 - 2 1 A -2 —_ 3
T< 3<2°2> 3> 2

" -Estas relaciones también se pueden analizar te-'

niendo en cuenta lo siguiente:

SUGERENCIAS METODOLOGICAS.

Si 4 < £ entonces se cumple que: ad < bc.
Esto se puede ver mas facilmente transfor-
mando las fracciones a comun denominador:

ad - be
bd bd
Ejemplo: — 2 < — 1
Verifiquémesto: -2 x 2 = -4
, —4< -3
3 x1=-3, '

Transforrmando a comdn denomina-.
dor observamos que: f

_a 3
76 < 6

Representar algunos racionales en la recta nu-.

mérica para ordenarlos segtn la relaciéon de or-
den ”... es mayor que...” (descendentemente),
0 segun la relacion de orden “...es menor que...”
(ascendentemente). '

Para establecer estas relaciones de orden entre
dos racionales dados, también se puede multi-
plicar el numerador del primer racional por el
denominador del segundo; si este resultado es
mayor que el producto del denominador del
primero por el numerador del segundo, enton-
ces el primer racional es mayor que el segundo.

+

—
Es mejor comenzar siempre por la reduccién a
comun denominador.

Los alumnos pueden utilizar el método abre-
viado para establecer la relacion de orden entre
dos racionales dados, cuando hayan caido en
la cuenta de que no hace falta calcular los deno-
minadores para hacer la comparacion.

También pueden tomar un conjunto pequeno
y analizar las dos relaciones: el esquema de
lectura; el diagrama sagital y las parejas que
cumplen la relacxon etc.

.

a < ad -, cb :
4 >4 siad>cbosi 35> Ejemplo:
_c a_ cb da 2 4 2 —_ »
- <4 SICb<daOSI o<t {-%+.%+.%.2-1}
. s menor que...”
. 2 i < 3
R1—{(__2“1_1)1(%!_1)1(31—1)1




: “... es mayor que...”

2= {(%I 2)1 (%;

2)1( __g—"l 2): ( _\1, 2)!

=2, 3, (-1, 2,
(=2, 4),(-1,4),(=1,-%

- /

La relacion "... es menor que...” es la inversa —

de la relacion “... es mayor que...”. . " (b, a)

Sia<bentoncesbl>a ' , a T~ b
(a,’b) .

CONTENIDOS BASICOS

La aplicacién sucesiva de operadores de las for-

mas 4 , 0, — -%x-al uno, se relacionacon la
multlpllcamon de nUmeros racionales.

Veamos cémo el resultado de aplxcar suceswa-
mente al uno los operadores Zx Yy —
es el mismo resuitado de apllcar aluno el ope-

rador — %x ,0, — 3~ . .

2x
-1 0 '%‘ 1 —;—x 2
2 = 2
< xM =%

Al aplicar aI uno el operador <x se obtlene el
racional £- .. Ahora apllquemos el operador
- 3= a este resultado. Para esto aplicamos

primero %x y luego —( ).

-

] - -+ 0 T F 2
Ix(2)y=2-21, _(2)-_21
7*(gl=g=3 5 3

El resuitado de aplicar al uno sucesivamente
los operadores %-x y — I~ es el mismo
resultado que se obtiene al aplicar el operador
al uno. — - es el resultado de mul-
nh 2 P |
tiplicar £- y — - .

- 2,

______ 1

2 6 3 ’

De la practica de aplicar sucesivarﬁente opera-
dores de las formas -2« , 0, —-%xal uno, se puede
pasara Ia multlpllcaclon de nun@ros racionales.

B . " ) ) . N -\]

<




— Al aplicar sucesivamente dos operadores de
la forma <. al uno, el resultado siempre

esta a la derecha del cero en ia recta numé- ~

rica.

— Al aplicar sucesivamente dos operadores de
la forma — -« al uno, el resultado siempre
esta a la derecha del cero en la recta numé-
rica.

v

— Al aplicar sucesivamente dos _operadores,

uno de la forma -£-x y otro de laforma — -4x

aluno, el resultado esta snempre ala |zqurerda
del cero, en la recta numérica.

De esta manera se pude (:onclui'r que:
» El producto de dos racionales posmvos es
positivo.

« 'El producto de dos racnonales negatlvos, es
_positivo.

 El producto de un racmnal posntlvo y uno ne-

gativo, es negatlvo

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

]
|~
x
|
a
|
N
x
IS
|
o

2 _4
3% 78

15

Cuando en una multiplicacion se desconoce :
uno de-los factores, para hallarlo se divide el
resultado entre el factor conocidd, es decir, que
“dividir es equnvalente a encontrar un factor
desconocido”. . / ‘

Para dividir dos nimeros racionales se multi-
plica el dividendo por el opuesto multlphcatlvo
"del divisor.

El resultado de - -+ < se halla asi:
o« d _ ad
b x ¢ be

\

Es convenlente hacer suficientes ejercicios de
aplicacién de operadores de la forma -2x y
— -2 al uno, en la.recta numérica, para que
los alumnos descubran por si solos cémo se
multiplican dos nimeros racionales. No se les
debe dar ninguna regla hasta que ellos mismos

_ la deduzcan.

Cuando ya hayan descubierto un algoritmo para
multiplicar dos 0 mas nimeros racionales y ha-
yan hecho un numero suficiente de ejercicios,
los alumnos pueden verificar sila multiplicacién
de racionales cumple las mismas propiedades
de fa multiplicacion de enteros.

Para efectuar la divisién de dos niumeros racio-
nales, los alumnos pueden-iniciaimente plan-
tear las multlpllcacmnes y hallar el factor desco-
nocido, sin recurrir a la leISlon

’Ejemplos: \

_1;14:] ignifi 2[]--2
10 5 = Esto significa qugs.x = W

Hay que buscar un nimero que multlphcado
por 3 dé —9 y otro que multiplicado por 5 de
10, estos son —3y 2, —3 es el numerador de la
fraccion buscaday el 2 el denominador: — 3-

3 -3y -9 ir -9 .3__3
5><( 2) . es decir o 3

10 . 10 2

Otro ejemplo puede ser:

- $--3-[00

Plantearan el ejercicio asi: _
-3 .8 : .
= 7 o e

Altratar de encontrar la fraccion novan aencon- -
trar un nimero que multiplicado por —3dé —8
ni uno que multiplicado por 5 dé 7. Para esto
tendran que complicar el resuljado, o sea, - 2
por3y por 5 o sea por 15.

.3 =_8><15‘_2
SXD 7% 15 105

Ahora si- encontraran el factor desconocido:

40 _ 3, 40 _ _ 120

Spyaque - 5 x o7 105

Esto quiere decir que:

~J20 . _3_4 8. _3_40
1056 5 21 0 que. 7 5 21

Cuando 'hayan hecho un niumero suficiente de
estos ejercicios los alumnos podran buscar un
procedimiento mas abréviado para encontrar el
factor desconocido una vez que hayan plan-
tea’do la multiplicacién. El profesor los orientara
para que concluyan que el factor .desconocido

a3




se puede obtener siempre multiplicando el in-
verso multiplicativo del factor conocido o dIVI-

sor por el producto o dlwdendo.

Utilizando este método efectuaran otras divisio- -

.nes como éstas:

1. . 3

4 n_?"‘_3 »

13

8
9

También verificaran si la divisién de racionales
cumple alguna de las propiedades que cumplen

otras de las operaciones ya conocidas:

- (Eslomismo <+ =+ & que-% + & 7
- ¢(Eslo mismo (& + < ) + = que
A sl )2

CONTENIDOS BASICOS

— ¢Siempre que se efectle una division
4 - L resulta otro racnona|7

ry ) d

— ¢Es lo mismo (<~ - que
- =)+ 5 )7

— ¢Eslo mismo &+ + (& + = )que
F +5)+ = 52

En esta actividad los alumnos podran reconocer
que la multlphcacnon y la division de racionales
son operaciones binarias.

El resultado de adicionar en la recta numérica
fraccionarios positivos esta siempre a la dere-
‘cha del cero; es decir, es positivo.

A ) .

'El resultado de adicionar en la recta numérica
fraccionarios. negativos esta siempre a la iz-
quierda del cero; es decir, es negativo.

El resultad{o de adicionar un fraccionario posi-
tivo y uno negativo puede estar a la derecha o
a la izquierda del cero. Esta del lado en donde
quede determinado el segmento mas largo.

Ejemplo: Sumar — 3 '+ %

El segmento determinado por — -4 €s Més
largo que el segmento determinado por % .
El resultado de la adicién es negativo.

- Una sefora va al mercado con $5000

Cuando en una adicién se desconoce uno de

.los sumandos, para hallarlo se emplea Ia sus-

traccuon'

5+ H=+ HB=%+-%
Hay varios algontmos (ya conocidos) para efec-
tuar la adicién y la sustraccion, ;entre nimeros

i

: racmnales

Es lmportante que los alumnos desarrollen la

habilidad de resolver problemas que reqmeran

de una o de varias de las cuatro operacnones-

estudiadas con racionales. También es impor-
tante estimular la habilidad requerida para for-
mular problemas. Se pueden resolver algunos
problemas como los siguientes:

— En un terreno rectangular cuyos lados miden

+ de km y 2 de km, se destinan los %
del area para cuttivarlo. gCuénto mide el drea
-que se cultiva y cuanto el area que no se

-cultiva?

del -
del dinero
- .del dmero lo gasta en

dinero lo gasta en verduras
lo gasta en frutas,




;

cereales. Después de hacer estas comprasde-
sea gastar -2- del dinero que le queda en

s

comprar productos lacteos. ;Qué parte del
dinero_que llevaba la sefiora tiene aun?

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Antes de que los alumnos apliquen cualquier
algoritmo de la adicién o sustracciéon de nime-
ros racionales es conveniente que efectien es-
tas operaciones en la recta numérica.

rente de cero representa el fraccionario que re-
sulta de efectuar la adicion de - + (- % )

El resultado va a estar del lado del segmento
mas largo. Para hallarlo se colocan los dos seg-
mentos uno encima del otro, de tal manera que
los extremos diferentes de cero coincidan. Asi
se obtiene otro segmento cuyo extremo dife-

H . A — 2
Eiemplo: . + (- %) P T
: . -1 -2 -40 1
Se representa cada racional en una i
recta numérica ,
1, 2y-1_2_3-4__1
' I i s Sl 6

Los alumnos pueden verificar qué propiedades
cumplen la adicidn y la sustraccién de raciona-
les.

Para aplicar los algortimos de calculo de las
operaciones con racionales se pueden resolver
problemas'y también formularlos.

En esta actividad los alumnos pueden recono-

cer que la adicion y la sustraccion de racionales
son también operaciones binarias. L






