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Presentacion

Por nuestra vinculacién y compromiso con el sistema educativo seguramente hemos cues-
tionado algunos de sus problemas principales.

Enlo referente al curriculo, la situacion actual demuestra que, aunque se hanrealizado algunos
esfuerzos por corregir lasfallas de los planesy programas correspondientes alos Decretos 1710
de 1963y 080 de 1974, sobre todo en la concepcién educativa y su practica, quedan problemas
como: falta de continuidad entre grados y niveles, predominio de contenidos, poca atencion a
los intereses de los alumnos y a los asuntos de lavida diaria, escasa participacion en los proce-
sos de construccién de conocimiento, memorizacién ineficaz y aprendizaje verbal, rigidez de
programas y falta de adecuacion al medio.

Este diagnéstico ha comprometido al gobierno nacional en una politica que perfeccione la
calidad de la educacién de modo que pueda responder con justicia a las necesidades, ca-
racteristicas, valores y aspiraciones de la sociedad.

Para hacer efectiva esta politica se llevé a cabo la re-estructuracion del sistema educativo
(Decreto 088/76) con estrategias como la Renovacion Curricular y se promulgaron decretos
como el 1419/78 que explica los fines del sistema educativo y sefiala pautas para el disefio
curricular y su administracién y el 1002 de 1984 que establece el Plan de Estudios para Prees-
colar, Basica (Primaria y Secundaria) y Media Vocacional.

El disefio del nuevo curriculo comprende los Fundamentos Generales, el Plan de Estudios, los
Marcos Generales, los Programas Curriculares y materiales de apoyo.

Los Fundamentos Generales son una reflexion que, por su naturaleza, integra aspectos
filoséficos, epistemoldgicos, socioldgicos, psicoldgicos y pedagogicos, que permiten proponer
en la educacién la idea de hombre que se pretende hacer real. En ellos se concibe el
conocimiento como procesoy conjunto de experiencias que duratodalavida, transferible aotras
situaciones y presente en diferentes contextos. Los conocimientos y verdades se consideran
como proyectos que deben revisarse y corregirse permanentemente. El alumno es el centro
del proceso y el maestro es su orientador y animador.

Asi la educacion llega a ser un proceso para posibilitar la autodeterminacién personal y social
y la escuela, el espacio necesario para el didlogo y el desarrolio de la conciencia critica.

Los Marcos_G enerales son elsustentotedrico delas areas del Plande Estudios e informan sobre
el enfoque, la estructura y la metodologia de cada area.

El eje organizativo del curriculo es el alumno situado en la sociedad y la historia. Se busca
educarlo para la vida con una formacion integral, que incluya, ademads de los cognoscitivo, lo
socioafectivoy lo psicomotor; se proponen destrezas y habilidades necesarias para desplegar
sus pontencialidades y se le orienta en los aspectos de socializacién, participacion y transfor-
macion de la realidad dentro de una perspectiva democratica. '

Los contenidos y la metodologia se refieren a conceptos basicos, principios generales y ac-
tividades que permitan enriquecer y sistematizar las experiencias y el propio aprendizaje del
alumno. Tienen como punto de partida el mundo del educando y buscan desarrollar las areas
de manera integrada e interdisciplinaria, para respetar la percepcién globalizante del nifio y el
mejor avance posible hacia los niveles de madurez.

La evaluacién busca detectar fallas y aciertos para incluir los correctivos necesarios que
garanticen el progreso del alumno.




Los nuevos programas de Educacién Basica Secundaria son continuacién de los de Basica Pri-
maria. Surgieron como propuestas que se han debatido con los técnicos de los Centros Experi-
mentales Piloto, por 4reas especificas, y han sido estudiados y evaluados por profesores de
distintas regiones del pais. Siguiendo el proceso de revisiony ajuste, se espera mejorarios en
ediciones posteriores.

Por lo que se refiere a los Programas de Mateméticas, se busca superar algunas de las
dificultades que durante muchos afios han impedido una buena educacién en esta area.

l.a propuesta requiere del docente un trabajo continuado de refiexién sobre la construccion del
conocimiento por parte de los alumnos y sobre la busqueda y construccidon permanentes de una
metodologia apropiada que permita partirde surealidad, y apoyarse en sus vivencias paracons-
truir y organizar los conceptos y emplear simbolos inventados por ellos 0 aceptados cultu-
ralmente.

Después de comprobar que el procedimiento pedagégico usual de pasar de los sistemas
simbdlicos a los conceptuales lleva, en muchos casos, ala manipulacién mecénica de simbolos
y a la repeticién de definiciones de memoria, consideramos conveniente partir de la investiga-
cion de los sistemas matematicos (y aun pre-matematicos) que ya se han vuelto concretos y
gue ya manejan de alguna forma los alumnos, para que de la actividad sobre ellos surjan los
sistemas conceptuales que se desea que ellos construyan. Cuando ya se manejan los concep-
tos en forma de modelos mentales, actividades motrices, gestos y lenguaje ordinario, se
procede a introducir los sistemas simbdlicos como abreviaturas de dicho lenguaje, a inventar
nuevos sistemas simbdlicos y a traducir éstos alos sistemas usuales de los libros de matemati-
cas.

De acuerdo con lo anterior, cualquier sistema matematico comprende:

- Sistemas simbdlicos que aparecen a primera vista, con simbolos verbales del lenguaje or-
dinario y con simbolos formales u otros sistemas de representacién gréfica.

- Sistemas conceptuales, que son los mas importantes, y

- Sistemas concretos, que no necesariamente son objetos materiales, sino sistemas matemati-
cos (y auin pre-matematicos) que yamaneja el alumno, y que porlafamiliaridad conelios han
pasado de ser abstractos a ser concretos para ellos.

Cada uno de estos sistemas incluye:

- Un conjunto de componentes, elementos u objetos con los que se juega.
- Un conjunto de transformaciones, operaciones o acciones sobre ellos, y
- Un conjunto de relaciones entre ios mismos.

Con este sencillo analisis de cada sistema matematico que quiere trabajar con sus alumnos, el
docente puede planearlas actividades que conduzcan a la construccion del sistema conceptual
por parte del alumno y su eficiente mansjo simbdlico.

Orlando Munera Patiio
Jefe (E) Division de Disefio y Programacion
Curricular de Educaciéon Formal




CONTENIDO

Pags
MARCO GENERAL ...ttt ettt saa e teete e e e etea e e seesabaesaeesseeneeabeeans 7
a0 geTe 18 To e e o 1O OO PRSP 8
g oo 1T TP PPRRPRRN 8
ObjJELIVOS et e e eeaereeeetesetsteeetaiaaa—eeeeeeiarateseienreeeantaraes 12
LoE Y {0 (o U] - L O PRSPPI 13
[T = (T o1 - U USSP 20
PROGRAMA CURRICULAR .......ooooiiecee ettt sete st s sreeerae s see s e e sreeenae s eraessaeesanasns e eeeanrens 29
Recomendaciones gENEIAIES ......c.occi it ieeicce s ee et e s et eaaev e et e s e sae e n et eaee s 30
ODJEHVOS GENEIAIES ..o ettt e e st e e e et b et e ae s e s st saeeeseesanae et e rsaaeaaeaans 31
LO7oT g1 =T o Te [o TSRS 32
UNIDAD |
NUMEIOS REAIES .....oiiiiiiie ettt eettee s e e e st sae s sat e abe s e e ssn e s sensaeaessaeesasaeseseeeansranses 33
INEFOAUCCION ...t e et tr e bae e eetae s shatesote e e s st e neasseeeearsbaesrnne et beessaesennne 33
ODJEEVOS GENEIAIES........eeeiiie ettt ettt e e ee e se et e e e e etaeeeee e e snteresessnneeeeennes 33
Objetivos especificos, contenidos y sugerencias metodoldgiCas ........cvvevevecciiin e iviieneneienieenns 34
UNIDAD I :
Funciones Lineales, Cuadraticas y Ecuaciones de Primero y Segundo Grado ..........cccceeeuneeene 75
g1 o7 1§ o e (o] o NN U RPN 75
[I=To (T = W g (oo (W (o] £ F- N OO OO ST TPPPRPPT 76
ODbJEtIVOS GENEIAIES ..ottt st e e st e e e s sae e e st e e ene e e teeere e nee s neens 81
Objetivos especificos, contenidos y sugerencias metodoldgicas .........cocvevecenerereeiceiricneenne 82
UNIDAD 1l
1CT= o] 1 17= (T SO PSPPSR PO PP 117
g goTa [¥TeToT o o H SO SRS UPOPP 117
ODBjJEtIVOS GENETAIES .......eeieiiiee et e s e e et e e e et a e e e et rae e s raaeaeas 117
Obijetivos especificos, contenidos y sugerencias metodoldgiCas .......co.cvvveeerveererrenreaecenneennns 118
UNIDAD IV
Matematica Finita y Sistemas Relacionales ..........coovvveioeriieier it 159
T eTe [F Lot o RO USRS URUPROURON 159
(@ o 1= (1 o TN 1] 1=1 - LU= SO RPN PPPR 159

Objetivos especificos, contenidos y sugerencias metodoldgiCas .......covvvvveveevceeiscnnineccennen. 160






MARCO GENERAL

PROGRAMADQRES - AUTORES:
Ministerio de Educacion Nacional
Cecilia Casasbuenas Santamaria
Ana Celia Castiblanco Paiva
Virginia Cifuentes de Buriticd
Teresa Ledn Pereira
Orlando Mdnera Patifio
Carmen Lucila Osorno Reyes

ASESOR:
Universidad Nacional de Colombia
Carlos Eduardo Vasco Uribe



Introduccion

Este documento contiene el Marco General del Programa de Mateméticas para la Educacién Basica.
En él se presenta un enfoque global de los contenidos acorde con el desarrollo de las Mateméticas
vy se sugiere un enfoque metodoldgico que se adecle al elegido para los contenidos, a las caracter(s-
ticas de los estudiantes colombianos y a las diversas transformaciones por las que pasa el conoci-
miento humano de los 6 a los 18 afios.

Enfoque

A. JUSTIFICACION

La historia de las Matematicas no puede aislarse de la historia de la humanidad puesto que el desa-
rrollo de la una ha avanzado paralelamente con el desarrollo de la otra.

Es innegable e! impulso que ias Matematicas le han dado al progreso de la humanidad, tanto en el
aspecto cientfico como en el tecnolégico.

Las aplicaciones que actualmente tienen las Mateméticas no se circunscriben a las de las Ciencias Na-
turales.

Todos en nuestra practica cotidiana necesitamos, a menudo, efectuar célculos y estimar répidamente
algunos resultados. Esta utilidad de las Mateméticas es tan antigua como lo es |a historia del hombre.
Es, por tanto, indispensable insistir en la operatoria y el calculo mental, sin volver a las rutinas te-
diosas de antafio que provocaban en la mayoria de Jos alumnos una aversion permanente hacia las
Mateméticas; se insiste mds bien en la comprension de los conceptos y de los procesos, y en la formu-
lacién y solucidén de problemas, para apoyar y motivar el ejercicio de los algoritmos de célculo. Se
introducen también explicitamente experiencias y ejercicios de estimacion aproximada de los resulta-
dos de cdlculos y de mediciones, y se desarrollan habilidades tan importantes como las de encontrar
Ins resultados exactos a través de procedimientos de rutina. Las calculadoras y las computadoras ha-
rén cada vez mas importantes las primeras que las segundas,

Para la comprensién de conceptos y procesos mateméticos se requiere un minimo de teorfa de con-
juntos, la que comienza con el manejo concreto de colecciones figurales y no figurales, necesarias pa-
ra la comprensién del concepto de nimero natural, y continla, gradualmente, con un minimo de sim-
bolismo formal, a 1o largo de toda la Educacion Bésica, para proporcionar un enguaje comin al estu-
dio de los diversos sistemas matematicos y preparar el paso al estudio de la teorfa axiomatica de con-
juntos, en la Educacién Media Vocacional,
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La mayoria de las profesiones y oficios, y atin el desempefio exitoso en muchas circunstancias de la vi-
da ordinaria, exigen un adecuado manejo del espacia y de sus representaciones plasticas, gréficas o
simplemente imaginativas.

Por una falsa reaccién contra la geometria euclidiana y por faltas de alternativas, el estudio de la geo-
metria en la Educacién Bésica se habfa hecho cada vez mds limitado, hasta llegar a desaparecer en
muchos planteles, con resultados muy negativos en las habilidades de manejo del espacio. En este pro-
grama la geometria aparece enfatizada en todos los grados, como una exploracion sistemética cel es-
pacio. Esta exploracion es primordialmente activa, dindmica y s6lo secundariamente un estudio de fi-
guras trazadas en el tablero, o en el papel, que ya han perdido su cardcter dindmico.

Los computadores encarnan en sus circuitos la l6gica simb6lica de Boole. Esta ldgica, que en la época
de su creacién, a mediados del siglo X1X, sblo interesd a unos pocos especialistas , ocupa hoy un sitio
privilegiado en el disefio y en el manejo de las calcutadoras y los computadores y, €n general, en todas
las reas de la informdtica, Por lo tanto, aparecen desde el primer grado algunos objetivos relacionados
con la légica vy el seguimiento de instrucciones légicamente estructuradas, que preparen a los alumnos
a una facil transicion a la programacién de calculadoras y computadores, cuando puedan tener acceso
a ellos.

Hay otro aspecto muy importante, es el relacionado con el rigor y la precisién en la formacién inte-
lectual, y la contribucién de las Mateméticas a esa formacion,

El lenguaje de las Matematicas intenta ser, esencialmente, preciso y general, en contraste con la ambi-
guedad vy la particularidad del lenguaje usual. Mientras que el primero estd sujeto a reglas estrictas que
fimitan su significacion para disminuir las interpretaciones subjetivas, el segundo permite toda una se-
rie de interpretaciones mediante las cuales el sujeto puede manifestar sus sentimientos e intuiciones.

Es de la sintesis de estos dos lenguajes de donde surge el factor de formacién intelectual que permite
distinguir lo preciso de lo ambiguo vy lo particular de lo general.

En el curriculo de Educacién Basica se incluye el estudio de todos estos aspectos de las Mateméticas
con el fin de contribuir decididamente a la educacién integral del individuo, v llevario a participar
activamente de ese gran patrimonio de la humanidad, que son las Mateméticas.

B. ENFOQUE DE SISTEMAS

En la Matemdtica como en todas las ciencias, ha habido diversas tendencias 0 enfogues que de alguna
manera buscan organizar los contenidos, correlacionarlos, jerarguizarlos, etc., que han constituido
“escuelas matematicas’’,

Actualmente hay una corriente muy notoria que se propone presentar la Matematica como una cien-
cia unificada, en la cual las diversas ramas tienen estructuras comunes, afines, que pueden expresarse
en el lenguaje de la Teorfa de Conjuntos.

Este enfoque unificador de todas las ramas de la Matemdtica {0 sea de las Matematicas) puede articu-
larse o establecerse, de manera coherente, alrededor de un concepto clave més amplio que el de con-
junto, que es el concepto de Sistema.

El concepto de sistema tiene la ventaja de no ser exclusivo de la Matemaética, ya que es empleado en
una u otra forma en todas las ciencias, Cada ciencia se ocupa de sistemas especiales; por consiguiente,
debe establecer reglas especificas para interpretarlos y manejarlos, vy garantizar, ademas, una utiliza-
cién adecuada del lenguaje de los sistemas v de la teoria general de sistemas.
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El enfoque elegido para el actual programa oficial de Matemdticas correspondiente al nivel de Educa-
cion Basica, es el enfoque de sistemas; por eso conviene analizario detalladamente.

En circulos dedicados en Colombia a la docencia v a la investigacién matemética, son ya bien conoci-
dos estudios como: Relatores y operadores; Logica, conjuntos y estructuras; Relaciones, operaciones
y sistemas; El concepto de sistema como clave del curriculo de Matemética, en |os cuales el asesor del
Ministerio de Educacion Nacional, en la elaboracién de los programas de Mateméaticas para el nivel Ba-
sico, Carlos E. Vasco U., desarrolla el enfoque de sistemas, analiza los conceptos asociados a dicho en-
foque {como los de conjunto, objeto, relacién, operacidn, sistema vy estructura), y los especifica al ca-
so particular de los sistemas matematicos.!

1. CONCEPTO DE SISTEMA

Para definir un sistema hay que establecer previamente el significado de las palabras que se van a em- -
plear. Esas palabras son: conjunto, objeto, relacién, operacion. Quien intente definirlas, se convencerd

de que no es posible hacerlo en términos de conceptos més fundamentales, pues io ¢nico que es pOsi-

ble encontrar, para cada una de esas palabras, es una lista de sinbnimos, con diversas connotaciones y

de que, con base en esos sinénimos, todo el mundo parece entender qué quieren decir esas palabras,

sin detenerse a pensar si existe una definicion precisa para cada una.

Los sinénimos mas usuales para esas palabras son:

Conjunto: coleccion, clase, agrupacion, agregado, montdn, grupo (rebafio, jaurfa, bandada...).
Objeto: cosa, elemento, individuo, entidad, ser (persona, animal, planta, mineral...).
Relacién: referencia, respecto, ‘‘ser hacia’ (Aristoteles), nexo, lazo, vinculo, conexibn.

Operacién:  accién, transformacion, modificacion, intervencion, conversion (Relaciones 1978).

A partir de estas cuatro palabras, o de sus sindnimos, es posible expresar el concepto clave del curricu-
lo de Matematica: el concepto de sistema.

Sistema es un conjuntd de objetos con sus relaciones y operaciones

Con base en esta definicion, pueden identificarse y analizarse sistemas en diversos campos de la activi-
dad cient(fica, econdmica, politica, etc.

2. SISTEMAS ESPECIFICOS DE LA MATEMATICA

En particular, para describir un sistema determinado de la Matemética hay que especificar un conjun-
to de objetos, un conjunto de operaciones y un conjunto de relaciones. Un ejemplo puede ser un sis-
tema estudiado en la Aritmética, en el cual:

— el conjunto de objetos es el formado por los ndmeros enteros.

— el conjunto de operaciones es el formado por la adicidn y por la multiplicacion, y

— el conjunto de relaciones es el formado por las relaciones de orden: "*...es menor o igual que...”,

“..es mayor o igual gue...”, ‘...es estrictamente menor que...”’, “‘...es estrictamente mayor que...”.
2 sjcada uno de estos conjuntos se simboliza por una letra mayUscula, se tiene:

— Conjunto de objetos: Z=1{..-2,-1,0,1,2,...}

! {Ver bibliografia. Las obras se citardn con la primera palabra del titulo y el afio de su publicacion).

2

{Conviene recordar gue el conjunto de los ntimero enteros se simboliza mediante una Z vy sus elementos son: el
cero, todos los enteros positivos: 1, 2, 3, ... Y todos |os enteros negativos: -1, -2, -3, ...).
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— Conjunto de operaciones: = {+,x }
—  Conjunto de relaciones:R = {g, <, > »}

Es posible, pues, representar este sistema de los nimeros enteros asi:
(Zz,{+.X},{< <> 2}

Para nombrar mds abreviadamente este sistema, se puede establecer la convencidén de emplear sola-
mente las letras mayUsculas, que simbolizan los conjuntos de objetos, de operaciones y de relaciones,
en ese orden:

(Z,n.R)

Por las propiedades que cumplen las operaciones y las relaciones defin‘idas en este conjunto especifi-
co de los enteros, se suele o se acostumbra mencionar este sistema indicando la estructura que tiene.
Como en este caso el sisterma tiene estructura de anillo ordenado, se denomina anillo ordenado de los
nGmeros enteros.

En forma similar pueden describirse otros sistemas de la Aritmética, de la Geometria, de la Teor{a
de Conjuntos, de la Légica Matemdtica, etc. En general, cada sistema queda perfectamente determi-
nado por tres conjuntos:

a. Un conjunto de objetos, simbolizado por una letra mayUscula latina, por ejemplo A. Este con-
junto, llamado conjunto subyacente, no puede ser vacio.

b. Un conjunto de operaciones, simbolizado ordinariamente por una letra mayUscula griega, por
ejemplo . {omega). Este conjunto puede ser vacio en el caso de sistemas puramente relacionales,
como el llamado conjunto parcialmente ordenado, en el quesetiene: A # pn= ¢, R= {<}
y que se puede simbolizar asi:

(4. ¢.{<}), o,
(A, {<}H. o,
(A, <)

¢c. Un conjunto de relaciones, simbolizado ordinariamente por una letra mayUscula cursiva, por
ejemplo R En este conjunto, se suelen indicar (nicamente las relaciones binarias entre elementos
del conjunto 4.

Ademds de estas relaciones en A, se dan otras relaciones en las que intervienen elementos de A, opera-
ciones de n vy relaciones de R .

Estas relaciones se suelen enunciar en el lenguaje propio del sistema, y constituyen su teoria.

Abreviadamente, cualquier sistema especifico de la Matemética puede simbolizarse por medio de
una terna o tripla ordenada de conjuntos:

Ad=(4, A, R)

A : el conjunto de objetos del sistema 3
A : el conjunto de operaciones del sistema §
R : el conjunto de relaciones del sistema )
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3. VENTAJAS DEL ENFOQUE DE SISTEMAS

El enfoque de sistemas contenido en los estudios mencionados anteriormente, contribuye a! logro de
los objetivos del Programa de Mateméticas porque organiza vy unifica los diversos contenidos vy las di-
versas ramas de la Matematica, a través de unos conceptos y un lenguaje comun; facilita la articulacién
de la Matemdtica con las demés &reas del Currfculo, vy permite desarrollar los contenidos atendiendo
a las caracteristicas de los alumnos del Ciclo Bésico y de la realidad en que viven, sin caer en el énfa-
sis desmedido en los conjuntos, que se hace en cierto tipo (ya no tan moderno) de la llamada "“Mate-
mética Moderna”’.

Son, pues, tres las ventajas del enfoque de sistemas: una en el interior de la Matematica, otra en el
campo de la integracion o articulacién de la Matemética con otras ciencias y otra respecto a la meto-
dologia propuesta para desarrollar los contenidos.

Conviene analizar las implicaciones que tiene este enfogque en la articulacion de fa Matemética con las
demds ciencias. Basta una rapida revision de los contenidos tratados en Ciencias Naturales, en Ciencias
Sociales, en Administracién, etc., para concluir que todas estudian determinados sistemas, y que, por
consiguiente, hay en este concepto una fuente de articulacion e integracion,

Ejemplos de esos sistemas, no estrictamente matemdticos, son: el sistema ecoldgico (uno de los con-
ceptos de mas actualidad), el sistema respiratorio, el sistema circulatorio, el sistema social, el sistema
econdmico, el sistema solar, etc. Sistemas como el social o el circulatorio son muchisimo mas comple-
jos gue los sistemas matematicos.,

Los sistemas matematicos son muy simplificados. Los sistemas reales son siempre mas complejos. Esta
es la regla clave para la articulacién de la Matemdtica con las demds ciencias. EI dominio del concepto
de Sistema en Matematica prepara para el dominio de ese concepto vy sus aplicaciones en las Ciencias
Naturates y Sociales, en el Lenguaje, y en la solucibn de problemas de la vida real. {Ver: Relaciones,
1978; Concepto, 1980). '

Las otras dos ventajas de este enfoque se explicitardn posteriormente en la estructura conceptual
del drea,

Objetivos

A, OBJETIVOS GENERALES DEL AREA

El estudiante debe:

—  Desarrollar habilidades que le permitan razonar logica, critica y objetivamente.

— Adquirir independencia en la actividad intelectual.

—  Adquirir profundidad y perseverancia en la bisqueda del conocimiento.

— Ampliar su capacidad para realizar generalizaciones.

— Desarrollar habilidades en los procedimientcs operativos aritméticos y geométricos.

—  Familiarizarse con conceptos bésicos de la Matemdtica.

— Adquirir precisién en la expresion verbal y familiaridad con el lenguaje y expresiones simbo-
Jicas. ‘

~ Interpretar la realidad a través de modelos mateméticos.

— Utitizar la Matemética para interpretar y solucionar problemas de la vida cotidiana, de la tecno-
logia y de la ciencia.

— Ejercitar la agilidad mental para encontrar soluciones a problemas de diferentes tipos.

— Recenocer vy valorar algunas de las funciones de la Matemética en el desarrollo de la ciencia y en

- el mejoramiento de las condiciones de vida.




B. OBJETIVOS GENERALES DEL AREA EN LA EDUCACION BASICA

— Construir el conjunto de los nGmeros naturales a partir de colecciones, de objetos concretos vy,
en él, efectuar las operaciones y reconocer las relaciones que correspondan a las situaciones aditi-
va, multiplicativa y potenciativa.

— Adquirir habilidad para el céiculo aritmético mental y para el célculo escrito, con ayuda de la cal-
culadora vy sin ella.

- Construir el conjunto de los nimeros fraccionarios a partir de operadores sobre magnitudes con-
cretas vy, en él, efectuar las operaciones y reconocer las relaciones que correspondan a las situacio-
nes aditiva y multiplicativa.

— Resolver situaciones de la vida diaria que requieran el uso de los nimeros fraccionarios y de las
operaciones entre ellos,

— Construir algunos subconjuntos de nimeros reales a partir de situaciones geométricas e inicar el
estudio del conjunto de los nUmeros reales vy, en él, efectuar las operaciones y reconocer las re-
laciones que correspondan a las situaciones aditiva y multiplicativa.

— Resolver situaciones de la vida diaria que requieran el uso de los nGimeros reales y de las opera-
ciones entre ellos,

— Realizar célculos numéricos utilizando las propiedades de fas operaciones fundamentales estu-
diadas en el conjunto numérico respectivo.

— Adquirir habilidades y destrezas para formular, plantear vy resolver problemas que permitan la
aplicacion de modelos mateméticos.

— Explorar el espacio en dos y tres dimensjones y construir modelos imaginativos y pictéricos del
mismo vy desarrollar algunos sistemas conceptuales y simbdlicos que permitan manejar esos mo-
delos.

— Calcular longitudes, dreas y volimenes de figuras en el espacio.

— Identificar diferentes sistemas métricos y ejercitar las conversiones de unidades.

— Analizar sistemas de datos estadisticos, calcular frecuencia y promedio y representarlos gréfica-
mente.

— ldentificar y utilizar correctamente las conectivas del lenguaje ordinario:y; o; si, ... entonces; si, ...
entonces... y si no, no,

— Reconocer vy utilizar correctamente los cuantificadores del lenguaje ordinario: todos, cada uno,
algiin, alguno, algunos, ninglin, ninguno, nadie, algunos no, hay, no hay.

— Determinar y representar conjuntos y subconjuntos.

— Realizar operaciones entre conjuntos: unidn, interseccion, diferencia, complemento y producto
cartesiano; analizar algunas propiedades de estas operaciones y utilizar correctamente sussimbolos.
mas usuales,

— Reconocer relaciones de pertenencia, contenencia, disyuncidn y equinumerosidad; analizar algu-
nas propiedades de estas relaciones y utilizar correctamente sus simbolos més usuales.

— Generar todas las permutaciones y combinaciones de objetos tomados de conjuntosde pocos ele-
mentos, atendiendo a condiciones previamente determinadas.

— Reconocer, analizar y representar relaciones en sistemas especificos y en particular relaciones de
orden y de equivalencia.

— Reconocer, analizar y representar operaciones en sistemas especificos y en particulaf operaciones
conmutativas y asociativas.

Estructura

Es facil comprender ahora la ventaja del enfoque de sistemas, comc organizador de los contenidos de
Matemdtica (ver Cuadros Nos. 1 y 2). Este enfogue suministra una organizacion o estructura de ca-
racter general para el drea y un esquema de presentacién de cada sistema, los cuales proporcionan las
bases necesarias para desarrollar los contenidos minimos del programa, para abordar otros temas de
las diversas ramas de la Matemética, y alin de otras ciencias.

\ 13




La estructura del drea de Matemaética, debe sefialar, como minimo, algunos aspectos, tales como: orga-
nizacion de los contenidos, grandes temas, secuencia, grado de profundidad, interrelaciones y desarro-
llo del enfogue. Los cuadros. 1, 2, 3 y 4 que aparecen en las paginas siguientes constituyen una
aproximacion a dicha estructura. '

CONTYENIDOS (lo.a 50. GRADOS)

Los contenidos del drea para la Educacion Basica Primaria (10, a 5o. grados) se han organizado, bajo
los siguientes titulos: sistemas numéricos, sistemas geométricos, sistemas métricos, sistemas de datos,
sistemas l0gicos, conjuntos, relaciones y operaciones, (Ver cuadro No. 1).

Los contenidos para la Bésica Secundaria (60. a 9o.grados) tienen ademds de los titulos anteriores,
otro denominado analisis real (Ver cuadro No. 2).

1. SISTEMAS NUMERICOS

Estos se estudian de manera gradual. En la Educacién Basica Primaria, el de los nGmeros naturales,
comenzando con los nimeros de 0 — 100 en primer grado y ampliando en cada grado el conjunto
numérico. En cada uno de estos conjuntos se van introduciendo progresivamente las operaciones
comenzando con la adicidén vy la sustraccidn en primer grado, hasta llegar a las primeras nociones de
potenciacion, radicacion y logaritmacidon en quinto grado y adem3s las relaciones de orden aditivo
y de orden multiplicativo. También en la Primaria se inicia el estudio de los nimeros fraccionarios
y de Jos decimales. En la Educacién Basica Secundaria se avanza en el estudio de los nimeros ente-
ros, los racionales, los reales y los complejos, vistos como sistemas numéricos con sus operaciones y
las relaciones que hay entre sus elementos. Se hace mucho énfasis en la solucién y formulacién de
problemas, como aplicacién de los algoritmos de las operaciones y en ejercicios de cdlculo mental.
Con ésto se espera que, a medida que los nifios vayan trabajando con diferentes sistemas, puedan
identificar las semejanzas y diferencias en su funcionamiento y acumular experiencias que mds ade-
lante les permitan integrar conocimientos y hacer generalizaciones.

2. SISTEMAS GEOMETRICOS

Se incorpora toda la parte de Geometr(a activa a través de la exploracion del espacio. De esta ma-
nera se estudian los sdlidos, las figuras planas, las lineas, los dngulos, etc.; destacando relaciones
como paralelismo, perpendicularidad, congruencia y semejanza, y transformaciones como rotacio-
nes, traslaciones, reflexiones, reducciones y ampliaciones.

3. SISTEMAS METRICOS

Se estudia el sistemma métrico decimal y otros sistemas no decimales. En dichos sistemas se expresa
el resultado de medir longitudes, superficies, el volumen de un cuerpo, la capacidad de un recipien-
te, el peso y la masa de un objeto, la duracién de un evento y la amplitud de un &ngulo. Los patro-
nes estandarizados se utilizan después de realizar mediciones con unidades arbitrarias y sentir asf la
necesidad de una unidad com{n de medida aplicable en todos los casos. En los diferentes sistemas
se realizan conversiones con sus aplicaciones y se hacen comparaciones.
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4. SISTEMAS DE DATOS

Se estudian algunos conceptos fundamentales de estadistica que sirven para interpretar algunos mo-
delos de la realidad. Se inicia con la recoleccién de datos, su organizacidén en tablas de frecuencia y
su representacién en diagramas. Se hace algin andlisis de los datos recogidos y tabulados mostrando
lo que puede deducirse de ellos y cOmo pueden compararse entre si; para ello se estudian al final de
la Bésica Primaria algunas medidas de tendencia central y al final de la Bésica Secundaria se comple-
tan estas medidas y se introducen las medidas de dispersion.

5. SISTEMAS LOGICOS

No se pretende hablar de Idgica matemética abstracta, sino de ciertos aspectos del lenguaje en los
que se notan regularidades que se pueden manejar mateméticamente. Por eso se parte de las expre-
siones que manejan los alumnos para ir introduciéndolos poco a poco en un lenguaje mds riguroso,
que tiene por objeto, entre otros, evitar las frecuentes ambigledades del lenguaje usual, y mds tarde,
desarrollar las habilidades del pensamiento deductivo.

6. CONJUNTOS

Como va se dijo en la justificacion, se trata la teoria minima necesaria para introducir algunos con-
ceptos fundamentales de la Aritmética, de la combinatoria y de la probabilidad, vy para preparar una
posterior formulacién unificada de las diversas dreas de las matematicas.

7. RELACIONES Y OPERACIONES

Se analizan algunos fundamentos tedricos sobre estos conceptos. Dicho andlisis se insinGa empirica-
mente desde la Bésica Primaria hasta llegar a una conceptualizacidn mds general al finalizar la Basica
Secundaria. Las operaciones se estudian como transformaciones sobre los elementos de un sistema,
mientras que las relaciones corresponden a la teorfa acerca de los mismos. Se estudian también las

propiedades, tanto de las operaciones como de las relaciones y se presentan algunos aspectos teéricos
sobre las funciones,

8. ANALISIS REAL

Se estudian las funciones reales, en donde se incorporan algunos temas de los que se habfan venido
tratando en los programas tradicionales bajo el nombre de “"Algebra’’, y que en realidad son solo el
manejo de ciertas expresiones para las funciones reales o sus valores. Se enfatiza en los aspectos dé re-
presentacién grafica de estas funciones. Se empieza estudiando funciones tan sencillas como la fun-
¢ién lineal, con lo cual se cubren temas como la proporcionalidad y todas sus aplicaciones; posterior-
mente se trabajan las funciones cuadréticas y demds funciones polinémicas. Paralelamente a las fun-
ciones se van estudiando las ecuaciones e inecuaciones y en 9o. grado se introducen las funciones li-
neales en dos y tres dimensiones.

En este programa se hace énfasis en el estudio de sistemas numéricos, sistemas geométricos, sistemas
métricos y en Secundaria en el andlisis real. En cuanto a los demds sistemas se hace un manejo racio-
nal y prudente necesario para adquirir familiaridad con las matematicas no numéricas y para contri-
buir al desarrollo de la capacidad de andlisis, y a largo plazo, del pensamiento formal.

En sintesis, los contenidos bédsicos vistos en los cuadros 1 y 2, permiten: identificar los sistemas de
la Matemdtica en los cuales se ubican los contenidos propuestos para el programa; identificar los
grandes temas que se proponen para cada grado; reconocer la secuencia que debe seguirse al desa-
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rrollar los contenidos; apreciar el grado de profundidad con que deben ser tratados los contenidos
en cada grado e identificar las correlaciones que hay entre los temas de un mismo grado o entre te-
mas de diferente grado. E| hecho de tener una visién global del programa de cada grado favorece la
ensefianza correlacionada y permite ademds, obtener informacién sobre lo que un alumno, que cur-
sa un determinado grado, estudi6 en el grado anterior y 10 que va a necesitar para el grado siguiente.

El cuadro No. 3, titulado Sistema, sefiala una forma comun para la presentacién de los diversos
sistemas. Segin lo explicado anteriormente, es nmportante identificar en cada caso los elementos
u objetos, las relaciones y las operaciones,

En el ejemplo tomado de la aritmética, los elementos son nlimeros enteros, las operaciones son la
adicién y la multiplicacién vy las relaciones son: ‘'...es estrictamente menor que...””, '’...es menor o
igual que...” , etc. En el ejemplo tomado de ia geometrla, los elementos son lmeas del plano, las
operaciones son las rotaciones y las traslaciones, y las relaciones son: “...es perpendicular a...”
““...es paralela a...”. En forma similar se explican los ejemplos tomados de la Teorfa de Conjuntos
y de la Ldgica. Los ejemplos podrian ser otros, pero el esquema de presentacién es el mismo en
todos los casos.

No se pretende que los nifios conozcan e interpreten ese cuadro. Pero si’ se espera que a medida
gue vayan trabajando con diferentes sistemas, puedan identificar semejanzas y diferencias en su
funcionamiento y acumular experiencias que, mas adelante, les permitan integrar los conocimien-
tos y hacer generalizaciones. Por ejemplo el “‘descubrir’’, en la primaria, que la adicién y la multi-
plicacién de nimeros naturales son conmutativas v que la unién e interseccién de conjuntos tam-
bién lo son, debe llevar al estudiante de secundaria a elaborar un concepto més general de conmu-
tatividad. Asi se propicia el desarrollo mental del estudiante, se ahorra tiempo y se adquieren co-
nocimientos mas solidos y duraderos. En esa forma, también, la mente del nifio elabora progresi-
vamente los conceptos y no tiene necesidad de repetir formulas y definiciones abstractas carentes
de significado para él.

Ademds de los sistemas que se presentan en el cuadro No. 3 para la Aritmética, la Geometria, la
Teoria de Conjuntos y la Ldgica, podrian darse muchos otros sistemas de esas y otras ramas de
las Mateméticas: por ejemplo, se puede hablar de muchos sistemas numéricos diferentes, no sélo
cambiando el conjunto de los nUmeros enteros por los naturales, los fraccionarios, los reales o
los complejos, sino distinguiendo varios sistemas diferentes sobre cada uno de esos conjuntos.

“Puede hablarse también de un sistema de numeracidn diferente de un sistema numérico: en el
sistema de numeracién los objetos son los simbolos, de los cuales hay primitivos (digitos) y deri-
vados, vy la operacion bdsica es la concatenacidén o yuxtaposicion.

También puede enfocarse en este sentido el estudio de un sistema métrico, y comparar las pre-
sentaciones del sistema métrico decimal que dan los libros de Matematicas, con los sistemas que
aparecen en los libros de Fisica (IS, MKS, CGS, FPS). Se notard inmediatamente que ninguno de
ellos es el presentado por los libros de Mateméticas; que las unidades de tiempo nc son decimales;
que la teoria de la dimensién se hace necesaria para entender el sistema; que la multiplicacion de
unidades produce multiplos y submultiplos, si es externa, pero que la multlpllcacm)n interna pro-
duce unidades de otra dimensién’’. {Concepto, 1980).
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CUADRO No. 1

CONTENIDOS BASICOS PARA

LA EDUCACION BASICA PRIMARIA

TEMA 1 2 3 4 6 [ 7
RICOS SISTEMAS METRICO Di ON. TOS RELACIONES ¥
RADO SISTEMAS NUMERICOS SISTEMAS GEOMET! . M. ETRICOS SISTEMAS DE DATOS SISTEMAS LOGICOS CONJUN OPERACIONES

1o. Naturales de 0 4 100 con adicién y Retaciones espaciales. Introduccion a la medicién Iniciacién a8 grdficas de Clasificaciones. Iniciacién a la representa-
sustraccion y simbolizacién. Algunos solidos geométri- de longitudes: patranes ar- barras. Nocién de conjunto; ele- cién de relaciones.
Algoritmos con aplicaciones. cos regulares, bitrarios, e dm. y ef m. mento. Diversas maneras de efec-
Orden aditivo Figuras planas. Bordes rec- Medicié. de tiempo. Conjuntos equinumerosos, tuar operaciones.

... 88 Mayor que ... tos y bordes curves. Cardinal.

... €8 Menor que ... introduccion a la simetrfa. Nocién de unién de con-

Ordinales L fneas (abiertas y cerradas). juntos disyuntos.

Operadores como -1, + 1, -2, etc. Representacion gréfica.
Arreglos sencillos.

20. Naturales de 0 a 1000 con adicion, Rectas paralelas y perpen- Longitud: m.,, dm., cm., Grdficas de barras. Significado de la “y" yds Pertenenda. Propiedades: conmutativa,
sustraccién y multiplicacién. Divisibn diculares. Area. Unidades arbitrarias, la “0" en una instruccion. Nocién de subconjunto. asociativa, modulstiva de
{iniciacién). Rotaciones y giros. An- dm?* Expresiones "todos”, “al- Union de conjuntos dis- algunas operaciones. Dis-
Nomeros pares y nameros impares. gulos. Unidades de duracién: ho- gunos”, “ninguno”, yuntos y no disyuntos, tributiva de la multiptica-
Algoritmos con aplicaciones. Formas geométricas regula- ras, minutos. Cardinal de la unién, cién con respecto a la adi-
Orden multiplicativo res: cuadradas, triangulares, Parejas con vy sin orden, clén {introduccién),

... 68 miltiplo de ... rectangulares y circulares.
... es divisor de ... Noclén de perfmetro.

3o, Nuestros sistema de numeracién. Superficies (fronteras de Longitud, m., moltiplos v Recoleccién de datos. Diversos significados de la Simbolizacién de las rela- Relaciones de orden.
Numeraci6n romana. sélidos). Superficies planas. submaltiplos. Tebulacién vy representa- “y* ydela “0” enel len- ciones de pertenencia y Diagrama de flechas.
Naturales mayores gue 1000 con adl- Lineas (fronteras de super- Yarda y vara. cién de datos. guaje ordinario. contenencia. Propledades antisimétrica y.
cién, sustraccidn, muitiplicacién y ficies). Superficie, Area. Patrones Diversas maneras de cuanti- Unidn e interseccién, transitiva.
division. Puntos (fronteras de | ineas) standarizados: m?, em?, y ficar expresiones en el len- Algunos arreglos con y sin Propledades: conmutativa,
Algoritmos generalizados para adi- Caracterizacidn de: tridn- mm3. . guaje ordinario. orden. asoclativa y modulativa de
cién, sustraccidn y multiplicacién gulo, cuadrado, rectdngulo Volumen. Patrones arbitra- algunas opersciones, Dis-
con aplicaciones. y cfreulo. rios. tributiva de la multiplica-
Nimeros primos. Capacidad: patrones arbi- clén con respecto a la
Operadores naturales. trarios. Litro. adicién.

Introducclén a los operadores fraccio-
narios.

4o. Naturales con adicién, sustraccién, Modelos de sdlidos. Area. Algunos multiplos vy Recolecci6n de datos. Proposiciones: Significado Relaciones de contenencia. Relacién inversa.
multiplicacién y divisién. M. C. D. Cuadriidteros: trapecios. submuitiplos del m3. Tabulacién vy representa- verdad o falsedad. Iguaidad de conjuntos. Diagramas de flechas. Pro-
yM.C.M. Perfmetro  {generalizado}. Medidas agrarias. cién de datos. Negacién de proposiciones Conjunto referencial, piedades antisimétrica y
Fraccionarios con adicién, sustrac- Radios, didmetros. Volumen: m?, dm?, em®, Iniciacién al andlisis de cuantificadas en el lenguaje Complemento de un con- transitiva.
cién y multiplicacion. Areas: trapecio, cuadrado, Peso: gramo, kilogramo. datos. ordinario. junto. Simbolizacién y re-

. Decimales con adiclon y sustraccién. rectdngulo, tridngulo. Frecuencias, moda. presentacién.

i Algoritmos con aplicacionss. Cuadrfcula. Algunos tipos de srreglos,

| Orden multiplicativo,

So. Naturales con adicién, sustraccién, Construcciones con regia y Conversiones con unidades Nocién de promedio en un Proposiciones Extensién y comprensién. Recopilacién de las opera-
muttiplicacién, divisién, potenclacién, compds. de longitud drea, capacidad conjunto pequeiio de datos. Conjuntivas, disyuntivas y Conjuntos: infinito (N}, clones conmutativas, aso-
radicacion y logaritmacién. Poligonos regulares, y peso. condicionales, unitario, vacfo. ciativas, modulativas estu-
Fraccionarios con adicién, sustrac- Construccién de algunos Otras unidades ‘de peso. Unibn e interseccion. diadas.
cién, multiplicacién y division. sélidos. Unidades de duracién, Otros tipos de arreglos. lgualdades.

Decimales con adicién, sustraccion, Area de cfrculo. Conversiones.
multiplicacién y divisién. Ares Y volumen de algunos

Algoritmos con aplicaciones. sblidos.

Razones y proporciones,

Proporcionalidad directa e Inversa.




CUADRO No.2

CONTENIDOS BASICOS PARA LA EDUCACION BASICA SECUNDARIA

TEMA 1 2 3 4 5 6 7 8
RELACIONES Y
RADO SISTEMAS NUMERICOS SISTEMAS GEOMETRICOS SISTEMAS METRICOS ANALISIS REAL SISTEMAS DE DATOS SISTEMAS LOGICOS CONJUNTOS OPERACIONES
Go. Sistemas de numeracién: T i P Unidades de i (sis- Representacion en fa recta Frecuencias absolutas. Conectivas. Conjuntos finitos e infini- Relaciones binarias.
Historia Rotacién. Angulos, tema métrico decimal y numérice (N, Q') ino Frecuencias relativas {(por- Constantes y variables. tos. Propiedad antisimétrica y
Bases (sin operaciones): Perpendicularidad. otros sistemas). *“recta real”’). centuales, fraccionarias). Términos y predicados. Conjunto referencial. transitiva de aigunas rela-
2,6,10,12. Tridngulos y cuadrildteros, Repaso de de drea. Relaci <.,<, 3, > Diagramas de barra y circu- Proposiciones abiertas y ce- Subconjunto. ciones.
(N, +, —, x, =, &, 9) Distancias. Unidedes de amplitud de far. rradas. Sustitucion. Compiementoe de un con- Operacionds unarias y bi-
Potenciacién, radicacién y Teorema de Pitdgoras. 4ngulos (vueltas y grados). Frecuencias ordinarias o junto. narias.
logaritmacién, puntuales. - Operaciones entre conjun- Diferencia entre operacion
Q. +,.—, x, +.€.3 Frecuencias acumuladas. tos numéricos. y relacién.
Expresiones fraccionarias y
decimales.
7o. (z,+, - <, 2L, 4 Movimientos rfgidos: Otros sistemas de unidades Funciones crecientes y de- Medidas de tendencia cen- Afirmaciones y negaciones Conjunto de partes. Operaciones binarias.
Q.+, —.x, +, &, > Rotaciones de amplitud de &ngulos. crecientes. Correfacion, tral: moda, media y media- verdaderas y falsas. Cardinal del conjunto de Propiedades:  operacion
Valor absoluto Reflexiones Unidades de i Funci lineales. na. Proposiciones abiertas y ce- partes. clausurativa, asociativa,
Algoritmos con aplicacio- Traslaciones Conversiones  {*‘Comple- Razones rradas. Cuantificacién. S j del j conmutativa, modulativa,
nes. porcentajes, descuen- Congruencias y semejanzas. jos™) Proporciones Expresiones con variables y de partes. Combinaciones. invertiva.
tos, interés, cambio de mo- Homotecias Representacién grifica de paréntesis, Distributividad.
neda. Paligonos funciones lineales v de gré- Iguaidades. Lineatidad de operadores.
Algunos reales: Circulo fica lineal.
i v7 Perfmetro Ejes, cortes, intercepto.
Ecuaciones lineales.
Solucion de ecuaciones li-
neales.
8o. R, +,—,x,%, <, > Simetrias activas Unidades de drea en varios Funcién Lineal. Pendiente. Medicién Predicados de uno y dos Colecciones finitas de con- Relaciones binarias.
Potenciacion de: Grupo de simetrias sistarmas. Funcién cuadrdtica. Gré- Muestreo. puestos. juntos. Representacion gréfica de
R x Z en R. R i y o iones. ficas. Disposicién y representa- Ni i6n de ificado- Ct i de i 3
reflexiones {grupo de movi- InmrmhciQn. cién de datos. res. conjuntos disyuntos dos a Propiedades: relacién to-
mientos rigidos). Fur‘»cién Cuibica. Gré‘fims. Escala. dos, talmente definida, sobre-
Homotecias (grupo) Raices cyadrada y cybica. Subconjuntos dal prov‘iucto yectiva, fupcional, inysc-
Area del circulo " Funcién inversa. Gréfica de cartasiano. Permutaciones. tiva, biyectiva.
{a funcién Inversa. Relacion  reflexiva, anti-
Restricciones de dominio y reflexiva, simétrica, anti-
de recorrido. simétrica, transitiva, anti-
Ecuaciones cuadréticas transitiva,
Funciones exponenciales Clasificaciones, particiones
de bese 2, 3, 4, .. 10. y equivalencias.
Funciones logarftmicas de Seriaciones y drdenes,
base 2, 3,4, ... 10. Composicién e inversion
de relaciones.
fa. (R, +, x}y{cC, +, x) Proyecciones Unidades de volumen y ca- Polinomijos. Medidas de dispersién. Demostracién: directa, in- Azar y necesidad: vocabu- Funciones:
{R?, +) y (R, +) co- Dibujo técnico {planos, cor- pacidad en varios sistemnas. Factorizacion, division, directa, refutacion, contra- Jario de probabilidad. Composicién de funcio-
mo espacios vectoriales so- tes, escalas y perspectivas). Unidades de peso y masa Sistermas de ecuaciones. ejemplos. Eventos, espacios mues- nes.
bre R. Cénicas en varios sisternas {densi- Funciones de 2 y 3 varia- trales, Funcién idéntica.
Volumen de sblidos. dad y peso especifico). bles. Medidas normali; 50~ | i de funciones.
Vectores en R? y R? bre conjuntos finitos. Funcién de dos variables.
Matrices y determinantes
Sucesiones,  progresiones
aritméticas y geométricas. 1]
Decimales infinitos.
Interds compuesto.
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CUADRO No.3

SISTEMA

I

CONJUNTO DE

A

CONJUNTO DE

N

CONJUNTO DE

OBJETOS OPERACIONES RELACIONES
ARITMETICA
Ejemplo:  Un sistema de nimeros enteros (Z Nn R)

{...~2,-1,0,1,2,...}

{+.x}

{<.<.>.2}

GEOMETRIA

Ejemplo:  Un sistema de |ineas en el plano (£.7T,P)

{L,M,N, ..} { rotaciones, traslaciones } {7, L}
TEORIA DE CONJUNTOS
Ejemplo:  Un sistema de conjuntos (P(U), N,C)
{A, B, C... ¢, U} {un,"} {C. € 02}
LOGICA
Eiemplo:  Un sistema de proposiciones (£., K, R)
{p,a,r,....} {7, v, A} =, b 1}

CUADRO No. 4

l—- CONTENIDOS

L4 NUMERICOS |y
L  GEOMETRICOS |—
. CONJUNTOS
<
I METRICOS — RELACIONES
= -
w Y
o | DE DATOS —
” OPERACIONES
L LOGICOS —
\ —  ANALISIS REAL |—

ENFOQUE DE SISTEMAS

METODOLOGIA

CONCRETOS

CONCEPTUALES

SIMBOLICOS

SISTEMAS




Metodologia

Vistas ya las ventajas del enfoque de sistemas, tanto en el interior de las Mateméticas, como en la
articulacion de las Ciencias, analicemos la metodologia que se compagina mejor con este enfoque
de sistemas elegido para los contenidos.

La metodologia propuesta para el desarrollo del programa de Matemaéticas estd basado en la teoria
sicolégica de Jean Piaget, que se concreta en algunas técnicas de aprendizaje de las Matemdticas, co-
mo las de Zoltan P.Dienes, Hans Aebli, etc. Entre las varias que se podrian proponer, es quizi esta
nietodologfa la que resulta mds acorde con los descubrimientos de la Sicelogfa Evolutiva, con la
Teor{a de Sistemas, y con la realidad individual y sociai que vive el estudiante.

A. ASPECTO SICOLOGICO

La Sicologia Evolutiva ha logrado establecer que los nifios piensen en forma diferente a los adultos
y que la evolucién del pensamiento infantil al pensamiento adulto se logra a través de varios perio-
dos sucesivos ordenados, identificados por caracteristicas especificas y diferenciados por el grado
de complejidad y de generalidad de las estructuras del pensamiento, propias de cada uno. Los
periodos de la evolucién de! pensamiento son el Sensoriomotriz, el Preoperacional, el de las Opera-
ciones Concretas vy el de las Operaciones Formales.

Por censiguiente, un programa de Matemdticas centrado en el alumno debe atender a sus caracteris-
ticas, a sus posibilidades y a sus necesidades. Si atiende a sus caracteristicas, se adecta a su forma
de pensar v a las capacidades que le ha permitido desarrollar el medio en que vive, Si atiende a sus
posibilidades, establece metas cuyo logro supone un progreso siempre renovado hacia el nivel méds
desarrollado del pensamiento que sigue inmediatamente al nivel en que él se encuentra. Y si atien-
de a sus necesidades, constituye un estimulo constante que hace que el alumno se desarrolle dfa a
dfa y adquiera las habilidades de razonamiento, cdlculo y simbolizacién que le permitirdn desem-
pefarse con éxito en su medio. ’

Un primer requisito para conseguir lo anterior es identificar los perfodos v fas etapas de desarrolio
mental por los que atraviesan los estudiantes, en este caso, los estudiantes del Ciclo Basico. En Co-
lombia puede decirse que los nifios inician la Primaria aproximadamente a los 6 afios y terminan
la Secundaria hacia los 16. Segin Piaget, entre estas edades el pensamiento, pasa por dos periodos:
el de las operaciones concretas de 7 a 11 afios, y el de las operaciones formales de 11 a 15 afios.

En nuestro medio apenas se estdn realizando estudios exploratorios, que permiten conjeturar que
el desarrollo de las operaciones concretas en los nifios s/ empieza hacia los siete afios, aunque el
periodo de adquisicion de las operaciones formales puede prolongarse hasta los 17 6 18 afios en
ciertos casos y ambientes el dominio de las operaciones formales no parece ser necesario, por lo
cual este periodo no llega a estabilizarse ni siquiera en la edad adulta.?

Vale la pena insistir en que el maestro necesita conocer las caracteristicas del pensamiento de sus
alumnos, en cada una de estas edades, para poder realizar acertadamente su trabajo.

Pre-escolar: Félix Bustos, Ministerio de Educacion Nacional (MEN); Martha Arango, Centro |nternacional
de Educacién (CINDE); Primaria: Araceli de Tezano, Universidad Externado de Colorrbia; Secundaria: Eloisa
Vasco, CAFAM; Educacién Especial: Miguel de Zubiria, Martha Lucia Pérez, Etti Stiwark, Mariela Tobon,
Universidad Javeriana.
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Dada la magnitud vy la profundidad de la obra que Piaget v su escuela han realizado durante el medio
siglo que llevan dedicado al estudio de la inteligencia, resulta muy dificil conocer completamente sus
planteamientos y, mas diffcil ain, tratar de sintetizarlos o de explicarios en pocas pdginas. Sin embar-
go, dado que la metodologia propuesta para desarrollar el programa oficial de Mateméticas estd basada
en gran parte en ia Sicologfa Evolutiva Piagetiana, es preciso intentar un esbozo de varias de sus ideas.
Por ejemplo, es importante mencionar algunas caracteristicas del desarrollo intelectual en los periodos
de operaciones concretas y de operaciones formales.

Una idea bastante general es que los nifios pequefios son muy distintos de los adultos en aspectos tales
como: métodos para conocer la realidad, ideas sobre el mundo y empleo del lenguaje. Un nifio tiene
una estructura mental diferente a la de un adulto y por eso muchas veces, aiin cuando realicen las mis-
mas acciones o repitan las mismas palabras, pueden pensar cosas muy diferentes. Por ejemplo, cuando
un nifio de menos de 7 afios pasa un Iiquido del vaso a un plato, se fija solamente en los estados inicial
y final del l{quido y cree que hay mds liquido en donde el nivel estd mds alto. Si el nivei més alto era
el del vaso, dice que por pasarlo del vaso al plato se disminuyé el liquido. Un nifio de 8 afios, por
ejemplo, ya sabe que por el solo hecho de pasarlo de un recipiente a otro no disminuye el Ifquido, pe-
ro no puede predeci‘r acertadamente cosas que no se cifian a lo que esté viviendo. Un joven de 14 6 15
afios no tiene problema con el trasvase del agua y puede hacer conjeturas y formular hipdtesis sobre
cosas que no estd viendo, y finalmente, los adultos pueden pensar que todo eso es tan facil que no se
justifica dedicarle tiempo.

Otro ejemplo: mientras un grupo de adultos puede realizar un didlogo o intercambiar diferentes opi-
niones, respetar puntos de vista diferentes, etc., los nifios de pocos afios realizan mon6logos colecti-
vos, donde cada uno habla y ninguno escucha. Para otros nifios hablar entre si’ puede constituir todo
un descubrimiento porque les permite darse cuenta de que no todos piensan lo mismo.

De esta y otras consideraciones se puede concluir que el educador no puede suponer que o que es va-
lido para él, es también vélido para el alumno. Y si aceptamos que los nifios tienen una estructura
mental diferente de la de los adultos, entonces el maestro debe estar atento a la forma como reaccio-
nan los nifios ante las distintas actividades y hechos de cada dfa. Algo muy importante que debe tener
en cuenta el educador, es que los nifios, especialmente fos de menos edad, aprenden a partir de activi-
dades concretas. El nifio necesita actuar sobre las cosas para comprenderlas.

Mediante la actividad concreta vy la manipulacién de los objetos el nifio va progresando en su desarro-
llo intelectual, Por eso en cada perfodo se comporta de manera diferente. En los primeros afios sim-
plemente los maniputa, los reline o los separa, los hace girar, los golpea, etc. Unos afios mds tarde, no
solo los manipula fisicamente, sino que representa mentalmente operaciones que se puedan realizar
con esos objetos y en un perfodo posterior, puede representar mentalmente las actuaciones sobre los
objetos, sin necesidad de mirarlos y puede expresar, mediante oraciones, su pensamiento, sus suposi-
ciones y las consecuencias de las mismas.,

Caracteristicas como esas son las que se tienen en cuenta para decir gue un nifio est4 en uno u otro
periodo de su desarrollo intelectual, Si solamente logra realizar ciertas manipulaciones coherentes, se
ubica en el perfodo preoperacional, Si ademés de las manipulaciones logra realizar representaciones
mentales de acciones organizadas de modo que una accién puede combinarse con otra, y anularla o
reforzarla, se ubica en el periodo de ias operaciones concretas. Y cuando el joven ademds de todo lo
anterior logra formular hipOtesis sobre objetos que no estan presentes, predecir conclusiones y traba-
jar con proposiciones en lugar de objetos concretos, se ubica en el perfodo de las operaciones forma-
les llamado también del pensamiento abstracto o hipotético - deductivo.

En términos generales, puede decirse que cuando el nifio inicia la Educacién Basica Primaria estd pa-
sando del perfodo preoperacional al de las operaciones concretas y que en |os primeros afios de Edu-
cacién Bésica Secundaria debe empezar a tener comportamientos propios del periodo de las operacio-
nes formales.
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En cada uno de estos periodos el pensamiento se caracteriza por su habilidad para realizar ciertas ac-
ciones y por la propensién a hacer ciertas deducciones que a los adultos les parecen erréneas, aunque
sean muy coherentes con la légica predominante en ese perjodo.,

En el perfodo de las operaciones concretas el pensamiento:

1) Adguiere propiedades como la reversibilidad, la transitividad, la asociatividad.
2) Realiza composiciones. -

3) Reconoce transformaciones,

4) Puede realizar operaciones aritméticas (como la adicion y la mulitiplicacién).
5)  Realiza mediciones (de longitud, de duracién, de drea, de masa, de peso, etc.).
6) Establece correspondencias, clasificaciones y seriaciones.

Resumiendo las caracter{sticas del pensamiento operatorio concreto, podemos decir que se caracteriza
porque :

1) No se detiene en los estados inicial y final de las cosas o de los objetos, sino que tiene en cuenta
las transformaciones e incluso las imagina.

2) Es reversible; ésto es, razona de modo que mentalmente puede imaginar una accibén y anularla
con la accién contraria para regresar al estado inicial.

3) Posee, en gran parte, las nociones de conservacion.

4} No siempre requiere que las acciones que ‘el nifio realiza sobre {os objetos o situaciones, se ejecu-
ten '‘realmente”, sino que pueden realizarse de manera imaginaria o mental. Por ejemplo, son opera-
ciones concretas las que realizan los jugadores de ajedrez cuando frente al tablero piensan o se imagi-
nan las posibles jugadas y sus consecuencias, tanto si tocan las fichas como si no tocan ninguna,

“El nifio de 7 a 11 afos actla como si su principal tarea fuera organizar y ordenar lo que esta inme-
diatamente presente: la extrapolacion limitada de este organizar y ordenar hacia lo “gue no estd alli’’,
es algo que hard cuando sea necesario, pero que es visto como una actividad restringida de casos es-
peciales’. (Sicologia, 1978; p. 223).

El perfodo siguiente es el de las operaciones formales, llamado también del pensamiento hipotético -
deductivo. “La propiedad general més importante del pensamiento formal, aquella de la cual Piaget
deriva todas las restantes, concierne a la distincidén entre lo real y lo posible. A diferencia del nifio del
perfodo de las operaciones concretas, el adolescente, al comenzar la consideracion de un problema,
trata de prever todas las relaciones que podr{an tener validez respecto de los datos y luego intenta de-
terminar, mediante una combinacion de la experimentacion y el andlisis l6gico, cud! de estas relacia-
nes posibles tiene validez real”. (Sicologia, 1978; p. 224).

En la transicidn de las operaciones concretas a las operaciones formales se registra un paso inicial e
importante, que equivale a una reorientacién fundamental respecto de los problemas cognoscitivos,
El adolescente ya no estd preocupado exclusivamente por organizar aguello que llega de modo direc-
10 a sus sentidos; gracias a esa reorientacion, tiene la capacidad potencial de imaginar todo lo que
podria estar alli y de asegurarse, en mayor medida, de que hallard todo lo que de hecho se encuentra
alli.

Esa reorientacion implica algunas caracteristicas del pensamiento formal:

El pensamiento formal es fundamentalmente hipotético - deductivo. El adolescente se mueve dentro
del dmbito de lo hipotético con mucha mds audacia que el nifio.

El pensamiento formal es, por sobre todo, pensamiento proposicional.

Las entidades importantes gue manipula el adolescente en su razonamiento ya no son los datos de la
realidad en bruto, sino afirmaciones o enunciados {proposiciones) que "“contienen’’ esos datos. El
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adolescente también realiza operaciones de primer orden, (clasificaciones, seriaciones, corresponden-
cia), pero también hace algo mds, que es precisamente lo que hace a su pensamiento formal antes que
concreto, Toma los resultados de esas operaciones concretas, los moldea en la forma de proposiciones,
y luego sigue operando con ellos. Es decir, establece diversos tipos de vinculos Iégicos entre ellos.

Las operaciones formales son, pues, operaciones realizadas sobre los resultados de operaciones (con-
cretas) anteriores.

Estas ideas sobre los dos periodos finales del desarrollo, pueden complementarse con otras ideas de
John H., Flavell, un estudioso de la teor{a Piagetiana y que ha sido ampliamente consultado en lo refe-
rente al aspecto sicolégico de este marco tedrico: “El desarrolio intelectual es un proceso de organiza-
cién y lo que se organiza son operaciones activas, intelectuales, su organizacién en sistemas con es-
tructura definible es el sine qua non (indispensable) para la "buena’’ cognicién, vale decir, la cogni-
cién de mayor madurez genética’’. (Sicologia, 1978; p. 180).

“El desarrollo ontogénico de estructuras puede verse como un proceso de aproximaciones sucesivas a
una especie de equilibrio, un estado final que nunca se alcanza por completo. El desarrolio mismo
pues, constituye una totalidad con una meta o ideal que subordina los medios’’. (Sicologia, 1978; p.
67).

B. TRABAJO CON SISTEMAS

Lo expuesto acerca del enfoque de sistemas y de la Sicologia Evolutiva debe orientar el trabajo del
maestro en el desarrollo del programa de Matematicas.

Una de las funciones de la metodolog(a es la de determinar la forma de presentar los contenidos a los
estudiantes. Especificamente en elcaso de las Matematicas, los contenidos deben trabajarse teniendo en
cuenta las caracteristicas y la forma de aprender propias de! nifio en cada periodo del desarrollo. En el
Ciclo Bdsico, el nifio aprende a partir de la experimentacién y de fa manipulacién de los objetos.

El nifio no encuentra los objetos en forma estdtica y aislada. El nifio se encuentra siempre con siste-
mas. Pero, como se dijo al tratar las ventajas del enfoque de sistemas, no se pretende gque los nifios du-
rante la Educacidn Bdsica Primaria aprendan en abstracto qué es un sistema ni qué estructura tienen
los que con mayor frecuencia se trabajan {como serian las estructuras de grupo vy anillo). Larazén es
que en los grados lo.,20.,30.,40., y aln 5o., no poseen los conocimientos necesarios para entender
lo que es un grupo o anitlo. Es el maestro quien debe saber, en cada caso, con cudl sistema estdn traba-
jando los estudiantes; asi podré orientarlos para que lleguen a conclusiones vélidas dentro de la situa-
cién que estdn trabajando y para que cuando se encuentren ante otra situacion nueva, no le apliquen
irreflexivamente las mismas conclusiones, sino que la analicen para ver en Gué se parece y en qué se
diferencia de la situacion ya conocida,

.

El maestro acompafia al estudiante para que vaya adquiriendo conceptos que en la secundaria le per-
mitirdn estudiar mds rigurosamente los sistemas y sus estructuras.

Tenemos, por ejemplo, el caso de un sistema formado por subconjuntos de un conjunto referencial
(tapas de gaseosa). El nifio de 6 6 7 afios no tiene la nocidn abstracta de conjunto. Se encuentra con
una coleccidn de tapas que forman una figura o agrupacién visual. “‘Esa primera nocién de coleccién
figural que desarrolia el nifio, es la de un sistema de objetos con sus relaciones de cercania especial,
en el contexto de la posibilidad de reunirios o separarlos manualmente. No hay, pues, colecciones
de un solo elemento y mucho menos colecciones vacfas.

La nocién de coleccién no figural que se va desarroliando poco a poco, es también la de un sistema de
objetos capaces de una descripcién comdn. Todavia aparecen las relaciones de cercania, pero empie-
zan a predominar las relaciones de semejanza, en el contexto de la posibilidad de manipular, comparar,
superponer, agregar v retirar objetos”’, (Concepto 1980).
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S6lo més tarde, hacia los doce o catorce afios, se independiza el nifio de las colecciones figurales y no
figurales y maneja un sistema con inclusiones, uniones & intersecciones, As |lega al concepto abstrac-
to de conjunto y al de l0s sistemas formados por ellos con sus operaciones y relaciones. Este progreso
puede permitirle pensar en conjuntos vacios, en conjuntos de un solo elemento, y distinguir un ele-
mento aislado del conjunto formado por ese Gnico elemento. Pero esa eg una adquisicion tardia, Por
eso, no hace falta darle al nifio de primaria definiciones de sistema, nj de conjunto, ni de la estructu-
ra de semigrupo o de dlgebra de Boole. Pero si es conveniente que el maestro sepa que los subconjun-
tos de ese referencial de tapas, T., con la union, forman un semigrupo (2 (T), U )y con la unién, la
interseccion y el complemento forman un digebra de Boole [P (T), U, N’ ]

El enfoque de sistemas permite estudiar articuladamente las diversas ramas de las Mateméaticas; ''no
consideramos que la légica, los conjuntos, las relaciones, las operaciones v las estructuras sean cinco
regiones de las Matemdticas que puedan ser ensefiadas sucesivamente y como temas completos y con-
sistentes entre si. J

Nos parece que ellos deben aparecer conjunta y unificadamente como un lenguaje que permite no sb-
lo expresar mas precisamente las situaciones de la vida real, sino también comprenderla més profunda-
mente” (Ldgica 1976; p. 100),

En particular, el profesor debe preparar su clase estudiando cuidadosamente el sistema que va a pre-
sentar a sus alumnos, No todo lo que sepa e investigue sobre ese sistemna se debera explicar a los alum-
nos y, especialmente, se evitard dar palabras y definiciones abstractas, explicitar estructuras formales,
o ensefiar demasiados simbolos, Para orientacidén del profesor y para estructurar la presentacién del
material, podran servir las siguientes preguntas:

~ {Cuadles son los objetos con los que estamos trabajando?

— ¢Qué simbolos utilizamos para representar esos objetos?

— ¢COmo se agrupan esos objetos en conjuntos?

— {Qué simbolos utitizamos para representar esos conjuntos?
— ¢Qué operaciones efectuamos con y entre esos objetos?

— ¢Qué simbolos utilizamos para representar esas operaciones?
—  ¢Qué relaciones descubrimos entre esos objetos?

— {Qué simbolos utilizamos para representar esas relaciones?
—  {Qué sistema estamos estudiando?

~  {Cbébmo lo representamos?

— ¢Qué estructura tiene este sistema?

—  ¢{CSmo explicitamos simbdlicamente esa estructura?

Estas doce preguntas aclaran la situacién de cualquier célculo matemético, desde el célculo aritmético
con numeros naturales, o el calculo légico con proposiciones, et cdiculo de clases con los conjuntos
como objetos, hasta el cilculo por antonomasia o por excelencia: el cdlculo diferencial e integral en el
cual los objetos son las funciones reales, 0 también, el cdlculo geométrico sobre puntos, rectas, ecua-
ciones, 0 vectores.

Estas preguntas son perfectamente generales para todo tipo de descripcién matemética y hasta para
cualquier tipo de descripcién cient(fica que quiera ser rigurosa.

En particular, para el estudio de la l6gica, todas estas preguntas deben estar activas desde el comienzo.
"Recuérdese que los objetos son las proposiciones y las operaciones son la negaci6n vy las diez conec-
tivas binarias. Para el estudio de las conectivas, recomendamos la utilizacién de los juegos légicos al
estilo de Dienes - Golding, Papy, etc., por coincidir con el enfoque que busca familiarizar al estudiante
con una situacidn real hasta llegar a su normal formalizacién o matematizacion”. (Légica, 1976; pp.
100-101).
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Este paso de fas situaciones reales y concretas a la matematizacion conceptual y a algin tipo de for-
malizacién, asi sea una simple simbolizacién, no es exclusivo de la lbgica. Se trae este ejemplic porque
las situaciones del lenguaje ordinario, tanto el de tipo declarativo, formado por proposiciones, como
el de tipo imperativo, formado por instrucciones, presentan suficientes regularidades para servir de sis-
temas concretos, de os cuales puede construirse un sistema conceptual, el cual a su vez puede ser sim-
bolizado con palabras, con simbolos, con circuitos, etc. La Gltima formalizacion simbélica, con defini-
ciones, axiomas y teoremas, puede esperar a la Media Vocacional o a la Universidad; en la Educacion
Basica es suficiente una minima simbolizacién, asf sea solo verbal y a o més con algunos sfmbolos
que sirven de "‘taquigrafias’”’ de las expresiones verbales, para que esta simbolizacion ayude a manejar
los sistemas conceptuales, no para estorbar su construccion.

La recomendacién fundamental es la de no empezar por los sisteras simbdlicos para tratar de que el
alumno construya los sistemas conceptuales, sino comenzar por 0s sistemas concretos que él maneja,
asi el profesor los considere muy elementales, empiricos y pre-matematicos, para que a través de la
familiaridad con las regularidades de esos sistemas concretos vaya construyendo el sistema concep-
tual respectivo; una vez iniciada la construccidén de éste, el mismo alumno puede desarrollar sistemas
simbdlicos apropiados, aprender los usuales y atn traducir de unos sistemas simbdlicos a otros, puesto
gue ya comprenden lo que quieren decir, Pero si se fuerza al alumno a manejar un sisterma simbélico
sin haber construido el sistema conceptual a partir de los sistemas concretos, ese sistema simbélico
puede bloquear la construccion del sistema conceptual. La concepcién de los sistemas mateméticos
que motiva la recomendacion anterior es la siguiente: cualquier sistema matemdtico que el profesor
vaya a presentar a sus alumnos puede analizarse como un rayo de [uz que pasa por un prisma: si se
observa cuidadosamente, se encontrard que tiene un ndcleo central, el que es verdaderamente impor-
tante, que es el respectivo sistema conceptual. Sobre é, a un nivel superficial, aparecen uno o varios
sistemas simbdlicos para representar ese (nico sistema conceptual, Y bajo el sistema conceptual, a un
nivel profundo, casi dirfamos; arcaico, aparecen uno o varios sistemas concretos, de cuyas regularida-
des es posible construir el mismo sistema consceptual.

Desafortunadamente, 10s libros solo pueden ofrecernos los sistemas simb6licos: no se puede imprimir
otra cosa que palabras, simbolos y gréficas. Por eso es facil creer que el verdadero sistema matemético
es el sistema simbdlico, v asi tratd de hacerlo creer la filosofia formalista de las matemdticas. Un buen
matematico puede reconstruir el sistema conceptual a partir deif sistema simbolico, pero’los nifios y
jovenes mas bien pueden experimentarlo como un obstéculo para llegar al sistema conceptual. Ellos
tienen una manera mucho mds natural de construir el sistema conceptual: jugando con sistemas con-
cretos que lleven a esa construccidn, Tarea importante del profesor es la de identificar esos sistemas
concretos, ojald de entre los sistemas que sean familiares para el alumno en su cultura y en su edad
especificas, para organizar actividades de juego, de ejercicio, de comparacion, que hagan resaltar las
regularidades que van a permitir {a construccién conceptual respectiva.

Con las colecciones figurales y no figurales de dos o mds objetos pueden organizarse una serie de jue-
gos que lleven al sistema conceptual de los n(imeros naturales, resaltando las ordenaciones o seriacio-
nes internas de cada coleccidn vy las clasificaciones en colecciones iguales de numerosas; la simbotiza-
cion con palabras, palitos, cifras indo -ardbigas o romanas vendré después. Pero los mismos juegos de
colecciones pueden servir para resaltar otras operaciones manuales como reunir y separar, y otras re-
laciones como las de inclusién vy disyuncidén, para permitir una construccién de un primer sistema
conceptual de tipo conjuntista, asi/ no se simbolicen formalmente esas operaciones y relaciones.

Sistemas concretos como Jos de avanzar o retroceder por las calles de la ciudad, observar subidas o
bajadas de temperatura en un termémetro, o jugar con consignaciones y retiros de una caja de aho-
rros, son la base para la construccion del sistema conceptual de los ndimeros enteros con las operacio-
nes de adicién vy sustraccidn, y las relaciones de orden aditivo. Obsérvese que las calles mismas, o el
termémetro, o el estado de cuenta, no es un buen modelo para el sistema conceptual: son los siste-
mas activos mencionados los que sirven de sistemas concretos para la construccion del sistema concep-
tual de los enteros como operadores activos, en los que la adicibn aparece como una mera composi-
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cién o aplicacion sucesiva de operadores. En la misma forma se aprovechan sistemas concretos cono-
cidos por el alumno, como de las vueltas y fracciones de vuelta, el de los metros o -pulgadas v frac-
ciones de las mismas unidades, el de los litros o galones y fracciones de los mismos, para construir el
sistema conceptual de los fraccionarios como operadores reductores o ampliadores sobre magnitudes.
Los simbolismos vienen después: la mitad, 1/2, 0.5 o el 50% nos muestran cuatro simbolos posibles
para el misme concepto. Ndtese que no hace falta "“dividir un todo en partes’’ ni utilizar rectangulos o
ponqués para dividirlos en partes de dreas iguales, entre otras cosas, porque este sistema concreto es el
més dificil para los nifios de 6 a 9 afios. También podrfa utilizarse, si se estd seguro de que los nifios
tienen suficiente familiaridad y dominio del mismo.

Lo ideal, en cuanto a metodologia se refiere, es Gue el maestro organice las actividades de aprendizaje
de modo que el estudiante se enfrente siempre con problemas apropiados para la etapa en que se en-
cuentra, o sea aquellos que presentan situaciones propicias para el desarrollo de las estructuras de la

~ etapa inmediatamente siguiente. La manipulacién de objetos permite apreciar qué acciones son capa-
ces de hacer los nifios con ellos v, a partir de allf, disefiar actividades pedagégicas para llevarlos a ima-
ginar acciones posibles sobre ellos y prever ios efectos de éstas. Conviene organizar el trabajo escolar
de modo que el estudiante pueda ir superando progresivamente las etapas del aprendizaje de las Ma-
terndticas propuestas por Zoltan P. Dienes. Es muy acorde con la teoria de Piaget, permitir el juego
libre v el juego estructurado durante un tiempo suficiente, para la familiarizacién con las operacio-
nes y las relaciones y para la interiorizacién de las accicnes concretas sobre 10s sistemas que inventa
el nifio.

En un grupo escolar puede suceder que el desempefio de los estudiantes refleje grados diferentes
de su desarrollo cognoscitivo; que algunos reflejen una mezcla de estructuras {propias del perfodo
anterior al que se supone que les corresponde por su edad), organizadas pero inadecuadas;, que
otros presenten ya el uso vacilante y esporddico de estructuras nuevas que adn no se han organiza-
do por completo; y que otros reflejen una mayor organizacion y estructuracion del pensamiento.
El maestro debe tratar de detectar esas diferencias, que, en la mayoria de los casos, pueden ser per-
fectamente explicables, ya que si bien los periodos vy las etapas del desarrollo se suceden en un orden
riguroso, no se presentan en todas las personas a fa misma edad cronoldgica. En ese caso, no es preci-
sO exigir a todos el mismo nivel de desempefio intelectual, sino tratar de que cada uno tlegue al domi-
nio de las estructuras del nivel en que se encuentra y presentarle situaciones en las que se pueda em-
pezar a generar un avance al nivel siguiente. Ese avance solo comenzara cuando la maduracidn neuro-
nal y el procesamiento mds o menos consciente de la informacion ya adquirida, lo permitan.

Una actitud permanente de blasqueda, de observacidn, de andlisis de las respuestas de los estudiantes,
de ias dificultades que encuentran, puede dar al maestro criterios y pautas para mejorar el programa,
para adecuarlo al medio; en una palabra, para lograr que sea lo que debe ser: un instrumento que favo-
rezca el desarrollo integral de los educandos y que los prepare en la vida para la vida.
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Recomendaciones generales

Es de esperar que como resultado de su proceso de
desarrollo integral, los estudiantes lleguen a este
gradoconinteres, clara conciencia de sus posibilida-
des y de sus limitaciones, y con deseos de seguir
construyéndose y construyendo conocimientos, ha-
bilidades, actitudes y valores positivos.

En condiciones normales, su pensamiento debe ha-
" berse desarrollado progresivamente desde las habi-
lidades para manejar lo visible, presente y manipula-
ble, hasta comprender que las posibilidades de la
mente sobrepasan esos limites y que pueden pene-
trar en otros mundos como el de lo imaginario y lo hi-
, potético; que puedendisfrutar formulando, analizan-
doy refutando conjeturas; que puedencuestionarlas
teorias, sean ellas matematicas o de otra indole, y
ver si dichas teorias son suficientes para resolver
problemas practicos o tedricos, reales o hipotéticos;
enfin, que enel cultivo de la mente existen retos y de-
safios cuyas respuestas exigen una especie de gim-
nasia mental por lo menos tan importante, necesaria
y benéfica como la gimnasia fisica.

Enotras palabras, los estudiantes estarian entrando
al periodo que Piaget y su escueladenominande las
operaciones formales o del pensamiento hipotético-
deductivo. Esta circunstancia puede ser aprovecha-
daporlos adultos para interesar a los estudiantes por
conocer temas y realizar actividades a las cuales en
primera instancia no se les reconoce utilidad alguna
y, también, para ayudarlos a distinguir entre lo real-
mente inutil y aquello cuya utilidad va méas alld de lo
trivial, inmediato y rutinario.

Discusiones y andlisis sobre el grado de desarrollo
cultural y la importancia histérica de los pueblos que
han logrado un mayor cultivo de la mente, y sobre el
impacto del mejoramiento de nuestras habilidades
I6gico-matematicas en el futuro de nuestro pais, se-
guramente motivaran a los estudiantes de este gra-
do para interesarse a trabajar mas alla de la utilidad
inmediata de los temas, y mas alla del estrecho inte-
rés por sacar fa minima calificacion necesaria para
pasar al grado siguiente.

Asipodranrecrearse con las primeras demostracio-
nesy, encontrarle sentido al trabajo con sistemas de
nimeros reales, con conjuntos infinitos y con otros
temas de este grado, que presentados de manera
dogmatica y memoristica producenrechazoy apare-
cencomo carentes de interésyy utilidad, peropresen-
tados en forma activa y a partir de sistemas concre-
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tos (o que se han vuelto concretos por la familiaridad
con ellos) son muy atractivos e interesantes y reve-
lan prontamente su importancia tedrica y sus aplica-
ciones précticas.

Este programa de matematicas para octavo grado es
parte de una programacion secuencial y progresiva
para la Educacion Bésica (primaria y secundaria) y
para la Media Vocacional. De ahi que la primera re-
comendacién para trabajar con él es hacer un estu-
dio del Marco General del area. Dicho marco se en-
cuentra en el libro de “Marcos Generales de los Pro-
gramas Curriculares” y en los volimenes | y !l sobre
“Un nuevo enfoque para la Didactica de las Matema-
ticas” del Dr. Carlos E. Vasco U.

Las metas que se espera lograr durante el afio pue-
denresultardelaintegraciondetres propuestas: una
hechaporlos alumnos, otra hechaporlos profesores
y la presentada por el Ministerio de Educacion. Los
alumnos pueden decir, de acuerdo con sus expecta-
tivas y su saber (saber del alumno) qué esperan lo-
grar en ese grado en el drea de matematicas. Los
profesores pueden explicitar de acuerdo con su sa-
ber (saberdel maestro) lo que esperanque sus alum-
nos logren, y el Ministerio de Educacién también ex-
plicita unas metas a través de los objetivos genera-
les de las Matematicas parala Educaciéon Basicayde
los objetivos generales para Octavo Grado.

Aun cuando las tres propuestas resulten diferentes,
sontodas importantes y deben analizarse e integrar-
se para lograr la adecuacién del programa a las ne-
cesidades, caracteristicas y expectativas, etc. de los
alumnos en su medio.

En cuanto a la propuesta del Ministerio, la primera
prioridad la tienen los objetivos generales de mate-
maticas para la Educacién Basica y en particular los
de motivacién para las Matematicas, y los de formu-
lacion, andlisis y resolucién de problemas de la rea-
lidad a través de modelos matematicos de la misma.
La segunda prioridad la tienen los objetivos genera-
les de octavo grado.

Merecen especial atencion los objetivos relaciona-
dos con el desarrollo del pensamiento matematico,
con la capacidad de argumentar, inferir, demostrar,
refutar, verificar, evaluar, etc. Lo importante es que
los estudiantes tengan cada vez ideas mas claras,
coherentesy organizadas; mayor capacidad de ana-



lisis y de busqueda de soluciones creativas. (No se
trata de iniciar un estudio tedrico de los métodos de
demostracién, sino de propiciar un ambiente para
que avancen progresiva y seguramente por ese
mundo maravilloso del pensamiento matematico, de
modo que lleguen a valorar también la coherencia
entre lo que dicen y haceny entre lo que sony lo que
desean llegar a ser).

Elprograma se organiza, como en los demds grados,
porsistemas. Pero ello no implicaque hayaunorden
rigido para desarrollar los ocho tipos de sistemas.
Tampoco se sugiere que los temas de cada sistema
se trabajen aislada o independientemente.

El programa se propone como una ayuda para los
profesores; su extensidn considerable no implica
mayor nimero de contenidos para el grado; se debe
més bien aun intento por suplir, por lo menos en par-
te, las carencias de capacitacion.

Encaso de que no se puedantratartodos los ocho ti-
pos de sistemas propuestos, enoctavo grado se pue-
de dar mas tiempo a los cinco primeros: numéricos,
geométricos, métricos, analiticos y de datos. A su
vez, los geométricos y métricos pueden verse en for-
ma integrada; los sistemas métricos pueden utilizar-
separapracticar los numericos; las férmulas geomeé-
tricas ayudan a avanzar en los sistemas analiticos;
los sistemas de datos permiten profundizar y ejerci-
tarlos sistemas de reales y fraccionarios y sus expre-
siones decimales, etc. Los tres tipos de sistemas res-
tantes, a saber: los l6gicos, los de conjuntos y los de
relaciones y operaciones pueden también desarro-
llarse desde dos puntos de vista: integrados con to-
dos los demas o como temas especificos. Si no hay
tiempo de verlos como temas especificos, es conve-
niente seleccionar algunos contenidos de esos siste-
mas para tratarlos en forma integrada con alguno de
los cinco primeros.

Objetivos generales

~—Participar en la transformacién positiva del am-
biente de trabajo en Matematicas.

— Avanzar en el desarrollo del pensamiento reflexi-
vo, analitico, critico, inventivo y argumentativo, en
cuanto constituye un aspecto del desarrolio inte-
gral de la persona.

— Desarrollar habilidades para construir y/o apro-
piarse de estrategias que ayuden a formular, ana-
lizar y resolver problemas, de modo que se logre

Esta visién del programa evita dificultades debidas a
la extensién del mismo, ya que a medida que se de-
sarrolla un sistema se pueden ir construyendo y apli-
cando los demas. La creatividad y experiencia del
profesor de matematicas son ampliamente suficien-
tes pararesolver estas dificultades de seleccién ein-
tegracién de los temas. '

Los objetivos especificos y los comentarios sobre
evaluacién son ayudas para preparar las sesiones
detrabajo. Los contenidos basicos y las sugerencias
metodolégicas permiten al profesor ubicarse dentro
de una programacién general para que asi pueda
ampliar y profundizar dichos contenidos y orientar a
los alumnos en sus actividades exploratorias. De nin-
guna manera son para dictarselos, ni para exigirse-
los de memoria, ni para evaluarlos segun la precision
con que los reciten.

A medidaque setrabaja cada sistema conceptual del
programa, se introduce un &lgebra apropiada para
ese sistema. No se trata de desarrollar exhaustiva-
mente todos los temas que tradicionalmente se de-
sarrollaban en digebra de tercero de bachillerato.
Cada dlgebra es un sistema simbélico que permite
obtener simbolos para resultados a través de mani-
pulaciones simbdlicas. No debe, pues, presentarse
como un puro juego de marcas sin sentido, sino co-
mo una manera eficiente de representar-el sistema
conceptual respectivo. No tiene mucho sentido ma-
nejar un sistema simbdlico sin haber construido en
forma al menos intuitiva el sistema conceptual para
el cual esa aigebra es sistema simbélico. El enfoque
constructivista de los conocimientos requiere mas
tiempo, pero da mejores resultados a largo plazo.

El asesor y las programadoras agradecen los co-
mentarios y sugerencias tendientes a mejorar esta
propuesta.

una mejor comprension de los conceptos y una or-
ganizacién cada vez mas fundamentada y cohe-
rente del pensamiento.

— Vivenciar y analizar las caracteristicas y las exi-
gencias de una evaluacion, que contribuya a me-
jorar la educacién y tenga efectos positivos mas
alla de la vida escolar.

- Avanzar en la construccion activa de herramien-
tas bdsicas para diferentes tipos de caiculo.
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— Construir algunos sistemas con el conjunto de los
numeros reales e identificar las propiedades de
las operaciones y de las relaciones que se definen
en cada uno.

— Construir activamente el concepto de funcidnyde
manera particular las de grafica lineal y las cua-
draticas.

— Asociar las ecuaciones lineales y las cruadraticas
con las funciones correspondientes y desarroliar
formas para encontrarles solucion.

— Desarrollar habilidades que permitan comprender
y manejar adecuadamente situaciones de la vida
real como son las de tipo econémico y financiero.

— Propiciar la exploracién activa, la comprension, la

Contenidos

SISTEMAS CON NUMEROS REALES

— Operadores racionales: ampliadores y reductores
de longitudes

—Conmensurabilidad e inconmensurabilidad de lon-
gitudes

— Operadores ampliadores y reductores que no son
racionales (irracionales)

— Representacién de operadores racionales e irra
cionales en la recta numérica

— Operador reflectot

~Elconjuntode los nimeros reales: sistemas simbdéli-
cos

— Relaciones de orden aditivo enR ,

—Operaciones en R, +, -, x, +, potenciacion,
radicacion y logaritmacion

- Propiedades de las operaciones en R

— Formulacién y resolucién de problemas

—Formulacién, interpretacion y aplicacion de algorit-
mos

FUNCIONES LINEALES Y CUADRATICAS Y
ECUACIONES DE PRIMERO Y SEGUNDO GRADO

— Funciones lineales

— Funciones de gréfica lineal

- Larecta, pendiente

- Ecuaciones lineales

— Funciones cuadraticas

- Representacién de funciones cuadraticas
— Ecuaciones cuadraticas

— Problemas

GEOMETRIA Y MEDICION

— Simetrias activas
* Rotaciones
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representacion y el manejo del espacio tridimen-
sional en la realidad externa y en la imaginacion.

— Inferir del estudio dinamico de los poligonos y del
analisis correspondiente, una caracterizacion de
los mismos.

— Abstraer el concepto de grupo como estructura
matematica, de las semejanzas encontradas en
diferentes sistemas.

— Desarrollar algunos elementos basicos para el tra-
bajo en informatica como son las habilidades pa-
ra la formulacién, interpretacién, seguimiento, cri-
tica y transformacion de algoritmos o listas de ins-
trucciones y su representacion en forma de dia-
grama de flujo.

+ Reflexiones
*» Ejes de simetria
— Hacia la construccién del concepto de grupo
* Grupos de simetrias
» Grupos de traslaciones en un mismo plano
* Grupos de rotaciones con un mismocentroy en
un mismo plano
» Grupo de homotecias con un mismo centro
y en un mismo plano
— Poligonos
» Clasificacion y caracterizaciéon
* Perimetros y areas.
— Circunferencia y circulo
- Relacién del perimetro y del area de un poligono
con la longitud de su lado

MATEMATICA FINITA Y SISTEMAS
RELACIONALES

— Permutaciones
* Relacion con subconjuntos del producto carte-
siano
» Numero de permutaciones de un conjunto
*Numero de permutaciones entre los elementos
de dos conjuntos
- Colecciones finitas de conjuntos
« Colecciones exhaustivas de conjuntos dlsyun-
tos dos a dos
* Particién de un conjunto. Clasificaciones
* Equivalencia correspondiente a una particion
* Relaciones de equivalencia
* Relacién de orden
+ Relaciones binarias: propiedades
« Composicién de relaciones



Unidad |

NUMEROS REALES

Introduccion

Eltema central de estaunidad es eltrabajo activo con
sistemas en los cuales el conjunto numérico es el de
los reales. De hecho hay que formular una propues-
ta de construccién de los mismos.

Dicha construccién se realiza mediante el enfoque
de operadores. Este enfoque permite construirlos
activamente como ampliadores o reductores de lon-
gitudes. .

La conmensurabilidad y la inconmensurabilidad co-
mo relaciones posibles entre longitudes son ideas
béasicas para el desarrollo de la unidad y en general
para la construccion y el trabajo con los nimeros
reales.

La metodologia sugerida busca que los estudiantes
puedan avanzardesde los sistemas conlos nimeros
racionales hasta estos nuevos sistemas. Algunosca-
sos de inconmensurabilidad de longitudes que han
sido estudiados desde los pitagéricos se toman co-
mo punto de partida para hacer ver la necesidad de
construir un conjunto mas amplio que el de los nime-
ros racionales. Podriamos decir que estas transfor-

Objetivos generales

—Analizar algunas razones para la construccién de
sistemas numéricos mas amplios que los de los
nimeros racionales.

—Adquirir los conocimientos basicos para introducir
el trabajo con nlimeros reales, el 4igebra de fun-
ciones y los primeros elementos de los métodos
de demostracién.

—Construir activamente los nimeros reales como
ampliadores o reductores de longitudes.

—Extender las operaciones y 1as relaciones trabaja-
das en los sistemas ya conocidos, a los sistemas

maciones de longitudes forman un sistema concreto
para la construccién de sistemas conceptuales con
los nimeros reales.

A medida que-el desarrollo del tema lo requiere se
van introduciendo nociones de algebra. No se trata
de aprender unos procedimientos para luego aplicar-
los, sino de construirios a medida que sean necesa-
rios y utiles. A propdsito de algebra, conviene que los
docentes profundicen la concepcién que tienen al
respecto; que analicen cuales algebras conocen;
cudles se trabajan en el Bachillerato y por qué con
demasiada frecuencia se trabaja como si solo exis-
tiera una.

En realidad, un 4igebra es un sistema simbélico tan
bien disefiado para el sistema conceptual respec-

~ tivo, que permite obtener simbolos para los resuilta-

dos através de la mera manipulacién de los simbolos
paralos argumentos. Cada sistermna conceptual puede
tener una o varias digebras asociadas con él, mas o
menos eficientes para cada tipo de tarea. Pero en
cualquier caso, lo mas importante es el sistema
conceptual.

enlos cuales el conjunto numeérico es el de losrea-
les.

—Facilitar el manejo comprensivo y sistematico de
las aproximaciones decimales y de las fracciones
decimales como expresiones que permiten traba-
jar con los numeros reales.

—Formular, analizar y resolver problemas que per-
mitan el desarrolio de la mente através de lacom-
prensién de aspectos importantes de la cons-
truccién de los nimeros reales y de las particula-
ridades de su aplicacion.
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Objetivos especificos, contenidos y sugerencias
metodologicas

CONTENIDOS BASICOS

En grados anteriores se ha trabajado con operado-
res que transforman las magnitudes a las cuales se
aplican. Recordemos algunos conceptos:

—Los operadores o transformadores son construc-
ciones mentales que se asemejan a ciertas maqui-
nas que aumentan, disminuyen, amplian, redu-
cen, dejan como est4, etc. la magnitud afa cual se
aplican.

—Si a una magnitud se le aplica un operador de la
forma ax (con a un niimero natural mayor que 1)
0 —;—x (con a yb ndmeros naturales mayores que
0 y tales que a> b)) el resultado es una ampliacién
de la magnitud.Si a< b, el resultado es una dismi-
nucién o reduccién de la magnitud.

—También consideramos al cero como un operador
reductor muy fuerte. Ox es un anulador de magni-
tudes, y al uno como un operador muy particular
1x, 0-x esunoperador que dejaintacta la mag-
nitud a la que se le aplica. Lo llamamos “operador
idéntico” u “operador neutro”.

—Todos estos operadores o transformadores gue
pueden expresarse cOmo ax o%x se llaman ope-
radores racionales positivos, cuandoayb son nu-
meros naturales mayores que 0.

Ejempilo:

Apliquemos los operadores 2x y -g-x a una longitud
de 6 metros.

2x es el operador que duplica la magnitud dada:

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

2x (bm) =12 m

5 . .
3% es el operador que quintuplica y luego reduce a
la tercera parte (o viceversa) la magnitud dada:

Enlosdoscasos se produjo una ampliacion de lamagnitud
inicial. Estos dos operadores son ampliadores.

—Si a una magnitud se le aplica un operador de la
forma—{-x (conb> 1), 0-2-x (con a< b),

el resultado es una reduccién de 1a magnitud.
Ejemplo:

;A una longitud de 20 m apliquemos los operadores
3 ..
TX y?X .

-}x es el operador que reduce a la cuarta parte:

+ x (20m) = Z2 = 5m,

%)f es el operapor que triplica y luego reduce a la
quinta parte o viceversa:

2 x 20m) = 3x 2= 3x (4m) = 12m.

~=X
20m—r—>5m En ambos casos se produ-
Jo una reduccién de la mag-
nitud inicial. Estos operado-
% x res son reductores.
20m———>»12m

Conviene hacer un repaso y trabajar lo suficiente con
diferentes operadores para que los alumnos puedan
facilmente identificar el efecto y el resuitado de apli-
carlos a una magnitud. Es conveniente empezar so-
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lo con longitudes. Si se nota progreso rapido, puede
ensayarse a ampliar o reducir dreas y volumenes.

Para visualizar estas ampliaciones y reducciones se



puede usar material concreto, como pitas parala lon-
gitud, hojas de papel! periédico o el piso para el drea,
etc. Lo importante es que el alumno llegue a imagi-
nar intuitivamente los efectos y los resultados apro-
ximados de aplicar dichos operadores a una magni-
tud, y ojala a calcular mentalmente valores numéri-
cos, al menos aproximados, de esos resultados.

" Es importante insistir en que lo importante son los
operadores ampliadores y reductores conceptuales,

' tongttud mena

CONTENIDOS BASICOS

construidos por el cerebro, y no tanto los simbolos
para designarios. La mitad, el 50%, 3 x .+ x .y 0.5
son apenas nombres distintos para el mismo opera-
dor que extrae la mitad. La diferencia entre el siste-
ma concreto de las longitudes con sus operaciones
y relaciones, el sistema conceptual de los operado-
res o transformadores con sus respectivas operacio-
nesy relaciones, y los sistemas simbdlicos utilizados
pararepresentarlos, es crucial para el progreso en el
desarrollo de la unidad sobre nimeros reales.

Dados dos segmentos AB y CD con AB més largo
que CD, AB se puede medir utilizando como patréna
CDy CD se puede medirtomando como patréna AB.

Silos segmentos AB y CD son los siguientes:

Al 4B
Cct {D

1. Midamos AB tomando como patrén CD.

Una manera de efectuar esta medicién es ver cun-
tas veces se repite el patrén para llegar a coincidir
con elsegmento de longitud mayor. Sino cabe un nu-
mero exacto de veces, se recurre a un submuitiplo
como patrén auxiliar.

En nuestro ejemplo, como el patrén solo cabe una
vez y sobra un segmento mas corto que CD recurri-
mos a la mitad del patrén como patrdn auxiliar o sea
el segmento CM.

C—— ' — D
CM =1 x T

Esta unidad auxiliar cabe 3 veces en la longitud AB:

At + ~t—

—B

Asi: AB = 3xCM, o simplemente AB = 3 CM, omi-

tiendo el signo “x~ (“veces”, “de”, “por”)
R 170 3 D
AB-3(1c0)-2¢D

Podemos decir que AB mide una vez y media la
longitud de €D : AB = 1 -;-x CD.

También podemos elegir como unidad auxiliar la dé-
cima parte de la unidad inicial (longitud CD). Su-
poniendo que midiera 1 decimetro, la décima parte
de esa longitud seria 1 centimetro. Nuestra unidad
auxiliar seria ahora la longitud CN que suponemos
fepresenta aescala 1cm:

Esta unidad auxiliar cabe exactamente 15 veces
en la longitud AB.

El resultado de esta medicién es 15 cm o sea 1 dm
y5cm.

AR N 173 15 &p
B = CN = = = 2 CD
Al 15 15 (wCD) 10

AB=15CD
Asi decimos que AB es conmensurable con CD.

Otra manera de hacer la mediciéon es buscar un
operador ampliador que aplicado a la longitud mas
corta (CD) produzca la longitud mds larga (AB).
En este caso el operador es el ampliador 1.5,
]l o _3_
Asi 202
AB =1 %H) o AB -%C—D
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2. Ahora midamos la longitud ms corta (CD)toman-
do como unidad la longitud mas larga (AB ).

Una manera de hacerlo es buscar un operador re-
ductor que aplicado a la longitud més larga (AB) pro-
duzca la mas corta (CD).

Otra manera de hacerlo es tratar de formar dos lon-
gitudes iguales repitiendo consecutivamente cada
unade las dos longitudes dadas hasta que coincidan
sus extremos, y luego ver con cuantas veces la lon-
gitud AB y con cuantas veces la longitud CD se for-
man esas dos longitudes. Se trata de encontrar dos
nimeros naturales m y n tales que mCD = n AB.

En nuestro ejemplo se observa que 3 longitudes pe-
quefas coinciden con 2 de las largas:

3CD=2AB.

Esto significa que para obtener CD a partirde AB, se
tendria que duplicar AB y luego reducir este resulta-
do alaterceraparte, es decir aplicara AB el operador
2 x , o simplemente <

CD = 2 AB. .
Otra manera de efectuar esta medicién es subdivi-
‘diendo las dos longitudes en partes iguales de lar-
gas, encontrando as{ una unidad auxiliar que sea a
la vez submuiltiplo de ambas, y buscando luego la ra-
z6n de la longitud mas corta a la longitud més larga.

Tomemos como unidad auxiliar la tercera parte (lon-
gitud AP) de la unidad inicial (longitud AB)

Podemos comprobar que es submultiplo de las lon-
gitudes AB y CD; subdividamos esas dos longitudes
ABy CD en pedazos iguales de largos, cada uno de
la misma longitud que AP:

Ad S EEmm— 1B

CH —

1D

AB=3AP CD=2AP

B = 3AF = % ;entonces CD= %— AB
Podemos tomar otra unidad auxiliar, como por ejem-
plo la sexta parte de la longitud AB, o la novena par-
te de ella. Se comprueba que cada unidad auxiliar es
submiiltiplo de ambas, y se encuentra que O -%Kﬁ
oquedD-= %XE

Tomemos ahora como unidad auxiliar el cm; pode-
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mos comprobar que es submiiltiplo de ambas.

Subdividamos las dos longitudes AB y CD en peda-
zos iguales de largos cada uno de un cm.

A e o

—q B
C'—_A-—-l-—-l—l—-l—l—l-—l.—l_‘D

AB=15cm ; CD=10em

CD.10an _2 .50 .2 55
AB B 3 P=3AB

De esta manera comprobamos que también CD es
conmensurable con AB.

En general dos longitudes diferentes son conmensu-
rables cuando una se puede medir exactamente
usando como unidad la otra, o submuiltiplos de esa
otra.

En nuestro caso decimos que AB y CD son dos lon-
gitudes conmensurables.

Si dos longitudes diferentes son conmensurables
siempre existirda un operador ampliadoro reductorra-
cional que nos permita expresar {a una en términos
de la otra. Si se hace el intento de comprobar la con-
mensurabilidad en la practica, o sea empiricamente,
siempre es posible encontrar dicho operador racio-
nal, es decir: en la practica toda pareja de longitudes
parecen ser conmensurables.

A esta conjetura la podemos llamar “la hipétesis de
la conmensurabilidad de cualquier pareja de longitu-
des”.

Veamos algunos ejemplos:

1- La longitud de la circunferencia y el didmetro. La
medicion puede hacerse de la siguiente manera:

— Busque varios objetos que tengan bordes circula-
res como tarros, tapas, materas, etc. y con una pi-
ta mida la longitud del contorno o borde circular
(circunferencia). Marque en la pita esta longitud.

— Utilice otra pita para medir el diametro de la circun-
ferencia anterior y marque esta longitud.



— Compare ahora estas dos longitudes. Tome como
unidad de medida la longitud del didmetro.

¢ Cabe ésta un numero exacto de veces en la longi-
tudde la circunferencia? ; Habra un submiltiplode la
longitud del didmetro que mida exactamente la lon-
gitud de la circunferencia?

¢ Cudl podria ser un vaior aproximado para la longi-
tud de la circunferencia en términos del diametro?

~— Ahora mida la longitud de la circunferencia (C) yla
del diametro (d) envarios de los objetos anteriores
y halle la razén aproximada entre la longitud de la
circunferencia y la del didmetro. Consigne sus re-
sultados en una tabla como la siguiente:

Longttud de la circunferencia | Longitud del didmetro
©) (d)

C/d

¢ Qué conclusién puede sacarteniendo encuentalos
resultados anteriores? :

De la practica anterior se llega a un resultado como
el siguiente:

C=314d ,0 C=%d

Asi vemos que en la practica un operador ampliador
parapasar del didmetro ala circunferencia, o sea pa-
ra encontrar la longitud de la circunferencia a partir
de la longitud del didmetro, podria ser % ,03.14

Esto significa que empiricamente la longitud de la cir-
cunferencia y el diametro de un mismo circulo pare-
cen ser dos longitudes conmensurables.

2— La diagonal y el lado de-un cuadrado.

La medicién puéde hacerse mediante las siguientes
actividades: .

a) Recorte en papel periédico o en cartulina un cua-
drado de 70 cm. de lado. Mida la longitud de la dia-
gonal de ese cuadrado. Con sorpresa encontrara
que la diagonal mide 99 cm, al parecer exactamen-
te.

/ 70em

La razén de la diagonal ai lado seria pues:

d _ 9B e

; 70 cm = 1.41428 con mucha aproximacién

De esta practica se llega al siguiente resultado
9. _
d =551 = 1.414281

Asi comprobamos empiricamente que un buen
operador ampliador para pasardelladoala diagonal
del cuadrado podria ser % ,0 141428

Esto significa que en la practica la diagonal y el lado
de un mismo cuadrado parecen ser dos longitudes
conmensurables.

b) Recorte 12 cuadrados de la misma drea y marque
una diagonal en cada uno. Coloque 7 de ellos uno a
continuacién del otro como se indica:

s s’ Ve Ve V4 ’ s
’ Vs ’ ’ ’ Vs ’
Vs ’ s s Ve V ,
s, y ’ , s ’ ,
s s’ /s V / ’ 7

Ahoratome los otros cinco cuadrados y superpénga-
los de modo que las diagonales coincidan con los la-

dos como se indica:

Se puede observar que con la longitud de cinco
diagonales se cubre la longitud de siete lados del
cuadrado en cuestion.

Es decir,5d =71 luego:

d _7 .
T = § con bastante aproximacion.

El ejercicio anterior nos conduce al siguiente resulta-
do: .
d= 31

Entonces un operador ampliador que nos permite
encontrar la longitud de la diagonal de un cuadrado
cuando se conoce la longitud del lado es:

7

T
También se puede encontrar ia longitud del lado del
cuadrado cuando se conoce la longitud de la diago-
nal del mismo.

En ese caso:
71 =5d,

luego: 1=54
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Es decir, si a la diagonal se le aplica el operador re-
ductor > se obtiene el lado del cuadrado.

Este segundo ejemplo es otra verificacién de que, en
la practica, las longitudes de ladiagonaly del lado de

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

un cuadrado parecen ser dos magnitudes conmen-
surables; es decir, que la una se puede obtener apli-

candole a la otra un operador ampliador o reductor
segun el caso.

Conviene hacer un nimero suficiente de mediciones
de longitudes tomando como unidad otra longitud.

Ejemplos:

- La longitud de un Iapiz tomando como unidad el
decimetro.

— Lalongitud del escritorio tomando como unidad la
longitud de una regla.

~ Ellargo del salén tomando como unidad el metro.

— El ancho del salén tomando Como unidad la lon-
gitud del pie de un alumno.

— Ellargo de una regla tomando como unidad el an-
cho de esta misma.

— El ancho de un cuaderno tomando como unidad
el largo.

— La longitud de un lapiz tomando como unidad la
longitud de la regla.

En cada caso los mismos alumnos elegiran la forma
de hacer la medicién y buscaran el operador amplia-
dor o reductor racional que permite obtener una lon-
gitud a partir de la unidad. Se procurara obtener am-
pliadores y reductores como los siguientes:

1 2 4 1
2x,=~x,<x ,34Lx,%2 3x, 4x,2-x , elc.
3% s X 5

7

N =

(Cuando el profesor lo considere oportuno, puede empezar a omitir el
signo “x" de los operadores, que se lee “veces”, “de”, “por”).

Ejemplo:
Se desea medir el ancho de la siguiente tarjeta, to-

mando como unidad el largo de la tarjeta.

a

a

Una forma de hacerlo es asi:
Extendertarjetas de las mismas dimensiones alo lar-
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go y a lo ancho hasta encontrar que sus extremos
coincidan.
i ! i

a a a a a

5 veces el ancho es igual a 3 veces el largo.
5a=31 a=-—1
5
El operador reductor del largo al ancho en este caso
es+x o simplemente 2-;

3 < . R
Enestecaso t eslarazén del nimero de longitu-
des mas largas al nimero de longitudes mas cortas.

Para efectuar las mediciones conviene recordar que
una longitud es submuiltiplo de otra cuando cabe un
numero exacto de veces en ella.

Ejemplo: Dada la longitud MN:

M N

Las siguientes longitudes soh submtiltiplos de ésta:

X Y A B D E
Compruébelo hallando cuantas veces cabe cada
unade las longitudes XY, ABy DE en lalongitud MN.

Conviene hacer caer en la cuentade que la conmen-
surabilidad es una relacién binaria entre dos longitu-
des (o entre dos instancias concretas de una magni-
tud), y no una propiedad de una sola de ellas. Tam-
bién debe comprobarse que esta relacién es simétri-
ca, es decir que sila longitud AB es conmensurable .
con la longitud CD, entonces CD es conmensurable
con AB; por esto se dice que AB y CD son dos longi-
tudes conmensurables.

Vale lapenaobservarque predicados binarios como:



“ y son conmensurables”,
“ y son de la misma edad”,
“ y son hermanos”,

" y son perpendiculares”,
y son amigos”,

que no tienen la forma relacional usual:

“————esRde ", pueden expresarse
en esa forma precisamente porque fa relacién es si-
métrica.

(Con los alumnos mas avanzados, o en los grados
superiores, puede hacerse caer en la cuenta de que
la relacién de conmensurabilidad es también transi-
tivay reflexiva. Por lo tanto, es una relacién de equi-
valencia, que particiona el conjunto de las longitudes
reales en un nimero incontable de clases de equiva-
lencia. Las longitudes racionales son solo una de
esas clases, y las longitudes irracionales quedan re-
partidas en un numero incontable de clases).

Conviene insistir en que los ampliadores y reducto-
res racionales parecen ser suficientes para transfor-
mar cualquier longitud dada en cualquier otra. Sin
esa expectativa de la conmensurabilidad de cual-

quier pareja de longitudes, pierde sentido la presen-
tacién de parejas de longitudes que parecen con-
mensurables en la practica, pero que tedricamente
son inconmensurables.

Esta discusién puede ser una primera introduccién
de los alumnos a la teoria del conocimiento, y una
buena experiencia del poder del cerebro humano pa-
ra crear conceptos nuevos, generar y proponer hipé-
tesis, y contrastarlas con la teoria y con la practica.

Una discusién en clase sobre la historia de los inten-
tos de reconstruir la discusién entre los pitagdricos
que creian en la suficiencia de los nimeros natura-
les y las razones entre ellos para explicar el mundo,
y las de los disidentes que se ingeniaron la prueba de
que esto no era asi, puede motivar a los alumnos y
generar discusiones y precisiones muy utiles.

Esta actividad de generar hipétesis o conjeturas y de
tratar de ponerlas a prueba, es una de las principa-
les de la practica cientifica. En este caso, la conjetura
mds plausible parece ser fa de la conmensurabilidad
de cualquier pareja de longitudes. Asi le pareciaa los
antiguos pitagdricos, y asi les debe parecer a nues-
tros alumnos. Si no logramos que les parezca asi, no
podran llevarse la sorpresa de la inconmensurabili-
dad de ciertas parejas de longitudes. Sobre la exis-
tencia de esas parejas tratan las paginas siguientes.

CONTENIDOS BASICOS

El teorema de Pitdgoras establece una relacion su-
mamente importante entre las longitudes de los ca-
tetos y la longitud de la hipotenusa de un tridngulo
rectdngulo. Dice asi:

“Entodo tridangulo rectangulo, el cuadrado de la hipo-

tenusa es igual a la suma de los cuadrados de los ca-
tetos”.

2 = a2+ b?

El Teorema de Pitagoras recibe este nombre por atri-
buirse al famoso filésofo griego Pitagoras (584 - 495
A.C.) su primera demostracién. Se cree que su mé-

todo de demostracién estuvo basado en la compara-
cién de areas.

Este teorema ha sido objeto de interés y estudio por
parte de matematicos y profesionales de todo el
mundo a través de los afios. Hay muchas demostra-
ciones de el.

Veamos una de ellas:

Dado el tridngulo rectangulo RXS. Demostrar que
cZ=a’+ b

“Demostrar” algo en Matematicas es una exigencia

muy fuerte. Hasta ahora, bastaba con una compro-

baciénde que lo que dice el profesor o el libro eraver-

dad, o por lo menos era muy plausible. De este mo-
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mento en adelante, el alumno puede y debe cuestio-
nar no sélo la afirmacién del profesor y del libro, sino
el intento mismo de verificacién. Hay que buscar ar-
gumentos convincentes que satisfagan a la persona
mas criticay escéptica. Hay que elaboraruna lista de
argumentos convincentes, rigurosamente dispues-
tos para llevar al fector desde los axiomas, postula-
dos, teoremas e hipétesis que ya aceptaba como
ciertos, hastala conclusién o tesis que todavia ponia
enduda. Esa lista de pasos argumentativos bien dis-
puestos es lo que se llama una demostraciéon de esa
tesis o conclusién.

Sila demostracién pasa la prueba de los criticos mas
exigentes, la frase que dice precisamente bajo qué
hipétesis se cumple latesis, se convierte enteorema.
Una conjetura ingeniosa puede ser refutada, o pue-
de convertirse en teorema cuando se le encuentra
una demostracién rigurosa.

Puede haber varias demostraciones de un mismo
teorema. Aunque todas sean rigurosas, unas pue-
den ser mas convincentes para el lector que otras, y
unas pueden parecerle méas elegantes, mas breves
0 més ingeniosas que otras. Ese es uno de los com-
ponentes estéticos de las matematicas, componen-
te que muchos libros y programas de matematicas
dejan de lado.

En el Programa de Matematicas de la Renovacién
Curricular se intenta recuperar ese aspecto estético,
ese desafio de encontrar demostraciones mas bellas
y de comparar las distintas demostraciones existen-
tes.

El Teorema de Pitagoras se presta admirablemente
para empezar esa confrontacién con la tarea de de-
mostrar una tesis a partir de un minimo de hipétesis.
Esunteorema que fue trabajado unos tres siglos an-
tes de que Euclides escribiera sus “Elementos”y que
durante casi veinticinco siglos ha sido estudiado y
demostrado de muchas maneras ingeniosas y sor-
prendentes. Ademas, es labase para eldesarrollo de
la medicion indirecta de longitudes, para la geome-
tria analitica, los espacios vectoriales, larectificacion
de curvas y otros aspectos cruciales del analisis ma-
tematico.

Enesta primera demostracién que intenta ser riguro-
sa, el profesor ira detectando lo que ya aceptan los
alumnosy lo que ponen enduda, y les pedird que tra-
ten de relacionar eso que ponen en duda con afirma-
ciones que ya consideren verdaderas. En este grado
no es importante distinguir entre la verdad intuitivade
la Geometria Euclidiana y la demostrabilidad pura-
mente formal de teoremas a partir de postulados o
axiomas rigurosos que relacionan términos primiti-
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vos. Es preferible seguir el proceso histérico de sis-
tematizacién de las exploraciones intuitivas del es-
pacio dibujado e imaginado, para preparar el paso a
la formalizacion de la geometria en el Siglo XIX. Em-
pecemos pues con una primera demostracién del
Teorema de Pitdgoras. T

Q

R s
Tracemos el cuadrado QRST conlados iguales al
segmento RS, como se indica en la figura.

$1+44=90° &1+ 42=290°
€2 + 43 =90° .
¥l1=43 y <42=4«4

Desde Q se traza el segmento QW permendicular al
segmento RX; entonces $5 =41y £6 = 44. (¢ Por
qué?). .

Desde T se traza el segmento TZ 'perpendicuvlar al
segmento QW; entonces €7 = «5y +8 =46
(¢,Por qué?).

Se prolonga el rayo SX hasta intersecar el segmen-
to TZ en Y. Como los lados del cuadrado son igua-
les, los 4 tridngulos son congruentes:

Q T

R S

Vemos que: L
a=RX=QW =TZ=S5Y

b=SX=RW=0QZ=TY
a-b=XW=WZ=ZY=YX
El 4rea del cuadrado QRST es ¢, el area del cua-

drado WXYZ es (a - b)? y el 4rea de cada tridngulo
es Jab.



"
&

Ei area delcuadrado mayor esigual ala sumadelas
areas de las regiones de su interior: El cuadrado
pequefo y los cuatro tridngulos, esto es:

?=(a-by¥+4(zab)=a’-2ab+b*+2ab.

Por lo tanto, &2 = a? + b?, que era lo que queriamos
demostrar.

Las baldosas de un piso como el siguiente nos sugie-
ren una verificacién del teorema de Pitdgoras.

Con lineas mas gruesas hemos trazado los lados de
un triangulo rectangulo isésceles y hemos punteado
los cuadrados construidos sobre los catetos y la hi-
potenusa del triangulo ¢;cuéntas baldosas forman
cada uno de los cuadrados pequefios?

¢ Cudéntas baldosas forman el cuadrado grande?

Recorte en cartulina un dibujo parecido y verifique el
teorema de Pitadgoras para el caso de los tridngulos
rectangulos isdsceles.

NOTA: En la Unidad de Geometria del Programa de
6° Grado se proponen otras dos verificaciones o
comprobaciones de este Teorema, que el profesor
puede facilmente redactar en forma de demostracién
mds rigurosa. :

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Como un caso especial, veamos qué pasa si traza-
mos una diagonal de un rectangulo cualquiera. (Re-
cordemos que una diagonal de un poligono es un
segmento que une dos vértices no consecutivos).
Para el caso del rectangulo MNOP que hay mds ade-
lante, se pueden recortar cuatro cuadraditos, dos de
lado aydosdeladob, para colocarlos sobre los cua-
tro lados del rectdngulo, y dos cuadrados grandes
que tengan por lado la diagonal del rectangulo. ;C6-
mo se relacionan las areas de estos cuadrados?
U 1 T

R 1 ]
Una diagonal de un rectangulo lo divide en dos tridn-
gulos de la misma area. Cada.uno de estos triangu-
los es rectangulo y su hipotenusa es 1a diagonal, por
tanto se cumple el teorema de Pitagoras.

En UTSR se tiene:
d2 =12+ P
d2=2r,d= W2
M b N
C
a c a
P b o
En MNOP se tiene:
c2=a?+b?

Una lectura sobre Pitdgoras podria despertar en los
estudiantes un gran interés hacia el estudio del teo-
rema y sus demostraciones. Conviene consultar

otras demostraciones. Puede verse el N? 11 de lare-
vista Notas de Matematicas y el N2 19 de la revista
Matematica, Ensefianza Universitaria.
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Resolver algunos ejercicios como los siguientes da a
los aluminos la oportunidad de aplicar el Teorema de
Pitdgoras.

— ¢, Cuanto mide la diagonal de un cuadrado cuyo la-
do mide 8 mm?

— Hallar el lado més largo de un rectangulo si la dia-

gonal mide 10 cm y el lado mas corto mide 4 cm.

— La alturatrazada a la base de un triangulo isésce-
les mide 8 cm. Cada uno de los lados iguales mi-
de 10 cm. Encontrar la medida de la base.

-—Lasdiagonales de unrombo miden 12cmy 16 cm.
Encontrar el perimetro det rombo.

CONTENIDOS BASICOS

Vamos a ver que las teorias geométricas y aritméti-
cas permiten demostrar que no existen operadores
ampliadores racionales que nos permitan pasar del
lado a la diagonal de un cuadrado. Si esto es asl, pa-
ra cada cuadrado que fijemos habremos encontrado
dos longitudes inconmensurables: la de su lado y la
de su diagonal.

La teoria de Pitagoras, nos permite encontrar algu-
nos de estos ampliadores. Supongamos que se tie-
ne un cuadrado cuyo lado mide 1 cm ;Cuanto mide
la diagonal?

lam

d? = 1?°+12
d l1am d2=1+1=2
d2=2 d =12

El ampliador que nos permite pasar del lado a la dia-
gonal de un cuadrado, o sea transformar la longitud
dellado en la diagonal, es V2. (De ahora en adelan-
te vamos a omitir el signo “x” que se lee “veces”, “de”,
0 “por” que acompafiaba al simbolo de un operador.
Asi escribiremos 3 en vezde 1 x para el operador
reductor que sacaliaterceraparte, y V2 para el ope-
rador ampliador que agranda la longitud del lado de
un cuadrado a la de la diagonal del mismo).

El operador V2 no es racional. Veamoslo:

Probar que V2 no es racional es probar que no se
puede expresar como una razén de numeros natura-
les, 0 sea que no hay ningun operador racional de la
forma ' que produzca el mismo_efecto.

Probar que V2 no es racional es probar que no se
puede expresar como una razén de nimeros natura-
les.

Intentemos escribir V2 como un cociente de dos na-
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turales myn:
V2 = 3, (V22 = (7)2; 2 =L:; ; entonces
m? =2n?
Descompongamos am y anen sus factores primos.
Sea p el mayor primo que aparezca entre los diviso-
resdemoden.

A ambos los podemos factorizar asi:

m=2*3°5.p
m2 = 22; 32b 52c".p2e

n=243%5°.p*°

n? = 2% 3% 5 poe

2n? = 2,27 35K p2e

2n2 = QW41 3 5 728 (e

m?=2n?no puede ser, porque a la izquierda el expo-
nente de 2 es pary ala derecha es impar. Esto pue-
de afirmarse gracias al llamado “Teorema funda-
mental de la aritmética”, que afirma que la descom-
posicién de un nimero en factores primos es unica.

Por tanto no puede haber una descomposicién en
primos que cumpla esa igualdad.

Se concluye que V2 no se puede expresar como la
razon de dos naturales, es decir no es racional.

Sivamos a obtener el lado a partir de la diagonal, lo
hacemos mediante el operador reductor 715.

1 R . . ,
73 no es racional. Si lo fuera V2 también lo seria:
?}15 = % osea V2 = %

Veamos otros ampliadores y reductores que no son
racionales y que resultan de medir la diagonalde rec-
tangulos de altura unitaria.
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Sobre la diagonal de este rectanguio construimos
otro rectangulo cuya altura sea unitaria.

La diagonal de este rectangulo es:

d? = (V2)? +12
d2=2+1
d=V3

Sobre la nueva diagonal construimos otro rectangulo
de altura unitaria y trazamos su diagonal.

La diagonal del ultimo rectangulo es:

d2= (3P + 12
d?=3+1
d2=4
d=V4
d=2

Y asi sucesivamente seguimos construyendo
rectanulos de altura unitaria, cuya base sea la diago-
nal del rectangulo anterior construido y hallando la
diagonal.

a: altura

Una espiral de recténgidos

Asi encontramos ampliadores como:

a)v2,v3,v5,v7,V11,v13, ..., que son conocidos

como raices cuadradas de los nimeros primos.

Ninguno de ellos puede ser racional por la misma ra-

-zén que Y2 no puede serlo.

Por ejemplo:
Si 7= £ p? = 7q* ;Imposible! (;Por qué?)
b) V6, V8 ,V10,v12,v14, V15, ..., que son raices

cuadradas de numeros compuestos que no son cua-
drados. Ninguno de ellos es racional, pero no es tan
t4cil demostrarlo.

De esta manera hemos encontrado ampliadores que
hacen que longitudes inconmensurables se puedan
transformar la una en la otra por medio de un opera-
dor que por definicion de inconmensurabilidad no
puede serracional. A estos operadores los lamamos
“irracionales”.

¢ Cual serd el operador que nos permite pasar de la
diagonal a la.altura unitaria de cada uno de los rec-
tangulos de la actividad anterior?

Veamos algunos de esos rectangulos:

V2, 1 V3 1 2

1 3 B

Eloperador que aplicado ala diagonal produce la al-
tura tiene que ser un reductor, pues la longitud se
aconta.

. 1
En el primer rectangulo este opgerador es 77 ,enel
segundo es %y en eltercero es ; y asi encontramos

otros operadores reductores como:
1 1,1 ,1 et.

—1— ’ —1- H}
B'V% 'V’ '3
No todos ellos son racionales.

El ampliador no racional que nos permite obtener la
longitud de 1a circunterencia tomando como unidad
el didmetro se designa conlaletra griega “pi” (n ). Se
llama asi por la letra inicial de la palabra griega que
expresa el perimetro de la circunferencia. Anterior-
mente hemos visto cémo obtener xt ;2hemos encon-
trado algunas aproximaciones como 5 ,3.14,3.1416
y 3.14159265. Demostrar que r es unirracional que
ni siquiera es raiz de una ecuacién algebraica, es ta-
rea que rebasa los propdsitos de este curso, pero
que puede resultar interesante para los estudiosos
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Esto nos indica que ademas de los operadores racio-
nales, nuestro cerebro también puede considerar
otros que no son racionales y que llamamos irracio-

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

nales, no porque sean ilégicos, sino porque no co-
rresponden arazones entre nimeros naturales nien-
teros.

Conviene que los alumnos busquen un numero sufi-
ciente de operadores irracionales tanto ampliadores
como reductores, hasta caer en la cuenta de que no
se puede hacer una lista completa de estos y de que
el cerebro puede seguir construyendo muchos mas.

Pueden hacer algunos ejercicios como estos:

— Hallar la medida de la diagonal de un cuadrado
que tiene 4 cm de lado.

En cada uno de los siguientes rectangulos hallar el
reductor que pasade la diagonal a la base del rectan-
gulo: '

— Hallar también el operador que pasa de la altura
unitaria a la base y viceversa.

— Hallar el operador que nos permite obtener el dia-
metro a partir de la circunferencia respectiva.

— Hallar el operador ampliador que nos permite pa-
sar de la arista de un cubo a la diagonal principal del
cubo.

7
/

/ —a Diagonal del cubo

/

4

y

Arista
Para el cubo, ¢ Cuél es el operador que reduce de la
diagonal a la arista?

obrelarec-
aria.

CONTENIDOS BASICOS

Sobre una recta graduada podemos representar al-
gunas ampliaciones y reducciones racionales e irra-
cionales de la longitud unitaria que hayamos escogi-
do. Para ello podemos proceder de la siguiente ma-
nera: Trazamos una recta cualquiera; fijamos un
punto de origen 0; determinamos sobre ella una
longitud unidad u; aplicamos algunos ampliadores y

reductores a esa longitud unitariay sefialamos los re-
sultados en la recta. Veamos primero ampliaciones

-de la longitud unitaria como 2u, 3u, 4y, 5u, etc. Hagé-

moslas mentaimente o con regla y compds, y mar-
quemos el extremo derecho del resultado de la am-
pliacién.

0 1

-

A A
Lungitud unitaria u

-

0 1 2
"El doble de la longitud: 2 i u (0 simplemente 2u)

El triple, o tres veces la longitud: 3 x u, 0 3u

Cuatro veces la longitud o el cuddruple: 4 x u 0 4u

Cuando tenemos marcadas las ampliaciones ente-
ras sobre la recta, decimos que esta graduada.

Hagamos ahora algunas reducciones de la longitud
unitaria como:
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1 1 1
2u,3u,-4u,£lc.

y marquemos el extremo derecho de la longitud re-
ducida:



0 1

-t} 4 A —
Longitud unitaria u. El extremo derecho esté marcado con !.
WA
-t} A K A L
W/
—J
La mitad de la longitud uniiaria: -é- u. El extremo derecho se marca con -é—
nales. Tracemos el cuadrado cuyo iado es la longitud
A unitaria, hallemos su diagonal, y con el compas ha-
\ ciendo centro en 0, transportemos sobre la recta la
longitud de la diagonal.
N
&
N
L o
> - 0 1 V2 2
o L 2 1 £5 2L £ De esta manera hemos sefialado en la recta el resul-
—J tado de aplicar el ampliador irracional V2 a la longi-
%de {a longitud unitaria: %u tud unitaria.
1 ) Con esta nueva longitud como base (longitud de la
%_,k la longitud unitaria: .5« diagonal del cuadrado) tracemos el rectangulo de
| & g altura unitaria; hallemos su diagonal y con el compés

3
3

V"'123 4, 627 s;; -
555 TEFTFTTE

5
(]

de la longitud unitaria: —;.-u

5

—~— -
de la longitud unitaria: 4

U

4

oo (=

A
8
4

S
de la longitud unitaria:

{

3 i taria: 2
5 de la longitud unitaria: e

Hemos sefialado sobre la recta algunas ampliacio-
nes y reducciones racionales.

Veamos como obtener algunas ampliaciones irracio-

haciendo centro en 0, obtengamos sobre la recta la
longitud de la diagonal del rectangulo, asi:
V3,

ol
<7 1 V2 V32

i—/@mos sehalado en la recta el ampliador irracional
3.

Con esta nueva longitud como base (longitud de la
diagonal del rectangulo anterior), tracemos el rec-
téngulo de ailtura unitaria; hallemos su diagonal, y con
elcompds haciendo centro en 0, transportemos sobre
la recta la longitud de esta diagonal. Se observa que
este ampliador cae sobre larecta numéricadonde ya
se habia representado un ampliador: el duplicador.

N3, 2

- 1 Y2 V3 2 >

Y asi sucesnvamente segu:mos marcando sobre la
recta numérica la longitud de la diagonal de rectan-
guios de altura unitaria y base la longitud de la diago-

nal del rectéangulo construndo anteriormente.
Va_ Y& V5 Y& T

4——

1 V2 V32 V5 V& 3

De esta manera hemos representado sobre la recta

algunas ampliaciones irracionales de la longitud uni-
taria.
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Representemos sobre la misma recta una longitud
cuyo valor es .

Tomemos una circunterencia cuyo diametro sea lo
mismo de largo que lalongitud unitaria. La longitud
de la circunferencia que bordea este circulo es igual
an.; Porqué? Entonces pararepresentar a nt 'sobre

la recta basta transportar sobre ella la longitud de la
circunferenica mencionada. Marquemos con P un
punto del borde del circulo y hagamos coincidir con
el cero u origen de la recta. Hagamoslo rodar el
circulo sobre la recta hasta que el punto P se en-
cuentre otra vez con la recta. Ese nuevo punto se
puede marcar con la letra x.

P i il 'l
- 0 1 2 3 4 g
//
7
v
/
/
{ . s .
- 0 1 2 3 4 -
- . . P . -
0 1 2 3z 4

Veamos la ubicacién en la recta de algunos reducto-
res irracionales. Construyamos rectangulos seme-
jantes a los anteriores cuya diagonal sea la longitud
unitaria y transportemos sobre la recta numérica la
longitud de uno de sus lados. Veamos cémo trazar
los rectangulos semejantes mas pequefios a partir
del ya construido anteriormente. Empecemos por el
cuadrado.

1. Trazar el cuadrado unitario y su diagonal.

D C

V2

A
-¢

B

>

0

1

2

2. Rotarlo 45° hasta que la diagonal quede sobre la
recta numeérica.

3. Construir el cuadrado de diagonalunitaria, y traris-
portar el lado sobre la recta numérica.-
A
N

\
A N
- ; 7

e
N\
\
\
|
Y
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¢ Como vamos a llamar el punto que encontramos
como extremo derecho de esa representacién del la-
do menor?

Ese punto va a representar el reductor irracional que
transforma la diagonal unitaria del cuadrado peque-
fio en el lado del mismo, que es el mismo operador
reductor que pasa de la diagonal V2 al lado unitario
del cuadrado original.

Podemos representar a este operador inverso de V2
como: v
V), (2, 0 F

Observando la gréfica, parece plausible que este re-
ductor sea la mitad de! ampliador v2:

(2)"= 72
Proximamente vamos a comprobar que efectiva-
mente

2= k = 2z
Hagamos ahora un procedimiento parecido con el
rectdngulo de base VZ y altura unitaria, que tenia
diagonal v3. Vamos a tratar de marcar el punto que

represente el operador reductor inverso del amplia-
dor V3.

1. Trazar el rectangulo de altura unitariay base V2'y

su diagonal.
Q r
Vi
M N
< 0 1 VT >



2. Rotarlo hasta que la diagonal quede sobre larecta
numérica.

3. Construir el rectangulo semejante de diagonal
unitaria y dibujar el lado sobre la recta numérica.
Q

Para el rectangulo QPNM &ncontramos un punto en-
tre el cero y el uno que corresponde al extremo de-
recho de larepresentaciéndellado menordel rectan-
gulo de diagonal unitaria.

Este punto representa el reductorinverso del amplia-
dor V3, y lo podemos notar como:

W3, (31, 0 —}-3-

Aqui no es tan clara la gréfica, pero se puede conje-

turar que podria ser la tercera parte de V3. Préxima-
mente vamos a comprobar que efectivamente:

(B = 3= %
El procedimiento seguido se resume asi:

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

1. Trazar uno de los rectangulos construidos ante-
riormente.

2. Rotarlo alrededor del origen en el sentido. de las
manecillas del reloj, hasta que la diagonal quede
aplicada sobre la recta numérica.

Este paso tambien se puede lograr transportando la
diagonal y los lados del rectangulo con el compas.

3. Mediante una homotecia con centro en el origen
hallar el rectdngulo de diagonal unitaria semejan-
te al rectangulo trazado.

Para esto trazamos paralelas a los lados del rectan-
gulo mas grande, que pasen por el extremo de la dia-
gonal fija.

Una vez que tengamos ese rectanguio semejante,
trazamos sobre la recta numérica el lado menor del
rectangulo mas pequefio.

Ese punto va a representar el reductor que pasa de
la diagonal al lado menor de esa clase de rectangu-
los semejantes.

De esta manera hemos representado sobre la recta
realoperadores ampliadores racionales como: 2 ,5- 3 ,
etc, ampliadores lrramonales como V2,3, etc. re-
ductores raaongles como—- etc., reductoresirra-
cionales como—=, <= etc’. éonvnene observar que
ya estamos combmando operadores racionales co-
mo 0 2 con los irracionales como ¥3 o V2. En los
objetivos subsiguientes se encontraran otras mane-
ras de combinar operadores racionales e irraciona-
les para obtener otros de ellos (que pueden o no te-
ner expresiones mas simples).

Conviene hacer caer en la cuenta a los alumnos de
que al elegir la recta sobre la cual se van a proyectar
las ampliaciones y reducciones, esta puede estaren
cualquier direccioén:

Lo importante es “domesticaria”, es decir, fijar el ori-
gen y determinar sobre ella una longitud unitaria. "

Nétese que dicha longitud unitaria puede tomarse en
cualquiera de los dos sentidos de la recta.

Através de estetemase van haciendo algunas cons-
trucciones geométricas empleando regla, escuadra
y compas como hallar el punto medio de un segmen-
to, trazar paralelas, dividir un segmento en partes
iguales.

Como e;ermcuo puedentrabajarotrosirracionales co-
8 V3
mo —=, Vg'f 2 V3 etc.
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OPERADOR REFLECTOR:

El efecto del operador reflector cuando es aplicado a
un nimero en la recta numérica es cambiarle el sen-
tido en que va dirigido.

Este operador se simboliza asi: ~( )
Construcclén de otros operadores reales:

Sialos operadores racionales e irracionales que ob-
fuvimos anteriormente se les aplica el reflector obte-
nemos mas operadores racipnales e irracionales.

Veamos:

—hBh 1 212 3
-2 v?ﬁ-wz_'z‘—,} 0 121 2

De esta manera obtenemos operadores racionales e
irracionales como: V2, V3,-2,-3,-V5, -6, etc. que
llamamos reflectores ampliadores y como - ”22 -
- 3 ,-%, etc. que llamamos reflectores achicado-
res. Hay que tener cuidado con estos nombres, pues,
que el resultado sea mayor o menor que el nimero

original depende también del signo de ese nimero.

Si recopilamos los operadores ampliadores, los re-
ductores, el idéntico, el anulador, el reflector, los re-
flectores-ampliadores y los reflectores-achicadores
obtenemos los operadores reales.

El cerebro puede construir muchos operadores rea-
les. '

LOS NUMEROS REALES:

Si nos olvidamos conscientemente del caracter acti-
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vo de estos operadores reales obtenemos un nuevo
conjunto numérico llamado “numeros reales”. Este
conjunto se simboliza usualmente con la letraR.
Los nimeros reales como conjunto ya pasivo serian
el cadaver de los operadores reales una vez que se
estabilizan como sistema con operaciones y relacio-
nes. El conjunto R asi construido es el de los reales
que se trabaja en los cursos de matematicas.

No se puede hacer una lista completa de niimeros
reales. ;Por qué?

NOTA : En estudios mds avanzados se amplia el
conjunto de los nimeros reales para incluir en é1 nu-
meros infinitamente pequefios y numeros infinita-
mente grandes. El conjunto ampliado se conoce co-
mo el de los reales no estandar y se simboliza con
R*. En ese contexto, el conjunto R construido ante-
riormente se identifica como el de los numeros rea-
les estdndar. En la B4sica Secundaria no se va a de-
sarrollar este tema. Para quienes estén interesados
en el tema, la bibliografia que se incluye al final de la
unidad puede resultarles util.

Sistemas simbélicos para los nimeros reales:

Los operadores racionales se expresan mediante
varios sistemas simbdlicos.

Uno de los mas conocidos es el de las fracciones.

Las fracciones son expresiones de laforma £+ ,en
las que a y b son enteros y b es diferente de cero.

a —- numerador
b — denominador

Asi el operador que reduce a la mitad se puede ex-
presar mediante las siguientes fracciones:

NN

, 3, 4, et
6 8

N



De estas fracciones, por representar al mismo ope-
rador se dice que son equivalentes.

No todos los nimeros reales se pueden representar
en este sistema. Solo los racionales.

Para los irracionales existen simbolos como x, e, V2,
3, V7, p, donde p es primo, también Vq para q no
cuadrado como «fB V6, etc. y todos los wracnonales
cuadréticos

En general la mayoria de los irracionales se expre-
san mediante los conocidos como “radicales” que
son raices indicadas como V8, V18, V20, 15, etc.,
que no son expresables exactamente confracciones
ni con decimales finitos

Se puede extenderla simbolizaciénde los racionales
alos reales como expresiones de laforma % ,enlos
que a y b no solo sean enteros sino también irracio-
nalesy ademdasb #0. De estamanerase obtendrian
para algunos reales expresiones como "5 , J“ B etc.

En realidad todas las medidas o célculos, todos los.

usos practicos de los nimeros se hacen sélo con nu-
meros racionales. Se puede decir que los niimeros
reales son un lujo tedrico y que no se necesitan pa-
ra ninguna aplicacién.

Expresiones en las que en el denominador aparece
un irracional pueden transformarse, convertirse en
expresiones cuyo denominador sea entero. Vea-
mos:

1 12 2
2

_ vz
/R 2

De esta manera el operador irracional ql-z-se puede
escribir como la composicién del operador racional
1y el ampliador irracional V2 .

Este procedimiento es el que en otros libros llaman
“racionalizar el denominador de una fraccién”.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Una.de las razones por las cuales conviene raciona-
lizar el denominador de una fraccién es que facilita fa
expresién decimal de la fraccién. Sila fraccion 1

ha de expresar aproximadamente mediante un gem-
mal, puede trabajarse como ;75 Y esto exige divi-
dir 1 entre 1.4142 cuyo cocnente es 0.7071..

Otro procedimiento es transformar }r en
conduce a 14142

, lo que

En esta forma es mucho mas facil comprobar que el
resultado también es aproximadamente igual a
0.7071. Se puede concluir que al racionalizar el de-
nominador, lo Unico que se hizo fue encontrar otra
forma de expresar el mismo real.

La racionalizacién del denominador de una fraccién
exige la complificaciéon de la misma. La pauta para
encontrar la expresién que permita hacer la compli-
ficacion la da el denominador. En los grados anterio-
res se trabajé con operadores como 2 — y enge-
neral = donde n representa un nimero natural dife-
rente de cero. Para racionalizar, el operador sera
JQ_— , "%‘y en general f,—-z:donde n representa también
un numero natural diferente de cero.

Conviene recordar que la radicacién es una de las
operaciones inversas de la potenciacién y que por
definicidn pueden realizarse algunas operaciones

como: ‘
V2.2 =

\
3 yengeneral \n.Vn =

V3_o.\/§-=

Para racionalizar el denominador de % es necesa-
rio aplicar alafraccién el operador"ﬁy ello exige apli-
carle a 3 eloperador V5 y a V5 aplicarie el mismo ope-
rador V5

3.8

asi: . qg= =% =% 5 . Los estudiantes pueden dis-

cutir la forma de leer el resultado y de realizar otros
ejercicios sobre el tema.

Conviene hacer caer en la cuenta sobre los sistemas
concretos, los sistemas conceptuales y los sistemas
simbdlicos del sistemade los nimerosreales. Unsis-
tema concreto lo constituyen las longitudes.

El sistema conceptual basico lo constituyen las am-
pliacionesy reduccionesde longitudes. Los sistemas
simbdlicos més conocidos son el de las fracciones y
el de las expresiones decimales.

De acuerdo con la metodologia constructivista pro-
puesta para trabajar el programa de Matemaéticas,

conviene apoyarse enlos sistemas concretos de lon-
gitudes para construir y manejar los operadores am-
pliadores y reductores y luego si buscar expresiones
y simbolos para representar esos operadores.

Es importante no confundir los numeros fracciona-
rios o racionales con sus expresiones, y caer en la
cuenta de que hay un solo nimero fraccionario que
corresponde a cada expresidn en un contexto dado,
pero que hay muchas expresiones diferentes que co-
rresponden a un mismo numero.
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Una vez que se maneje el concepto de los nimeros
reales se pueden hacer algunos ejercicios para ma-
nejar los sistemas simbolicos como los siguientes:

- Hallar varias formas equivalentes para representar
el operador 3x0 3
A partir del 89 grado es mejor omitir el sugno “x"
(“veces”, “de”, “por”).

- Expresar los siguientes operadores irracionales co-
mo la composicién de un operador racional y un
ampliador irracional.

i, 3, 5, 3, 2
3 B B 8

Se puede orientar a los alumnos para que ellos mis-
mos busquen los procedimientos o algoritmos para
hacer estas conversiones, después de hacer varios
casos particulares.

Lanecesidad, lautilidady la conveniencia de laracio-
nalizacién puede constituir un tema de discusién pa-
ralos alumnos ¢ Cuales son las razones para consi-
derarque 7 Q es una respuesta equivocada solamen-
te porque no se racionalizé el denommador” (,Para
qué les sirve a los alumnos transformar a T en ﬁ si

no se ha analizado convenientemente el significado
de estas dos expresiones?

También ellos mismos pueden buscar procedimien-
tos para expresar en forma mas simple o mas com-
plicada (o sea simplificar o complificar) una expre-
sién irracional.

Ejempilos: & - 3 O
W3- 3 V12 = VE3 = 2V3
VEF - 2 V20 = VZ5 = 245
V¥ =
Val = a Vald = a'b
Val = a2 a®b = anb
a"= aE ~a*b = a%?h'»
con n muiltiplo de m..

Es conveniente verificar con la calculadora que estas
transformaciones producen la misma expresién de-
cimal a fado y lado de cada signo de igualdad.

Después de haber encontrado un procedimiento ge-
neral para simpliticar cualquier radical podran apli-
carlo simplificando radicales especificos como:

V200 , V160 , V45 , V180 , V360 , etc.

CONTENIDOS BASICOS

Otro de los sistemas simbélicos para los reales es el
de los decimales. Veamos:

Side las fracciones tomamos aquellas2 1cuyo denom-
inador es potencia de 10 como <5 , 75 .y aquellas
que tienen una fraccion equivalente con denomina-
dor potencia de 10, obtenemos las fracciones deci-
males.

Las fracciones que son equivalentes con una frac-
cién cuyo denominador es potencia de 10, son aque-
Has cuyos denominadores pueden expresarse como
un producto cuyos factores son igualesa2 0 a5:
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Para convertirlas en fracciones decimales basta con
complificar o simplificar |a fraccién por un factor ade-
cuado para que el denominador sea potencia de 10,
puede serpor2o 5 o algunapotenciade estos. Ejem-
plos:



Estas fracciones decimales se pueden representar
mediante “expresiones decimales” o simplemente
“decimales” siguiendo los pasos de nuestro sistema
de numeracién decimal, veamos:

B 212 +5= (1 x 10)+(2 X 109+ X g5) = 10 +2+ 35

=12.3 punto decimal que separa la parte llamada “entera” de la parte
“decimal”.
18 18x 4 72 70 - _ -
= 1m = Ot Tt =0+ + 55 = 072

Estas expresiones decimales también se puedenob-
tener dividiendo el numerador entre el denominador
de una fraccién. Si efectuamos esta divisién, con
fracciones cuyo denominador es potencia de 10, 0
con otras, que tienen una fraccién equivalente con
denominador potencia de 10, obtenemos “decimales
finitos™.

Ejemplo:

1

2 3 N
7=05,T—6=002 71:075, = 0.04

&~

No todos los operadores racionales se pueden ex-
presar como decimales finitos: sélo aquellos que es-
tan representados por fracciones cuyo denominador
es potencia de 10, o cuyo denominador tiene como
factora2o0 ab.

Otras fracciones comoj’ ¢ ' %’ 3 ’etc. no tienen
expresidn decimal finita, pero podemos obtener al-
guna expresion aproximada de estas, efectuando la
divisién entre el numerador y el denominador.

Veamos la aproximacién de 3

30
20
60
40 -
120
80
100
2

Hemos obtenido 0.2142857 yen el proceso encontramos otra
vez como residuo a 2 y a partir de aqui se vuelven a repetir los

cocientes 142857 para producir la aproximacién:
0.2142857142857.

14
0.2142857

En este momento el residuo vuelve a ser 2y la secuencia vol-
verdarepetirse indefinidamente, esto es ﬂ- =0.2142857 142857
142857, en donde labarraencimade 142857 indicaque 142857
se repite indefinidamente.

Las expresiones decimales que tienen grupos de di-
gitos que se repiten sin fin, son lamadas decimales
periédicos o decimales infinitos periédicos.

Otros ejemplos de decimales periddicos son:

14 3 26
16 $=093 Z-=

1 5 1 . A3
3=03 ¢=0 0.234

Asi podemos concluir que todo operador racional
puede expresarse mediante un decimal finito o me-

diante un decimal periédico.

Podemos considerar los decimales finitos como de-
cimales periédicos si suponemos que el periodo es
0. Asi 0.5 = 0.5000 = 0.50

De acuerdo con esto, todo racional puede expresar-
se mediante un decimal periddico.

¢ Existira algun decimal no periddico e infinito? De
ser asi, 4qué clase de nimeros representaria?

Si, existen expresiones decimales no periddicas e in-
finitas y también reglas para obtener algunas de
ellas. Un ejemplo de este tipo de expresiones es el si-
guiente: 0.12112111211112..., en la que se aumen-
taun 1 en forma progresiva en cada grupo de nume-
rales que siguen después de cada 2.

Esta expresiondecimal infinita y no periédica repre-
senta un operador irracional.

Ya estamos familiarizados con estos operadores.
Uno de estos es:

TC = 3.14159265358979...

Otroes V2 = 1.414228...

V3 = 1.7182...

Esfacil encontrar los decimales para tantos nimeros
irracionales como deseemos. Todo lo que tenemos
que haceres evitarperiédos que se repitanunay otra
vez indefinidamente.

Por ejemplo: un nimero irracional esta representa-
do por el decimal 0.101001000100001...

¢ Conqué reglase formaronlosdigitos de la parte de-
cimal?

¢ Puede encontrar alguna pauta en el siguiente deci-
mai? 0.123456789101112131415161718...

Tedricamente hablando, todos los niumeros reales
se podrian representar con expresiones decimales
infinitas periédicas o no periédicas. No es muy co-
rrecto decir que los numeros reales son las expresio-
nes decimales inifintas periddicas y no periddicas,

51



pues eso seria confundir el sistema conceptual de los
numeros reales con uno de sus sistemas simbélicos.
Los griegos conocian y operaban con muchos nime-
ros reales que sonirracionales, y no conocian las ex-
presiones decimales.

En general se puede decir que el sistema simbdélico
de las expresiones decimales sirve tanto para los
fraccionarios Q como para los reales R.

No se puede comprobar directamente que en las ex-
presiones decimales que representaoperadores irra-
* cionales, nunca se va a repetir un periodo. Pero se
puede inferir o deducir que no se repite, porque si se
repitiera, podriamos encontrar un operador racional
que tuviera esa representacion. (El procedimiento
‘para encontrar una fraccién equivalente a una expre-
sién decimal periédica se vera préximamente).

Inferir o deducir es una operacién légica mental que
permite hacer afirmaciones o negaciones que no
aparecen explicitamente en la informacién disponi-
ble inicialmente. En este caso sabemos que todo
operador racional se puede representar con una ex-
presién decimal finita o infinita periédica. De esa in-
formacién se puede extraer la conclusién de que pa-
ra representar los operadores irracionales con ex-
presiones decimales, no quedan sino las expresio-
nes infinitas no periodicas.

Nétese que esta ultima afirmacién no se puede veri-
ficar empiricamente, porque por mas cifras que uno
escriba para =, 0 para V2 sin encontrar la repeticién de
ningun periodo, no se sabria si mas tarde se repite 0
no algtn periodo. Pero por razones légicas si se pue-
de estar seguro de que no se repetira ningun perio-
do en la expresién decimal de & o de V2.

La estructura iégica de la siguiente frase es comple-
ja, pero el cerebro puede analizarla y encontraria ple-
namente satisfactoria sin necesidad de comproba-
ciones especificas.

“Sila representacién decimal de todo operador racio-
nal es finita o infinita periédica, entonces la de cada
operador irracional es infinita y no periédica”.

Nétese el uso de los conectivos “si..., entonces...”,
“0”,"y", de las negaciones “in-...”, “ir-...", “no”, yde los
cuantificaciones ‘todo”y “cada”.

Esta actividad mental de codificar y recodificar la in-
formacién proporcionada por los cuantificadores, las
negaciones y las conectivas binarias, es la mas im-
portante para desarroliar los sistemas Iégicos con-
ceptuales. La iégica simbolica o “logistica” es el ma-
nejo de sistemas simbélicos para apoyar y desarro-
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llar esos sistemas légicos conceptuales. El lenguaje
ordinario, los lenguajes cientificos y los lenguajes
matematicos son los sistemas concretos correspon-
dientes.

Para completar el panoramade las representaciones

decimales de los racionales e irracionales, faltaria

estudiar la manera de transformar una expresién de-

cimalinfinita periédica en unafraccidon que represen-

te el mismo operador. Asi quedaria demostrado que

un operador representable por una expresién deci-
“mal infinita periédica tiene que ser racional.

Hay un algoritmo explicito para encontrar la fraccién
correspondiente a una expresién peridédica dada. No
es muy importante que los alumnos puedan utilizar-
lo entodos los casos, sino mas bienque verifiquen en
casos simples (periodos contos, y periodos puros,
esto es sin decimales intermedios entre el punto de-
cimaly el periodo) que efectivamente esa expresién
decimal periddica si corresponde a una fraccién.

En las sugerencias metodolégicas indicamos algu-
' _nos de estos casos. Laregla general es designar por
una letra el operador, representado por la expresién
periddica, por ejemplo: a= 2.123. Si no es pura, se
multiplica por la potencia de 10, necesaria para ob-
tener un periodo puro. En el ejemplo, 100 a = 212.3

Se separav la parte enteray se trabaja con laparte de-
cimal inicamente: b=0.3. :

Paratransformarla expresién periédica pura enfrac-
cién, basta escribir como numerador el periodo, y co-
mo denominador colocar tantos nueves como nume-
rales tenga el periodo (en este caso uno). Se puede
comprobarque b = % directamente por divisién con-
tinuada, o mejor adn por una manipulacién algebrai-
ca (que habria que justificar conceptualmente) con-
sistente en multiplicar la expresién por la potencia
minima de 10 que traslada el periodo a la parte ente-
ra (en este caso basta la primera potencia) y restar fi-
nalmente las expresiones para eliminar los perio-

dos): 10b=33

-b=03

9b=30

= 3

*= %
Porlotanto 100a =212+3 .y a= 22 + 3

Lo méas importante en esta actividad es el proceso l6-
gico de identificacién de las expresiones decimales
finitas e infinitas periddicas con representaciones de
operadores racionales, y la transformacién mental
de esainformacién en la conclusiénde que las repre-
sentaciones decimales de los operadores irraciona-
les tienen que ser infinitas no periddicas.



Es interesante preguntarse ahora sitodos los nime-
ros reales se pueden representar mediante puntos
sobre unarecta. ;Habré en la rectaun punto para ca-
da nimero? ;Y ala vez habra un nimero para cada
punto?

Sabemos representar muchisimos nimeros reales
tanto racionales como irracionales. Para todos es
clara una situacién como la siguiente:

<7_2 3 1 0 1
7

1 Y2 2
7

3
)
— ¢ Pero acaso nos hemos preguntado por las posi-
bilidades de continuar representando indefinidamen-

te cada vez mas y mas nimeros reales sobre esta
recta?

Trabajando con el conjunto R y conuna recta que se
prolonga indefinidamente en ambos sentidos, es de-
cir, con una recta doblemente infinita, se ha encon-
trado que para cada numero real es posible encon-
trar un punto sobre larectay ala vez que acada pun-
to de la recta le corresponde un nimero real.

Dicho de otra manera: puede establecerse una co-
rrespondencia biunivoca entre los nimeros reales y
los puntos de la recta. Por eso se afirma que los nu-
meros reales llenan la recta. ; Qué relacién tiene es-
to con la idea de queR es un conjunto completo?

NOTA PARA EL PROFESOR: Los planteamiertos
anteriores corresponden al cdlculo tradicional pero
desde hace varios decenios se ha retomado la discu-
sién sobre muchas de estas cuestiones. Algunas de
ellas, como la de si hay puntos de la recta muy cer-
ca del origen a los que no corresponde numero real
alguno de los construidos hasta ahora (los reales es-
tandar), o simds bien hay nimeros infinitesimales (o
reales no-estandar) a los que no corresponde punto
alguno de la recta real usual, son actualmente de in-
terés para légicos y matematicos. Aun cuando no se
desarrolle el tema con los alumnos conviene que los
educadores lo estudien y analicen.

Veamos ahoracémo representar sobre la recta elva-
lor de n cada vez con mayor exactitud.

Anteriormente habiamos representado sobre la rec-
ta el punto P correspondiente a = entre los puntos
marcados con 3 y 4.

2 -1 0 1 2 3 4

Supongamos que subdividimos cada uno de los in-
tervalos entre los puntos marcados con enteros en
diez intervalos congruentes mas pequefios. Dibuje-
mos solamente el segmento entre los puntos marca-
dos 3 y 4 y denotemos los puntos fines de los
intervalos de izquierda a derecha por 3.1 |, 3.2, ...
hasta 3.9 Para que nuestra notacién sea consistente,
reemplazamos a3y 4 por3.0y4.0.

A estos puntos marcados con decimales con un di-
gito después del punto decimal los llamaremos pun-
tos marca de la primera etapa. Los numeros corres-
pondientes desde luego son racionales.

36 37 38 39 40

~ Continuamos con el proceso de subdivisién concen-

trandonos siempre en el intervalo que contenga al
punto P. Cada paso es como si mirdsemos la parte
de larecta que contiene a P bajo una sucesiénde len-
tes de microscopio en la que cada lente fuese diez
veces mas poderoso que el anterior.

En la siguiente etapa vemos al intervalo entre 3.1 y
3.2 conun aumento de 10 veces. Lo hemos subdivi-
dido a su vez en 10 intervalos congruentes mas pe-
quefios. Ahora los puntos de la subdivisién tienen 2
digitos enla parte decimal. Asi sefialamos los puntos
marca de la segunda etapa. Una vez mas se corres-
ponden con nuimeros racionales.

P

s A

Y

. " " P

‘ 31 311 312 313 314 315 316 317 .318 319 320

Veamos ahora el intervalo entre 3.14y 3.15. Conun
aumento de 10 veces y tenemos la tercera etapa de
los puntos marca. Esta vez la ampliacién nos mues-
tra que P esta entre 3.141y 3.142

A A N A "

2

P
< re . A A -
3.14 3,141 3142 3,143 3.144 3,145 3146 3.147 3148 3,149 3,15
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Veamos ahora elintervalo entre 3.141 y3.142conun
aumento de 10 veces. Estavezvemos que Pestden-
tre 3.1415y 3.1416

* ) | P

s

r

3.1410 3.1411 3.1412 3.1413 3.1414 3.1415 3.1416 3.1417 3.1418 3.1419 3.1420

Una ampliacién mas nos mostraria a P entre 3.14159
y 3.14160

De esta manera hemos obtenido una expansion de-
cimalderw

El proceso seguido podemos resumirlo mediante el
siguiente diagrama

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

30 41 37 33 34 35 36 37 38 39 40
/ ~~
/ S~
/ ~<
P \\\.

/ S S
3.10 3.11 312 3.13 414 31> aJ6 317 3.18 3.19 3.20
~

7
7 \\
7 ~
/ ~
s P \\

A a a

PP a . a
3.140 3‘41 3.142 ?MS\SS&M 3.145 3.146 3.147 3.148 3.149 3.150
/ ~~

/ o~

Py a Py a ry Py a Py " S
31410 31411 31412 3.1413 3.14} #7415 314 31417 31418 31419 3.120
-~
P ~N
Ve N

-~ N
3}1&5‘1 3.14153  3.14155  3.14157
.

31859
PN

3.14160

Ao —.

3.14150 314152  3.14154 3.14156  3.14158

No debe confundirse el operador con sus simbolos.
Los racionales no son los decimales periédicos y los
irracionales no son los decimales infinitos no periédi-
cos. Los decimales son representaciones de esos o-
peradores. Cabe anotar que los griegos conocian
muy bien los nimeros reales sin conocer los decima-
les.

En cuanto a los sistemas simbdlicos mas usuales pa-
ra los nimeros reales hay que caer en la cuenta de
que el de las fracciones y los radicales es el mds pre-
ciso y el de las expresiones decimales es el més util.

Una vez que se maneje bien la distincién entre el sis-
tema conceptual y el sistema simbélico de los nime-

ros reales, pueden hacer algunos ejercicios como los
siguientes:

1 - Hallar decimales equivalentes con 0.7

2 - Hallar fracciones decimales equivalentes a cada
una de las siguientes fracciones:

12 . 5 . 4

3 .
4 25 16 75

3 - Expresar cada una de las siguientes fracciones
como un decimal

3,1, 4,
5 3 9
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4 - Con la ayuda de la calculadora hallar un valor a-
proximado para

N5, 37, 217 , 3v2 , V6 , V8 , V13

5 - Dar ejemplos de expresiones decimales infinitas
no periédicas.

6 - Hallar expansiones decimales con 5 cifras deci-

males para: V5, V13, V3, V11

7 - Entre cudles reales esta ubicado enlarecta numé-
ricaelreal 0.1211211112...

8 - Obtener una fraccion a partir de un decimal perié-
dico. Veamos cémo hacerlo a través de un ejemplo:

Hallar la fraccién equivalente a 0.272727...0 0.27

a = 0.2727..
100a = 27.27...

Restamos ade 100 a

100 a = 27.27.

—a = 0.27.
99 a = 27

27 3

T 99 11

¢, Por qué multiplicamos por 100?



Hemos encontrado una fraccion equivalente a 0.27
Ahora hallemos la fraccién equivalente a 0.2734

Apliquemos el mismo procedimiento anterior algo
modificado pues el grupo periédico de digitos no em-
pieza inmediatamente después del punto decimal.

n = 0.27343434...
Multipliquemos por 100:
100 n = 27.343434...

De esta manera logramos que el periodo comience
inmediatamente después del punto decimal. Ahora
multipliquemos este nimero por 102porque hay dos
digitos en el periodo y restamos

10000n = 2734.3:4
100n = 27.34
900 n = 2707
2707
n= "
9900
y a la inversa podemos demostrar que
2707 —
— =02
9900

De la misma manera encontrar fracciones equivalen-
tes acadauno de los siguientes decimales periddicos

0.234 ,0.5676767...,017 ,0.423 , 3.1265.

9 - Seleccionar algunos subconjuntos del sistema
-conceptual poniendo condiciones en el sistema sim-
bélico.

¢Cudles son los elementos del sistema conceptual
que pueden expresarse con decimales finitos?

&Y cudles los que pueden expresarse con decimales
periédicos?

¢ Cuales los que pueden expresarse con decimales
infinitos no periddicos?

¢ Cudles son los operadores que se pueden repre-
sentar mediante expresiones de la forma% ,conay
b naturalesy b = 0?

CONTENIDOS BASICOS

En el grado anterior vimos que el conjunto de los na-
meros racionales es un conjunto ordenado, es decir,
que dados dos racionales cualesquiera diferentes,
uno de ellos es menor que el otro. Una ordenacién de
los nimeros reales debe corresponderse también
con una ordenacién de los puntos sobre la recta nu-
mérica y esa ordenacién debe reflejarse en la nota-
cién decimal. Para verificarlo representamos en la
recta numérica fos dos racionales ay b. Si a esta re-
presentado a la izquierda de b entonces a es menor
que b, lo que se simboliza a < b. Si a esta represen-
tando a la derecha de b entonces a s mayor que b,
lo que se simbolizaa>b.

La ordenacién de los nimeros decimales requiere
una comparacion entre ellos.

— Para comparar dos numeros positivos en expre-
sion decimal se fija la atencién en la parte entera de

cada uno, y se decide cual es el mayor, utilizando los
conceptos y los procedimientos ya conocidos para
los naturales y los enteros. Sila parte enterade aes
mayor que la de b, ya no hace falta analizar la parte
decimal para saber que a> b.

— Cuando los dos nimeros tienen la misma parte en-
tera, las reglas y procedimientos cambian drastica-
mente y es necesario estar alerta a la diferencia. En
cierto sentido, el procedimiento para identificar el
mayor nimero decimal con parte entera cero se pa-
rece mas al procedimiento para ordenar palabras en
orden alfabético que al procedimiento para ordenar
naturales (a menos que las dos partes decimales
tengan exactamente el mismo nimero de cifras a la
derecha del punto decimal, pues en ese caso coinci-
den los dos tipos de procedimiento: el de los na-
turales y el del diccionario).

55



Ejemplos:

Si los numeros tienen distinta parte entera, para or-
denarlos es suficiente comparar la parte entera. Se
aplica el orden natural

20.352 < 21.352
20.98765 < 21.012

Si los nimeros tienen la misma parte entera, enton-
ces es necesario comparar las partes decimales.

Para esa comparacién no sirve el orden natural.
Sebusca entonces el primer digito en el cual difieren,
como se explico anteriormente.

20.212 < 20.22
0.45739876... < 0.45741245...

Para comparar dos decimales negativos se busca el
primer digito en el que las representaciones difieren.
El nimero cuya representacion tiene el mayor digito
en tal punto es el nimero menor:

. -44.372... < -43.372...

— Siempre que estén haciendo calculos con expre-

siones decimales infinitas se pueden obtener tantas
cifras decimales como se quiera (otra cosa es que
ello no tenga mucho sentido). En la mayoria de los
calculos y mediciones no se puede trabajar con un
namero infinito de cifras decimales y portanto es ne-
cesario truncar o aproximar la expresién decimal.
—Truncar una expresién decimal es simplemente
tomar un numero determinado de sus primeras cifras
(o digitos) decimales y descartar las otras.

Ejemplo 3.1415926....  Si se desea truncar las ci-
fras decimales en las centésimas se tendria 3.14 ; si
se desea hacerlo en las diezmilésimas se tiene
3.1415.

Una expresién decimal también se puede aproximar,
para lo cual se procede de la siguiente manera: De
acuerdo con la situacién se decide hasta que grado
de precisién conviene aproximar (hasta las centési-
mas, o hasta las milésimas, etc.). Se busca la cifra
respectiva y se mira la cifra que le sigue, y si esta ci-
fra es 5 0 mayor que 5, se le suma uno a la cifra que
se especificéd. Si dicha cifra es menor que 5, enton-
ces sedescartan estacifray todas las cifras que le si-
guen.

En 3.1415926... si se desea aproximar la cifra de las

diezmilésimas, se encuentra que es 5y que le sigue
un 9. Entonces se toma 3.1416 por aproximac_:ién.
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Ejemplos:
a)20 + 7 =2.857142857...

Sise deseadar el resuitado con dos cifras decimales,
se tendria 2.86, porque la cifra en la que se quiere
aproximar es la de las centésimas (en este caso 5),
y lacifraque le sigue aSes?7.

i

b)11+7 =1.571428... Sise desea dar el resultado con
tres cifras decimales se tiene 1.571, porque la cifraen
la que se quiere aproximar es la de las milésimas (en
este caso 1), y la cifra que le sigue a1 es 4; como
4 < 5, entonces se descarta el4 y todas ias cifras de-
cimales que le siguen, y se tiene 1.571.

— Algunos nimeros reales son muy grandes y otros
son tan pequefios que es dificil leerlos o escribirlos.

¢) El didmetro del sistema solar: 11800000000 km.

d) El didmetro de un dtomo de plata: 0.00000000025
m.

La notacidn cientifica facilita la lectura y los cdlculos
con estos nameros.

La notacién cientifica esta basada en potencias de
10, positivas y negativas.

Un namero esté escrito en notacién cientifica cuan-
do se expresa como un producto de un niimero ma-
yor o igual que 1, pero menor que 10, y una potencia
enterade 10.

En el ejemplo ¢) 11800000000, km = 1.18 x 10'® km.
10 lugares

El punto decimal debe moverse 10 lugares a la iz-
quierda para conseguir un nimero entre 1y 10.

En el ejempiod) 000000000025 m =2.5x10"° m
10 lugares

El punto decimal debe moverse 10 lugares a la dere-
Cha para conseguir un nimero entre 1y 10.

Siempre que se realice una medicién y se efectien
calculos de longitudes, areas, volimenes, etc. esim-
portante determinar la precisién mas conveniente pa-
ra cada célculo. Se trata ante todo de desarroliar el



“sentido de magnitud” o “sentido numérico”: La habi-
lidad para hacer una estimacién perceptual (“a 0jo”)
del rango en que se halla una magnitud concreta da-
da (la longitud de un camino, el &rea de una finca, el
volumen de unacaja, etc.), para hacerunarapida se-
leccién de las unidades mas apropiadas para ese
rango especifico y para obtener un valor aproximado
al menos del orden de magnitud que resultaria si se
hiciera una medicién mas exacta.

e) La longitud de la carretera Bogota - Tunja estaria
en el mismo rango que la de la distancia del extremo
norte de la Guajira a Leticia, rango en elque son ttiles
los kilometros, pero en distinto orden de magnitud:
unadistancia es del orden de los centenares y la otra
del orden de los miles de kilémetros. Como con-
traste, en este rango de longitudes no es apropiado
utilizar el afio de luz como unidad, ni tampoco el cen-
timetro.

f) Si se estd preparando o suministrando a un pacien-
te un medicamento, la precisién en los miligramos de
cada componente es muy importante, porque si en

una dosis se cambia de 5 miligramos a 5 centigramos

puede ser fatal para el paciente. Si se agregan 5 mg
05 cgaunareceta de cocina, esta no se alteraria no-
tablemente: en el rango de masas y pesos apropia-
do para la culinaria no se usan los miligramos.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

En esa receta médica los componentes estan en el
rango donde son utiles los miligramos. Asi 0.5mgy 50
mg estan en el mismo rango pero tienen diferente or-
den de magnitud: en este rango es apropiado mane-
jar esas cantidades utilizando los miligramos. En
cambio, la precisién es mucho mas importante, por-
que ya es el orden de magnitud, o sea que se tiene
que recetar con precisién de 1 mg. 61 microgramo o
1 gramo, un cambio en el orden de magnitud de 10
6 100 veces, pueden ser fatales. Por eso se propone
hacer ladistincién entre rango, mas por eltipo de uni-
dad apropiada, y precisién ya con el orden de mag-
nitud especifico.

La precisién apropiada depende mucho de para qué
se va a utilizar la medida; tiene que ver con la finali-
dad para la cual se usa.

La primera aproximacion al llegar a un rango y al se-
leccionar una unidad es ver si la cantidad es peque-
fia, muy pequefa, grande 0 muy grande, y si se tie-
ne cierto sentido numérico ya se sabe cudles sonlas
unidades apropiadas.

Ej: Elcentimetro es una unidad muy grande parame-
dir una onda luminosa, tal vez sea més apropiada la
Unidad Angstrom para hacer esta medicién, o mejor
aun el nandémetro.

Para estudiar el orden de los decimales es conve-
niente aprovechar la actividad del “microscopio de
reales” que se desarrollé para los objetivos 13 a 15.
A propésito del orden de los reales, puede desarro-
llarse parte de ia unidad de matematica finita y siste-
mas relacionales (unidad 4).

El desarrolio de estos objetivos es una buena opor-
tunidad para usar la calculadora. Se puede estudiar

en esta cdmo manejar la notacién cientifica y cémo

se hacen aproximaciones de decimales.
Recuérdese que es mds importante la estimacién
aproximada hecha antes del célculo més preciso,
que el manejo de muchas cifras decimales, y que es
mas util calcular con ta aproximacién adecuada al
problema, que hacer largas operaciones con una
precisién engafiosamente refinada.

Se pueden resolver algunos ejercicios como los si-
guientes;

—Escriba cada uno de los siguientes nimeros en
notacion cientifica y luego compare sus resultados
con los de la calculadora.

a) 330000000
d) 0.00034

b) 902.050000000
e) 1800000000000

©)0.000035

— Hallar el resultado aproximandolo en la cifra de las
centésimas: '

2) 2+7 110,10 o 7,1 d)0.345839 x 5931052
9 3 2.10034

3 6

e) ¢ Qué resulta en los ejemplos b) y ¢) si se aproxi-
man los valores decimales de las fracciones antes de
sumar? ;Y enel ejemplo d) antes de efectuarlas ope-
raciones?

— Efectuar las operaciones'y expresar en notacién
cientifica

a) (3.12x107) x (2 x 10°
b) (3.16 x 10% + (2.75 x 107)

¢) (4513x10%)x(3.21 x10%)

2.15x 10"
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-— Determinar una unidadtconveniente para expresar
cada una de las siguientes mediciones.

a) La cantidad de agua que se gasta mensualmente
en una casa.

b) La cantidad de leche que consume una persona
diariamente.

c¢) La cantidad de sal que es conveniente que consu-
ma diariamente una persona.

d) E! peso adecuado para un aduito de 30 afios de
edad.

¢e) El perimetro de! patio principal de un colegio.

f) El area aproximada de un municipio.

— Utilizar esas unidades para hacer una estimacién
de: '

a) Lacantidad de agua que se gastaensucasaenun
mes.

b) La cantidad de leche y de sal que consume usted
diariamente.

¢) Su peso actual.

d) El perimetro del patio principal de su colegio.

e) El area de su municipio

(Si es posible hacer algunas de estas mediciones, o
averiguar los valores que tienen, comparar su esti-
macion con el resultado de cada medicion).

CONTENIDOS BASICOS

Las operaciones de adicién, sustraccién, multiplica-
cion y division en el conjunto de los numeros reales
requieren trabajar tanto con los racionales como con
los irracionales e indagar qué pasa con las propieda-
desylos procedimientos estudiados para las mismas
operaciones en otros conjuntos numeéricos comoN,
Zy Q.

El trabajo que la mente realiza para efectuar dichas
operaciones puede expresarse mediante diferentes
sistemas simbdlicos. Uno de esos podria ser el de las
expresiones decimales y otro el que emplea las ex-
presiones algebraicas V3 y Vn directamente.

Si se elige el primero, el de las expresiones decima-
les, y se toma en términos rigurosos tendriamos que
manejar decimales infinitos periédicos y decimales
infinitos no periddicos. ¢ Cudl seria un algoritmo pa-
ra muitiplicar, por ejemplo, decimales infinitos no pe-
riédicos? En cambio si se trabaja en términos practi-
cos, es decir aceptando las aproximaciones, resulta
que tanto las operaciones como sus propiedades y
sus algoritmos son ya conocidas por los estudiantes.

Habiamos encontrado que irracionales como my v2

son aproximadamenteigualesa3.1416ya1.4142res-
pectivamente. Entonces adiciones como 3+, 4+v2
y V2 +n pueden realizarse y expresarse con los co-
nocimientos, previos, utilizando el simbolo “£” para
expresar “aproximadamente igual”.

3 +m=3.0000+3.1416; V2 + ©= 14142 + 3.1416
3+mn=6.1416 V2 + & = 2.5558

3i se elige el otro sistema simbdlico, el de las expre-
siones algebraicas, habria que analizar algunos as-
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pectos que no se habian presentado al estudiar otros
sistemas numégéricos.

Los resultados de las adiciones mencionadas ante-
riormente serian sencillamente 3+n, 4+V2, y VZ+n

El estudiante necesita “descubrir” que dichas expre-
siones son nhombres para los nimeros reales obteni-
dos al efectuar la operacién y que usualmente no se
simplifican mas.

La adicién de reales puede introducirse como adicién
de longitudes.

¢ Qué se obliene al sumar longitudes cuyos valores
son2y V2o V2 yV3? Unarepresentacion de las lon-
gitudes sobre una recta ayuda a entender la opera-
cion.

J 1 1

0 1 2 3 247 4

Se representa una longitud de dos unidades y a
continuacién una longitud igual V2

(» & V23
1 //
1 1 it ] 1
0 1 7 2 22 3 4

Se representa una longitud igual a V2 y a continua-
cién otra igual a V3



¢ Como se encuentra el punto que representa el real

2272

Es bueno que los estudiantes se pregunten siv2 + V3

es lo mismo quev5 y que lo analicen con ayudas co-.

mo la de una grafica, para verificar si

V2 +V3=vV2+3=15,0no.

La comparacién de esta grafica y de la anterior
muestra la diferencia de los resuitados.

Pueden analizarse otros casos. ;Serd V9 + V25 lo
mismo que V34 ?Sabemos que Y9=3 yv25= 5, ade-
mas 3+ 5=8. Luego V9 + V25 =8. ;Sera lo mismo
que V34 ? ;Es facil explicar la diferencia; verdad?

Los dos ejemplos permiteninferir que enla adicion de
longitudes irracionales no se pueden sumar las can-
tidades que estan bajo radical.

1‘\‘ ‘jg
| // El trabajo con perimetros y dreas de ciertos poligo-
0 i > — f nos requiere también operaciones con niimeros rea-
les. Veamos algunos:
E V5 F
1 3 J
\5 )
\«3 V2 g‘w
1
D | G H | K,
0 1 245 0 1 2 & &
Un cuadrado cuyo lado mide V5 Un rectangulo cuyos lados miden V3y v2.
S
M
2
o V2
T | , \ U
0 1 2 3

respectivamente.

Una escalera cuya longitud, altura y dis-
tancia a la pared son V11,V2y 3

Hallemos el perimetro del cuadrado DEFG. Como la
longitud de cada lado es V5 y el perimetro de un po-
ligono se obtiene sumando fas longitudes de sus la-
dos tenemos: perimetro del cuadrado

DEFG: [ +1+1+1=4l

Perimetro de DEFG = V5 + V5 + V5 + 5

Perimetro de DEFG = 45

El simbolo 45 se interpreta
como cualtro veces la raiz de cinco.
También como cuatro por la ruiz
de cinco.

En casos como esos'el numero que antecede al
radical se identifica como el coeficiente del radical.

Encontremos ahora el perimetro del rectangulo
HIJK
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Perimetro de HIJK = V3 + V2 + V3 + V2.

Como para hallar el perimetro no hay un orden
riguroso para escribir los sumandos, también puede
escribirse:

Perimetro de HIJK = V3 + V3 + V2 + V2.

Se pueden asociar los sumandos y tenemos:
Perimetro de HIJK = (V3 + V3) + (V2 +V2)
Perimetro de HIJK = 2v3 + 2V2

El resuitado final también podria expresarse como

2(V3+V2). ;Porqué?

El perimetro del triangulo TSU correspondiente a la
escalera seria:

Perimetro del tridngulo TSU = 3 + V2 + V11

¢ Es posible simplificar el resultado? Parece que en
este sistema simbdlico no se puede hacer simplifica-

cién alguna. Sise trabajan esas longitudes sobreuna

recta es facil obtener un punto de la recta y por con-
siguiente un nimero para-expresar el perimetro. Al-
go similar sucede si se trabaja con las expresiones
decimales correspondientes a los sumandos.

Para la sustraccién pueden trabajar también ejerci-
cios sencillos con longitudes y analizar los efectos de
la operacién y las caracteristicas de sus simboliza-
ciones.

A medida que los estudiantes van construyendo los
conceptos correspondientes a la adicién y a la sus-
traccién van estando en capacidad de formular e in-
terpretar generalizaciones como a+Vb; x-Vy.

Hallar las areas de los poligonos DEFG, HIJK y TSU
es una actividad que exige multiplicar nimeros rea-
les.

Como el cuadrado DFGH tiene sus lados de longitud
igual a V5, su 4rea sera:

Area del cuadrado DEGH = | el = V5 5

Area de DFGH = 5; por definicién de raiz cuadrada y
de cuadrado de un namero.

Para verificar ese resultado los alumnos pueden em-
plear una expresién aproximada de V5, multiplicarla
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por si misma y analizar si el producto es 5 aproxima-
damente. Podrian también verificarlo sobre la gréfica
del cuadrado. ;Cémo? Necesitan tener en cuenta
que la respuesta son 5 unidades de drea y no de lon-
gitud. ; Qué sucede si en cambio de aplicar la defini-
cién, el ejercicio se resuelve asi:

V5 eV5=v25=5

¢,Qué operacion se efectué con las cantidades
subradicales?

El area del rectangulo HIJK se puede estimar prime-
ro sobre la grafica teniendo en cuenta la longitud
unidad que es la pauta para la unidad del area.
Después se puede hacer la operacién manejando los
valores de los lados.

Area del rectangulo HIJK = V3 o 2
Area de HIJK =6 ; son unidades de 4rea.

¢, Podremos llegar a un resultado que de alguna ma-
nera permita verificar si el resultado V6 es correcto?

Multipliquemos V6 ¢ V6 = 6
¢ Qué relacion existe entre V6 y V2 32

¢ Cémo podriamos aplicar la definicién de raiz cua-
drada al nimero real simbolizado por v2 ¢ V3 ?

Tenemos que multiplicar el nimero por si mismo es

decir (V2 ® ¥3)2 = (2 « V3) (2  V3).

Si tenemos en cuenta las propiedades asociativa y
conmutativa que conocemos podemos organizar la
operacién asi: (V2eV3) (¥2eV3) = (V2ov2) (V3e13) y
aplicando la definicién de raiz cuadrada obtenemos

(V2e2) (\3eV3) =23 =6

Entonces, tanto V6 como V2 * V3 parecen ser sim-
bolos para el mismo nimero real.

Hallar el 4rea del tridngulo rectangulo TSU cuya ba-
sees3ycuyaalturaes V2, exige la multiplicacién de
nimeros reales.

Area del triangulo STU = distanci;; e altura

Area del tridngulo STU =3——; V2 (unidades de drea)

Area del tridngulo STU = 32—*/5 (unidades de éarea)



Habra alguna forma diferente de expresar ese resul-
tado sin recurrir a las expresiones decimales?

Anteriormente se habia trabajado con expresiones

de este tipo como cuando se hizo la composicién del

operador reductor % y el operador ampliadorv2. Con-

viene darse cuenta de que 3V2, V2 +V3, etc. son
2

nombres para nimeros reales y que si no hay una

forma mas sencilla de expresarlos se usan asi.

Busquemos unos procedimientos para multiplicar a

42 por 3 y encontremos razones para cada paso:

42 indica que cuatro se multiplica por v2 pero co-
mo la multiplicacién es una suma abreviada tene-

mos:
42 =2 +V24+2+2
entonces, (4 V2) 3 =(V2 +V2+V2+V2) 3
(4V2) » 3=12 veces2,
lo que nos permite inferir que se hubiera podido mul-
tiplicar el coeficiente 4 por el factor 3 y multiplicar lue-
go ese resultado por V2.

Es decirque (4v2) e3=(3¢4)v2 =12+2.

Otro procedimiento consiste en asumir que se cum-

plen las propiedades conmutativa y asociativa de la .

multiplicacién aprendida paralN, Z y Qy entonces:
(4V2)e3 = 432 =12V2

Una verificacién del resuitado puede ser:
4(1.4142)3 =12(1.4142)
(5.6568) 3 =16.9704
16.9704 = 16.9704

Conbase en el ejercicio anterior busquemos la forma
de muttiplicar 3v2 por 2 2.

3V2 se interpreta como 3 veces 2
2V2 se inte‘?:_:reta como 2 veces V2
y (3¥2)(2V2) seinterpretacomo 3V2 veces 2v2.

Se trata entonces de un producto de varios factores.
Si asumimos las propiedades conmutativa y asocia-
tiva de la multiplicacién tenemos:

(3¥2)2V2) =(32)(V2e+2)
(3V2)(2V2)=6¢2=12

Apoyandonos en este resultado podemos suponer

que la operacién puede efectuarse multiplicando los
coeficientes entre si y las cantidades subradicales
también entre si. ;,Se cumplird en todos los casos?

¢ Qué sucederd al verificar numéricamente el resulta-
do?

[3(1.4142)] [2(1.4142)] = B * 2) (V2 « )

Es importante que los estudiantes analicen que la di-
ferencia en los dos resuitados es una prueba de que
1.4142 es solamente un valor aproximado de V2.

Como los estudiantes ya estan familiarizados con el
teorema de Pitagoras pueden aplicarlo al triangulo
TSU.

Si el largo de la escalera, la altura y la distancia a la
pared se simbolizan por [,a y d respectivamente
tendremos: En TSU

12 =a? +d? y trabajando con los valores nu-
méricos correspondientes seria:

(V112 = (V22 + 32

Si aplicamos las definiciones de cuadrado y de raiz
cuadrada de un nimero, tenemos:

ViTeVil= (V2 ev2)+ (3 3)
11 =2+9
11 =11

¢ Cudl es la funcién del paréntesis { ) aca?
¢ A qué corresponde el valor 11?

.. Se obtendra.el mismo resultado si en cada produc-
to indicado multiplicamos las cantidades subradica-
les?

VileVil =(N2eV2)+((3 ¢ 3)

Vi21=Vd+ 9
11 = 2+9
1= 11

En este caso por ambos procedimientos se llegé al
mismo resultado.

¢ Sera que en la multiplicacién de radicales se pue-
den multiplicar siempre las cantidades subradicales?
¢ Podria aplicarse en casos como

V2 ¢ V11; V3 «3V20? ;Por qué?

Elempleodeuna calculadora, 0 en sudefecto, deuna
tabla de raices de los numeros facilita la confirma-
¢ién o el rechazo de las conjeturas que se hagan.
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En un objetivo anterior se sugirié como ejercicio el de
encontrar la diagonal principal de un cubo cuando se
conoce su arista.

M
Recuérdese que las caras del cubo son cuadradas y
que la diagonal del cuadrado es igual al lado del
cuadrado porraiz de dos. Sila longitud de 1a arista se
simboliza, con a la diagonal principal del cubo con d
y la diagonal de una cara del cubo con a V2 tenemos
que encontrar la hipotenusa del tridangulo MSL.

Podemos aplicar nuevamente el teorema de
Pitagoras:

d? = a? +(av2)

d? = a? +(a\/f)(a\/—2_),(;.Porqué?

d®* = a2 +2a?

d? = a?(1+2), ;Por qué?

d? = 3a?

Va2 = V3a? Aplicar raiz cuadrada a ambos

miembros.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

av3  Extraer la raiz cuadrada
a fos cuadrados perfectos.

d =

Luego la diagonal principal del cubo se encuentra
aplicandole al valor de la arista el operador amplia-
dor V3. Es decir, d=a V3.

E! otro interrogante que se formuld en ese ejercicio
fue el de expresar la arista del cubo en funcién de la
diagonal. Partiendo del resultado anterior tenemos: -

Nota para el profesor: Hasta este punto se hantraba-
jado las operaciones con los reales y sus propieda-
des en cuanto han sido necesarias para resolver al-
gunos problemas que aparecen en los textos de ma-
tematicas. Puede considerarse que es solo una intro-
duccién al tema. No se han estudiado exhaustiva-
mente pues ello rebasa las necesidades y las posibi-
lidades de este curso.

Pero dentro de la politica de adecuacién curricular el
profesor puede avanzar tanto cuanto le sea posible
de acuerdo con las caracteristicas del medio y del
grupo de alumnos. En particular, podria avanzar en
relaciéncon las leyes de los signos y conlas leyes de
las operaciones.

- Es necesario aprovechar el ambiente de analisis
y de construccién activa de los conocimientos para
que los alumnos hagan conjeturas sobre las opera-
ciones que estan trabajando. Una discusién, por
ejemplo, entre quienes opinan que V9 +V25=V9+25
y quienes dudan o niegan esaidea les ayuda a “apre-
hender” una propiedad de la suma de radicales y de-
sarrolla sus habilidades de argumentacion. Evita
también que se confundan cuando efecttien otras
operaciones en las cuales se cumplan otras reglas,
como seria la multiplicaciéon de esos mismos radica-
les, caso en el cual se pueden multiplicar las cantida-
des subradicales.

— Inicialmente se trabaja con nimeros ya determina-
dos como

1+v2, 3-V5,n+V10,V2+2V2,V3 -3+5, etc.
Después se puede trabajar con nimeros todavia no
determinados como 1+Vp, a+Vp, 2-Vp, b-Vp,
donde a, b, p, pueden ser enteros, racionales u otros
reales que ya tengan simbolos, y p debe ser positivo.

—Las nociones de geometria que se aplican son ele-
mentales pero basicas y es unaoportunidad paraque
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los estudiantes afiancen. los conceptos correspon-
dientes. En particular, pueden progresar en relacion
con la construccion activa de los conceptos de peri-
metro y de area. Para hallar el perimetro de un poli-
gono, por ejemplo de un cuadrado, pueden conside-
rarque se trata de encontrarla longitud del camino re-
corrido por una hormiguita que avanza por los bordes
del poligono, que gira cuidadosamente en las esqui-
nas o vértices y que como sus patas son tan peque-
fitas no se sale de la linea. Para hallar el area pue-
den aplicar la idea siguiente: Se trata de hallar el &-
rea de un lote que esta sembrado de pasto, asocian-
dola con el espacio que tenga una vaca para comér-
selo.

Hacia el concepto de
perimetro

Hacia el concepto de
area

“ B
9 [ .~ “@ v oy L

Lavaca tiene toda la
superficie del rectangulo
llena de pasto para
comeérselo

La hormiga recorre el
borde del rectanguio.



Se espera que estas comparaciones faciliten a los
estudiantes la construccién de los conceptos de pe-
rimetro como medida de una longitud y de area como
medida de una superficie.

— Eldesarrolio de operaciones como (Y11 )2 brindan
una oportunidad para ejercitar la reversibilidad del
pensamiento. Una interpretacién de las formas de
leer la expresion puede iniciar |a reflexién: “Elevar al
cuadrado la raiz cuadrada de once”; “La raiz de on-
ce elevada al cuadrado”, etc. Cualquiera que sea
(dentro de lo correcto) la forma de leer la expresién,
incluye la potenciacién y la radicacién. Cuando los
estudiantes las reconozcan como operaciones inver-
sasypuedan mentalmente elevar 11 al cuadrado, ob-
tener 121, sacar luego la raiz cuadrada a 121 y obte-
ner nuevamente 11 van a incrementar su habilidad
mental y a encontrar que sucede “lo mismo” que
cuando se duplica y luego se saca la mitad, o cuan-
do se suma un nimero y luego se resta ese mismo
nimero. Una buena prueba del avance logrado seria
que los estudiantes disfrutaran aplicando el concep-
to para hacer bromas y preguntas capciosas a otros
compafieros y adultos que no se hayan apropiado de
esa idea. .

- Parahallarla diagonal principal del cubo es muy Gtil

que cada alumno lo construya en cartén o cartulina,
que trace las diagonales de las caras y que constru-
ya un tridnguio, uno de cuyos lados tenga la misma
fongitud que la arista, otro una longitud igual al pro-
ducto de la arista por V2 y el otro serd el producto de
la arista por V3.

— Conviene que los estudiantes empleen la regla y
el compas para realizar las construcciones geométri-
cas. Esas construcciones se explicaron anteriormen-
te.

— Amedida que vayan avanzando en el conocimien-
tode las operacionesy de tos algoritmos pueden ana-
lizar que se pueden extender a este sistema numéri-
co las mismas propiedades que se cumplen en los
otros.

— Es conveniente que los alumnos formulen proble-
mas en los cuales necesiten trabajar con nimeros
reales, que los analicen en grupo y que busquen
soluciones adecuadas.

— Con ayuda de textos para la Educacién Secunda-
ria pueden realizar variados ejercicios sobre eltemna.

CONTENIDOS BASICOS

A continuacién resumimos lo que puede encontrarse
en cualquier texto de matematicas sobre las reglas y
propiedades usuales de estas operaciones. Segunel
enfoque del programa, io importante es que se recal-
que la relacién entre los sistemas simbdlicos y los
conceptos que representan (o los sistemas concep-
tuales que estan detras de ellos) y que se haga notar
que las operaciones en realidad se extienden de las
anteriores para los racionales a unas operaciones en
un sistema nuevo; asi como las comprobaciones es-
pecificas en casos concretos con la calculadora pa-
ra que no se caiga en las rutinas simbdlicas usuales,
por mds que estas sean necesarias cuando se tiene
claro lo que significan.

Exponenciacion

En sexto grado vimos que si a y n son nimeros
naturales,

alza,a”=axaxa Xx.xa, a =1
nveces, n>1

Veamos ahora la forma exponencial a”, donde el
exponente nesunenteroylabase a es unnimero
real.

— Paraunentero npositivo: a®=.a x a x a x..xa,
n factores a,
incluyendo el caso a'= a

Ejemplo:3* =3 x 3 x 3 x 3 = 81
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3V =3,3,3 27
2)222 8

—Para n=0; a° =1, a#0 (0° no estadefinido)
En general paratodos los enterosn a» -1, az0
8 at

5_ 3—
& () (%_)2727

Propledades de los exponentes (operaciones entre
potencias)

Para my n enterosy a y b nimeros reales distintos
de cero se cumplen las siguientes propiedades

a™.a" =a™® (Producto de potencias de igual base)

OO ON

a®.a’® =a*

@)™ =amm (Potencia de una potencia)

[T @) 7l 17"

(aby™ =a™b™ (Potencia de un producto)

Ejemplos:

La potenciacién es distributiva con respecto al pro-

ducto
(33)'= &)« (®
(ab)® = a’b®

.b #0 (Potencia de un cociente)

¢) -

La potencnaCIén es distributiva con respecto a la

division.

(8)= 83
®-
@

arm™ a =0 (Divisién de potencias de
igual base)
38_384__ 3¢ F_1 1
3¢ - 3 3= 3¢
a—2 a-2-3 a—S
Radicacion

Una raiz cuadrada de un numero b esunnumero r
tal,que r* =b vy

Unaraiz ctibica de unnimero b es un nimero r tal,
que r*=b

2 esunaraiz cuadradade4,yaque 22 = 4

'-2 es una raiz cuadrada de 4 ya que (-2)? = 4

En general, para un nimero natural n,r es unaraiz
enésimadebsi ™ =b, esto se simboliza asi:
=T

Ejemplos: Una raiz cuarta de 16 es 2, pues 2 = 16 |
Otra raiz cuarta de 16 es -2, pues (-2)* =16

Pero, ;Cuantas raices enésimas reales tiene un
numero real cualquiera?

Resumamosio en el siguiente cuadro:

Nuimero de raices reales enésimas de un nimero real b.

n par n impar
b 2 raices enésimas reales Una raiz enésima real
- positivo 2 y -2 son raices cuartas de 16 2 es la Gnica raiz clbica de 8
b Ninguna raiz enésima real Una raiz enésima real -2 es la
negativo -4 no tiene raiz cuadrada Unica raiz cubica real de -8
real.
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!%j]gmplos 7 tiene dos raices cuadradas reales: 7y
~N7

7 tiene dos raices cuartas reales y asi sucesiva-

mente: V7, -7
10tiene unaraiz cbica real, Y10
10 tiene unaraiz quinta real y asi sucesivamente: Y10

— 13 tiene una raiz cubica real, una raiz quinta real,
y asi sucesivamente:

Y13, Y3

— 8 notiene raices cuadradas reales, no tiene raices
cuartas reales y asi sucesivamente.

Propiedades de la Radicacién
—Para my n niimeros naturales mayores o iguales

que 2; y x, y numeros reales positivos se cumplen
las siguientes propiedades:

1. ¥ = x W: 2[8-=2, %’?:av
2. Yxy= ¥x. Vy (Raiz de un producto)

La radicacién es distributiva con respecto al pro-

ducto:
(25x1000= 31325 31000 = 5x10 = 50
{axb = Va x b
I . .
3. = Raiz de un cociente
3/—}7 ( )

La radicacion es distributiva con respecto al cociente

\/ 81 81l _3
5

2 625

Tl

5 a _ §f;
b b
4. § % = ™ (Raizde unaraiz)
¥ 729 729 = 3

Logaritmacion

Si ayb sondos nimerosreales, ellogaritmo enbase
a de b (Log,b) es otro nimero real x tal que
ax =b

Esdecirque ellogaritmo es el exponente x al que hay
que elevara a paraobtener b.

Log, b = x esequivalentea a*=b

Log, (_91) = -2

El uso de la calculadora

pues 32 _ 1

Es importante recordar que la calculadora no puede
reemplazar el pensamiento humano. Sirve para agi-
lizar los calculos, para ahorrar tiempo en ciertos tipos
de problemas, y para practicar los algoritmos; pero
debera saberse cémo y cudndo utilizarla.

Cuando los alumnos ya han comprendido los con-
ceptos de las operaciones potenciacién, radicaciény
logaritmacién, pueden utilizar la calculadora para ha-
llar los resultados aproximados de estas operaciones
entre nimeros reales.

Ejemplo: Hallar mediante aproximaciones superio-
res e inferiores, Log, 1000.

El Log, 1000 esunreal x tal que 2* =1000

Se puede comenzar estimando a ojo entre qué y qué
va a estar con la calculadora, usando la tecla x.

Hallamos 2° = 512 y 2% = 1024, lo cual nos indi-
ca que elvalorde x esta entre 9y 10.

Se aproxima més a 21°.
Seguimos aproximando y hallamos:

298
299

891.4437767
955.4257832

29.8 y 29.9

De estos dos valores el que mas se aproxima es 2°°.
Seguimos aproximando y hallamos 2°%, 2°% y 2%%,
El valor de x buscado, esta entre 9.97 y 9.96
Seguimos aproximando y calculamos:

29.965

= 999.4565229; 2°%¢ = 1000.14954

Ahora calculamos

29.9&57
29.9658

999.9415799
1000.010893

Seguimos aproximando y hallamos

29.96579
29.96578

1000.003961
999.99703
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Se puede elegir cémo el valor buscado de x maés
aproximado 9.96578

Segun como vayan quedando los resultados, se
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pueden seguir haciendo célculos para hallarun valor
mucho mas aproximado con 6, 7, 8, etc. cifras
decimales.

Como en grados anteriores no se ha trabajado con
bases y exponentes negativos, conviene que los
mismos alumnos observen el comportamiento de
bases negativas con exponentes pares e impares y
saquen la conclusién respectiva. Lo mismo cuando el
exponente es un entero negativo.

Conviene que los alumnos recuerden que la radica-
ciény lalogaritmacion son las operaciones inversas
de la potenciacién y la razén por la cual resultan dos
operaciones inversas.

Recordémoslo: La potenciacién no es una operacién
conmutativa 32 = 2%,y en general a* # x*

Si se desconoce la base; esta se halla mediante la
radicacién []° = 8; W8 =2

luego 23 =8

Sise desconoce el exponente; éste se hallamediante
la logaritmacién.

En una operacién conmutativa (como_la multiplica-
cién) si se desconoce uno cualquiera de los términos
(factores) solo se requiere de una operacién inversa
para hallarlo (la divisién).

[ Jx5 =20; []=20+5

5[ ]=20; [[]=20 +5
Teniendo en cuenta las operaciones inversas de la
potenciacién, pueden hacerse algunos ejercicios
como estos:

— Hallar el valor de x

(5 =x (LY = oL
)t s

— Completar el siguiente cuadro, formando las dos
igualdades que hacen falta, a partir de la igualdad
dada. Guiarse por el ejemplo

2 =8; log, 8=3 luego2® =38
POTENCIACION RADICACION LOGARITMACION
3\ o 27 3
2\ = =L 27 Lo 27\ =3
Q=% 5 =3 53 (%)
@» = 27
s/
32
%8 5% = 2

Es importante que los mismos alumnos orientados
por el maestro descubran las propiedades de estas
operaciones y las utilicen para agilizar los caiculos.
También que las comparen conlas propiedades de la
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adicion y la multiplicacién. Observaran por ejempio,
que la conmutativa se cumple parala adiciény la mul-
tiplicacién, pero no para la potenciacion, laradicacién
y la logaritmacién.



3x2=2x3=6 32 = 9
Vi = W2

32 22

Log, 9 # Log, 3

Conviene resaltar la utilidad de la distributivade la po-
tenciacion y de la radicacién con respecto a la multi-
plicacién y a la divisién en los calculos. Recuérdese
que la potenciacién y la radicacion no distribuyen con
respecto a la adicién ni a la sustraccion.

Pueden resolverotros ejercicios como los siguientes:

1. Decir si es falsa o verdadera cada una de las
siguientes proposiciones y por qué.

a) Vatb = a+ W
b) Vab = +a x b
(9] a’b® = (ab)p
P 6) -
e) (a+b* = a* + b’
H Va - Vb # Vab
g Wa = %
h) & = a
h 2a = \a

b b

i (@»® =+ @

2. Efectuarusando enlas resplestas solo exponentes
positivos.

a) 10310* b) _18x1022
6x10*

c) 32457410

102e10° 46072038010+

3. Simplificar usando las propiedades de los expo-
nentes y expresar las respuestas usando solo expo-
nentes positivos.

a) (3a°) (2a?) b) g_ii_
o) (2a’b?)? d) ( ;a%)‘z
) (%)

En cuanto al uso de la calculadora conviene tener en
cuenta que independientemente del tipo de calcula-
dora que posean los alumnos, es esencial que ellos
lean el manual del usuario de sus calculadoras. Hay
gran variedad en el mercado y cada una es ligera-

. mente distinta de las otras. Conviene que el alumno

lea solo aquellas secciones que se refieran alas ope-
raciones que esté usando; no debe tratar de leer de
seguido todas las cosas que la calculadora puede ha-
cer, pues tendera a confundirse.

— Pueden hallar los resultados aproximados de los
siguientes cdlculos, usando la calculadora:

V0.070144 Log, 1000

1 Log, 30000
B
25 Log,, 21000
5




CONTENIDOS BASICOS

Los conceptos de conmutar, asociar, ser modulo y
ser elinverso, se han venido construyendo y amplian-
do progresivamente desde los primeros grados de la
Basica Primaria. En esos grados se consideré sufi-
ciente que los alumnos aplicaran, tanto en el célculo
mental como en el escrito, las propiedades y explica-
ran lo que sucede en cada caso. No se les pidié una

" definicién ni una demostracion de las mismas. Tam-
poco se les exigié el empleo de sustantivos abstrac-
tos como conmutatividad y asociatividad.

La distributiva de la multiplicacién con respecto a la
adicién se trabajé como propiedad basica para cons-
truir un algoritmo de la multiplicacion.

Enla Basica Secundaria se construyé el concepto de
operaciones clausurativas. Al respecto se puede
consultar el programa de séptimo grado.

[En esta unidad que estamos desarrollando, al traba-
jarcon numeros reales yadeterminados (como 3, V2,
n 35, 5-V2, etc.) las operaciones de adicién, sus-
traccion, multiplicacién, divisién (con divisor diferen-
te de cero), potenciacién (con exponente entero) y ra-
dicacién (con radicando positivo) se encontré que los
numeros reales se comportan del mismo modo que
si fueran numeros racionales. Por eso se considerd
que dichas operaciones y sus propiedades se extien-
den de los sistemas en los cuales Q es el conjunto
numérico a aquellos en los cuales el conjunto es R.

Las caracteristicas de los sistemas numéricos forma-
dos con R y las operaciones algebraicas menciona-
das en el parrafo anterior, permiten avanzar en la
comprensién y a aplicacién.de las propiedades con-
mutativa, asociativa, modulativa, invertiva y clausu-
rativa de 1a adicién, hacer conjeturas y verificar cua-
les propiedades se cumplen y cudles no en las ope-
raciones sustraccion, multiplicacién, divisién, poten-
ciacién y radicacién (El trabajo en este punto con la
logaritmacién como otra operacién inversa de la po-
tenciacion es opcional. Ef grado de desarrollo de los
estudiantes es una buena pauta para trabajarla o pa-
ra posponeria).

De acuerdo con la metodologia activa y el enfoque
constructivista de los conocimientos es conveniente
que los estudiantes: ‘

— Realicenun andlisis de los diferentes sistemas nu-
méricos que han construido durante la Educacion
Basica: sistemas coniN, sistemas conZ, sistemas
con Q. y sistemas conR, para que tengan una visién
general de cémo se han ido resolviendo unos proble-
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mas a medida que los sistemas son mas completos
y las operaciones gozan de mas propiedades y tam-
biénunaideade cémo han ido surgiendo nuevos pro-
blemas insolubles en esos sistemas, problemas pa-
ra cuya solucién se han creado nuevos sistemas, en
donde se trabaja con nuevos nimeros. Si el maestro
lo considera pertinente, puede orientar a los alumnos
paraque consulten algunas nociones sobre la estruc-
turade grupo del SistemaZ conla adiciény la de gru-
po deR conla adicién y de R* (los reales positivos sin
el cero) y de R-{0} con la multiplicacién.

— Realicen ejercicios que les permitan encontrar
y sorprenderse con hechos como el intentar hallar
V-16, V-64, N-T y “descubrir’ que en R no hay un
namero que sea una respuesta de esos ejercicios.
Asi les queda facil inferir que la radicacion no esta to-
talmente definida en R y que por consiguiente no es
clausurativa total. Esto motiva a los matematicos a
extender los sistemas numéricos para lograr resulta-
dos para operaciones que no se podrian efectuar en
los sistemas anteriores.

Un paso mas avanzado es el de aplicar esas y otras
propiedades al trabajar con nimeros reales todavia
no determinados como 2+Vp, a +b, 5m-2y, x +y-z,
etc. donde las letras p,a, b, m,y, x, z, representan
cualquier nimero real.

La utilizacién de las propiedades en algebra presen-
ta aspectos novedosos: Partiendo de ejemplos con-
cretos como a =2, pueden interpretar expresiones
como a+ a?+ a® y entender por qué esa expresién
algebrdica no es igual nia 3a, ni a3a? ytampoco a
3ad,

También pueden inferir que aplicando la propiedad
clausurativa de la adicién es decir, que la sumade ni-
meros reales es otro nimero real, lo que si puede ha-
cerse es reemplazar la expresién a + a? + a® poruna
sola letra, por ejemplo d ytendremos: a+a?+a® = d.

En ejercicios que se desarrolian mas adelante puede
resultar util esta sustitucion ya que permite trabajar -
mas &gilmente algunos pasos de ciertos problemas.

En relacién con ia misma propiedad clausurativa los
alumnos pueden preguntarse si se cumple, por ejem-
plo en la adicién y en la multiplicacién de niimeros
irracionales.  La suma de dos irracionales es unirra-
cional todas las veces? ;Algunas veces? ;Nunca?
¢ Se puede decir que “una propiedad se cumple algu-
nas veces?



Enforma similar alaempleada para desarroliarenun
objetivo anterior algunos ejercicios, pueden analizar-
secasos enlos cuales es util la aplicacién de las pro-
piedades asociativa y conmutativa de la multiplica-
cion.

Multiplicarva ¥6 por va ¥b%

Ga ¥ a b)) = (Vava) (b I
(Vaa) (b)) = (V@ ¥ = ab

El andlisis de este procedimiento, ademas de verifi-
car las propiedades mencionadas de la multiplica-
cién, permite ejercitar la reversibilidad del pensa-
miento.

Esto porque el resultado de aplicar a un nimero re-
al positivo sucesivamente operadores como el cua-
drado y la raiz cuadrada positiva es el mismo nume-
ro real.

A medida que los temas de dlgebra se vayan desa-
rrollando puedentrabajarse otras propiedades. Ejern-
plos:

— La distributiva de la multiplicacién con respecto a
la adiciony a la sustraccién es til para muttiplicar ex-
presiones como 4ab por 2a-3b +5.

— La propiedad inversa de la anterior, es decir Ia re-
colectiva, se aplica cuando se desea factorizar ex-
presiones como: 2x2 - 4x3 + 84,

— Ladistributiva de la potenciacién con respecto a la
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multiplicacién es necesaria para realizar ejercicios
como el de elevar al cubo la expresion 3 x y2.

— La distributiva de la radicacién con respecto a la
mulhphcamén se aplica cuando se realizaun ejercicio
como 3y, ye.

Es necesario y muy provechoso que los estudiantes
se pregunten por ciertas posibles propiedades que
no se han trabajado como la distributiva de la poten-
ciacion con respecto a la adicién y a la sustracciény
la distributiva de la radicacién con respecto a las mis-
mas operaciones. ;Sera(a+b-c® = a2 +b? - 22

Sera 3 + y - 22 = x +y-2z? ;Porqué?
Las conjeturas que los estudiantes formulen, la acti-
vidad mental, los ejercicios que desarrollen y/o el ma-
nejo que hagande la caiculadora evitaran que extien-
dan las propiedades que han aprendido para unas
operaciones, a otras en las cuales no se cumplen. En
otras palabras, evitara que los alumnos hagan infe-
rencias erréneas. Pero ante todo les facilitara herra-
mientas mentales para analizar conjeturas y para ve-
rificarlas o refutarlas. Cuando se haya conseguido
esto no serd necesario hacer andlisis exhaustivo de
todas las propiedades de las operacuones en cada
uno de los sistemas.

La aplicacién y la utilidad de este tema serd una rea-
lidad en el desarrollo de todos los temas del dlgebra
que nos ocupa y aun de otras algebras como la de
cohjuntos y la de las proposiciones.

Los conceptos que han construido y aplicado los es-
tudiantes sobre las leyes de las operaciones pueden
servircomo punto de partida para las discusiones. Al-
gunas veces se emplean frases estereotipadas para
expresar las propiedades como la que afirma que “el
orden de los factores no altera el producto”. La repe-
ticidn mecanica es indtil y hasta contraproducente.
Loimportante es que los estudiantes puedan explicar
con sus palabras qué pasa con el resultado de las
operaciones, qué puede hacerse y qué no.

Como base para responder las cuestiones que se su-
gieren en los contenidos basicos puedentrabajar con
nameros reales ya determinados.

Operaciones como:

(V3) (B =VN15 y (V7) (VD =

permiten verificar que el resultado de multiplicar en-

tre si nimeros irracionales puede ser racional o irra-
cional y que por consiguiente esa operacion no es
clausurativa en los irracionales. No debe olvidarse

que en IR esa operacién si es clausurativa.

Sitrabajan primero V2+3+4 = V9 = 3 yluegocon
ayuda de la memoria (ya conocen algunas aproxima-
ciones) o de una tabla de raices, o de una calculado-
ra, hacen V2 + Y3+ V4 = 5.146 pueden concluir que
los resultados son diferentes y que la radicacion no
es distributiva con respecto a la adicién. Estos casos
particulares son labase concreta para llegar aiacon-
clusién general que pueden expresar simbdlicamen-
te asi:

Engeneral ‘/x3+£-z3;t e+ WP -
X+y -2 £ x+y-2z

‘/23

El signo # se lee: “Es diferente de”; “no es igual”.
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¢, Pueden seriguales esas expresiones para algunos
valoresde x,y, z,?

Este tipo de experiencias da una claridad conceptual
gue no se puede suplir con la repeticién mecanica de
las propiedades.

En cuanto al concepto de grupo hay que tener en
cuenta que en launidad de geometria de este mismo
grado se propone un procedimiento para facilitar su
construccion.

Como preparacién para ese trabajo los estudiantes
pueden analizar sistemas como el delN con la adicién
y recordar de cudles propiedades goza la operacién.

Algo similar pueden hacer con N y la multiplicacién,
conZ y la adicién, con Z y la multiplicacién, conR y
la adicién y con R y la muttiplicacién. Una vez hecho
ese andlisis pueden buscar qué hay de cominenZ
con la adicién, IR con la adicién y R con la multiplica-
cién. Sin llegar a una definicién rigurosa de grupo co-
mo estructura matematica, esos ejercicios dan herra-
mientas mentales para construir ese concepto.

En la medida en que los estudiantes disfruten estos
trabajos de indagacién y hallazgo le encontraran
sentido y utilidad a las Matematicas y, lo que es mas
importante, obtendran beneficios para su desarrollo
integral.
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En laresolucién de problemas no se trata solo de in-
tentarresolverlos “problemas de palabras” o “proble-
mas de historieta” usuales, que son mas bien ejerci-
cios que verdaderos problemas, sino de hacer el
planteamiento y el andlisis de problemas interesan-
tes, abiertos, de respuestas multiples, de proyeccién
-a familias de problemas.

Para el tema de los reales se pueden resolver algu-
nos problemas como los siguientes:

— Si la masa de latierra es aproximadamente de
6.1 x 107g ¢Cual es1a masa en toneladas? ;Y en
Kg.?

—¢Cual es la varilla mds larga que cabe en una ca-
ja cubica de 1 m de arista?

—Si la luz recorre 300000 Km en 1 segundo. ¢, Cuan-
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to tiempo necesita para recorrer un alambre de 1 cm
de largo? ;Cuanto recorre en 1 micro segundo?
¢ Cuanto en un nano segundo?

—Setienen3tanques de agua entres casas diferen-
tes: uno es cubico, otro esférico y otro cilindrico. La
capacidad de cada uno de los trestanques es de 5000
litros.

¢ Cudles son las dimensiones de cada uno de los tan-
ques? ;Cual es mas econémico?

— Una plaza cuadrada mide 120 m de lado. Si se
atraviesa de una esquina a la opuesta, ;cuantos me-
tros se recorren atravesandola? ; Cuantos metros se
recorren atravesando de una esquina a la opuesta,
una plaza rectangular cuyas dimensiones son 100 m
y70m?

La resolucién de problemas puede ser complemen-
tada con el uso de la caiculadora. Cada alumno pue-
de ver con cuéntas cifras decimales trabaja su calcu-
ladora, ver lo de la precisién, etc. y efectuar algunas
operaciones con ella como estas:

105 x 10%
10¢ x 5550 x 10%
10° x 10* x 5550

Cuanto da:
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Tambiénpuedenrealizar algunas experiencias como
las siguientes: medir el diametro de una rueda de bi-
cicleta. Calcular la longitud de su circunferencia uti-
lizando = y luego verificar su resultado midiendo con
un metro.
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El trabajo matematico debe contribuir a desarrollar
en las personas habilidades que les ayuden a anali-
zar y resolver problemas, procesar informacién y
aprovechar éptimamente el tiempo y los recursos de
las mentes, de las ciencias y de las tecnologias.

E! empleo de recursos didacticos que permitan expli-
citar y valorar los procedimientos empleados en el
desarrollo de las actividades, puede contribuir a re-
solver el problema de la sobrevaloracion de los resul-
tados y la subvaloracién de los procesos que existe
actualmente. La formulacién de una secuencia de
pasos necesarios para la solucién de un problema o
paralarealizaciénde unatarea, la construcciény em-
pleo de diagramas operacionales y de flujo, y el se-
guimiento de instrucciones, son algunos de esos re-
cursos.

Lahabilidad para elaborar e interpretar listas comple-
jas de instrucciones (o algoritmos) es tanimportante,
que quien no la posea en un grado aceptable enten-
dera cada vez menos el mundo moderno, y aun co-
rrera el riesgo de ir cayendo en un “analfabetismo
funcional”, aun cuando tenga certificado de un aito ni-
vel de escolaridad. En clase pueden trabajarse mu-
chos ejemplos tanto numéricos como no numéricos.
El seguir las indicaciones para usar un aparato, ar-
mar un juguete, aprender un nuevo juego, encontrar
una direccién, etc., preparan la mente para fa inter-
pretacién y seguimiento de instrucciones de tipo ma-
tematico y viceversa. En este mismo programa hay
numerosas listas de instrucciones para las construc-
ciones geométricas que se han realizado. Dichas lis-
tas pueden aprovecharse para practicar los concep-
tos propuestos en este objetivo.

La interpretacion de las expresiones algebraicas
puede producir una lista de instrucciones que cons-
{ituyen una secuencia, un programa de las operacio-
nes en el orden que deben realizarse. Los estudian-
tes pueden traducir a instrucciones términos como

3eV2 y 3Vp
2 2

Ejemplo 1

3 « V2 puede interpretarse asi:
2

« Extraer la raiz cuadrada positiva de 2.
» Multiplicar por 3 esa raiz.
« Dividir entre dos el producto obtenido.

Conviene preguntar si hay otro orden admisible para
esas instrucciones.

Este es uno de los casos mas sencillos, el de un tér-
mino en donde los valores estan ya determinados.

Ejemplo 2

3 Vp puede interpretarse asi:
2

sExtraer la raiz cuadrada del nimero representado
por la letra p.

« Multipticar por 3 ese resuttado.

+ Dividir entre 2 el producto encontrado al ejecutar la
instruccién anterior.

En este caso el término tiene la letra p que represen-
ta un numero todavia no determinado. Es importan-
te encontrar el valor que toma el término para distin- -
tos valores enteros de p.

Un segundo tipo de expresiones son aquellas en las
que hayuntérmino compuesto a suvezpor variostér-
minos como: a® + a® + a.

Sise desea hallar el valor numérico reemplazando la
a por un nimero dado tendriamos:

— Tomar el valor de. a, elevarlo al cubo y guardar-
lo en la memoria (0 anotario en la libreta).
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— Tomar nuevamente el valorde a, elevarlo al cua-
drado y guardarlo en la memoria (o anotarlo).

— Sumar el valordel cubo con el cuadrado encontra-
dos anteriormente.

-— Sumar el valorde a, con el resultado de la adicién
efectuada en la instruccion anterior.

Es conveniente que se fomente la reflexion acerca
delordende lasinstrucciones, para analizar si ese or-
denpuedeteneralgunas variaciones sin afectar el re-
sultado final, 0 es completamente rigido. Para ello es
conveniente ensayar distintos valores de a y distin-
tos drdenes de ejecucion.

Estas listas de instrucciones pueden complementar-
se congraficos que permitenvisualizarde otramane-
ralaformacomo setrabajalaexpresion,y que vamos
a llamar “diagramas operacionales”.

a + a?
Y "

i

4
A Y

Elevador
al
cubo

al
cuadrado

|
|
|
I
I
I
| | Elevador
I
I
I
|
|
I
|

Sumador
parcial

e ————— e e ————— —— — —

Sumador
total

v
Este gréafico o diagrama de flujo de datos permite
identificar los pasos del proceso que son conmutati-
vos y los que no lo son.

Es un diagrama simple, puramente operacional y sin
condicionales.
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(El profesor David Perkins llamé muy acertadamen-
te estos diagramas operacionales “molinos de moler
nimeros”. Podemos considerar que en cada caja
hay un operador que tiene su propia forma de
trabajar (“moler”) los nimeros que le llegan. Para re-
calcar este caracter activo, podemos dibujar una pe-

quefia manivela en la caja: :I_L_ )

El diagrama operacional anterior como molino de
moler nimeros quedara asi:

(» (7

P S v S

Estas ideas pueden y deben ser ampliadas enla cla-
se de acuerdo con el nivel, los intereses y la motiva-
cion de los estudiantes. Cualquier término algebrai-
co por complejo que sea puede representarse como
un molino de moler nimeros.

Hay otros graficos llamados “diagramas de flujo”, que
son los que se refieren a la forma como se va contro-
lando el desarrollo de una tarea o la aplicacién deun
algoritmo, y a las decisiones que es necesario tomar
en un momento dado para tormar uno u otro camino.



Estudiemos el proceso para averiguar el resulta-
dode\b 2 - 4ac. Sabemos en cada caso particular,
qué nimero hay que reemplazarenvez de a, de b,
yde c.

Una lista de instrucciones podria ser:

— Determinar los valores de a, b, c.
— Elevar b al cuadrado y anotar ese resultado.
— Multiplicar a por ¢ y anotar ese resultado.

— Cuadruplicar el producto encontrado en la instruc-
cién anterior.

— Restar del cuadrado encontrado en la segunda
instruccién, el resultado de efectuarlainstruccién an-
terior, y llamarlo d.

— Preguntar si este resultado d es negativo, o no.
Si es negativo, decir que eltérmino no se puede eva-
luar con esos valores de a, b, ¢ (a menos que ya
se conozcan los nimeros imaginarios).

—Si d no es negativo, sacarle laraiz cuadrada a d
y decir que ese es el valordeltérminoen a, b, ¢. Uti-
lizando una flecha “<+—" para indicar “recibe el va-
lor...”, el diagrama de flujo correspondiente quedara
asi:
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COMIENZO

Leaa, b,c

T

x < b?

v

y<—ta.c

v

z<4.y

d<«sx-2z

e<«\d

9

“El valorena,b, c
ese”

“No se puede evaluar
ena,b, "

Fin

Nétese que los rombos se usan para indicar los pun-
tos de decision, y los rectangulos para las instruccio-
nes puramente operacionales.

El desarrollo de este tema responde a intereses bas-
tante generalizados entre los alumnos y en la socie-
dad, en relacién con lainiciacion en el conocimiento
de la informética. Mas atin, aprovechando esa moti-
vacion se puede salir al encuentro de una necesidad
delos estudiantes: lade construiry apropiarse de es-
trategias para formular, interpretar, analizar, criticary
resolver problemas.

La elaboracién de una lista de pasos para realizar
una tarea determinada, requiere tener una visién
completa de la tarea, y vislumbrar una o varias for-
mas de hacer lo que ella exige. Ese tipo de gimnasia
mental contribuye a que los estudiantes se interesen
por un auténtico aprendizaje y no solamente por ob-

tener la informacion de cuénto resulta o, a lo sumo,
qué férmula se aplica. Si el maestro, al evaluar, tiene
en cuenta todo el proceso realizado por los alumnos,
estara contribuyendo a que ellos también lo valoren
y se habitien a él.

Las primeras listas de instrucciones o programas, y
los primeros diagramas de flujo pueden elaborarlos
paraindicar por ejemplo, ias actividades que realizan
desde cuando se despiertan hasta cuando liegan ala
clase.

Si algunos alumnos estan interesados, pueden con-
sultar otros libros sobre diagramas de flujo un poco
mas exigentes porque implican preguntas dentro del
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proceso, toma de decisiones y procesos ciclicos (o
“loops”).

Tante para los términos algebraicos como para los
diagramas operacionales (molinos de moler nime-
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Unidad Il

FUNCIONES LINEALES
Y CUADRATICAS Y ECUACIONES
DE PRIMERO Y SEGUNDO GRADO

Introduccion

Conestaunidad puedenintegrarse algunos de loste-
mas propuestos en la unidad que se ha denominado
Matematica finita (que aparece méas adelante) pues
en ella se trabajan tanto las relaciones funcionales
como aquellas que nolo son. Desde la Basica Prima-
ria se viene trabajando con operadores multiplicati-
vos aungue su tratamiento como funciones lineales
se explicitdé en séptimo grado.

Laintencidn en esta unidad es la de utilizarlas funcio-
nes, las graficas y las tablas para modelar situacio-
nes de cambio relacionadas conla vida real. Asi sur-
gen modelos de puntos, lineas y modelos escalona-
dos que son los que se estudian en la primera parte
de esta unidad.

Después detrabajarcon funciones lineales y de gréfi-
calinealparticulares se llega ala expresion simbdlica
para todas la funciones de grafica lineal: f(x)=ax +b.
Aqui aparecen tres variables cuyo significado se de-
be interpretar. Las variables a y b son de un tipo de
abstraccién superior a x. Cuando se les da un valor
son constantes en ese caso particular.

Es importante dentro de esta propuesta hacer la di-
ferencia entre las funciones lineales y las de grafica
lineal. En ese sentido nos apartamos de la connota-
cidn que trae la mayoria de los textos al considerar
como funciones lineales aquellas de la forma
f(x)=ax +b,b #0. Este tipo de funciones no cumplen
las condiciones de linealidad.

Lasfunciones cuadraticas se trabajan partiendode la
funcién de area hasta llegar progresivamente a la
construccion de la cuadratica general.

La expresion simbodlica para las cuadraticas es

f(x)= ax?+bx+c. Esta expresién tiene cuatro varia-
bles;las variables a, b, c son de untipo de abstraccion
superiora x. Unavez que selesdaunvalorse tiene
la cuadratica especifica.

Es importante que el docente amplie estaunidad con
problemas y ejercicios que exijan el manejo de los
sistemas simbdlicos como se hace tradicionalmente
con el estudio “del dlgebra”. Este aspecto no ha sido
ampliamente tratado ya que el interés de la propues-

ta es favorecer la construccién de los conceptos pa-

ra superar el mero manejo mecanicista de los siste-
mas simbdlicos carentes de sentido paraungrannd-
mero de estudiantes. '

Eltrabajo con los diagramas operacionales y con los
diagramas de flujo, estudiados en la unidad anterior,
se puede retomar para la interpretacion de las expre-
siones algebraicas y para la elaboracién de los pro-
gramas de las operaciones correspondientes.

Lalecturaintroductoria que viene a continuacién am-
plia el enfoque deltema y es una propuesta paratra-
bajar en forma diferente a la tradicional las ecuacio-
nes de primero y segundo grado.

Encuanto alafactorizacién solo setrataranlos casos
indispensables para trabajar cuadraticas. Para ello
serecurre alaaplicacionde lallamada propiedad dis-
tributiva recolectiva, es decir la que distribuye y tam-
biénrecoge. Asi se ejercitatambién la reversibilidad.
Lafactorizacién es una coordinacién entre la multipli-
caciony la adicién o entre la multiplicacién y la poten-
ciacion.

La factorizacion se explicitara y ampliara en noveno
grado.
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LECTURA INTRODUCTORIA Ecuaciones de primer grado y segundo grado: El
manejo de expresiones algebraicas como simbolos
de funciones”*

1. ¢ El lgebra o las algebras?

La palabra “algebra” se ha reducido equivocada-
mente a la manipulacién de un cédigo de letras y
nameros, exponentes y radicales, igualdades y de-
sigualdades, que se aprende como un requisito pe-
noso e incomprensible durante los grados 8o. y 90.,
y que hay que volverlo a aprender cuando verdade-
ramente se necesita para la fisica, la quimica, la
geometria analitica, latrigonometriay el calculo. Al
llegar a la universidad la mayoria de los estudian-
tes deben volver a tomar el algebra, asi se le bau-
tice con el nombre de “Introduccién al Calculo” o el
mas vistoso de “Precalculo”. Algo debe estar pa-
sando sise necesitan cuatro afios y medio parado-
minar un simple juego simbdélico.

Enrealidad cada rama de las matematicas tiene su
“algebra™: sus sistemas simbdlicos que permiten
encontrar resultados con la manipulacién apropia-
da de los cédigos, aumentando la rapidez y dismi-
nuyendo la posibilidad de equivocarse, o al menos
facilitando la correcciénde los errores. Hay pues un
algebrade lalégica, un algebra de conjuntos, unal-
gebra lineal para la geometria, etc. El “algebra” de
que hablaba el primer libro arabe de ese nombre,
“Al-gebr w’al Mugabala”, que podria traducirse co-
mo “El Pasoy el Arreglo”, o0 “El Puente y el Encuen-
tro”, o “El Intercambio y el Manejo”, trataba solo de
problemas de aritmética, sin ningin simbolo formal
distinto de la numeracién arabiga o indo-arabiga,
que se introduciria apenas en Europaenlos s. Xly
XIl. Esta obra nos ha dejado tres patabras impor-
tantes: “dlgebra” por el titulo del libro; y por el nom-
bre de su autor, Al-Kowarismi, la palabra “algoris-
mo”, o “algoritmo” ademas de la ya poco comun
“guarismo”. Los manuscritos medievales decian
“algorismo”, pero algunos eruditos que sabiangrie-
go pero no arabe, pensaron que la palabra debia
venir del griego “arithmos”, “nimero”, y la cambia-
ron a “algoritmo”, lo que hace confundir a los estu-
diantes con “logaritmo”: “algoritmo” y “logaritmo”
tienen las mismas letras, pero en desorden!

Sin embargo, las dos significan conceptos muy di-
ferentes. El “logaritmo”, o mejor “la logaritmacion”,
es un artificio para reversarporladerechalapoten-
ciacion, mientras que “la raiz”, o mejor “la radica-
cién” sirve para reversarla por la izquierda:

Sitengo la operacion 2¢= 16, puedo tapar con el de-

do eldos delaizquierday preguntar porlaraiz cuar-
tade dieciséis, otapar el cuatrodeladerechaypre-
guntar por el logaritmo en base dos de dieciséis. A
las operaciones activas mismas las llamamos radi-
caciény logaritmacion, y a sus resultados las raices

(cuadradas, cubicas, cuartas,.
(en base dos, tres, cuatro,...).

..} o los logaritmos

En cambio un “algoritmo” es un procedimiento sim-
bdlico que me sirve para encontrar un simbolo del
resultado por puro manejo mecanico del cédigo: es
una lista de instrucciones que me sirve para obte-
ner resultados aun sin necesidad de pensar en lo
que esta pashndo “por debajo de los simbolos”. Pa-
ra multiplicar un nimero entre 10 y 99 por 11, uno
puede sumar las cifras y meter la suma en la mitad
de las dos, sin saber por qué, ni qué esta pasando,
y obtener el resultado correcto. 34x11...3 y4,7:374.
Milagro! (Ojo sila suma es mayor que nueve! Escri-
ba y memorice con mas precision el algoritmo pa-
ra esos casos. Ahora trate de convencerse usted
mismo de que este truco funciona todas las veces.
¢ Puede extenderlo a tres cifras? ;A cualquner nu-
mero de cifras?)

Los algoritmos descargan la memoria, la atencién
disminuyen eltiempo que se necesita para obtener
el resultado, permiten guardar un breve apunte del
proceso, corregir los errores, y ademas pueden ser
programados en un computador o calculadora pro-
gramable para que funcionen automaticamente.
Pero, para qué aprenderlos sino se necesitan, sino
se sabe porqué funcionan, sino se sabe cuando se
deben usar? Ese es el problema del dlgebrade ba-
chillerato: se aprenden los algoritmos de un gran
sistema simbolico, pero sin saber el sistema con-
ceptual que estan simbolizando. No tienen ningan
apoyo para hacer estimaciones, para corregir al-
gundesliz, parainventarse un paso mas largo sise
les olvidé el mas corto, para reconstruir una férmu-
la en unos pocos segundos, y menos aun para in-
ventar una nueva.

Un concepto importante es el de reversibilidad. El
algebra se desarrollé para reversar el camino de
operaciones que se habian ejecutado primero “ha-
cia adelante”. Piense un momento en esta situa-
ciéndesafortunadamente demasiado frecuente: Al
fin del mes pasado pagué la mitad de lo que debia;

*Por: Carlos E. Vasco U.
Universidad Nacional de Colombia
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perodespués tuve que pedir otro préstamo el doble
de grande del primero; hoy apenas logré pagar$500
y todavia estoy debiendo $2000. ; Cuantodebia an-
tes del primer pago? Traté de pensar en esta situa-
cidnsinapuntar nada, y de ver que eslo que va ha-
ciendo en la cabeza. Estas operaciones mentales
y la capacidad de reversarlas, coordinarlas y man-
tenerlas en la memoria son mas importantesque el
manejo de los simbolos. Esa agilidad mental es la
que motiva para que el alumno sienta la necesidad
de un apoyo escrito para operar mas facilmente y
con menos probabilidad de error. Los mismos
alumnos pueden inventar algoritmos y trucos que
abrevienlas operaciones, y hastainventary apren-
dera manejar sus propios simbolos personales; en
este Gltimo caso, ellos pueden tener razén en que
esos simbolos tengan algunas ventajas, y deben
convencerse por si mismos de que el problema es
que no pueden ser facilmente compartidos por
otros, y por eso es bueno conocer los simbolismos
mas usuales.

Esas operaciones mentales conforman lo que lla-
mamos el dlgebra mental, que puede a su vez ser
expresada con palabras del lenguaje ordinario o
con palabras del lenguaje matematico. Suponga-
mos que estoy pensando en un nimero equis; le
resto la mitad; luego duplico lo que tenia al princi-
pio, y a esole resto 500; me resuita 2000. ; Cuél era
el numero inicial?

Nétese que atin en este enunciado, que flamamos
de algebra verbal, en donde puede haber apareci-
do la equis y desaparecido el signho pesos, no apa-
recen palabras que correspondan al signo “x” ni al
signo “=". Es importante caer en la cuenta de esto,
pues para los alumnos duplicar o sacar la mitad no
tienen nada que ver con el sigho “x”: simplemente
vuelven a sumarlo mismo o tienen un procedimien-
to directo para duplicar, o dividen por dos o tienen
un procedimiento directo para saber dénde queda
la mitad del camino; por otra parte, el signo “=" lo
suelen entender en forma-activa: “me resulta, me
da”, y no como relacién: “es igual a”, y menos aun
“igual” sin verbo ni preposicién. Hay que oirlos ha-
blar para ver si estan relacionando los simbolos
con las operaciones mentales, cémo las llaman,
qué dificultades tienen en codificarlas con los sim-
bolos usuales del dlgebra de bachillerato, etc.

Un altimo punto importante es el de las conjeturas,
las estimaciones, las acotaciones de posibles re-
sultados. Antes se creia que adivinar resultados
era un procedimiento equivocado en matematicas,
pero cada vez se ve con mas claridad que estas

conjeturas, hipétesis, adivinanzas, intuiciones o
chispazos repentinos son los que producen mejo-
res matematicas y los que dan una gran satisfac-
cién a los que los logran. Que tratende adivinar to-
do lo que puedan, que hagan todas las conjeturas
que quieran, pero que las ensayen, las sustenten,
las razonen, las verifiquen, las cambien, las des-
carten. Estas actividades de proponerse hipétesis
y ponerias a prueba son también muy importantes
para las ciencias naturales y sociales.

2. La Metodologia de la Renovacién
Curricular para la Ensefianza de las Al-
gebras.

La metodologia propuesta en el nuevo curriculo es
la de motivar primero al estudiante para que entre
en el juego de resolver problemas de la vida real o
problemas artificiales interesantesy divertidos, tra-
tando de hacerlo “por el lado largo”, “en la cabeza”,
“por aritmética” o como él quiera, para que asi pue-
da apreciar la importancia de un cédigo abreviado,
y paraque pueda explorar por si mismo las posibles
manipulaciones del cédigo que le van a servir pa-
ra formalizar mas tarde los algoritmos.

Es bueno dejar que el estudiante cometa errores
mientras va desarrollando estrategias que le per-
mitan después corregirlos por si mismo; el profesor
lograra mejores resultados si no se adelanta a se-
falarle los errores, si no se apresura a explicarle
coémo corregirlos, y mucho menos adarla solucién,
sino mas bien si muy discretamente pone en duda
el resultado incorrecto para que el alumno piense
en donde puede estar el error, consulte con los
compafierosy conios libros, busque estimaciones,
haga conjeturas y desarrolle su inventiva y su re-
cursividad. En esa forma, el aprendizaje de las 4l-
gebras y de los algoritmos puede llegar a ser un
verdadero pasatiempo.

La mejor manera de saber si el curso est4 funcio-
nando bien es por el interés que manifiestan los
alumnos por formular y resolver problemas fuera
de clase, por tratar de resolver los que salen enlos
periédicos, o por formar clubes de mateméticas pa-
ra participar en concursos u olimpiadas. El objetivo
mds importante es que les gusten las matematicas

‘para que las practiquen como diversién en sus ra-

tos y dias libres. Si lo hacen asi, aprenderan mu-
chas mas matematicas que las que les podamos
ensenar en unas pocas horas de clase. '

Recuérdese también que la metodologia de las
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matematicas en la renovacion curricular pone es-
pecial importancia en los sistemas conceptuales y
sus relaciones con los sistemas concretos. De es-
tas situaciones reales estructuradas que son log
sistemas concretos salen los conceptos operato-
rios que corresponden a acciones interiorizadas en
codigos y modelos mentales, que se ejercitan hacia
adelante y hacia atras en lacabezadelaiumno, y se
coordinan entre si, hasta que llegan a ser lo sufi-
cientemente complejas para requerir el desarrollo
de sistemas simbdlicos escritos, estén o no muy
formalizados. Pero recuerde que para los alumnos
de secundaria los sistemas concretos no son nece-
sariamente materiales; con frecuencia pueden ser
sistemas matematicos con los cuales ya estan tan
familiarizados que les parecen concretos. Por ejem-
plo, los niimeros enteros y los fraccionarios son sis-
temas muy abstractos, pero si ellos han aprendido
bien las matematicas de primaria, ya los conocen
tan bien que les parecen viejos amigos: se les han
vuelto concretos.

El algebra de octavo grado es uno de varios siste-
mas simbdlicos que utilizamos hoy para manejar
las transformaciones sobre esos sistemas concre-
tos que son los enteros y los fraccionarios. E! con-
cepto de transformacion activa de los enteros en
enteros o en fraccionarios, y de transformacion
activa de los fraccionarios en fraccionarios o en nu-
meros reales, es el que hay que estar procurando
construir, de tal manera que los alumnos puedan
hacer esas transformaciones en la cabeza hacia
adelante y hacia atras y coordinarlas unas con
otras. Cuando el profesor sedacuentade que ellos
manejan bien esas transformaciones sobre nime-
ros relativamente pequefios, puede empezar a pe-
dirles que busquen maneras de representarlas de
tal manera que sirvan para nlimeros muy grandes,
y ojala para todos los niimeros. Una de esas repre-
sentaciones, y no la mejor para muchos casos, es
ladel dlgebra literal que se inventd en la primera mi-
tad del siglo XVII. Los babilonios, egipcios, griegos
y arabes hicieron muchas matematicas muy intere-
santes, lo mismo que los matematicos del renaci-
miento europeo, de los siglos Xill a XVIl, sin saber
usar esta algebra simbdlica.

Sino se sabe de donde vienen estos sistemas sim-
bdlicos, nipara qué seusan, nique concepto repre-
sentan, lamanipulaciénde los simbolos del dlgebra
de bachillerato por dos largos afios se convierte en
unatorturay sirve sélo como un mero filtro para los
estudiantes que estan menos motivados para las
matematicas o que han sufrido traumas y fobias
con las matematicas de los grados anteriores. El
profesor termina “dictando la clase” a los cinco o

seis alumnos mas entusiastas porlas matematicas
y reprobando a la mayoria o dejandolos pasar por
compasion o temor a presiones superiores.

Se sugiere enseguida una posible secuencia de °
actividades, que el profesor puede modificar, alar-
gar, acortar, complementar o cambiar segun su ex-
periencia y su sentido de lo que estan experimen-
tando sus alumnos.

2.1 Adivinanzas

Enrealidad, las ecuaciones son adivinanzasy el &l
gebra es una manera de resolverlas mas faciimen-
te. Hasta la ecuacion x=1 esuna adivinanza; lo que
pasa es que es tan facil como la de “blanco es, ga-
llina lo pone, huevo se llama”.

Laideageneraldel digebra estratardetransformar
la ecuacion que le dan a uno, o sea la adivinanza
dificil, en una adivinanza facil, ojald como la arriba,
pero no necesariamente tan simple. Por ejemplo,
cuando uno llega a la adivinanza: 2x=8, ; paraqué
la siguetransformando? Por eso es mejor empezar
porque los alumnos adivinen nimeros que usted
estapensando, y luego que se pongan algunas adi-
vinanzas cada vez mas dificiles. Pronto vera usted
que empiezan a escribir nimeros en el papel y ha-
ceroperaciones complicadas, y luego le preguntan
a uno cudl es el nimero que elevado al cuadrado
tiene tres cifras y borrandole la de la mitad vuelve
a quedar como estaba al principio. ;Puede adivi-
narlo?

Trate de escribir una ecuacion para escribir ese
problemay vera que no es facil. Siusted puede es-
cribirla ecuacién, sabe mucha digebra; y mas toda-
via si sabe resolver esa cuadréatica con tres varia-
bles. Si no fuera porque arriba practicamos un tru-
co algoritmico para cierto tipo de multiplicacién,
creo que seria dificil adivinarlo.

No vaya a ponerle estas adivinanzas tan dificiles a
sus alumnos, sino cuando tengan practica en ese
tipo de juegos numéricos. Lo importante es que si
ellos son los que hacen las operaciones “hacia
adelante” les queda facil inventar adivinanzas difi-
ciles mientras que a los que tratan de adivinar les
que da muy dificil hacer esas mismas operaciones
en reversa.

Empiece por adivinanzas faciles. Si uno multiplica
un nimero por 9y leda72... Si multiplica otro nime-
ro por 12y le da 132... Si multiplica otro por 15y le
da 225... Si multiplica otro nimero por 19y le da
152... Ya se va viendo la necesidad de escribir al-
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go. Hay queinventarse unamanerade apuntarese
nimero que no sabemos. ;Coémo lo vamos a no-
tar? Puede ser una “n” por aquello de nimero, o
una“N” poraquello de “N.N."; o una “d” por ser des-
conocida, o una “x”, 0 un cuadrito vacio, o una ta-
pa redonda para adivinar qué hay debajo. Hace mil
quinientos afios los indues inventaron un método
que vale la pena volver a utilizar: Pensar en los ni-
meros desconocidos como si tuvieran color y estu-
vieranmuyborrosos: ; Siun niimero verde es el do-
ble de uno rojo y ambos suman 9 cuales eran?

Trate de escribir. Fijese que parece que necesita-
rauna ecuacion de dos variables, perouno enlaca-
beza cambia el nimero verde por el doble del rojo
o sea por dos rojos, y le quedan tres rojos, y resuel-
ve la ecuacién. jEsa es 4lgebra de la buena! y no
hemos escrito ni un simbolo. Sien el mismo proble-
ma de los nimeros verde y rojo yo hubiera dicho
“diez” en vez de “nueve” la cosa seria mas dificil.
Esetipo de problemas fueron los que llevaron ade-
sarrollar en su totalidad el sistema de los nimeros
fraccionarios con sus operaciones de adicion, sus-
traccion, multiplicacion, divisidn y potenciacion; no-
te que la radicacién lo saca a uno de los fracciona-
rios, y que la logaritmacién, que formalmente pare-
ce tan obvia como la radicacién no aparece hasta
el siglo XIV, y seratodavia muy imperfecta y limita-
da hasta el siglo XVII.

Pero ya desde hace cuatro o cinco mil afios los ba-
bilonios y los egipcios aprendieron a manejar los
reciprocos de los nimeros naturales (que para
ellos empezaban por el dos). Ellos utilizaban muy
bien un concepto que nosotros confundimos conlo
que hoy llamamos “fracciones de numerador uno”,
aunque en realidad los conceptos no tienen nume-
rador.

Sélo algunos simbolos Hamados fracciones tienen
numerador. En la manera como los babilonios y
egipcios escribianlos simbolos para estos concep-
tos, tampoco tenian numerador. Es mas importan-
te manejar los conceptos que los simbolos, y las
fracciones no son el Gnico simbolo que tenemos
para estos conceptos.

Asi se fueron pues completando y perfeccionando
los nimeros fraccionarios: de las necesidades del
comercio, la agrimensura, la construccién, resultan
los primeros reciprocos de los naturales: la mitad y
la cuarta parte son las mas primitivas; luego viene
laterceraparte (y muy raras veces las dos terceras
partes olas tres cuartas partes); tal vez la quinta, la
sexta, la décima, la doceava, la vigésima y la se-
sentava parte. De ahi s6lo se pasa a completar los

fraccionarios porque sirven para contestar adivi-
nanzas sobre transformaciones aditivas y multipli-
cativas que no se podian contestar con los niime-
ros naturales y esos pocos reciprocos conocidos.
Nosotros también podriamos seguirun camino pa-
recido, haciendo transformaciones mentales con
esos numeros fraccionarios mas sencillos, y luego
los mas complicados.

Primero podemos poner adivinanzas que se parez-
can a aquellas con las que aparecieron los nime-
ros fraccionarios positivos que achican a los natu-
rales a uno de sus submultiplos, como: adivineme
qué nuimero cuando lo multiplico por doce me da
tres. Después podemos poner adivinanzas que
exijan el manejo de otros fraccionarios mas compli-
cados, pero todavia achicadores, como por ejem-
plo para resolver esta adivinanza: si triplico lo que
dice la receta, tengo que echar dos tazas de hari-
na; ;Qué decia la receta? M4s tarde, al tratar de
echar reversa a estos achicadores mas complica-
dos, resultan todos los fraccionarios positivos. Por
ejemplo: Si duplico lo que dice la receta, tengo que
echar tres tazas de harina. ¢ Qué decia la receta?

Son pues dos reversadas las que se necesitaron:
una de bajada hacia los racionales mayores de ce-
ro y menores que uno, y luego otra de nuevo en su-
bida hacia los racionales mayores que uno. Eluno
como racional es dificil de aceptar, pues no hace
ningtin dafio: ni achica ni agranda. Pero vale la pe-
na tenerlo ahi para cuando una achicada y una
agrandada se compensen: El mes pasado logré
pagarla mitad de lo que debia, pero al mes siguien-
te tuve que prestar el doble del saldo que habia
quedado debiendo; el primer préstamos fue de
$2000; ¢ de cuanto fue el segundo? El resuitado es-
ta relacionado con un fraccionario bastante espe-
cial, que por supuesto tampoco tiene numerador ni
denominador: el operador fraccionario que podria-
mos llamar “lo mismo”. Que uno a veces lo escriba
1.0,1/1,2/2, /n o el 100%, eso ya es otra cosa.

Cuando las adivinanzas se van poniendo mas com-
plicadas, se puede ver qué técnicas utilizan los
alumnos para marcar los nimeros, y luego se les
ponen algunos de sus mismos ejemplos u otros
que el profesor puede agregar, para que vean en
qué se parecen todas esas adivinanzas:

3n=18
4N=4
7x = 56...

Lo mas importante en matematicas esdescubrirun
esquema, un patrén, un arreglo, una configuracién
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que permita decir: “Ah, eso es lo mismo!” Cuando
un alumno se fija con atencién en situaciones, con-
ceptos o simbolos que son diferentes, y de pronto
dice “Son la misma cosa!”, “Se trata de lo mismol”,
esta haciendo matematicas. Eso quiere decir que
ya formé el concepto de lo que quiere simbolizar.
Primero puede ser una frase completa, muy esque-
matica y descriptiva, como:

“Tantas veces el nimero da tanto”.

Esa es el algebra verbal o algebra retérica, conla .

cual trabajaron los mejores matematicos de la hu-
manidad durante unos 3500 afos. jDejemos que
los alumnos trabajen con ella siquiera unas pocas
horas!

Cuandolacosase pone dificil y hay que repetir mu-
chos problemas parecidos, se empiezan a desarro-
Hlar abreviaturas. “Tantas veces el nimero da tan-
to” se puede abreviar como “T. veces N. da M.”

Esa es el algebra abreviada o sincopada, con la
cualsetrabajé muy eficazmente enla épocaqueva
aproximadamente desde el siglo XV hasta el siglo
XVH. Cardano o Tartaglia habrian dicho algo asi
como “Unnumero de veces la cosa, datal nimero”,
y hubieran tratado de abreviarlo; pero portemor de
confundir los tres nUmeros hubieran escrito solo
casos’particulares con su notacién sincopada: algo
asi como “2.co.ig.nu.”, “3.co.ig.nu.”, “4.co.ig.nu.”,

-etc., pero todavia no se hubieran atrevido a escri-
bir“a.co.ig.b”. Faltaba todavia unsiglo para que pu-
diéramos escribir “ax = b”.

Sus alumnos tienen que recorrer todo el camino
desde elalgebra verbal de los egipcios de hace tres
o cuatro mil afios, pasar por lade los arabes de los
siglos VIl a Xll, la del renacimiento desde el S.X!il
hasta el XVI,y volverainventarcon Vieta, Descar-
tes y Girardi, una notacién sumamente complejay
refinada. jPero si saben para qué sirve!

2.2. El paso al cero.

Tratede poner adivinanzas parecidas a las anterio-
res, pero enlas que al final no queda nada después
de haber hecho las operaciones. Por ejemplo:
¢ Qué nimero desaparece silo multiplico portresy
le resto quince? ;Qué niimero se anula silo multi-
plico por tres y le quito cinco? Note que sus alum-
nos siempre empezaran con adivinanzas que tie-
nen respuestas positivas. jTodavia en el siglo XVI
los grandes algebristas del renacimiento no se
atrevian a manejar soluciones negativas!

Elconcepto de encontrartodos los nimeros que se
anulan al aplicarles una serie de operaciones es
importantisimo en todas las matematicas moder-
nas. En este caso de las ecuaciones estamos ha-
ciendo algo parecido, con solo escribir los proble-
mas de antes con el cero a la derecha:

- 3n-18=0

7x-56=0
ax- b=0.

Si se quiere que las respuestas puedan ser positi-
vas o negativas, se puede ensayar a multiplicar y
sumar para llegar a cero: o el nimero inicial era ne-
gativo, o elque se sumé era negativo. Los alumnos
siempre van a creer que el negativo era el primero,
pues “sumar un negativo” les queda un poco difi-
cilde pensar; ellos creen que “menos b” es negati-
vo, porque estan pasando de los positivos a los ne-
gativos conlainversién hacia atras, y aiin notienen
bien coordinada la reversibilidad. Es dificil pensar
que “menosb” puede ser positivo, aunque uno pue-
de imaginarse que eso sucede cuandob es nega-
tivo; ese tipo de doble reversibilidad es muy impor-

tante para el desarrollo del pensamiento matema-

tico, y no solo del matematico. .

Hay mucho trecho desde las adivinanzas del dlge-
bra verbal hasta llegar ala meta: poder resumir to-
das estas adivinanzas en donde todavia no entran
ni el cuadrado ni el cubo conuna solo maquina sim-
bélica:

ax+b=0.

La maquinita simbolizada por “ax” a veces es un
amplificador o un achicador, a veces deja a todo el
mundo quieto, a veces refleja lo negativo a lo posi-
tivo o lo positivo a negativo, a la vez que achica o
agranda; enun caso muy importante es un puro re-
flector que ni achica ni agranda. E!l concepto, no el
simbolo “ax”, es una maquinita muy importante, lla-
mada funcion lineal. Hay otras representaciones
para estas funciones ademas de “ax”.

La magquinita simbolizada por “x + b” es un desli-
zador hacia adelante, hacia atras, y a veces ni si-
quiera desliza. El concepto, no el simbolo “x + b”,
es otra maquinita muy importante llamada trasla-
cién. Y la combinacién de ambas maquinitas, la
maquina simbolizada por “ax + b” es mas impor-
tante todavia, porquée comprende las dos anterio-
res como casos particulares (cuando a=1 o cuando
b=0). Se llama la funcién afin, aunque los nombres
no son tan importantes como el manejo mental de
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esas funciones. Para ayudarnos a manejarlas me-
jor es para lo que sirve el algebra.

Podemos ejercitar la lectura de la ecuacién
“ax + b = 0" de muchas maneras. La idea de fondo
es que se trata de adivinar qué namerc se anula
cuando se le aplican las transformaciones simboli-
zadas enella. Por ejemplo, se puedeleer: ; Aquién
aniquila la maquinita simbolizada “ax + b"? ;Qué
namero se anula bajo ax + b? Nétese que cuando
uno sabe que una cosa es el simbolo del sistema
simbdlicoy otra el concepto, ya puede olvidarse de
las comillas y de las precisiones, y hablar directa-
mente del concepto a través del simbolo. Otra lec-
tura de esta ecuacién también puede hacerse en-
fatizando la forma dinamica: si muitiplico por a un
cierto nimero equis y le sumo b, me da cero. ;Qué
nuamero era?

Ejercitetambiénlalecturade las ecuaciones enfor-
ma de algoritmo, de tal manera que sirve para com-
putar la respuesta, sea mentalmente, sea a mano,
sea concalculadora, ¢ sea con computador: Apun-
to el nimero que me dan en el sitio x, lo multiplico
poraylesumob,y medacero. Enseguida se pue-
de ver cuél es la secuencia de operaciones que se
hacen en la cabeza para adivinar el numero; de lo
que se trata es de escribir eso mismo que se hace,
quéreglas se siguen, quédificultades puede haber,
qué errores pueden resultar, etc. Esa es la ver-
dadera algebra. Por medio de ellasetransformala
primera ecuacion en otra mas facil: como axy btie-
nen que tener signos opuestos, se puede ponerde
unavez:

-ax =b, 0: ax = -b.

Esta segunda forma es mas facil sia era un nume-

ro positivo. Si se selecciona esta segunda forma, la
podemos interpretar como que al multiplicar a por x
debe resultar -b.

No hace falta “demostrar’ que esto se puede hacer,
ni obligar a restar b a cada lado, pues los alumnos
no piensan en la igualdad como una relacion, sino
como una notacién activa para el resultado. Las
calculadoras han acentuado esta impresion, pues
tienen una tecla marcada “=" que hay que apretar
para que salga el resultado. No hay problema con
considerar la igualdad en esta forma activa, aun-
que se puede aprovechar alguna ocasion para in-
sinuar que la igualdad también se puede conside-
rarcomo el brazo horizontal de una balanzade bra-
zosiguales. Pero las investigaciones de tipo piage-
tiano sobre alumnos de 13y 14 afios muestran que
muchos de ellos no son capaces de equilibrar una
balanza sino por ensayoy error. Entonces de poco
lesvan aservirlas explicaciones, aunque se podria
argumentar que las explicaciones con la compara-
cién de labalanza les van a servir para la fisica de
décimo grado, y para balancear reacciones quimi-
cas.

Unavez que ya se sabe el juego, se sabe paraqué
sirve, cémo se puede jugar mentalmente o con al-
gunos trucos, entonces si se podrian ensefar to-
das las reglas del algebra tradicional para resolver
ecuaciones lineales; pero no hace falta ni siquiera
ensefarlas, pues se puede poner como tarea para
un fin de semana que las vuelvan a inventar.

El tiempo que parecia que se habia perdido con
tantas vueltas se recupera en una semana, y no
hay que estar ensenando de nuevo la manipulacion
de los simbolos cada afo hasta el segundo de la
universidad.

Objetivos generales

—Apreciar la importancia de dominar cédigos abre-
viados pararesolver problemas que requeriandema-
siada carga de memoria y atencién.

—Ejercitar la reversibilidad mental de las operacio-
nes aritméticas y algebraicas.

—Construir los conceptos de funcién lineal y de gra-
fica lineal y reconocerlas como modelos de cambio.

—Construir a partir de situaciones reales algunas
funcionesy entre ellas algunas especiales que gene-
ren modelos escalonados.

~—Encontrar las funciones que modelen situaciones

relacionadas con: el indice de aumento del costo de
lavida; el interés compuesto con acumulacion anual,
semestral, trimestral, mensual, semanal, diaria; el
caso del 36% anual, 18% semestral, 9% trimestral,
3% mensual, 75% semanal, 1%e diario (1 por mil dia-
rio).

—Reconocer cualitativa y analiticamente la pendien-
te de una recta.

—Dados dos puntos utilizar algebra lineal para for-
mar un sistema de dos ecuaciones con dos incogni-
tas ay b para hallar la ecuacién de la recta que pasa
por dichos puntos.
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—Construir y reconocer las funciones cuadréticas y
plantear situaciones en las que los cambios se des-
criban apropiadamente con una funcién cuadratica.

—Interpretar el significado dea,bycenla expre-
sion f (x) = ax? + bx + ¢ y formular conjeturas del com-
portamiento de la grafica cuando dichos valores va-
rian.

—Formular y resolver problemas ingeniosos y prac-
ticos por medio de la traduccion de situaciones rea-
les o imaginadas a ecuaciones de primero y segun-
do grado.

—Proponerse conjeturas, estimaciones y acotacio-
nes de posibles soluciones a ecuaciones algebrai-
cas, desarrollar maneras de ponerlas a pruebay de
encontrar soluciones por inspeccion.

—Desarrollar destrezas de calculo simbélico para la
solucion rigurosa y automatizada de ecuaciones de
primero y segundo grado.

— Reconocer algunos casos de factorizacion, par-
tiendo de la propiedad distributiva recolectiva, (Distri-
buye y recoge) indispensables para trabajar expre-
siones que representan funciones cuadraticas.

Objetivos especificos, contenidos y sugerencias

metodoldgicas

CONTENIDOS BASICOS

as, par ]
aior absoluto) obre los numeros reale s,

Enla Unidad Ill de Séptimo Grado seinicid eltemade
las funciones lineales al desarrollar la proporcionali-
dad directay sus aplicaciones. Recordemos algunos
conceptos de dicha unidad. El efecto de aplicar un
operador multiplicativo a una magnitud o a un nume-
ro, que por no saber todavia cudl es, lo escribimos “x”,
puede ser:

—Aumentar (o ampliar) si el operador es de la
forma a(x) cuando a>1 o £ (x) cuando a>b

—Disminuir (o reducir) si el operador es de la
forma } (x) cuando b>1, 0 4 (x) cuando 0 a<1

—Dejar como est4, si el operador es de la forma
1(x) 0 2 (x) 0 a(x) con a=1
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—Anular, si el operador es de la forma 0(x) o a(x) con
a=0.

—Transformar cuaiquier nimero o magnitud en un
mismo numero fijo. Cada operador est4 determinado
por ese numero fijo k, y se expresa por ¢, en donde
¢, (x) =k.

Una funcion lineal puede considerarse como un ope-
rador multiplicativo que transforma una materia pri-
ma, como una magnitud o un nimero, en un produc-
to determinado, que va a ser también una magnitud
© un numero.

Recordemos un ejemplo de magnitudes directamen-
te proporcionales: si 5 metros de cinta valen 40 pesos,



encontremos el preciode 4,3,2,1, y engeneral de x
metros de cinta. Es decir tenemos una funcién que
vamos a llamar f, que transforma longitudes en me-
tros (Longitud (m)) en precios en pesos (Precio ($)):

cuyo efecto podemos visualizar en una tabla como la

siguiente:

f: Longitud (m) Precio ($)
(llongitud(m)1 2 3 4 5 6 .x
Precio() 8 16 24 32 40 48 .8

Lafunciénfenviaalenlaimagen8 :8(1)= 8

a2enlaimagenlé : 8(2)=16
:8(3)=24

a3 enlaimagen 24

axenlaimagen8x : 8 (x) =8x

Esta accion es producida por el operador 8 ( ) sobre
los elementos 1,2, 3,4,5, ...x

80)

1 > 8
X 80) » 8x

Al observar las parejas ordenadas (1, 8), (2,16),
(3,24), (4, 32), (5, 40), vemos que la segunda compo-
nente es el resultado de aplicar el operador8 () ala
primera. Es decir, que las parejas de valores de es-
ta funcién son de la forma (x, 8x). El nimero 8 se de-
nomina coeficiente de la funcion lineal.

En general, supongamos que se tiene una funcién ii-
neal f de un conjunto de nimeros o magnitudes A en
otro B, f: A——— B, que produce el efecto simboliza-
do por:

f:xt—————— s a(x) = ax.

Ellatoma un elemento como x, actiia sobre ély daco-

mo producto terminado el elemento ax; su accidnes

la misma que sobre x ejerce el operador a() para pro-
ducir a(x) = ax.

Una representacién de la funcién es la tabla de va-
lores como la realizada para este ejemplo. Otra for-
ma de representacién puede hacerse mediante dos
rectas paralelas verticales. En cada una sefiala-
mos un punto de origen y un sentido positivo con u-
na punta de flecha. Sobre la de la izquierda se sefia-
lan los puntos del dominio de la funcién y sobre la de
la derecha las imagenes.

Laacciénde la funcién puede representarse median-
te una flecha que parte de cada punto del dominio y
sefiala la imagen respectiva.

A veces se usa el mismo tipo de flecha para indicar

cuél es el conjunto de salida y el de llegada de la fun-
cion (f: A——= B) y para simbolizar el efecto que
produce (f: xs——ax)..Es conveniente ser un poco
mas cuidadoso en la simbolizacién y utilizar las fle-
chas con una barrita vertical a la salida para indicar
el efecto. f: x+——>ax.

8x

40
32
2%
16
8

=N W e 1N X

0

Otra forma muy utilizada de representar una funcién
es enel plano cartesiano, en donde el dominiode la
funcién se sefiala sobre el eje de las abscisas o eje
x y las imagenes en el eje de las ordenadas o eje y.
Podria pensarse que esta representacion resulta de
la anterior sise hace rotar la rectade laizquierda has-
taquedar horizontal y se hacen coincidir las rectas en
el punto de origen.

ﬂi 4b
y
] ’___“7-32 ~
SJ :24\.
44
3 : 16 32
2+
-8
N 51 (3.24
-0 16{—
81 —}

La accién de la funcién queda representada por las
flechas que salen verticalmente de cada punto de do-
minio, y se dobian horizontalmente seftalando laima-
gen. El punto en donde la flecha se “dobla” se iden-
tifica con el punto del plano cartesiano, que se nota
como una pareja ordenada, endonde la primeracom-
ponente corresponde al elemento del dominio de la
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funciény la segunda componente a suimagen. Estos
puntos pertenecen auna recta que pasa por el origen
0, 0.

Existen unas funciones, que notamos c,, que al apfi-
carselas a cualquir nimero reailo transforman en un
mismo numero k: ¢, (x) =k para cada x real. Cada una
de estas funciones se lama funcién constante.

Las parejas de estas funciones son de la forma (x, k)
donde x es cualquier nimero real. La funcién que a
cualquier numero lo transforma en 1 es la funcién
constante uno, ¢,

q

X+ > 1

Las parejas de estafuncién sondela(x,1)dondex es
cualquier numero real.

La grafica de cada funcion constante c, es una recta
paralela al eje de las abscisas (0 al gje x), en el pla-
no cartesiano, que pasa por (0, k).

La funcién que al aplicarsela a cualquier nimero real
lo transforma siempre en cero:

X%O

A LY

" (05 cx)=5

0D (=1

X

[N
v

4

(010) CO(X) =0

(01-3) CJXT= '3

No todas las funciones de gréfica lineal son funcionés
lineales.

Supongamos que se tiene una funcién g cuya accién
sobre cualquier nimero real es tripicarlo y sumarie
dos, es decir.

g X} —» 3x + 2
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El efecto de esta funcidn, para algunos valores de x,
lo podemos visualizar en una tabla como la siguien-
te:

X 0 1] 157 21 25

W o

gx)=3x+2 {2 ]565 |8[95 |05 |0

La representacion de la funcién g en el plano carte-
siano es:

AY

4 3 2

La gréafica de la funcién g es una recta cuyo intercep-
to con el eje vertical o de las ordenadas es el punto
(0,2). En esta funcién se puede observar que para
calcular el valor de esta en una-suma de dos nime-
ros ay b no da lo mismo sumar primero los nimeros
y aplicar la funcién a esta suma, que aplicar la funcién
a cada namero y luego sumar los resultados:

Ejemplo:
g+by=zg(a) + g ()
gG+d = g3 +gM@
gB+) =g =21+2 =23
g@=9+2=11

g +g@=11+14=25
g@=12+2=14



De igual forma se puede observar que:
glaxb)zg@xbzaxg®)

Ejemplo:
gB3x4)=xgB3)x4=%3 xgd

gBx4)=g(12)=36+2=38
38#44 +42
g x4=11x4=44 g

3xg@=3x14=42

Si se compara la funcién f: x ——— 8 x propues-
ta inicialmente, y la funcién g, es facil constatar que
la primera satisface las propiedades de la linealidad
ya que este tipo de funciones son consideradas co-
mo operadores multiplicativos (ver programa 72 gra-
do).

Las funciones de laformag: x——sax+b,b #0son
de gréfica lineal pero no son funciones lineales.

Entre las funciones constantes la tinica que es tam-
bién lineal es, la funcién ¢, definida porc (x)=0.La
gréfica de esta funcién pasa por el origen (0, 0). Las
demas funciones constantes c, k # 0 tienen gréfica
lineal pero no son funciones lineales porque
¢, (x+y) =k es diferente de ¢, (x) + ¢, (y) =k+k=2k.

E! operador multiplicativo que deja las cosas como
estan se puede asociar con la llamada funcién idén-
tica: '

pR — R

p:x —— px)=x

p:3 —— 3

pin —— T

Esta funcién que notamos “p” se suele también no-
tar, “id”, o a veces “idy” para diferenciarla de otras
funciones idénticas sobre otros conjuntos, como id,,
id,, idg, etc.

La representacién gréfica de p es una recta que pa-
sa por el origen y es simétrica con respecto a este:

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

o’
~

pd

Ao

v

an

Esta funcion es lineal:
pé4+5=p@+p®)
p®=p@+p®)
9=4+5
p@4x5=p4x5=4xp®)
pR0)=4x5=4x5
20=20=20

La formade expresién mas general de las funciones
de gréfica lineal es;

f(x)=ax+b.

Cuando b = 0 se tiene la expresién de-las funciones
lineales. Sia =0, setienenlas funciones constanstes.

Las funciones parte entera y valor absoluto las abor-
damos en las sugerencias metodoldgicas. El profe-
sor puede incluir el estudio de otras funciones que
considere conveniente.

Sepuede comenzar haciendo unrepaso de lo que se
estudié en 70. grado sobre funciones lineales (3a.
unidad) partiendo de ejemplos de propércionalidad
directa relacionados conelinterés, el porcentaje, etc.
En cada caso analizaran algunas parejas, el efecto
deloperador, la gréfica, la forma general de expresar

la funcién y las cbndiciones de linealidad.
Ejemplo:

En el conjunto de los nimeros reales analicemos la
funcién que a cada numero le asigna su doble.
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La funcién se puede simbolizar de las siguientes ma-
neras:

f
X——>f(x) 0 fix—>2x 0 Xx—2X
Y se expresa diciendo “f(x) es laimagen de x median-
te f". “La imagen de x por f es 2x” o ‘bajo f*, 0 “apli-
candole 1", etc.

Obsérvese que laimagen se puede notar de dos ma-
neras: f(x) 6 2x. Asi se obtiene la igualdad f(x) = 2x.

f
510

f
5——f(5)=10

La funcién “el doble” por ser un operador multiplica-
tivo cumple con las condiciones de linealidad, asi:

f

3—6 f(3)=6
£

510 f(5)=10

f@)+£(5)=6+10=16

Ahora veamos f(3 +5) = f (8) = 16

Luego f(3+5)=1£(3) +£(5)

También se puede constatar que no es cierto que
f(5x6) = f (5) x £(6)
pero si que:

f(5x6) = f(5) x 6 =5 x f (6), veamoslo:

£(5) = 10, 10x 6 =60

f(6)=12,5x12=60

£(5x6) = f (30) = 60 ‘
10 x 12 = 120, luego f(5x6) # £(5) x £(6)
Pero f (5x6) = 5 x f(6) = f(5)x6

La gréfica de esta funcién pasa por el origen.

Con otros ejemplos, el profesor puede orientar a los
alumnos para que lleguen a las conclusiones que ca-
racterizan una funcién lineal.

Para la funcién constante pueden proponerse ejem-
plos como el siguiente: en una libreria hay una pro-
mocién de novelas de autores latinoamericanos, el
valor de cada una de las obras es de $850 ;La rela-
cién entre las obras y el precio es funcional?

Larespuesta a esta pregunta permite revisar las con-
diciones para que una relacién sea funcional.

Para representar graficamente esta funcién se pue-
de hacer el diagrama sagital y el cartesiano. Eneste
ultimo utilizaremos el eje horizontal como escala no-
minal para los nombres de las obras y el vertical co-
mo escala de intervalo para el precio.




del fin

del mundo
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obras

ry
>

X

Rayuela Lacasa Laguerra Terra Pedro
infinita delfin Nostra Piramo

Las parejas de esta funcién, que podemos notar,

C,5, sonde la forma (x, 850) donde x es una cualquie- que las obras no se venden sueltas sino
: tes de a 5 obras de cada autor y considerar que los

ra de las obras

C

autores son: Gabriel Garcia Marquez,

Dentro de este mismo contexto podria considerarse

por paque-

Jorge Luis

Borges, Julio Cortazar, Mario Vargas Llosa, Octavio

850
X+ »850 Paz y Alejo Carpentier.
A O Obras
por A
paquete

Borges _

5 1 [ 1T
Carpentier | | | | [ |

4 I I | I I
Cortazar | | | ' : |

3+
Garcia I I I I o
Mirquez | | | | } I

te I I I I b
Octavio Pa | | | | I |
v 14 I | I ! I

argas
Llosga ! ! ! L l lAutqges
| ] | | T | -
Borges Carpentier Coltazar Garcia OctavioPaz Vargas
Marquez Llosa

Las consideraciones que se hicieron para el ¢caso an-
terior son vélidas para este, solo que ahora las pare-

la situacién asi:

jas son de la forma (x,5 ) donde x es uno cualquiera

de los autores.

Es posible que alguin alumno proponga un cambio de

Si las obras no se venden por paquetes sino sueltas
y al final de las ventas del dia se tiene un balance de

ventas como:
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No. de

Obras 4
AUTORES No. de 2 .
Obras 1
Borges 7 101 .
Carpentier 12 T
7- L ] ®
Cortazar 7
Garcia Marquez 10 |
41 .
Octavio Paz 4 T
Vargas Llosa 1 o
‘ , - L . . . Autores >
Borges  Carpen- Cortdzar Garcia M. Octavio Vargas

tier Paz Llosa

Eneste caso lo primero que conviene aclarar es sies-
tamos o no en presencia de una funcién y comparar
esta nueva situacién con las dos anteriores. La repre-
sentacién grafica son algunos puntos del plano que
no estéan alineados.

Después de estos ejemplos se presentan otros en los
cuales las funciones transformen cualquier nimero
real en un mismo nimero k.

f, R—k
f, i x—3

En estos casos la representacién gréfica serd una
recta paralela al eje x que pasa por el punto (0,k). Los
puntos que pertenecen a esta recta tienen como or-
denadak.

Conbase en los ejemplos propuestos en los conteni-
dos basicos se pueden trabajar otras funciones refe-
ridas a situaciones concretas, a historietas o a jue-
gos. Dichas funciones seran de la forma

fix—>»ax+b

Encadaunode los ejemplos se orienta el andlisis pa-
ra que los alumnos relacionen estas funciones con la
adicion de una funcién lineal y una funcién constan-
te.

Se espera que sean los mismos alumnos quienes
constaten que este tipo de funciones no cumplen las
condiciones de linealidad y por consiguiente no son
funciones lineales, a pesar de que su representacién
gréfica es una recta (que no pasa por el origen).
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El docente puede enriquecer esta propuesta con
ejercicios interesantes, tal vez mas interesantes que
los aqui presentados.

—Los puntos (1, 3) y (2, 5) pertenecen a la represen-
tacién graficalineal de unafuncién ; Cudl es la expre-
sién de esta funcién?

Solucién: ILa accién de esta funcidn sobre los nime-
ros 1y 2 la podemos expresar asi:

l——3asuvez3=ax, +besdecir3=1-a+b
2+——> 5 de la misma forma 5= ax, +b; 5 =2.a+b

Tenemos ahora dos ecuaciones en las cuales no se
conoce ni el valor de a ni el valor de b.

3a=b 3-2=b=1
5=2a+(3-a1|'
5-3 =a=2 '

3=a+b
5=2a + b r—»

Queda a opcion del profesor utilizar otros métodos
para hallar los valores desconocidos.

Una vez hallados los valores de ay b se puede escri-
bir la expresién de la funcién:

f:xt———»2x + 1. Asi la imagen de cualquier nime-
ro real por medio de lafuncién, se puede notar,
f(x)=2x+1

——Dadas las funciones

fix———2x+7 ;
pix——>4-2x ;

g X——>4x -8
h: x+————>9




explicarenlenguaje natural, que le hace cadafuncién
a cualquier nimero real y hallar los interceptos, de la
representacién grafica de cada una de ellas, con el
eje x, y con el eje y.

Solucién: Se van a encontrar los siguientes puntos:

— Paralafunciénf (0,f (0)) ; (x,0)
— Paralafunciéng (0,g(@) ; (x,0)
— Paralafunciénp 0,p©@) ; (x0)
— Paralafunciésnh (O,h(0)) ; (x,0)

Caso def:

y=-2x+7 ,
0=-2x+ 7 entonces x= 3.5
y=-2¢0+7 entoncesy=7

Dado un nimero real x, la
funcién f, lo duplica,
luego le aplica a 2x, el
reflector -() y finalmente
aumenta 7 para obtener
-2x+7

Los puntos buscados son (0, 7) ; (3.5,0)

Esto quiere decir que larectacortaal ejeyen 7y al
eje x en 3.5.

Para mayor comprensién del ejercicio puede hacer-
se la representacion gréfica:

Ik

1 2,3

:(3.5,0)

Enlagrafica se puede observarque elpunto (2,3) per-
tenece alarecta. ; Es 3 el transformado de 2 através
de la funcién f?

fQ=-22)+7
f(2)=4+7=3

Conbase en la mismarecta ;Cudl es laimagen de 1
yde-17?

Casodeg: y=4x-8

0 =4x-8 entonces x=2

y =4-0 -8 entonces y=-8
Los puntos buscados son (0, -8); (2, 0). La recta que
representa a la funcién g corta al eje y en -8 y al eje x
en2,
También se puede hacerla répresentacién gréficade
la funcién g y formular preguntas que ayuden a una
mayor compresion y andlisis de dicha funcién.
Otro tipo de preguntas podrian ser:

¢ Qué pasa con el valor de laimagen cuando el de la
pre-imagen aumenta?

¢Qué pasa con elvvalor de laimagen cuando el de la
pre-imagen disminuye?

Quedan para resolver los casos de las funcionesp y h

by

AJI ! ' AL .

Conviene ademas que los alumnos trabajen otro tipo
de funciones que no sean de gréfica lineal. A mane-
ra de ejemplo propondremos algunas funciones que
pueden aportarle informacién al profesor y eventual-
mente trabajarse en clubes de matematicas. La pri-
mera de ellas es totalmente opcional.
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—La funcidn del “taxista”: es posible que este ejem-
plo tenga mas significacién para los alumnos que vi-
ven en ciudades donde se utiliza el taximetro, como
Bogota . Para aquellos sitios donde la tarifa es por,
“carreras” se puede estudiar la citada funcién por me-
ra curiosidad. En los sitios donde se utilizada el taxi-
metro conviene:

a. Investigar c6mo estan las tarifas para que los da-
tos sean los vigentes (lo mas probable es que en las
ciudades pequefias solo haya una o dos tarifas de
“carrera”).

b. Tener en cuenta que hay una dificultad ton los mi-
nutos de espera. :

Ca

En Bogota (1988): $5 por cada 1+ minutos.

c. Tomar solo el banderazo y el costo del recorrido.
En Bogota (1988) el banderazo es $110 y el costo del
recorrido $5 por cada 145 m.

d. Caer en la cuenta de que se toman los puntos ca-
da 145 m parece que la gréfica fuera lineal pero en
realidad es escalonada.

e. Tener en cuenta que puede haber una carrera mi-
nima de costo mayor que el banderazo. En Bogota
(1988) este costo era de $200.

Vamos ahacer larepresentacién graficade lafuncién
(sinesperas) que al recorrido (x) le asigna el costo to-
tal correspondiente (c,)

200

160
155
150+
145t
1401
13571
1301
C 125
1207
1157
110

®

~
I
I
I
I
1 1

f e —— e ——— — -0

1
I
I
I
I
I
1

R — ¢

1 P X

C.=$110 + $5 (xm/145m)

A continuacion se proponen otras funciones intere-
santes:

I) La funcién “la parte entera”

Veamos cudl es el entero menor mas préximo o igual
a algunos numeros reales:
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Cadauno de los nimeros enteros que hemos halla-
do es la parte entera del nimero real respectivo. Pa-
ra significar que se trata de la parte entera de un real
X, se utiliza la notacién: [x] 6 [[x]]

[3.5)=3 [-4] = -4

81=8 [-215]=-3 N2
[ 2 ]]‘ 1

9.9 =9 0l=0

[0.31=0 V2l=1 [r]=3

[-03]=-1 V2] = -2

Pensemos ahora en la funcién que transforma a un
numero real en su parte entera:

f

G P9
- ———[-1t] = -4

¢ Cuél es eldominio de esta nuevafuncién? ;Cudles
el recorrido o conjunto de las imagenes?

f R ————»Z

Si hablamos de conjunto de llegada, este puede ser
R. '

Esta funcion es el operador “la parte entera de”.

Hagamos la representacion gréfica de f.

Para x en La imagen
A £(x) el intervalo dexes
5+ . .
-5, 4) -5
[-4, -3) -4
4T .
3t —o . .
(-1,0 -1
. — [0, 0
(1,2 1
(2,3 2
1 T —
T -+ T T N B i
-3 -2 -1 1 2 3 4 5
—_—
—_—0
—

La gréafica permite observar que para cada valor en-
tero de x hay un salto, desconexién o ruptura en la
gréfica;entre valores enteros de x no fa hay.

De manera muy intuitiva y con base en la gra-
fica se puede comentar que este tipo de funciones en

cuya grafica se presenta una ruptura encierto pun-

to, se denominan funciones discontinuas en ese pun-
to.

Pero debe dejarse claro que esta aproximacion intui-
tiva a la continuidad puede ser engafiosa.

Con base en otro ejemplo (una funcién de gréfica li-
neal) se puede comentar igualmente que si la gréfi-
ca no tiene ruptura, salto 0 desconexién en un pun-
to se dice que la funcién es continua en ese punto.
Una funcién es continua sobre un intervalo si su gra-
fica es continua sobre cada punto del intervalo.

Asi se ve que la funcién de la parte entera es discon-
tinua en cada entero, pero es continua en cada inter-
valo que no contiene un entero.
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2) La llamada ‘“funmon de Heawsnde definida asi:

f(x) = {0 x0
1 x>0

3) Consideremos ahora la funcién definida asi:
Oparax<0
f(x)= 9-x+2paraf<x<2
2parax22

Hagamos la representacién grafica de f y hallemos
los puntos de desconexién o discontinuidad.

y
244
0 1 2 i(
OBJETNOS ESPECIFICOS

32 Reconocer cuahtatwamente la pen e"e
‘una recta . ’

33 Dalcular el valor numenco de la pendnente
una recta dada ’ -

34 Relacaonar el valor numénco de Ia pen ente
con el coef:caenie de Ia funmén lmea!

CONTENIDOS BASICOS

4)
0 X<s
f(x)= h s<x<b
0 x> b

s: subida o iniciacién del pulso
a: ancho o duracién del pulso

h: altura o amplitud del puiso

b: bajada o terminacién del pulso

—a—

5) 0 x=Q
f(x)=

1 xeR-Q

5 elacconar el valor numérico de 1a pendnente
on el co '_ﬂcnente de las funcuones de graflca o

La pendiente es una caracteristica de las rectas, una
vez que se hafijado unalinea horizontal de base. En
particular es una caracteristica de las gréaficas de las
funciones lineales y de las de gréfica lineal, cuando
se fija el eje de las x {abscisas) como horizontal.

El efecto de lasfunciones de gréficalineal cuando ac-
tuan sobre un argumento x se simboliza asi:
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f: X—sax +Db
f
. X b————paX + b
Cuando b =0, se tiene la expresién correspondiente
a las funciones lineales:

oasi:

g

gZX’—'—-—* ax (o] X+—»ax

Comparemos la representacion grafica de varias



funciones lineales, cuyas ecuaciones se indican en el cuadro siguiente:

h(x) =x

Ecuacién asociada | g(x)=3x j ) =2x s(x) = 3x v(x)=-x | n(x)=-3x
a la funcidn lineal ‘
Reslutados para 0 0 0 0 0 0
x=0
x=1 ; 1 2 3 -1 -3
Ay
n(x)=-3x . s(x)=3x
j(x)=2x
v(x)=-x : *L | .
| h{x)=x
49— — ]’
l/ /
—1
| /|
| 2 | L —
[
L\l | |
| | X
- —w —. - ‘L ‘UL ﬁl L ] 1 . L L 2 —~
-4 -3 -2 1 2 4 5
P .
1 -2
-3

Tomemos el eje de las x (abscisas) como la horizon-
tal. Las otras rectas aparecen como “subidas” o “ba-
jadas” mas o menos pendientes con respecto a la ho-
rizontal que no sube ni baja.

Para cada una de las rectas se puede calcular cuan-
to se sube por cada unidad que se avance sobre la
horizontal. Si en la recta que presenta a g(x) se esco-
ge la posicién alcanzada en el punto designado por
la letra G partiendo de! origen, es facil observar que
por 2 unidades que se subieron sobre la vertical, se a-
vanzaron 4 sobre Ia horizontal es decir se subié la mi-
tad de lo que se avanzé. Entonces la razén entre lo

que se sube y lo que se avanza se puede hallar asi:
2+4=05=1/2

Sipartiendo del origen escogemos la posicién alcan-
zada en eipunto], se observa que por4 unidades que
se subieron, se avanzaron 2, es decir se subié el do-
ble de lo que se avanz6:4/2=2 :

Un andlisis similar puede hacerse para la posicién en
elpuntoN, cuando se parte del origen, con la diferen-
cia de que en este caso se avanz6 en el sentido
opuesto al sefialado sobre el eje horizontal. Entonces
por 3 unidades que se subieron se avanzo 1-en sen-
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tido opuesto al indicado:
3/-(1)=3/-1=-3

El operador -() aplicado al 1 indica que la unidad de
longitud se retrocedio, o sea que el uno se tomé en
sentido opuesto aldel avance usual a la direccion ho-
rizontal con sentido hacia la derecha. La razén entre

lo que se sube y lo que se avanza también se puede
calcular escogiendo como punto de partida cualquier
punto diferente del origen. Por ejemplo, los puntos G
y N de las rectas que representan a g (x) y an(x) res-
pectivamente. Consideremos sobre estas mismas
rectas los puntos G, y N, y hallemos la razén entre lo
gue se subid y lo que se avanzé cuando se pasé de
GaG,ydeNaN,:

Ay
7
6
5
‘ )
X
G,63 " &
3 — — —————
64 |32
)y ==
G#.,2) I |
1
l |
< — . —d— -
-5 -4 1 2 4 5 6 X
4
»
\J
-DeGag, funciones se puede constatar que la razén entre lo
que se sube (verticalmente) y lo que se avanza (ho-
Loquesesubié _ Diferenciaentrelasordenadas _ 3-2 _1  rizontalmente) esta dada por el coeficiente de la fun-
Loqueseavanzé™ Diferencia entrelasabscisas ~ 6-4 72 ¢ién Jineal. A este nimero se le llama pendiente de
larectay se le simboliza con la letra “eme” mintscu-
- De Na h}1 la: y
I aim
Loquesesubi6 = 6-3 _ 3 __ 3 _ 3

Loqueseavanzé (-2)-(-1) -(1) -1

(en sentido opuesto)
El operador -() aplicado al 1 indica que la unidad de
longitud se retrocedié, o sea que lo que se avanzé se

tomo en sentido opuesto al avance usual hacia lade-
recha.

En estos dos casos, lo mismo que en el de las otras
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Asi la ecuacidn asociada a una funcién lineal cual-
quiera puede expresarse como:
f (x) = mx 0 también y = mx

Tomemos otro punto G, y N, cuyas coordenadas
sean (8,4) y (-3,9) respectivamente y hallemos la
pendiente considerando en un caso el segmento
GG,y en el otro el segmento N N..



N, (:39) 9

————— e & — —

-enG, G,
diferencia de ordenadas 4-3 1
diferencia de abscisas 8-6 2

Es el mismo valor que obtuvimos cuando hicimos el
calculo tomando como referencia el segmento GG,

-en No N L

diferencia de ordenadas 6-9 -3 -3

4 = e—— I — = -3
-2)-(-3) -2+3 1

. diferencia de abscisas

Es el mismo valor que obtuvimos cuando hicimos el
célculo tomando como referencia el segmento NN, a
pesar de que ahora avanzamos en sentido contrario
al de antes.

Ensaye a calcular la pendiente avanzando de G, ha-
cia Gy de N, hacia N,.

Si tiene cuidado con los signos, obtendra el mismo
valor de la pendiente: ese valor es independiente del
segmento de la recta que se use para calculariay del
sentido en que se recorra.

Consideramos ahora una recta cualquiera que repre-
sentaunafunciénlineal g. Enella seleccionamos dos
puntos al azar, P, y I, cuyas coordenadas sean
(x,.y,) y (x,,y,) respectivamente.

y
PY
S P, Goy)
l
Ia
|
. _|
0 o X Yo I
>l<o Ix1 » X
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La pendiente se puede calcular facilmente:

Yi-Yo

a
m=-—= .
b x-%
Otra forma de asignarle un nimero a la pendiente de
la recta es la de considerar la amplitud del angulo
comprendido entre la horizontal (paralela al eje x) que
pasa por P, y la recta cuya pendiente se quiere me-

dir.

Si se sube lo mismo que se avanza, ese angulo tie-
ne una amplitud de45°, y podriamos decirque la pen-
diente es de 45°. {También se llama “pendiente del
100%").

Se puede también utilizar cualquier funcion de-ese
angulo que vaya aumentando cuando ese angulo au-
mentade 0°a90°.Laque mas seusaeslafunciéntan-
gente, que aumentade 0 a1l entre 0°y 45°y sigue au-
mentando sin limite cuando el angulo aumenta de 45°
hacia 90°.

Para caicular el valor de la funcién tangente del an-
guloeC , se toma un segmento de una unidad de lon-
gitud sobre la recta horizontal y se calcula cuanto se
sube si se avanza de izquierda a derecha, 0 se toma
cualquier segmento sobre la recta inclinada y se cal-
cula cuanto se sube sobre la vertical dividido por lo
que se avanza sobre la horizontal.

¢, Por qué da lo mismo calcular de estas dos mane-
ras? .

a yl-yo
m = tano( = — =
b X;"X,
m = tancC = a cuando b =1

Consideramos nuevamente la funcién que duplica:
j(x)=2x paraobtener a partir de ella tres nuevas
funciones:

- la que duplica y adiciona 2 X b—>2x+2
- la que duplica y adiciona 5 X b—>»2x+5
- laque duplicay resta 2 ! X b—>»2x-2

Antes de hacer las gréficas pueden hacerse algunas
predicciones acerca del comportamiento de estas
nuevas funciones comparandolo con el de la funcién
que duplica, j (x), y con el de su gréfica respectiva.
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Asi en el primero caso (x+——> 2 x + 2) se espera
gue el valor de las imagenes ademas de ser el duplo
de lapre-imagen, se incrementa en dos unidades en-
tonces la recta sube dos en el eje de las ordenadas;
como este incremento seria paratodas las imagenes
que se obtuvieron mediante j (x), la grafica de
x———> 2x+2 resulta ser una recta paralela a la de
j0). Es como si todos los puntos se trasladaran dos
unidades enla mismadirecciény sentido. Paralafun-
cién x—> 2 x + 5, a las imagenes obtenidas me-
diante j(x) se les suma 5, entonces la representacién
de esta nueva funcién es una recta que también es
paralela a las dos anteriores.

Con respecto alafuncién x — 2x -2 ; qué se pue-
de esperar si se compara con la funcién j(x)?

La representacién gréafica de las cuatro funciones

permite constatar, ampliar, modificar y hasta recha-
zar, si fuere necesario, las predicciones.

ind LY

P
")
£

/

Conviene observar de una vez en estas graficas el in-
tercepto de cada recta con el eje de las ordenadas y
relacionarlo con la constante.

Las funciones de gréfica lineal que obtuvimos a par-
tir de la funcién lineal que duplica se denominan fun-
ciones afines de esta. ’

A cada una de las funciones lineales anteriores se le



puede asociar la ecuacion correspondiente, cuya so-
lucién da el cero de la funcidn. Asi se obtienen las si-
guientes ecuaciones:

2x=0
2x+2=0

2x+5=0
2x-2=0

En la gréfica anterior se puede observar que la solu-
cién para cada ecuacion es el intercepto de la recta

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

con el eje de las abscisas es decir que el numero re-
presentado endicho eje, es el valorde xque “se anu-
la cuando se le aplican las transformaciones simbo-
lizadas en la ecuacién”.

Lalectura anexa a la introduccidn de esta unidad am-
plia el tratamiento que puede darsele a este tema, lo
mismo que al de las ecuaciones cuadraticas.

Para que los alumnos construyan en forma significa-
tiva y dindmica el concepto de pendiente, conviene
que lo asocien con las experiencias de subir y bajar
montafas, carreteras, terrenos ondulados, etc., de
manera que expliciten el mayor o menor esfuerzo que
hacen para avanzar y subir al mismo tiempo o para
frenar y no acelerar demasiado si vienen descen-

diendo. Se espera que la intensidad de tales esfuer-
zos la relacionen con la mayor 0 menor “inclinacién”
o “pendiente” del trayecto recorrido..

Un ejemplo conocido por los alumnos puede serelde
considerar un tramo de la ruta seguida en “La vuelta
a Colombia”.

Silay es la altura sobre el nivel del mar y se fija un
sentido para la horizontal, se pueden formular pre-
guntas como:

¢ Qué pasa con el valor de y, cuando va aumentando
el de x?

Si el ciclista, que avanza en el sentido indicado, tie-
ne que hacer fuerza para avanzar y subir al mismo
tiempo como ocurre en el tramo AB, el valor de y au-
menta. Pero si el ciclista tiene que hacer fuerza para
no acelerar demasiado porque viene en bajada, co-
mo ocurre en el tramo CD, entonces el valor de y dis-
minuye.

En el primer caso se dice que la pendiente es positi-
vay en el segundo que es negativa.

Obsérvese que el signo y la ordenacion de las pen-
dientes son casi inmediatas desde el punto de vista
dindmico; cuantificar ia pendiente de una recta re-
quiere de una mayor elaboracién. Para asignarle un

namero alapendiente se pueden proponer ejercicios
como los presentados en los contenidos basicos. Al
finalizarlos se relacionan los valores hallados con el
coeficiente de la funcién lineal.

Enlos contenidos basicos todos los ejemplos sonde
funciones lineales (la grafica pasa por el origen), con-
viene estudiarotros de funcionesde graficalineal que

no sean funciones lineales, es decir aquellas de la
forma.

fix——>ax+b,a#0yb=0

Ejemplos:
y = —:2«;_ X+5

Se puede optar por hallar dos puntos de larecta y tra-
zarla. Dichos puntos podrian ser, entre otros, los in-
terceptos con los ejes coordenados, es decir
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P, (x,y)y P, (x,y, donde

x,=0 ,

y;=3
Para x,=0 ,y,=5

Veamos cudl debe ser el valor de x para que elde y
sea cero.

0=2 X, + 5 entonces
3

X, =-

5x3
=75

5

Entonces tenemos perfectamente determinados los

puntos P, y P,

P, (0,5) ; P, (-7.5 , 0)

Ahora se puede trazar la gréafica de la funcién:

0,5)

En la gréfica se ve que por 5 unidades que se suban,
se avanzan 7.5 en el mismo sentido que sefijé parala
horizontal. La razén entre estos dos valores es:

2
3
También se pueden tomar otros dos puntos de larec-
ta, por ejempio (-3,3)—y (6,9):
9 -3 6 2

6-(-3)

9 3

Se observa asi que la pendiente de la recta (tangen-
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te del angulo ¢ es igual al coeficiente de x.

Como ejercicio puede hallarse la pendiente de la re-
presentacién grafica de la funcién.

2
f > — x

para observar que la pendiente es la misma y que la
recta es paralela a la anterior.

De igual manera puede variarse la constante 5, hacer
las graficas correspondientes y relacionar: el inter-
cepto de la recta y el eje de las ordenadas (y) con la
constante; las pendientes de las rectas y la posicién
de una con respecto a las otras.



Para este tipo de funciones ;qué pasacon el valorde
las imagenes (ordenadas) cuando el valor de las pre-
imagenes (abscisas) aumenta? ;y cuando disminu-
ye?

Veamos otro ejemplo:

2 5
=-—X+
y 3

—¢Cudl es la diferencia entre esta funcién y la que
trabajamos inicialmente (y =2 x + 5)?

—¢Qué puedes predecir en relacién con la graficade
esta funcién?

—¢Haz la gréafica y fijate si ella te facilita la compro-
bacién de algunas de tus predicciones.

—¢Que pasa con los valores de y cuando aumentan
(o disminuyen) los de x?

—¢,Cémo serd larepresentacion gréflca delafuncién
asociada a la ecuacion:
2

=-—x 7?
y 3

—Da ejemplos de funciones cuyas gréaficas seanrec-
tas paralelas a Ia funcién anterior.

—Cuando se avanza en un terreno plano, por ejem-
plo enuntramo de carretera en lacosta. ; Qué podria
decirse de la pendiente de dicha carretera?

—Un caracol sube por la pared de un pozo (que tie-
ne forma de cilindro recto) para alcanzar el borde su-
perior de la salida de este ¢ Cual es la pendiente del
camino que sigue este animalito? jExplica!

Una vez analizados los ejemplos se puede llegar a
una sintesis que relacione el crecimiento o decreci-
miento de una funcién con el vaior de la pendiente de
la recta que representa a dicha funcién.

a) 0%

Pz(x z’yz)

>

Y=Y

m= >0
Xy =%y

Funcién creciente

b) Y

I
I
l
C LT S X
: Pz(xl’}k

YooY
m= <0
X, =X
Funcidn decreciente
Y
c) ‘r
P1 (x‘y 1) P l(xz,y,)
P
Y=Y
m= =0
X%
Funcién constante
d) y
Py(x,y,)
»X
P, (x,y,)
-y:

m= no esta definido

X, - X
2 1
La grafica no es de una funcién

Obsérvese que cuando se fija la direccién y sentido
de la horizontal y se recupera dindmicamente el con-
cepto de pendiente es facil saber si ésta es positiva,
negativa o nula.

Otros ejercicios:

¢, Qué puede significar una expresién como: “la pen-
diente de esta carretera es del 10%"?

Estos dos avisos se encuentran en dos caminos que
conducen a un mismo sitio:
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o=

PENDIENTE 50%

¢ Cual de los dos escogerias? ;Por qué?

=

PENDIENTE 30%

CONTENIDOS BASICOS

El estudio de lafuncién cuadratica puede iniciarse en
forma sencilla con la funcién de area. El area de un
cuadrado de lado se halla multiplicando lado por la-
do, o sea elevando [ al cuadrado. Si los valores que
toma ellado!son enteros positivos se tendré unafun-
cién definida de Z* en Z*y la grafica correspondien-

A

te estard constituida por la representacién de puntos
de laforma (I, 12)en el plano cartesiano. Siltoma va-
lores reales positivos, 1a funcién estara definida de
R* enR* ylagraficaresultara unalinea continuafor-
mada por la representacion de los puntos ([, I2).

fD:Z"—“—..Z*
Il ]
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Para expresar la imagen de cualquier elemento del
conjunto de partida se utiliza la notacién f (1) = Z; asi
laimagende 2 se notaf(2)=4ylaimagende 0.5 se
notaf( 0.5) =0.25. También se puede utilizar solo f (1),
o solo 12

Lafuncién que a cada nimero entero z positivo 0 ne-

gativo o cero lo envia en su cuadrado, permitira avan-
zar en el estudio de las funciones cuadraticas y hacer
la grafica correspondiente. Esta resultara ser una
gréfica de puntos discretos de la forma (z, z%). Si se
define lamisma funciénenlos nimerosreales, lagra-
fica correspondiente a los puntos (r, r?) resultard ser
una curva continua.

fo:Z+—» 27

Z——— 72

fD:Rf———————»R

r———p1?

Es claro que en la representacién grafica se toman
solamente algunos valores que permiten hacerse
una idea de la gréfica de la funcidn. Es interesante to-
mar entre estos valores el cero y analizar el hecho de
que altomar cadavez valores mayores que ceroova-
lores menores que cero del dominio de lafuncién, las
imagenes correspondientes, encada caso, son valo-
res cada vez mayores, lo que hace que las ramas de

la curva crezcan positivamente y simétricamente con
respecto al eje y.

Ahora se puede tratar de encontrar la funcién repre-
sentada por la grafica de la misma curva pero que se
encuentra desplazada una distancia d hacia la dere-
cha del eje y.
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Se observa que el punto minimo de la curva original
es el punto (0,0)y el de la curvadesplazada es el pun-
to (d,0), o sea que el valorde la funcién en los dos ca-
sos es el mismo: 0. Se analiza que para cada punto
de la gréafica desplazada, el valor de x se incremen-
ta end, pero el valor de la funcién es en cada caso el
mismo. Pareceria que se deba utilizar la expre-
sion (x+d)?, pero si se ensaya la gréfica de
x l——a (x+d)?, se observa que la curva aparece co-
rrida hacia atras. Este hecho permite escribir la fun-
cién representada por la gréfica desplazada como:

R——» R
X —— (X-d)2

fod:

O sea la imagen de cualquier elemento del dominio
se escribe como

fo, T (x) = (x-d)?

0 COMoO:

fo, d(x)=x2-2dx + d?

Si la gréfica se desplaza hacia la izquierda del eje
y, una distancia d, la funcién representada por ella
sera aquella que a cada elemento del dominio lo en-
via en laimagen (x + d)? o sea:

fo,3 X =&+d)?
fo, T(x) = xX* + 2dx+d?

Pero sino se sabe de antemano sid es un niimero po-
sitivo 0 negativo, siempre se puede emplearla expre-
sion (x-d)?

También es interesante encontrar la funcién repre-
sentada porla gréfica desplazada unadistancia e so-
bre el eje y.

En la grafica desplazada una distancia e sobre el e-
je y, laimagen de cero es e, o sea, el punto minimo
de la curva es el punto (0,e). Asi todos los puntos de
la gréfica se trasladan una distancia e y cada imagen
de un elemento x del dominio toma el valor x? + e.

fog:R——sR
X —— »x2

fD,ef!R'—-FR
X — ax2+e

fo,e}: R——»R
X—  pxl-e

Si la gréfica se desplaza una distancia e hacia aba-
jo, cada punto de la gréfica se traslada hacia abajo
una distancia e, y cada imagen de un elemento x del
dominio toma el valor x?- e

fo,ed (x)=x*-e
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Pero sino se sabe de antemano si e es un nimero po-
sitivo 0 negativo, siempre se puede emplearla expre-
sion x2 + e.

Se ha analizado la funcién que a cada numero real lo




envia en su cuadrado, y la gréfica que la representa;
después se ha desplazado esta grafica sobre el eje
x una distancia fija y se ha encontrado la funcién por
ella representada; el mismo procedimiento se ha se-
guido al desplazar la gréfica sobre el eje y. Paracom-
pletar este andlisis es conveniente encontrar la fun-
cion representada por la gréafica trasladada tanto con
respecto al x como con respecto al eje y.

La funcién original es aquella que envia un elemen-
to x del dominio en la imagen x2.

fo:R——> R
X r—> X2

La funcién representada por la gréfica desplazada a
la derecha, una distancia d sobre el eje x envia un
elemento x del dominio en la imagen (x - d)*

fo $:R——>R
x ——> (x-d)?

Si se toma esta gréfica desplazada sobre el eje x, y
se desplaza sobre el y una distancia e, la funcion re-
presentada por la hueva gréfica seré aquella que en-
vie un elemento x del dominio en la imagen (x-d)? + e.

foda:R——IR
X —>> (x-d)?+e

O sea una imagen de esta funcién sera:

-

f de: = x-dP+e
=X2.2dx+d%*+e

Se puede considerar esta ultima expresién como si
estuviera compuesta por tres términos:

x2,-2dx,d?+e

Elprimero de ellos corresponde al cuadrado de lava-
riable x, el segundo estd compuesto por la variable
multiplicada por el coeficiente -2d y el tercero es una
constante formada por la adicién de d? +e.

Si se desea simplificar esta expresion se puede usar
una letra para el coeficiente de x y otra para la cons-
tante sumada; la expresién para una imagen de es-
ta funcion tiene la forma:

f(x) =x2+bx+cdondeb=-2dyc=d?+e.

Si se observa en detalle esta expresion, el término x*
es laimagen de x a través de la funcidn cuadrada, el
término bx es la imagen de x a través de una funcién
lineal, y el término ¢ puede considerarse como laima-
gen de x a través de una funcién constante.

Este hecho sugiere que la funciénf que a un elemen-
to x del dominio lo envia en la imagen x? + bx + c es
la suma de las funciones: cuadrada, que ax?enviaen
x;lineal, que a x envia enbx, y constante, que ax en-
viaenc.

Mediante las gréficas que representan estas funcio-
nes se visualiza esta afirmacién.

AY 1} Y
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Para la construccién de la grafica que representa la
funcién f, se suman las ordenadas de las funcio-
nes f , f,, y f,correspondientes a una misma abscisa.
Esto se puede hacer en dos pasos: hallando prime-
ro las ordenadas de f, + f,, es decir x>+ bx y realizan-
do la grafica correspondiente; por ultimo (f, + ) + f,
que en este caso traslada verticalmente la curva (ha-
cia arriba o hacia abajo a lo largo del eje de simetria)
tantas unidades como lo indique la funcién constan-
te f,

Cuando se hizo la grafica de la funciénf,que ax en-
via en x?, se observd como la funcién f_envia dos va-
lores diferentes de x a la misma imagen.

fo

=X —

Este hecho hace que la grafica resulte una curva con
dos ramas simétricas alrededor del eje vertical. Cuan-
do se traslado estacurvaunadistanciad alo largode
X, y una distancia e a lo largo de y, se vio que la gra-
fica resultante representa la funcién que ax enviaen
laimagen x2 + bx + c. Podemos afirmar que toda fun-
cion cuadratica tiene como gréfica una curva abierta
de dos ramas, simétricas a una recta o eje de sime-
tria. Esta curva se llama parabola (Sin embargo, no
todas las parabolas representan funciones cuadrati-
cas de este tipo).

El eje de simetria de la parabola que representa la
funcién
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f: x——— x? + bx + ¢ es una recta paralela al eje y.
Vamos a encontrar a qué distancia del eje y se en-
cuentra ese eje de simetria. Cuando se trasladé la
gréfica de la funcién f: x—— x2 una distancia d
sobre el eje x, se vié que la funcién representada por
la nueva gréfica era tal que f:x—— x*-2dx
+ d?, en la cual el coeficiente de x o sea - 2d, permi-
ta conocer por donde pasaba el eje de simetria de la
curva. Como b = -2d, entonces

d

_b
2

Conocido este valor de x, puede hallarse su imagen
por la funcién y asi obtener el punto mas bajo de la
curva, o sea aquel a partirdel cual las ramas de la pa-
rabola “voltean”.

En el andlisis del comportamiento de la funcién cua-
dratica es interesante encontrar los llamados “ceros
de la funcién” que como su nombre lo indica no es
otracosaque encontrar los valores x del dominio que
son enviados a la imagen cero. Y es claro que enla
grafica estos puntos corresponden a los interceptos
de la curva con el eje x, porque todos los puntos de
este eje son de la forma (x,0).

En este caso la condicién que tienen que cumplir los
“ceros” es:

fx)=0
x2+bx+c=0




Esta expresién es una ecuacion; en nuestro casouna
ecuaciénde segundo grado por el hecho de que la va-
riable independiente aparece a la segunda potencia
(elevada al cuadrado). '

Encontrar los valores de x que hacen verdadera la
igualdad significa resolver la ecuacién.

No siempre esinmediato encontrar estas soluciones,
por lo cual se hara un andlisis a partir de las formas
mas sencillas que toma la ecuacién de segundo gra-
do.

Sila funcién f es tal que envia a x en la imagen x?, la
-ecuacién asociada sera:

f(x)=0
x*=0

Solucionar esta ecuacién significa encontrar los va-
lores reales de x, tales que x-x = 0. El Gnico real que
satisface esta igualdad es x = 0.

Consideramos ahora la funcién f que a x lo envia en
x2+ c con ¢ #0; la ecuacion asociada es de la forma:

f(x)=0
x2+c=0

para hallar los valores de x que hacen verdadera la
igualdad analizamos que

x2=-¢
XeX = - C

x debe ser un ndmero real tal que x multiplicado por
Si mismo sea - c.

Si ¢ es un real positivo no hay ningan real que multi-
plicado por si mismo dé como resultado <. Sicesun
real negativo -c es un real positivo que podemos lia-
mark ; x serdentonces unrealtal que muitiplicado por
si mismo dé -c, ademas -x también sera solucién por-
que -x ® -x = x20 sea en este caso se tienen dos so-
luciones que vamos a llamar x,, y x, :

x1=+*/i =+V-c
=k =-v<

También-podemos decir que el conjunto de solucio-
nes de x*+ ¢ = 0 para c< o es {x,, x,} = (+ V=, - V=c}.
Veamos unos ejemplos numéricos:

Sif:R——>R
Xp—>x-4 -

la ecuacién correspondiente sera:

fx)=0
x2-4=0

Sumando el inverso aditivo de -4 a cada miembro de
la igualdad se tiene:

x2-4+4=0+14
x2=4

x debe ser tal que x-x = 4. Hay dos reales que satis-
facen esta-igualdad: 2 y -2, ya que

22=4y(2)(2)=4
Asi las soluciones son:
| x, =+ Vd=2
X, = - V4=2
Es interesante representar graficamente la funcién

para constatar como los interceptos con el eje x son
los puntos (2,0) y (-2,0).

X 10141 %2 143 |...

Y |-4({-3|10 |5
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SifiR—>»R
x—>»x2+ 1

Se tiene la ecuacién:

fx)=0
X+1=0

Sumando el inverso aditivo de 1 a los dos miembros
de la igualdad se obtiene:.

Se ve claramente que no hay un real que multiplica-
do por si mismo dé como resultado - 1. Al hacer la
grafica de la funcién se observa que la curva obteni-
da no corta el eje de las x.

0,1

Ahora analicemos la funcién f que a x la envia en
x2 + bx; la ecuacién para f (x) = 0 es x2+ bx =0 que
por la propiedad distributiva del producto respecto a
la adicién podemos factorizar asi:

x (x+b) =0

Para que este producto sea cero, uno de los factores
debe ser cero, de donde se tiene que:

x=0
Ox+b=0

Six es 0, entonces una solucion es x, =0
Six + b es 0, entonces x, = - b es la otra solucion.

De esta manera se obtienen dos soluciones x, =0y
X, = -b
2

Veamos un ejemplo:

f:rr——>R
x—>» x2+3x
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la ecuacién correspondiente es x* + 3x =0

que en forma de factores podemos escribir como:
x(x+3)=0

la cual se satisface parax, =0y parax,=-3

Se puede verificar como estos dos valores hacen
cierta la igualdad

02+3.0=0
(-32+3¢(-3)=0
9-9=0
Si se representa graficamente la funcién, se verifica
que los interceptos de la curva con el eje x son los
puntos (0,0) y (-3, 0).

Cuando f es la funcién que a x hace corresponder la
imagen:

x? + bx + ¢ tenemos varios casos para la ecuacion
asociada.

El mas afortunado es cuando la ecuacion:
x2+bx+c=0

Se puede escribir como:

2
(x+P-—) (x+——b-)= o también (x+b—) =0
2 2 2

Suponziendo que )
(—b—)=c (x+-b—):x2+2 xoL) +(h-)
2 2 2 2

=x? +bx +c¢

En este caso los dos factores son iguales, y se dedu-
ce que para hacer verdadera la igualdad

b 2
(x + —) =0 bastaque
2

oseaque x=-—
2

Puede decirse que hay una solucién, o que hay dos

soluciones y que ambas soluciones son iguales:



b b

==Y XF——

2 2

X1

Si se observa la gréfica de la funcién se nota que el
intercepto de la curva con el eje es el punto

(2

Los alumnos deberan ejercitarse para observar rapi-
damente cuando

2
(b
c={—
2

Sila ecuacién x? + bx + ¢ =0 no es factorizable en for-
ma de cuadrado de una suma o de una diferencia co-
mo en el caso anterior, s€ puede tratar de completar
ese cuadrado sumando en los dos miembros de la
igualdad un término apropiado de manera que no se
altere la igualdad.

y encontrar facilmente la solucién de es-
te tipo de ecuaciones.

Setiene: xX2+bx+c=0

sumando a cada miembro 3) Z  obtenemos:
2

2 : 2
x? + bx +(£) +c = (2)
2 2
2

6: x* +bx + (%) = (g)2 -c

A la izquierda de esta ecuacion’tenemos tres térmi-’

nos que se pueden factorizar y corresponden al cua-
drado de una suma;

2 2
(= D)
2 2
Para tratar de hallar el valor de x que aparece en el
término de la izquierda en el paréntesis elevado al
cuadrado, debemos extraer la raiz cuadrada en los
dos miembros de la igualdad, y como se habia obser-
vado antes se obtienen dos soluciones: el valor posi-

tivoy elvalor negativo de laraiz del niimero represen-
tado en el miembro de la derecha.

b , ' 2
X + R = (L) -C
2 2
b b)2
, X + — = - -C
G

O sea que los valores de x que son soluciones de la
ecuacién original seran:

2

b
1 '—2 + e) -C
b 2
w -2 - e
2 2

Veamos un ejemplo nimerico:

X
]

Sila ecuacion que tenemos es:  x2+6x+5 =0

2
Sumamos (%) a cada miembro de la igualdad
2
(_6_) =9
2

X+6x+9+5=9
x2+6x+9=9-5

(x+3)2=4

x+3=\/z\l_x
X+3=-v4 entonces
X, =-3+2 x; =-1
x,=-3-2 x,=-5

Las soluciones de la ecuaciénsonx, =-1yx,=-5que
se pueden verificar en la ecuacién dada:
-12+60(-1)+5 =}

1-6+5=0

(-5)2 + 69(-5) + 5=

25-30+5=0

No siempre el coeficiente de x?en una ecuacion cua-
dratica es 1, sino que puede ser cualquier otro nime-
ro real diferente de 0. Asi la ecuacién que tenemos
para resolver es.

ax’+bx+c=0

en donde a, b, ¢, son numeros reales y a es diferen-
te de 0. Esta ecuacién puede escribirse como unade

las anteriores si dividimos los dos miembros de la
ecuacién por a, obteniendo:
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2
. . b .
Sien este caso c es igual a (—2—;) , esto nos permi-

tefactorizarla
expresion como antes. Si no son inguales, emplea-
mos el procedimiento de completar dicho cuadro su-
mando los dos miembros de la igualdad el término

b

2a

b b\2 ¢ b
%+——x-+(—)-+ — =._9

a 2a a 2a

b b )2 b 5 C
X+r—x+ \—) = (— -—

a 2a 2a a

b \? by? ¢
-2y - @) S
2a 2a a

Al extraer la rajz cuadrada a los dos miembros de la
igualdad se tiene:

b b\? ¢
X 4= (_ =,

2

Las cuadraticas puras.

Se puede pasar inmediatamente a las adivinanzas
cuadraticas. Las situaciones en que se presentauna
superficie cuadrada, o facilmente descomponible en
cuadrados, y que hay que pintar, 0 embaldosinar, o
comprar, o sembrar, o fumigar, pueden exigir el
célculo del area. No crea que es inmediato aquelio de
que el area es la base por la altura, o lado al cuadra-
do. Eso se aprende como una férmula sin saber por
qué ni cudndo se puede utilizar. Tomar una calcula-
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doray vercémo se van elevando ai cuadrado algunos
ndmeros fraccionarios de dos para abajo, y entre uno
y cero le ha hecho dar una sorpresa a algunos estu-
diantes aun en la universidad. Los matematicos an-
tiguos tuvieron mucha dificultad en desprenderse de
laidea de que las cantidades al cuadrado tenfan que
ser areas, y en superar el bloqueo de no poder mez-
clar nimeros lineales con nimeros cuadrados. Con-
tar cuadraditos en papel cuadriculado o milimetrado
puede ser una forma de familiarizarse con la mane-
ra como va aumentando el cuadrado cuando el nu-
mero va pasando de cero a uno, a dos, etc.

La primera adivinanza cuadrética pura es pues la de
adivinar cuanto tiene de largo el lado de un cuadra-
do de tantas unidades de area. Note que esto es al-
gebra verbal o retérica. Si sé el area, puedo saber
cuanto tiene de iargo ellado. Lo importante es enten-
derde qué se trata el asunto, y hasta hacerloenlaca-
beza. En un primer momento los alumnos solo pen-
saran en la raiz positiva, pues todos los cuadrados
parecen tener lados de longitud positiva. Solo el ce-
rebro puede pensar en longitudes negativas, y aun
asi, el rea sale positiva. Es un buen momento para
repasar los enteros, las operaciones con numeros
negativos, el valor absoluto como distancia al origen,
la diferencia entre distancias que son positivas y
coordenadas que pueden ser negativas, etc. No va-
le la pena ensefar a sacar raices cuadradas con l4-
piz y papel, pero si a estimar mas o menos cuanto va
atener de largo el lado si se sabe el &rea. La conver-
sién de unidades de drea es muy apropiada en este
momento. También se puede tratar de descubrir la
construccién de la raiz cuadrada por regla y compas.

Unavez que el alumno ya puede resolver la adivinan-
za en la cabeza en casos taciles, puede pasarse al
sistema simbdlico que estamos estudiando. Vuelvo a
leer la adivinanza en dlgebra verbal. Esto lo puedo
escribir: .

x?=q

Si quiero utilizar el cero, puedo escribir: x2-q = 0.
Si no sé el signo de q, puedo también escribir:
x*+q=0

Pero, ¢qué puede significar “x*+ q = 0”? De nuevo
viene el problema de creer que “+q” significa que q
es un numero positivo. Asi lo creyeron los matema-
ticos desde Babilonia hastafinales del siglo X VI, y por
€s0 nunca utilizaron nada comparable a la ecuacion
que nosotros escribimos:

x2+q=0.



Un caso interesante es x> = ¢%, o x* - ¢= 0.

Se puede explorar un cuadrado dividido en rectangu-
los y cuadrados, y analizar los posibles casos de los
flamados “productos notables”:

al-b? a?+b? (a-b)? y (a+Db)

El otro tipo de adivinanzas cuadraticas puras es el de
adivinar numeros que se aniquilen siuno los eleva al
cuadrado y les suma tantas veces el mismo numero.
Penséandolo bien, esto parece imposible, y lo es si el
numero es mayor que cero y se le suma un nimero
positivo de veces el nimero dado. Elcaso del cero es
interesante:

¢Qué puede significar “x*+px=0"? Si excluimos los
numeros negativos, esta adivinanza solo puede te-

ner una solucion: el cero, Pero si aceptamos la posi- -

bilidad de que p 0 x sean negativos, tenemos otra so-
fucidn que es facil de hallar por inspeccion:

x? es lo mismo que xx, y si xx = px, la adivinanza es
facil. Es bueno explorar estos casos conla ayuda del
sistema simbdlico, y entonces tienen sentido escribir:

x? = px

x?-px =0. Si no sabemos el signo de p, podemos es-
cribir:

x?+ px = 0.

Se puede hacer notar que la maquinita que notamos
“x es la que eleva al cuadrado, y que estas tres
ecuaciones representancombinacionesde esatrans-
formacionque eleva alcuadrado, conlastransforma-
ciones iineales, que notamos “ax” o “px”.

La cudratica completa.

Los ejemplos de la vida real para este caso son muy
pocos, y generalmente muy artificiales. Pero ahora
podemos tener mucha mas flexibilidad para las adi-
vinanzas. Un posible proyecto puede empezar por
explorar el caso de “cuadrar lotes” en un terreno; por
ejemplo, si se trata de obtener las dimensiones de un
lote cuadrado que sea igual en drea a una franja rec-
tangular del mismo largo y de anchura fija, mas un lo-
te fijo, este problema puede llevar a la forma:

x?=px +q.

Cuando no sabemos el signo de los coeficientes, es-
cribimos:

x}+px=q
x*+q=px
x?+px +q=0.

Esta es la llamada “forma ménica” de la ecuacién
cuadrética, porque el coeficiente del monomio inicial
es uno. Las formas ménicas son importantes en la
teoria de anillo, en particuiar para introducirlos llama-
dos “enteros algebraicos” que generalizan los nime-
ros enteros.

De nuevo, al encontrarse con la ecuacién
x? + px + q = 0, es dificil ver como sumando &reas se
puedallegara cero. Es una convencién muy artificial,
pero que permite escribir todas las ecuaciones de es-
te tipo con un formato comun, utilizando coeficientes
positivos o negativos.

Si el precio del metro cuadrado es a pesos / m?, el
coeficiente a puede aparecer an la forma:

ax? + apx + aq =t,
endondetes eiprecio totaldelterreno. Esta ecuacion
puede facilmente ser transformada a la forma usual:

axt+bx+c=0.

Pero puede ser mas conveniente dividir por a todos
los términos, y utilizar siempre la forma mdnica.

Hay otras maneras de introducir los coeficientes
usuales a, b, c. Es posible que los lotes no sean cua-
drados, pero que se puedan dividir en cuadrados del
mismo lado. Utilizando el coeficiente a para contar el
nimero de cuadrados, tendriamos:

2
axc=c¢C
ax? - ¢ = 0. Si no sabemos el signo de ¢, podemos es-
cribir:
ax?+¢=0.

Sielnumero de cuadrados es igual aunatira dei mis-
mo lado de esos cuadrados y de ancho fijo, podemos
escribir:

ax? = bx

ax? - bx = 0. Si aceptamos coeficientes de cualquier
signo:

ax’+bx=0

Otras combinaciones nos darian:

ax+bx=¢

ax? + ¢ = bx

ax’=bx +c

ax!+bx+c=0.

Esta es de nuevo la forma usual. Que esta Gitima fér-
mula resuma todas las anteriores es toda una mara-
villa del arte de codificar de manera apretada y efi-
ciente una serie de procedimientos y de problemas
que entretuvieron a muchas personas durante mu-
chos siglos.
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Los mejores algebristas del renacimiento, como Pa-
ciolo, Tartaglia, Cardano, Ferrari, y Del Ferro consi-
deraron solo coeficientes y soluciones positivas, y
por eso creyeronque las ecuaciones cuadraticas que
nosotros escribiriamos:

xX2=rx+n

x2+rx=n

x2+ n=rX,

eran todas diferentes, y se inventaron una formulita
mnemotécnica para resolver cada una de ellas. No
podian ponerle coeficiente al término “R”, 0 “Re”, 0
“C”, 0 “Co” que representaba la incégnita, o cosa
desconocida, o simplemente la cosa (que en latin se
decia “res” y en italiano “cossa”), ni tampoco podian
ponerle coeficiente al término “Qu” o “Ce” que re-
presentaba el numero al cuadrado (que en latin se
decia “Quadratus” y en italiano “Censo”). Solo po-
dian escribir en general el término independiente,
que ellos llamaban “N” o “Nu” para abreviar “Nu-
mero”.

Las tres ecuaciones de arriba se escribian en el siglo
XVI con esas abreviaturas, ademas de “p” para
“plus” (“mas”); y “aeq” para “aequalis est” (“es igual
a”) en alguna de las formas siguientes:

Qu, RN, que se llamaba “Quema”: Qu. acq. R. p.
N:x*=rx+n

Nu, Qu R, que se llamaba “Nuquer”: Nu. acq. Qu. p.
R:n=x2+rx

Re, Qu N, que se llamaba “Requan”: Re. aeq. Qu. p.
N:rx=x2+n.

*M4s aun, no existian todavia los exponentes, pues
se consideraba que el cuadrado y el cubo eran &reas
y volumenes, y que la naturaleza no permitia ir mas
alla del cubo en la potenciacién, a menos que se tra-
tara de repetir la elevacion al cuadrado para obtener
unabicuadratica. Afines delsiglo XVIBombelliinven-
ta los exponentes, y pasa la barrera del tres/cuatro.

Hace pues apenas cuatrocientos afos desde que
empezamos a escribir ecuaciones de cuarto, quinto
y sexto, ... enésimo grado. Procure que sus alumnos
exploren estas adivinanzas, encuentren las distintas
combinaciones, se asombren de gue no todos los nu-
meros tienen que ser positivos, inventen maneras de
resolver las adivinanzas, de ver qué significan geo-
métricamente, de tratar de completar un cuadrado;
de formular problemas en los que las ecuaciones mo-
delen lo que se hace en la realidad, etc.

‘El procedimiento simbélico
para resolver la cuadratica general.

Algunas personas pueden creer que hay solo una
manera de resolver las ecuaciones cuadraticas: la
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férmula usual que todos aprendimos de memoria.
Usted se aprendié la férmula como quien recuerda
una figura, 0 mas probablemente como una sarta de
palabras sin sentido: menos be mas menos raiz cua-
drada de be dos menos cuatro a ce sobre dos a. Pu-
ra memoria. Lo impontante es que si uno sabe cémo
interpretar esta férmula magica y hace bien las sus-
tituciones y las operaciones, le resuitan uno o dos nu-
meros que satisfacen la ecuacién. Pero como en to-
daférmula magica, no se puede uno equivocar en na-
da, y si se le olvida aunque sea una letra, no puede
salir de la caverna encantada en donde lo metié el
profesor al ponerle una ecuacién cuadratica en un
examen. En ninguna otra esfera de 1a realidad se le
van a presentar ecuaciones cuadraticas al 99% de
sus alumnos: solo en los exdmenes de matematicas.

Es pues mucho mas importante divertirse unos dias
explorando las adivinanzas, ensayando transforma-
ciones, trucos y técnicas, que aprenderse de memo-
ria la férmula. Si uno llega a inventar la férmula por si
mismo, no se le va a olvidar; y aunque no la vuelva a
inventar, si ha llegado a férmulas parecidas, o a pro-
cedimientos que sirven algunas veces aunque fallen
enotras, le quedarafacil aprenderse laférmulay dar-
le sentido.

Una posible exploracién es la de escribir una lista de
cuadrados, escribiendo en columna a la izquierda 1,
4,9, 16, etc. y en seguida diez columnas con los va-
lores respectivos de n, 2n, 3n,... 9ny 10n. Asi lo hicie-
ron los escribas de Mesopotamia hace mds de cua- -
tro mil afos, y si usted quiere practicar un poco de
combinatoria, ensaye a contar cuantas ecuaciones
se pueden resolver con un cuadro de veinte lineas y
once columnas: son muchisimas! compare con los
ejercicios de los libros de algebra, y vera que des-
pués de dividir por el coeficiente a, la mayoria de es-
tas ecuaciones se pueden resolver por inspeccion si
uno tiene paciencia para mirar en el cuadro.

Oftra exploracion util es la de inventar ecuaciones, po-
niendo dos numeros r, s que sean las soluciones o
raices, y buscando la ecuacién que se obtiene de
multiplicar (x - r) (x - s) e igualar el resultado a cero.
Los alumnos se darancuentapronto de que el segun-
do término de la ecuacién es la suma de las raices
(con el signo cambiado), y el término independiente
es el producto de las raices. Con esta técnica es po-
sible resolver muchisimas ecuaciones sin necesidad
de férmula: adivine dos niimeres que sumados denel
coeficiente intermedio y multiplicados den el término
independiente. jPiense en un nimero verde y un ni-
mero rojo!

También se dardn cuenta los alumnos de que siuno
de los dos numeros es cero, la ecuacion se simplifi-



ca a una forma sin término independiente, y la solu-
cién es el coeficiente de x con el signo apropiado. Asi
no se pondran a aplicar la férmula de la cuadratica
cuando en fisica, quimica o matematicas necesiten
resolver ecuaciones como:

x2 =X, 0: x2 - rx = (, u otras variantes simbdlicas.

APENDICE 1

También se puede hacer la exploracién de comparar
los resultados de multiplicar (x-r)(x-s), (x-1)(x +5),
o de elevar al cuadrado expresiones como
(x-b-s), (x- b +s), 0 de multiplicar estas dos expre-
siones entre si, para ver sise llega al sistemade com-
pletar el cuadrado y derivar la férmular usual.

Completar el cuadrado geométricamente. PorCarlos
E. Vasco (Universidad Nacional)

Escribamos los tres tipos de ecuaciones cuadraticas
asi:

1.Querna: x?=2rx+n
2. Nuquer: n = x2 + 2rx
3. Requan: 2rx = x2+ n.
Pensemos en el problema de las fincas, y en la nece-

sidad de comparar las areas de las dos fincas que se
van a intercambiar. Tenemos tres lotes: el cuadrado

de lado x, una banda del mismo lado x pero de an-
chura 2r, y un pedazo de tierra de areafija, n, que po-
demos pintar como un cuadrado de lado igual alaraiz
cuadradade n, o enotra forma. El ancho de lafajade
terreno lo escribimos 2r para que se vea faciimente
que si la dividimos a lo largo para que conserve el
mismo lado x, el ancho de cada uha de las dos ban-
das de la misma area que obtenemos vaa serr, y el
drea de cada una va a serrx.

a) Empecemos por el segundo caso, Nuquer, que es
un poco mas claro. Tenemos un lote de arean, y lo
queremos cambiar por un lote cuadrado de lado x
mas una banda del mismo lado x pero de ancho 2r:

)

2

- ot N e =
=
X

K

—— x—>

— T -G —

— 2r —»

Dividimos la banda de lado x y ancho 2r en dos ban-
ditas del mismo lado y de anchor, y las pegamos una
arriba y otra a la derecha del cuadrado de lado x; nos
queda faltando un pedazo cuadrado de lado r para
COMPLETAR EL CUADRADO de la derecha, que
nos quedaria de lado (x + r):

2 ST
X r '
4
— T —
n —
x2 rx
-~

44— x4y —»

Sicada uno de los dos vecinos nos presta porun mo-
mento un cuadrito de area r?, vemos que el cuadro de
drea n, mas un cuadrito de arear? va a tener la mis-
ma area que el cuadrado de lado (x + r):

x| ]
l
r2 + n = x2 I 19,4
I
|
- X+T -
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Por lo tanto, la ecuacién original n = x* + 2rx queda-
ra satisfecha si se tiene la ecuacion:
r’+ n={x +r)?
=x24+ 2xr + 12
=x2 + 2rx + r2.

Por lo tanto, el lado (x + r) serd la raiz cuadrada de
r2+n:

x + =Y+ n, 0 sea que una solucién es:

x=-r+ Vi’ +n,

Ahora es solo un gjercicio simbdlico interesante vol-

ver a escribir la ecuacién Nuquer, pasar todos los tér-
minos al mismo lado, y obtener:

x2+2rx-n =0, y comparar con ax? + bx + c=0. La so-
lucién que encontramos arriba podria entonces vol-
verse a escribir paraa =1:

x=-(b/2) +V(b/2)?-c.
Para casos en que a sea un nimero distinto de uno:

x = -(b/2a) + V(b/2a)? - (c/a).

b) Ensayemos ahora el primer caso, Querna. Tene-
mos un cuadrado de lado x, y queremos que tenga la
misma area que la banda del mismo lado x pero de
ancho 2r, mas la del lote fijo de area n:

b ™
|
I

x2 rx || x

| n
'\\__// |
1
|
——— Y —— “———2‘1"———. 4 I > 1='\rl;

Ensayemos de nuevo a dividir la banda en dos ban-
ditas deigadas de ancho r, y compesarlas quitando-
selas al cuadrado de la izquierda para que quede
igualalde laderecha. Pero altratarde tapar los lados,

nos damos cuenta de que las bandas se recubren en
una esquina, y por €so nos sobra un cuadrito de la-
do r, que recortamos para que no se repita:

+——X-T —»

71 N
T I r? |
L ‘ f
o 1 — . | :
1 I
— 1 |
= | | T n
v\\__/l/ I {
- | | |
I T |

Volvemos a tapar el cuadrado de lado x con las dos
bandas, y vemos que el cuadrado de lado (x - r) de-
be quedar igual al cuadrito de lado r mas el de area
n para que se cumpla la ecuacién Querna:
Si(x-1r)2=r? + n, entonces:

x2-2xr +r’=r2+n,y:
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x2+ 12 =2rx + n + r2, que era la ecuacién Querna si
se cancelan los r2.

Por lo tanto, el lado del cuadrado pequefio, (x -r), tie-
ne que serlaraiz cuadrada de r? + n:

x -1 =Vr + n, y asi tenemos una solucién:

X=T+ V24 n.



De nuevo hacemos el ejercicio simbdlico de volver a

escribir la ecuacién Querna contodos los términos a

la izquierda, y compararla con la usual:

x?- 2rx - n = 0, comparada con: ax? + bx + ¢ = 0, nos
indica que paraelcasoenquea=1:

x =-(b/2) + V(b/2)? - c.

En general, cuando a es otro nimero distinto de uno
x = -(b/2a) + ¥(b/2a)? - (c/ a).

c¢) Eneltercer caso, Requan, tenemos que lograrque
la banda de lado x y ancho 2r tenga la misma area
que el lote cuadrado de lado x, mas el lote fijo de
arean:

T

]

| e

| ~ ™~

rx : rx —_ x2 —l- n

:

+ »

1

— r——————» ¢— X —h»

Ensayemos ofra vez el truco de compensar el drea
del cuadro de la derechatapandolo conlas franjas de
ancho r; como ya sabemos que se superponen en

una esquina, recortamos el cuadrito de lado r para
que no se repita:

}__

-————— - -
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Vemos que el cuadrito de lado r que queds a la iz-
quierda, debe tener la misma area que el cuadrito de
lado (x-r) maselde arean:

r’= (x - 1 + n, para que resulte:

r’=x2-2xr + 12+ n, o sea:

" 2rx =x?+ n,'que era la ecuacién Requan.

Por lo tanto (x-1?=r2-n

Asi entendemos por qué no puede haber ninguna so-
lucién en Areas fisicas y reales cuando el cuadro de
area n es mé&s grande que el cuadrito de lado r, pues
por mas pequefio que hagamos el cuadro de lado
(x - r) no podremos lograr que el drea del cuadrito de
la izquierda sea la misma que el de la derecha.

Para el caso Requan tenemos pues que garantizar
que el cuadrito de lado r tenga area mayor que n, o
sea que debemos tener:
r’2n, o lo que es lo mismo:

-n=0.
En ese caso, es claro que la ecuacién (x-r*=r2-n
nos garantiza que el lado del cuadrado que necesita-
mos es la raiz cuadrada del drea de la derecha:

-r =+r?- n, y una solucién es:
X=Tr+Vr’-n.
Comparando la ecuacién

x2-2rx + n = 0, con ax?+ bx + ¢ = 0, vemos que pa-
raelcasoenquea=1
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x =-(b/2) + V(b/2)-c.

En general, cuando a es otro nimero diferente de
uno:

x = -(b/2a) + V(b/2a)? - (c/a).

La solucién es posible en 4reas fisicas y reales cuan-
do

(b/2a)? = (c/a), o lo que es lo misme, cuando:

(b/2a)* - (c/a) > 0, o sea cuando:

b? 4a’c
- >0
4a? 4a? que se simplifica a:
“b?-4dac=0.

A esta expresion la llamamos el discriminante de la
ecuacién cuadratica general, pues discrimina cuan-
do se puede encontrar una solucion fisica y real en
areas (cuando es positivo o cero), y cuando no (cuan-
do es negativo). En este tltimo caso, habria que ejer-
citar laimaginacién para inventar otros nimeros ima-
ginarios que permitan “sacarle la raiz cuadrada”alos
nimeros negativos. Nilos babilonios, nilos egipcios,

ni los drabes, ni los algebristas del renacimiento ita- .

liano se atrevieron a imaginar qué podria significar

“pig” 0 sea la unidad de los nimeros posi-
tivos,
“meno” 0 sea la unidad de los nimeros nega-
tivos,

“pii di meno”, o sea la raiz cuadrada “positiva” de
nmeno", y

“meno di meno”, o sea laraiz cuadrada “negativa” de
“meno”.

Esta ingeniosa idea equivale a lo que nosotros escri-
bimos hoy dia:

+1, -1, +i, -i, con las reglas:
1) =41, (1P = +1, P =1, ()= -1,

Asi Bombelli podia utilizar solo coeficientes positivos
para expresar todas las soluciones de los tres tipos
de ecuaciones cuadraticas, aun en los casos que no
tenian solucién en areas fisicas y reales. Pero habia
que esperar hasta que Vieta, Descartes y Girardi po-
pularizaran la notacién de variables y coeficientes,
para poner las tres ecuaciones en una sola férmula:

axt+bx+c=0,

y todas las soluciones en la forma abreviada no rigu-
rosa:

APENDICE 2

“sacarle la raiz cuadrada” a un nimero negativo. So- X = -b+Vb?-4ac

lo al final del siglo XVI Bombelli se decidié a utilizar lo 2a

que él llamé cuatro clases de nimeros:

Por Carlos E. Vasco (Universidad Nacional) X2-6x 4+ 5=0
+3 ‘I’

El método de partir, cuadrar y restar.

En 1971 una alumna de primer semestre de cierta
universidad de Bogot4, al hacer el repaso de &lgebra,
inventé un procedimiento para resolver ecuaciones
de segundo grado que es parecido al de Cardano, pe-
ro mucho mds potente: el método de partir-cuadrar-
y-restar.

Supongamos que nos dan la ecuacion x2-6x +5=0
Se escribe la ecuacidn en el centro del papel, dejan-
doun espacio encimaparaescribirunnimero. Se sa-
ca la mitad del nimero central (de aqui viene el nom-
bre del método, que empieza con “partir’, pues se
parte en dos el nimero central) y se escribe esa mi-
tad debajo del nimero central, pero con el signo cam-
biado:
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Ese nimero se eleva al cuadrado y se escribe enci-
ma del tercero, o sea del término independiente. (A
esta subida en diagonal del numero que est4 en el
centro hasta escribir su cuadrado encima deltérmino
independiente es a lo que se refiere la segunda pa-
labra del nombre del método: “cuadrar™):

P
x2-6x#5=0
+3

Se resta el tercer coeficiente, o sea el término inde-
pendiente, de ese nimero al cuadrado: se trazauna
raya debajo deltérmino independiente y se excribe el
resultado en la forma usual de la resta:



x2- 6x + =0

3

B o
-

Finalmente se coloca el signo de la raiz cuadrada o
radical, y se escribe el poco preciso pero util simbo-
lo “+", que permite escribir dos expresiones en una
sola linea. Asi queda terminado el problema:

9
x2-6x+ 5=0

3 +v4.

Con un poco de préactica en escribir estos niimeros y
simbolo, la solucién es practicamente inmediata: lo
unico que aparece escrito sonlastreslineas que apa-
recen antes de este parrafo, pues las demas expre-
siones eran unicamente ayudas para indicar el pro-
cedimiento. Si el coeficiente intermedio es par, en
cuatro o cinco segundos esté resuelta la ecuacién; si
es impar, utilice la expansion:

n+1/22=n?+n+1/4

para desarrollar un método muy rapido que sirve pa-
ra elevar al cuadrado la mitad de un nimero impar,
método que puede resumirse asi: ene punto cinco al
cuadrado es ene cuadrado més ene punto veinticin-
co. En cinco o seis segundos estard resuelta la ecua-
cién, sin necesidad de papel borrador, de recordar la
férmula, de indentificar los coeficientes, de pensaren
los cambios de signos, de calcular el discriminante,
de dividir por dos al final, etc.

Las dificuitades que pueden presentarse son:

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

1) Cuando el término independiente tiene signo me-
nos, puede olvidarse que para restar -q hay que su-
mar g. Antes es mas facil: basta sumar envez de res-
tar.

2) Cuando el término independiente es mayor que el
cuadrado que se escribié encima de la linea, puede
olvidarse que el resultado es la diferencia del grande
menos el pequefio, con signo negativo, y que las so-
luciones van a ser dos complejos conjungados.

3) Esposible clvidarse de escribirel simbolo de laraiz
cuadrada.

Estas dificultades son muchisimo menores que las
encontradas por los alumnos al sustituir en la férmu-
la usual.

ESste es un tipico algoritmo, que uno puede apren-
der a utilizar con gran eficiencia, sin saber por qué
funcionan ni qué es lo que estd pasando. Pero lo in-
teresante es que lo encontré una persona normal, sin
dotes especiales para las matematicas. Es facil fijar-
se que “partir” es equivalente a escribir -b/2, y que
“cuadrar y restar” son una forma de calcular la mitad
del discriminante. Y asi encontrar la relacién de este
método con el de la férmula usual cuando a=1.

De todas maneras, ni este ni ningan otro método se
deberia ensefiar sin que los alumnos hayan tenido la
oportunidad de explorar, variar, inventar algun méto-
do propio, comparar con los de los demas, etc.

Qjald sus alumnos puedan inventar estos y otros pro-
cedimientos simbdlicos para resolver las ecuaciones
sin necesidad de ensefidrselos, y se diviertan mucho
en el proceso!

Estandadas enlalecturaintroductoria de estaunidad,
eneldesarrollo de los contenidos basicos y enlos dos
ultimos apéndices.
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Unidad I

GEOMETRIA

Introduccion

En la propuesta del Ministerio de Educacién la geo-
metria intenta ser ante todo una exploracién activa
del espacio, de las maneras de representarlo en la
imaginacioén y de plasmarlo en modelos tridimensio-
nales y dibujos bidimensionales. Se tratade proceder
a través de actividades que impliguen movimientos,
imagenes y conceptos.

“Lageometria esuna exploraciéndel espacio. Lame-
jor manera de explorar este espacio consiste en des-
plazarse dentro de ély observar lo que sucede a los
objetos de este espacio cuando se efectiia un cam-
bio. Por cambio entendemos absolutamente cual-

i3

quier tipo de transformacion™.

Sin embargo, la geometria en esta propuesta no se
fimita a una “geometrfa de las transformaciones” al
estilo abstracto, comenzando por las reflexiones y
por el concepto de grupo de transformaciones.

Comenzamos por juegos de deslizamientos y rota-
cienes de figuras recortadas en papel o cartuling, pa-
ra llegar al concepto de composicién de transforma-
ciones através de la aplicacion sucesiva de ellas a
ung figura dada.

Se analiza la nocién intuitiva de “figura simétrica” pa-
rallegar al concepto de simetria activa de unafigura.

Objetivos generales

— Reconocer las propiedades que cumple la compo-
sicion de traslaciones en un mismo plano.

*DIENES, Z.P.y GOLDING E.W. La Geometria a través de las transforma-
ciones (Vol 1). Topologia, Geometria Proyectiva y afin, pag. 47.

En esta unidad se introducen las simetrias activas y

-se retoman los conjuntos de traslaciones, de rotacio-

nes, de reflexiones y de homotecias para analizar en
cada uno de estos conjuntos las propiedades que
cumple la operacién de composicion.

Con esto se espera que a medida que los alumnos
vayan trabajando con diferentes sistemas geométri-
cos, puedan identificar las semejanzas y diferencias
en su funcionamiento y acumular experiencias que
les permitan abstraer conceptos, hacer generaliza-
ciones, como es el caso del concepto de grupo.

Se estudian las caracteristicas de los poligonos regu-
lares y se buscan procedimientos para hallar el peri-
metro y el area de cada uno de ellos.

Es conveniente tener en cuenta que los contenidos
basicos se incluyen con el propdsito de facilitarle al
docente el repaso de los mismos, pero no para que
se los exija a los alumnos con el mismo grado de pro-
fundidad y de simbolizacién, ni mucho menos de me-
moria. Se trata de aprovechar la abundancia de su-
gerencias para recrearse conla exploracion sistema-
tica del espacio, las figuras y las decoraciones geo-
métricas y a través de esa geometria recreativa, re-
cear los conceptos mas importantes de la geometria
clasica y moderna.

— Reconocer las propiedades que cumple lacompo-
sicion de rotaciones en un mismo plano y con un
mismo centro.
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— Reconocer las propiedades que cumple lacompo-
sicién de refiexiones en un mismo plano.

— Reconocer simetrias activas.

— Reconocer las propiedades que cumple la com-
posicidon de simetrias activas.

— Reconocer las propiedades que cumple la compo-
sicién de homotecias en un mismo plano y con un
mismo centro.

— Caracterizar algunos poligonos regulares.

— Hallar perimetros y areas de poligonos.

Objetivos especificos, contenidos y sugerencias
metodoldgicas

CONTENIDOS BASICOS

Una traslacién de una figura en el plano es un desli-
zamiento que consiste en empujarla simplemente
desde una posicién a otra sin dejarla girar al mismo
tiempo.

Una traslacién esta determinada portres elementos:
la magnitud, la direccién y el sentidg. Estos elemen-
tos se pueden representar mediante un segmento
orientado, provisto de punta de flecha, llamado a ve-
ces “vector’, porque este tipo de flechas sirve parare-
presentar operadores y magnitudes vectoriales (que
son los verdaderos vectores).

Sise traza unaflecha o “vector” pararepresentaruna
traslacion esa flecha establece:

a) Ladireccién de latraslacién, conladelarectaala
cual pertenece.

b) El sentido de latraslacién conla puntade la flecha.
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¢) La magnitud de la traslacién, con la longitud del
segmento flechado.

Cuando a una figura plana, por ejemplo a un poligo-
no se le aplican dos o mas traslaciones sucesivas, se
dice que se le ha efectuado una composicién de tras-
laciones.
Veamos:

Consideramos el poligono ABCDE y las traslaciones
Ty V definidas como sigue:

T: Traslacion determinada por el vectort.
V: Traslacién determinada por el vector V-

Apliquemos al poligono ABCDE primero la traslacion
T y luego la traslacién V.
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El poligono A”B”C”D”E” es la imagen del poligono
ABCDE mediante la composiciéon de las traslaciones
Ty V. Sele aplicé V después de aplicar T, lo cual se
simboliza asi:

V (T (ABCDE) ) = A”B"C"D”E” o asi
(Vo T) (ABCDE) = A”B"C”"D"E”

El signo “o” indica la composicién y se lee “después
de” o’compuesta conjesta significa que se aplica V
después de T; el orden de ejecucidn es el opuesto al
orden de escritura: se escribe V o T pero se efectia
primero T y después V.

(VoT) (ABCDE) = V(T(ABCDE) )=V (A’B'C'D’E’)

en otros conjuntos, la composicidn de traslaciones
cumple algunas propiedades. Veamoslas.

— Existencia de una traslacién inversa a una trasla-
cién dada:

(Propledad invertiva de la composicién de trasla-
clones). Cuando a un poligono se le aplica unatras-
lacién, siempre existe otra traslacién que la devuelve
a su posicién inicial. A dicha trasiacién la llamamos
“Traslacién inversa”.

Al poligono ABCDE se le aplicé la traslacién T. Para
devolverlo a su posicion inicial le aplicamos una tras-
lacién que tiene la misma magnitud y direcciénde T

d és d primero T y después V pero con sentido contrario de T. Llamemos T’ a es-
espues de ta traslacién.
- A ’B”C"D”E"
Al igual que otras operaciones vistas anteriormente T': Traslacién determinada por el vector v
B C {L
[
L ¥em,
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T es el vector inverso del vectort. También se Ilami
el vector opuesto at, Tu op (), o el negativo de {, -t

T (ABCDE) = A'B'C'D'E’

T (A’'B'C’'D'E’) = ABCDE
es decir

T’ (T (ABCDE) ) = ABCDE
(T" o T) (ABCDE) = ABCDE

T’ es la traslacion inversa de T, o sea la traslacién
opuestaaT.
¢ Cudl serd la traslacién opuesta a T'?

— Existencia de una “traslacién neutra” ¢ “idénti-
ca”: Propledad Modulativa de la composicion de
traslaciones, o propiedad idéntica.

Después de aplicar a un poligono la composicién de
una traslacién y su inversa se obtiene que el poligo-
no vuelve a su posicién inicial.

Si nos fijamos solo en la posicién inicial y en la posi-
cién final del poligono después de ia composicién de
las dostraslaciones, el poligono conservala posicién
inicial, es decir parece que no se hubiera movido; po-

demos, pues, inventar unatraslacion, que no cambia
de posicién al poligono, que llamamos “traslacién
idéntica” 0 “traslacién neutra”.

Simbdlicemos conl esta “traslacién” que no hace na-
da:

| (ABCDE) = ABCDE

— Existencia de una traslacién Gnica que produce el
mismo efecto que aplicar sucesivamente dos trasla-
ciones dadas: Propiedad Clausurativa de la com-
posicién de traslaciones.

La composicion de dos traslaciones siempre da co-

~ mo resultado otra traslacion. '

El poligono A”B”C”D”E” es la imagen del poligono
ABCDE mediante la composicién de las traslaciones
TyV.

(T oV) (ABCDE) = A”B"C”"D”E”

El poligono A”B”C”D”E” también se puede obtener
como imagen de ABCDE mediante una sola trasla-
cién.

¢ Cudl es esa traslaciéon?

Es la traslacién S determinada por el vector
s (ABCDE) = AIIBIICIIDIIEII
Es decir (T o V) (ABCDE) = S (ABCDE)
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¢ Cudl es la traslacién que resulta de la composicién

de la traslacién T’ después de V?

¢ Cudl es la traslacién que resulta de aplicar sucesi-
vamente dos veces la traslaciénT‘?



¢Cudl es la traslacién que resulta de aplicar sucesi-
vamente dos veces la traslacién vV?

¢ Cudl es la traslacién que resuita de aplicar primero
latraslacién Ty luego T'?

¢ Cudl es la traslacidén que resulta de aplicar primero
la traslacién V' y después V?

— Posibilidad de efectuarlacomposiciénde trestras-
laciones con dos procedimientos diferentes;

B c 4

Propiedad Asociativade lacomposiciondetrasla-
ciones.

De la composicién de tres traslaciones se obtiene el
mismo resultado de maneras diferentes.

Veamos primero un ejemplo:
Consideremos las traslaciones Ty V definidas ante-

riormente y ademds la traslacion L (determinada por
el vectorT)

W

|

\

(4 cm)

(ToV)oL =SoL
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Apliquemos al poligono ABCDE estas tres traslacio-
nes asi:

Primero la traslacién L, uego la V y después la T,
¢ Qué pasa?

El resultado se puede hallar de dos maneras:

a) Aplicar T o V después de aplicar L, es decir prime-

ro L'y después la traslacién

S =T oV que ya habiamos encontrado:
SoL=(ToV)oL

Eéta agrupacion equivale a hacer un calculo preme-

ditado para reducir esas tres traslaciones a dos ope-
raciones. :

Calculamos premeditadamente el resultadode To V

- y lo aplicamos después de L.

Asf tenemos:

[(ToV)oL](ABCDE)=To V{L(ABCDE)]=(ToV)
(AIBICIDIEI) = A”B"C”"D"E” -

(Se puede compararconSo L(ABCDE), endonde
S= (ToV)

b) Aplicar T después de aplicar (V o L) es decir
To(Vol)

En este caso calculamos premeditamente el resulta-
dode Vo L, lo aplicamos y luego aplicamos T.

f] ]
Eee €
—— - N
- - N
- L// N
- — A
-1 N
’,r’ II ”")D.
I o~
I_-=~"E
/”/I/’
B” Cn
_ >
1 >
[}
E
//”/
-~ V
-
4cm
To(VoL) = ToR (@ cm)

Asitenemos [To (Vo L) ](ABCDE)=T[(VoL)]
(ABCDE)=T [A’'B'C'D'E']=A”B"C”"D"E”

(SillamamosR aV o L, estarfamos aplicando T o Ry
asf podriamos comparar So L con T o R).

De las dos maneras se obtuvo el mismo resultado es
decir, el mismo poligono A”B”C”D”E”. Esto nos per-
mite escribir la siguiente igualdad:

(ToV)oL=To(VolL)
SoL=ToR,conS=ToVyR=VolL.

Pues en general, si se aplican sucesivamente tres
traslaciones P, Sy T, de primera la P, después de se-
gunda la Sy luego de tercera la T, se obtiene el mis-

122

mo resultado si se aplicaprimero laPy luego el resul-
tado A =T o S, o si se aplica primero el resultado B =
SoPyluegolaT:(ToS)oP=To(SoP).

La composicién en el conjunto de las traslaciones en
un mismo plano cumple las propiedades invertiva,
clausurativa, idéntica y asociativa. Por esta razén se
dice que “el conjunto de las traslaciones en un mismo
plano con la operacién composicién tiene estructura
de grupo”. Ademas de estas propiedades, también
se verificaque el efectuar la composicién de dos tras-
laciones siempre se obtiene el mismo resultado aun-
que se tomen las traslaciones en distinto orden. Es-
ta propiedad es conocida como la propiedad conmu-
tativa.



SiMy N son dos traslaciones cualesquiera, siempre
secumpleque MoN=NoM

Verifica esta propiedad paralas traslaciones Ty V de-
finidas anteriormente. :

SUGERENCIAS METODOLOGICAS _

Por cumplir la propiedad conmutativa, ademds de las
propiedades anteriores se dice que el grupo de tras-
laciones con la composicién es un grupo conmuta-
tivo o abeliano. Pero no todo grupo es conmutativo.

El tema de los deslizamientos ha venido tratandose
en 6%y 72 grados. Conviene consultar estos progra-
mas para ver la secuencia que se desea seguir, y pa-
ra recordar temas tales como: las caracteristicas de
una traslacién, como hallar una traslacién conocien-
do un poligono y su imagen, y otros que se supone
deben conocer los alumnos para continuar conlo pro-
puesto en este grado.

Con estos objetivos se pretende que los alumnos va-
yan descubriendo a través de la practica las propie-
dades de la composicidn de traslaciones y asi mismo
vayan descubriendo también la estructura de grupo.
No se desea presentar en una forma terminada y for-
malizada el concepto de estructura de grupo.

“Se entiende que la estructura de grupo no se obtie-
ne a partir de la experiencia por una simple abstrac-
cién a partir del objeto, sino que se la descubre en el

transcurso‘de las experiencias, es decir de las accio-
nes ejercidas sobre el objeto, pero por abstraccién
constructiva a partir de las coordinaciones de la ac-
cién”. (Tomado de: introduccién a la Epistemologia
Genétical. El pensamiento matematico Jean Piaget.
Editorial Paidos. P4g. 180).

Conviene realizar un nimero suficiente de ejercicios
para descubrir cada propiedad hasta que los mismos
alumnos sean los que la enuncien.

Para verificarque lacomposicién de dos traslaciones
es unatraslacion conviene hacer variados ejercicios,
como los siguientes:

-— Dado el poligono MNOP y las traslaciones X, U,
W, T, Y y Z determinadas respectivamente por los
vectores X, U, W, 1Y,y Z

Para cada uno de los siguientes ejercicios:

a) Hallar la traslacién que reemplazaria la composi-
cién de las dos traslaciones dadas.

1. (WoW)
2. (Wo Z)
3. (YoY)

(XoY)
(Wo X)
(Yo2Z)
(ZoT
(Uo X)
(ToU)
0. (ZoU)

NG

=0
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b), Para cada uno de-los casos anteriores:

Conociendo los dos vectores que determinan las dos
traslaciones entre las cuales se ha efectuado lacom-
posicién, ;Cémo se puede encontrar el vector que
determina la traslacién resultante?

¢) Hallar (YoWoX), (ZoXoT), (WoXeY) de tres mane-
ras diferentes.

d) Hallar latraslacién inversa de cada unade las tras-

laciones dadas.

¢ Qué relacién hay entre un vector que determinauna
traslacion y el vector que determina la traslacién in-
versa?

Mencione dos traslaciones tales que al componerlas
dé la traslacion idéntica.

e) Observe el siguiente dibujo.

H'

Y 2

F ®

Elpoligono E'F'G’H'I' es laimagendel poligono EFG-
Hl mediante la composicién de dos traslaciones.

' ¢Cudles son esas traslaciones? ;Son Unicas esas

dos traslaciones?

CONTENIDOS BASICOS

Una rotacién de una figura en el plano es un tipo de
deslizamiento que consiste en girar la figura alrede-
dor de un punto fijo que se llama “centro o eje de ro-
tacion”. El centro de rotacién puede estar dentro, en
el borde o fuera de la figura.

Cuando se hacen varias rotaciones sucesivas a un

mismo poligono se dice que se ha hecho una compo-
sicién de rotaciones.
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Apliquemos al poligono MNOP primero la rotacién R,
y luego la rotacion R,

R;: Rotacién de 100° en el sentido de las manecillas
del reloj con centro de rotacién en M.

R,: Rotacién de 70° en el sentido de las manecillas del
“reloj con centro de rotacién en M.



El poligono MN”O”P” es la imagen del poligono
MNOP mediante la composicién de dos rotaciones.
Se le aplicé R, después de aplicar R,, lo cual se sim-
boliza asi:

lgl\is (MNOP))=MN"O"P” o asi: (R, © R)) (MNOP)
= ﬁl’OIIPII

P N

'-—_-__'_'_""—'—-—:;'P,
.. O
\\\\\\\\
\\\N'
(R,°oR) (MNOP) = MNOP

El signo “o” indica la composicion y se lee “R, des-
puésdeR,"0“R,compuesta conR ", y significa que se
aplica R, después de aplicar R,, o que se aplica
primero R, y luego R,. (El orden de ejecucion es el
opuesto af orden de escritura).

(R,0 R)) (MNOP) = R, (R, (MNOP) = MN"O"P”
después de

— Cuando a un poligono se le aplica una rotacién,
siempre existe una rotacién que lo devuelve a su po-
siciéninicial. A dicharotacionla llamamos rotacionin-
versa u opuesta.

Al poligono MNOP se le aplico la rotacién R.. Para
devolverlo a su posicién inicial, le aplicamos la rota-
cion R’, que tiene el mismo centro de larotacionR y
la misma amplitud, pero con sentido contrario al de ]Rl

R’, : Rotacion de 100° con centrg en M en sentido con-
trario a las manecillas del reioj.

R, (MNOP) = MN'O'P’
R, MN'O’P’) = MNOP

Es decir, R, (R, (MNOP) ) = MNOP
(R’, o R,) (MNOP) = MNOP

R’, es la rotacion inversa de R, también se llama la
rotacion opuesta aR,.

Después de aplicar a un poligono la composicién de
una rotacién y su inversa se obtiene que el poligono
vuelve a su posicién inicial. .

Cuando a un poligono se le aplica una rotacién de
360° en el sentido de las manecillas del reloj también

el poligono vuelve a su posicién inicial.

y / ! Rv: Rotacién de 3600/)

Rv(MNOP) =MNOP

!
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Lo mismo sucede si se la aplica una rotacién de 360°
en el sentido contrario a las manecillas del reloj. R :
Rotacién de 360° R, (MNOP) = MNOP

Lo mismo sucede si inventamos una “rotacién de 0°”
que no rota el poligono R  : Rotaciénde 0°.R , (MNOP)
= MNOP

Si en los casos anteriores nos olvidamos de la parte
activa y solo nos fijamos en la posicion inicial y en la
final después de la rotacioén, o de la composicion de
las dos rotaciones opuestas, se observa que el poli-
gono no se ha movido, es decir, que se conserva la
posicién inicial del poligono.

Consideremos como equivalentes todas las rotacio-
nes que produzcan el mismo efecto en fos poligonos
u otras figuras.

Vamos a llamar rotacién idéntica aquella rotacién
que no cambia de posicién a un poligono. La notare-
mos Ro sinfijarnos en las posiciones intermedias, si-
no en el hecho de que al fin de cuentas no se altera
la posicién del poligono.

— La composicién de dos rotaciones con un mismo
centro y en un mismo plano siempre se puede reem-
plazar por una sola rotacién.

Veamos: sean Ry S dos rotaciones definidas como si-
gue:

R: Rotaciénde 45°en el sentido de las manecillas del
reloj con centro en M.

S: Rotacién de 90° en el sentido de las manecillas del
reloj con centro en M.

Apliquemos al poligono MNOP la rotacién Rdespués
de larotacién S,0seaR o S.

P
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(RoS) (MNOP) = MN"O”P”

Se ha obtenido el poligono MN”O”P” como resulta-
do de haber aplicado la composicién de dos rotacio-
nes al poligono MNOP.

El mismo poligono MN”O”P” también se puede ob-
tener como el resultado de aplicar una sola rotacrén
a MNOP. ; Cuél rotacion?

Apliquemos ahora el poligono MNOP la composicién
de las siguientes dos rotaciones:

T: Rotacién de 120° en sentido contrario a las mane-
cillas del reloj con centro en P.

V:Rotacidn de 45° en el sentido de las manecillas del
reloj con centro en P.

ApliquemosToV
MII

Nn

(ToV) (MNOP) = T (V(MNOP)) =
T (MINIOIPI) - M"N”O"P"

Este poligono se puede obtener aplicandole una so-
la rotacién a MNOP. ;Cudl es esa rotacién?

Consideremos de nuevo solo rotaciones con un mis-
mo centro y en el mismo plano:

.— Veamos ahora cémo efectuar la composicién de

tres rotaciones. Consideremos el poligono MNOP y
R*, S* y T* tres rotaciones definidas de la siguiente
manera:

R*: Rotacién de 70° en el sentido de las manecillas del
reloj con centro en M.

S*: Rotacién de 30° en el sentido de las manecillas del
reloj con centro en M.



™: Rotaciéln de 120° en el sentido de las manecillas
del reloj con centro en M.

Apliguemos R* o S* o T*. Para hallar el resultado se
puede efectuar R* o S* después de T*, o sea aplicar
(R* o S*) o T* 0 aplicar R* después de S* o T* 0 sea
R*o (S¥o T™).

En cada ‘caso la agrupacién equivale a hacer un
célculo premeditado de la composicién de dos’de

ellas para reducir la aplicacién de las tres rotaciones
a efectuar solo dos operaciones.

Sillamamos A* al resuitado R* o S* y B* al resultado
S* o T*, podemos comprobar que A* o T*=R*0B*, 0
sea:

(R* o S* o T*) (MNOP) = [ (R* o S*) o T*] (MNOP) =
[R* o (S* o T*)] (MNOP)

De dos maneras diferentes se llegd al mismo resul-
tado, al que se habia llegado por la aplicacién suce-
siva de las tres rotaciones. Esto nos permite escribir
la siguiente igualdad para cualquier terna de rotacio-
nes:

(R*oSY)oT*=R* 0o (S*o T

En general, si se aplican sucesivamente tres rotacio-
nes P,Sy T, de primera la P, después de segunda la
Sy luego de tercera la T, se obtiene el mismo resul-
tado si se aplica primero la P y luego el resultado de
A =T oS, osise aplica primero el resultado
B=SoPyluegolaT:(ToS)oP =ToSo P).

Esta es conocida como la propiedad asociativa de la
composicién de rotaciones con un mismo centroy en
un mismo plano.

La composicién de dos rotaciones también cumple la
propiedad conmutativa.

Esta propiedad dice que el resultado de efectuar la
composicién de dos rotaciones siempre es el mismo,

aunque se tomen las rotaciones en distinto orden.

SiRy S son dos rotaciones con el mismo centroy en
el mismo plano siempre se cumple que:

RoS=S0oR

Verifica esta propiedad para las rotaciones S* y. T*
dadas anteriormente.

La composicién en el conjunto de las rotaciones en
un mismo plano y con un mismo centro cumple las
propiedades invertiva, clausurativa, idéntica y aso-
ciativa. Por esta razén se dice que este conjunto con
la operacién “composicién” tiene “estructura de gru-

po”.

Ademas de estas propiedades, también se cumple la
conmutativa. Por esto se dice que cada uno de esos
grupos de rotaciones con la composicién es un gru-
po conmutativo o abeliano. Pero no todo grupo es
conmutativo. Ensdyase con rotaciones en el espacio
tridimensional.

127



'SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Con estos objetivos se pretende que los alumnos
descubran las propiedades de la composicion de ro-
taciones através de las acciones ejercidas sobre los
poligonos y mediante la abstraccién constructiva a
partir de las coordinaciones de estas acciones. Por
esto es conveniente que recorten en cartulina los po-
ligonos y les apliquen las rotaciones respectivas.

Con estas actividades el alumno tendra otro sistema
concreto que posteriormente va a ayudarle a formar
el conceptode estructurade grupo. Eneste y enotros
sistemas concretos el alumno irda buscando lo comtn

en su funcionamiento y es entonces cuando construi-
ré el concepto de grupo.

En eldesarrollo de las actividades conviene teneren

" cuenta las siguientes observaciones:

— Albuscar la rotacién inversa de una rotacién dada
es posible que los alumnos encuentren varias, pues
se trata de buscar aquella rotacién que devuelva al
poligono a su posicién inicial. Vedmoslo. ;Qué rota-
cién coloca al poligono MN'O’P’ en su posicién ini-
cial?

Pueden encontrar algunas como las siguientes:

P N
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Los alumnos elegiran cudl-es la mas conveniente.

Al efectuar la composicidn de dos rotaciones y en-
contrar la rotacién que reemplazaria esas dos rota-
ciones es conveniente que los alumnos apliquen la
misma composicién de rotaciones a poligonos dife-
rentes para que caigan en la cuenta de que la com-
posicién de dos rotaciones cualesquiera es realmen-
te equivalente a una sola rotacién. La posibilidad de
sustitucién de dos rotaciones mediante una sola es

independiente de los poligonos sobre los que estas
rotaciones actlan.

Ejemplo:

Dados los poligonos ABCDN y MNOP, y las dos ro-
taciones siguientes:

X: Rotacién de 60° en el sentido de las manecillas del
reloj con centro en N.

W: Rotacién de 90° en el sentido de las manecillas
del reloj con centro en N.

Vamos a aplicarie (X o W) alpoligono MNOPYy al po-
ligono ABCDN ¢Qué rotacion reemplazaria la com-
posicién de las dos rotaciones en cada caso?

N
D \ ke Y A\
a —\
x/L ﬁ\
\/L AY
W N
A

(XeW) (ABCDN)

Se pueden resolver algunos ejercicios como los si-
guientes:

1. Dado un conjunto de cuatro rotaciones I, D,MyS
definidas como sigue:

I: Rotaciénde uné vuelta en cualquier sentido (o de-
jar quietas las figuras).
D: Rotacién de 1/4 de vuelta en el sentido de las ma-

necillas del reloj (0 de 3/4 de vuelta en sentido
opuesto).
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M: Rotacién de media vuelta en cualquier sentido.

S: Rotacién de 1/4 de vuelta en el sentido contrario al
de las manecillas del reloj (o de 3/4 de vuelta en el »
sentido de las manecillas del reloj).

Tome un poligono y elija un punto cualquiera como
un Gnico centro para cada una de las rotaciones an-
teriores:

a) Halle la imagen del poligono mediante la aplica-
cion de cada una de las rotaciones I, D, My S.

b) Liene la siguiente tabla, efectuando cada vez la
composicién de dos rotaciones (la rotacién indicada
en la columna después de la rotacién indicada en la
fila) y hallando la rotacién que resulta de esta compo-
sicién (Fijese unicamente en la manera como queda
el poligono alfinal sin preocuparse por las posiciones
intermedias).

o I D M S Coloque aqul la rotacién que re-
—— sulta de aplicar D después de M
al poligono.
I // | polig
y 4
D DoM
M
S

¢) ¢(En este conjunto de rotaciones se cumplen las
propiedades estudiadas para las rotaciones?
(Invertiva, Idéntica, Clausurativa, Asociativa y Con-
mutativa)

2. Mencione dos rotaciones tales que alcomponerlas
dé la rotacion idéntica.

CONTENIDOS BASICOS

3. ;, Qué rotacién resulta de componer dos rotaciones
con igual sentido?

¢ Qué rotacion resulta de componer dos rotaciones
con diferente sentido?

DadalafiguraAyla recta?podemos considerar que
‘Fes como el borde de un espejo en donde se refleja
latigura A, y podemos dibujar laimagen A’ que se ve-
ria desde la izquierda.
r
AI
Ml

NN

130

Lafigura A’ es laimagen de la figura A mediante una
reflexion: Ia reflexién que tiene como eje o linea de
reflexién la recta T,

En una reflexién:

— El segmento que une un punto con su imagen, es
perpendicular al eje de reflexion asi:

MN1TY

— Un punto cualquiera y su imagen correspondien-
te estan a la misma distancia del eje de reflexidn asi:



dM,P)=d (P,M)

— Al ser aplicada una reflexiéon a un poligono se le
cambia el sentido del recorrido de los vértices y lados.

Cuando a un poligono se le aplican dos o mas refle-

-—

S

D

C

xiones sucesivas, se dice que se le ha efectuado una
composicién de reflexiones.

Ejemplo: Dado el poligono ABCD hallar su imagen
porreflexidnenlarectas yluego hallarsuimagen por
reflexion enlarecta’t

—>

t

Dl D "

D

Cll

Liamamos Ega la reflexién en la recta 'y
Eeala reflexion en larectat’

Hemos aplicado E.después de aplicar E;»

E«(Ex(ABCD) ) = Ef(B'A’'D’'C’) = A”"B"C"D”
(E0Ey (ABCD) = A”B"C”"D”

El poligono A”B”C”D” es la imagen del poligono
ABCD mediante la composicién de dos reflexiones.
Veamos si la composicién de reflexiones cumple las
mismas propiedades de la composicién de traslacio-
nes y de la composicién de rotaciones.

Propiedad Invertiva: Sia un poligono se le aplicauna
reflexién siempre hay otra reflexién que lo devuelve
a su posicion inicial. A dicha reflexién la lamamos
“Reflexién Inversa”.

Al poligono ABCD se le aplic6 la reflexién E,. Para de-
volverlo a su posicidn inicial le aplicamos la reflexion
E.que tiene’como eje de reflexibn la misma recta s pe-
ro ahora el borde o superficie del espejo refleja la fi-
gura A’B’C’'D’ hacia la izquierda.

P
S

DAY VAR

Al All Bll

Es (ABCD)=B'A’'D'C’

E.(B'A’D*C’)= ABCD

Ey( Ex( ABCD)) = E( B A’ D’ C’) = ABCD
(.o Eg)( ABCD) = ABCD

Eges la reflexién inversa de Eg.

— Si nos fijamos solo en la posicién inicial y en la fi-
nal del poligono después de la composicién de las
dos reflexiones, el poligono conserva la posicién ini-
cial, es decir parece que no se hubiera movido. Po-
demos pues inventar una reflexién que no cambia de
posicién al poligono que vamos a llamar “reflexién
idéntica o reflexidn neutra”, que notamos “1”

I (ABCD) = ABCD
— ¢ La composicién de reflexiones cumplira la pro-
piedad clausurativa? es decir, jLa composicién de
dos reflexiones sera una reflexién? Veamosilo.

Consideremos dos casos:

a) Dos reflexiones cuyos ejes sean paralelos, es de-
cir no se corten.

b) Dos reflexiones cuyos ejes se corten.

a) Sean Epy Eglas reflexiones cuyos ejes no se cor-
tan.

Apliquemos E«después de E..al poligono ABCD.
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Cl

D C

-1

DI . Cll

(EpoEg (ABCD) = A”B"C"D”

¢, Se podra obtener el poligono A”B”C”D” aplican-
dole solo una reflexién al poligono ABCD?

b) Sean E.y Eplas reflexiones cuyos ejes se cortan.
Apliquemos Erdespués de aplicar Eqal poligono ABCD

/ 9\

B

o

C

E}.‘o E:(ABCD) = AIIBI'C’IDII

¢ Se podra obtener el poligono A”B”C”D” aplican-
dole una sola reflexion a ABCD?

De lo anterior se puede concluir:

*» La composicién de dos reflexiones con ejes parale-
los da como resultado unatraslacion ; Cuales son las
caracteristicas de esa traslacién?

 La composicion de dos reflexiones con ejes que se
cortan da como resultado una rotacion.

¢ Cudles son las caracteristicas de esa rotacién?

» Aunque se tenga la reflexién idéntica, la composi-
cién de dos reflexiones no es siempre una reflexion.
Por lo tanto la composicién de reflexiones no cumple
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la propiedad clausurativa.

— Veamos ahora si la composicién de reflexiones
cumple la propiedad asociativa.

Vamos a considerar tres casos:
a) Tres reflexiones cuyos ejes sean paralelos.
b) Tres reflexiones cuyos ejes se corten.

c) Tres reflexiones con dos ejes paralelos y uno que
se corta con estos.

Analicemos cada uno de los casos:
a) Tres ejes paralelos

Consideremos las reflexiones Es, Ey Ew




Apliquemos al poligono MNOP primero la reflexion Ex
y luego la Exy después la Eg¢,Qué pasa?

El resultado se puede hallar de dos maneras diferen-
tes:

i) Aplicar (E..o Ep después de aplicar E,, 0 sea aplicar

(Ey o Ej 0 Epr

i) Aplicar E~después de aplicar Ey-o Ey, es decir, a-
plicar Ec.0 (Eno Eyp

Veamos los resultados:

% 't o
P 0 o__p o F"
«— (EpoEp o By
M N N, M, N” Ml/
P O P, 0’ Q” Pll
¢ Epo (BroEyp
M N M N N M
De las dos maneras el resultado es el mismo. ¢,Qué pasa?

Da una reflexién aunque al hacer la composicién de
dos reflexiones, no dé una reflexién, se salga del con-
junto de las reflexiones y haya que introducir trasla-
ciones intermedias.

Esto nos permite escribir la siguiente igualdad:
(Ey o By 0 By= By 0 (Bpo Ep

b) Tres ejes que se corten
Consideremos las reflexiones E, E..y E..

Apliquemos primero la reflexién E,, luego laE.y des-
pues la E.

Elresuitado se puede hallar de dos maneras diferen-
tes:

i) Aplicar primero (Eg oE,) y después E;‘, es decir apli-
car:
E; (Ez0 E),

ii) Aplicar primero Eg y después (Eyo E.) es decir apli-
car (Eyo E) = Eg

Veamos los resultados:

[ (Eyo Ey 0 Ep] (MNOP) = M"N"O"P”

[ E?o (Ex0 Ep) 1 MNOP) = M"N"O"P”
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De las dos maneras se obtiene el mismo resultado, el
poligono M"N”O"P”.

D4 una reflexién aunque al hacer la composicién de
dos se salga del conjunto de reflexiones y haya que
introducir rotaciones intermedias.

Esto nos permite escribir la siguiente igualdad:
(E;..o E;.)oE:: E;r;.o ( E.;o E‘a’)

c) Dos ejes paralelos y uno que se corta

Consideremos las reflexiones Eg Evy Eo

Apliqguemos al poligono MNOP, primero la reflexion
E, luego la E.y después la E.. ;Qué pasa?

El resultado se puede obtener de 'dos maneras dife-
rentes:

i) Aplicar (Ee o Ew) después de aplicar Eg es decir

aplicar (Ec»0 Es © Ex

ii) Aplicar Exdespueés de aplicar (Ep0 Eg
es decir aplicar Ee© (Ew0 Eg

Veamos los resultados:

nad

A.

7

p 9] Q p’

<.
v

Epo (Ey, Eg
(Eg-0 Eg © Eg»

Delas dos maneras el resultado es el mismo. Lacom-
posicién no da reflexién. Caso en el que el resultado
se sale del conjunto de reflexiones, y el resultado es
otro tipo de deslizamiento: los deslizamientos con re-
flexién.

Esto nos permite escribir la siguiente igualdad
Ego (Ep0Ey = (E;-0 E 0 Eg.

Engeneral si se aplican sucesivamente tres reflexio-
nes E; E.y Exde primera la Erdespués de segunda
la Ewy luego de tercera la Ex, se obtiene el mismo re-
sultado si se aplica primero la Epy luego el resultado
de (E. o Ee) 0 si se aplica primero el resultado de (E,
° Ey y luego E;-es decir,

(Eg0 Eg) 0 By= Evo (Ezo By

Ejercicio: Efectie la composicion de tres reflexiones
con dos ejes paralelos y luego uno que los corte
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El conjunto de las reflexiones con la composicién no
tiene estructura de grupo pues no se cumple la pro-
piedad clausurativa, aunque las demas propiedades,
se cumplan.

Veamos el resultado de efectuar la composicién de
dos reflexiones cuando se cambia el orden.

Dado el poligono MNOP y las reflexiones E.,y E...

a) Apliquemos al poligono (Ez© Ex)

® 1]
P olor. __ P p” 0"
"\
| \
l \
L \
M NN ———%I'M"

(Ex» 0 E) (MNOP) = M"N”O"P”



b) Apliquemos al poligono (E« o E.), es decir primero E..y luego E..

3t

-
n

(Ep0 Ey) (MNOP) = Ey(Eo(MNOP))= Ec(M'N'O'P")
= MI'NIIOIIPII V
(Ego B # (ExoEy)

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

El resultado no es el mismo lo cual significa que la
composicion de reflexiones no cumple la propiedad
conmutativa.

Verificalo para otros casos, por ejemplo cuando los
ejes de reflexién se cortan.

Conviene recordar cémo se efectialareflexiénde un
poligono utilizando escuadra y compas para lo cual
se pueden consultar los programas de 62 y 72 Grado.

Los mismos alumnos a través de un buen nimero de
ejercicios, descubriran qué propiedades de las estu-
diadas en los movimientos, se cumplen y qué propie-
dades no se cumplen en la reflexién. Ellos mismos
seran quienes descubriran el movimiento que resul-

ta de la composicién de dos reflexiones cuyos ejes
son paralelos y de dos cuyos ejes se cortan.

Para verificar si se cumple 0 no la asociativa convie-
ne tomar casos variados: tres reflexiones con ejes
paralelos, tres reflexiones con ejes que se cortan y
tres reflexiones con 2 ejes paralelos y uno que se cor-
te con los otros dos, se obtendran resultados muy in-
teresantes.
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CONTENIDOS BASICOS

Recorta en carlulina algunas figuras como las siguientes:

Figura 1 Figura 2

- Figura 4

6
Figura 3 Figura

Figura 5

Sobre una hoja en blanco vamos a dibujar la fronte-
ra de cada una de las figuras, y luego airededor del
centro de la figura vamos a rotar la figura de cartén
observando cuidadosamente si en algun momento la
figura en cartén cubre exactamente la frontera dibu-
jada en el papel.

Cuando esto ocurra medimos la magnitud del angu-

lo de giro engrados o envueltas. Continuamos rotan-
do y observando en qué momento se vuelve a pre-
sentar la coincidencia, y asi se continta hasta com-
pletar una vuelta, hallando en cada caso la magnitud
del angulo de Ia rotacién respectiva.

Veamos los resultados si la figura es un cuadrado

) c
Rotacién de 1/4
de vuelta

Posicién
inicial

D I

Rotacién de una vuelta,
posicién inicial

A

Rotacién de
1/2 vuelta

Rotacién de
3/4 de vuelta

El cuadrado de cartén cubre exactamente tres veces
el cuadrado dibujado antes de dar la vuelta comple-
ta. Es decir, ademas de la rotacién que hace que el
poligono vuelva a su posicion inicial (o rotacion tri-
vial), hay tres rotaciones que hacen que el cuadrado
caiga exactamente en una posicién andloga a la ini-
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cial. Observemos también como han girado los vér-
tices del poligono recortado.

Estas rotaciones se hacen hacia la derecha (o hacia
laizquierda) alrededor del centro y la amplitud de ca-
da una de ellas es:



1 3
% de vuelta, 3~ vuelta y 5 de vuelta, 0 lo que es

lo mismo:
90°

180° 270°

¢ Cudles fueron los resuitados para el rectangulo?

¢ Cudles son las rotaciones que hacen que el trébol
caiga exactamente en una posicién andloga a la ini-
cial?

¢ Cuales fueron los resultados para cada una de las
figuras recortadas?

Ahora busquemos para cada una de las figuras da-
das, lasrotaciones en elespacioy las reflexiones que
hacen que esa figura vuelva a ocupar una posicién
analoga inicial. Para esto, podemos rotar la figura
recortada sobre otros ejes, hacer dobleces en la
figura o emplear un espejo.

a) Tratemos de lograr otras posiciones andlogas
cambiando la posicién de la ficha recortada. Para
ello le damos media vuelta a la ficha alrededor de
uno de los cuatro ejes de simetria que estanen el
mismo plano de la figura. Obtenemos cuatro rota-
ciones en el espacio, haciendo girar la figura de

" forma cuadrada, sobre una cualquiera de sus dos
diagonales, o de las dos lineas que unen los pun-
tos medios de dos de sus lados paralelos.

Para hacerlo dibujamos primero en un papel el con-
torno de la figura, y nombramos con letras, nimeros
o colores los respectivos vértices. De la misma ma-
nera nombramos por las dos caras los vértices de la
figura hecha en cartulina. Colocamos la figura recor-
tada encartulina sobre el cuadrado dibujado en el pa-
pel teniendo cuidado de que coincidan las letras de
los vértices.

B

Sivolvemos a girar otra media vuelta sobre el mismo
eje, la figura recortada vuelve a su posicion inicial.
Pero si giramos otra media vuelta alrededor de otro
de los cuatros ejes, tal vez nos llevamos una sorpre-
sa. 4 A qué rotacién es equivalente girar dos medias
vueltas sobre dos de los cuatro ejes que estan en el
plano de la figura recortada? :

Este procedimiento de girar la figura recortada sobre
un eje de simetria situado en su propio plano produ-
ce otro tipo de movimientos activos y de transforma-
ciones de la figura distintos de los giros sobre el eje
perpendicular al centro. Algunos libros llaman “rota-
ciones” a las que se hacen sobre el eje perpendicu-
lar al centro, y “reflexiones” a las que se hacen sobre
ejes que estan en el mismo plano de la figura.

Pero estas ultimas también son rotaciones.

Las verdaderas reflexiones no cambian la carade la
figura que se ve por encima, y no pueden realizarse
fisicamente con una figura de cartulina: se realizan
en el cerebro, suponiendo que la figura se refleja en
un espejo muy delgado y que refleja por lado y lado.

Para ayudar a formar esa transformacién mental que
se llama “reflexién” puede también ayudar al alumno
ponerse a hacer dobleces por las lineas punteadas
que representan ejes de simetria de la figurarecorta-
da.

b) Si se hacen dobleces, estos deben ser por una li-
nea que haga que una pante de la figura coincida
exactamente conlaotra parte, o enotras palabras
que una mitad caiga exactamente sobre la otra mi-
tad. :

c) Sise utiliza el espejo, este se debe colocar vertical-
mente sobre la figura de tal manera que el borde
inferior coincida con los dobleces anteriores yuna
mitad se refleje en el espejo completando la figu-
ra, y suponiendo que la mitad de atras se viene por
el espejo hacia el lado por donde uno mira.

Para el cuadrado tenemos las siguienrtes reflexiones:

A B 4 E A A ” & A 8 D C
!
} | e e
1 s
l ¢
D C o) ; qQ C e /O A D C \4 B8
Antes Después Antes *_Después Antes Después
X B A )
\\
D S B <
Antes Después
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¢;,Cudles son las reflexiones para el trébol? ¢ Para el
rectdngulo? ¢ Para el hexagono?

Hemos encontrado reflexiones y rotaciones que ha-
cen que una figura caiga exactamente sobre la figu-
ra en la posicién inicial 0 en una posicién analoga a
la inicial.

A estas rotaciones y reflexiones las flamamos “sime-
trias activas”.

Si consideramos solo las rotaciones, en el caso del
cuadrado existen ocho simetrias activas, a saber:

Cuatro rbtaciones alrededor del centro:
Rotacién de § de vuelta

Rotacion de ;— vuelta

3

Rotacion de - de vuelta

Rotacién de unavuelta (esta es la simetriatrivial o si-
metria que deja a la figura como estaba antes).

Cuatro rotaciones de media vuelta alrededor de ca-
da uno de los siguientes ejes:

Las dos diagonales.

Las dos rectas que unen los puntos medios de los la-
dos paralelos.

Estas ocho rotaciones tiene la peculiaridad de que si
uho aplica una de ellas y después otra cuaiquiera, el
resultado de esa composicion o aplicacion sucesiva
a una figura dada es una posicidn de esa figura que
hubiera podido obtenerse conuna solade esas ocho.

Ademas, cualquiera de las siete simetrias no triviales
tiene otra (o ella misma) que devuelve la figura a la
posicién original.

Este grupo de simetrias activas puede explorarse
con la figura de cartulina y con movimientos fisica-
mente realizables. '

Pero no es conveniente llamar “reflexiones” a movi-
mientos que en realidad son rotaciones.

Si se quieren considerar Jas verdaderas reflexiones
es mejor no hacerlas con rotaciones de una figura de
cartulina sino pintando la posicién inicial (“antes”) y al
lado la posicién final (“después”), ayudandose de do-
bleces y de un espejo, hasta que puedan hacerse en
la cabeza sin necesidad de esas ayudas.
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Las verdaderas reflexiones no cambian la cara que
se ve por encima en la figura que se refleja.

Las rotaciones de media vuelta sobre un eje en el pla-
no de la figura si cambian la cara que se ve por en-
cima.

Nétese ademas que dos reflexiones aplicadas una
después de otra no dan una reflexién, sino que son
equivalentes a una de las cuatro rotaciones sobre el
eje perpendicular al plano de la figura recortada.

Observemos con respecto a qué se han efectuado
las simetrias activas en los casos anteriores:

-~ Con respecto a un punto: el centro del cuadrado.
(también puede pensarse en un eje perpendicular
al plano de la figura que pasa por ese punto).

— Con respecto a un eje situado en el plano de la fi-
gura que se rota sacandola de su plano.

— Con respecto a un plano que pasa por uno de los
ejes situados en el plano de la figura, plano que se
considera perpendicular al plano de la figura y co-
mo un espejo ideal que permite reflejar las dos mi-
tades de la figura, por eso a los puntos, ejes o pla-
nos, sobre los cuales se puede efectuar una sime-
tria activa se llaman puntos, ejes o planos de sime-
tria de la figura.

Para el cuadrado tenemos 5 ejes de simetria a saber:

- Un eje perpendicular al plano de la hoja que permi-
te 3 simetrias no triviales (las de % R %—y i’—de
vuelta). Este eje esta representado por el punto del
centro.

— Cuatro ejes que se pueden pintar en el cuaderno
y que permiten una simetria no trivial cada uno.
2 il

\+
Ejes de simetria del cuadrado

~ Cuando una figura tiene por lo menos un eje de si-
metria que permita simetrias no triviales se llama
“Figura simétrica”. Por lo tanto el cuadrado es una
figura simétrica pues tiene 5 ejes de simetria.



- Un rectangulo no cuadrado es una figura simétri-
ca pues tiene 3 ejes de simetria que son:

« Un eje perpendicular a la hoja (o al plano) que pa-
sa por el centro de lafiguray que permite una sime-
tria no trivial (la de1/2de vuelta). Ademas de la que
coloca a la figura en su posicion inicial.

- Dos ejes que se pueden pintar en el cuaderno: uno
paralelo a los lados mas largos y otro paralelo a los
lados mas cortos.

Ejes de simetria del recténgulo no cuadrado

Eltrébol es una figura simétrica pues tiene 4 ejes de
simetria:

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

- Uno perpendicular al plano que permite 2 simetrias
no triviales (de % y -§—de vuelta) ademas de la si-
metria trivial que 1a regresa a su posicién inicial
(una vuelta)

*» Tres ejes que se pueden pintar en el cuaderno.

La figura 3 de las que aparecen en los contenidos bé-
sicos no es simétrica pues solo después de la sime-
triatrivial (de una vuelta) fa figura vuelve a su posicion
inicial.

Lafigura4 es unafigura simétricapuestieneunejede
simetria perpendicular al plano que permite una si-
metria no trivial (de% de vuelta).

Hasta ahora se ha hablado de una sola figura. ¢ Po-
driamos decir que dos figuras son simétricas entre
si?

Digamos que dos figuras son simétricas entre si,
cuando una se puede obtener como el resultado de
haber aplicado una simetria activa a la otra.

La figura A es simétrica con-la figura B.

Es conveniente que se tengan en cuenta las diferen-
tes acepciones que existen para la palabra “sime-
tria”. Veamos:

Simetria como propiedad o predicado de un puesto
(intra-figural).

Ejemplos:
“..tiene mucha simetria”, “...es muy simétrico”.

Simetria como relacién o predicado de dos puestos
(inter-figural).

Ejemplo:
“..tiene simetria con...”.

“...y ... son simétricos entre si”.

Simetria como transformacién biyectiva, isométrica
de unafigura en si misma (de tal manera que cual-
quier punto interior va a uno interior, cualquier punto
de una cara va a uno de una cara, cualquier punto de
un borde va a uno de un borde, y cualquier véntice va
a un vértice) (intra-figural, pero ya activa; potencial-
mente inter-figural si la imagen se considera distinta
aunque congruente con la pre-imagen).

Ejemplo:

“Esta simetria de esta figura es una reflexion”.
Simetria como transformacién de una figura en otra
diferente (inter-figural y activa; potencialmente trans-
figural si se fija la atencién en el espacio ambiente).
Ejemplo:

“Busquemos una simetria que transforme la curva
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logaritmica en la exponencial”.

Simetria como transformacién de todo el espacio, ha-
ya o no haya figuras; en caso de que las haya, las
arrastra consigo y genera familias de transformacio-
nes y de figuras (trans-figural).

Ejemplo:
“_a conjugacidn es una simetria del plano complejo”.

“Consideremos el grupo de todas las simetrias del
plano™.*

No podemos olvidar que nuestro mismo cuerpo,
nuestros ojos, nuestro cerebro, tienen una disposi-
cioén simétrica con respecto a un plano central, y se
colocan en cierta posicidn simétrica con respecto a
un plano intermedio entre nosotros y los objetos que
nos parecen simétricos. '

La terminologia “nuestro cuerpo es simétrico”, “esta
hojade papel es simétrica”, etc. confirma laimportan-
cia de lo intra-figural: por mas que sean las transfor-
maciones que le hace nuestro cerebro a las image-
nes las que permitan determinar que “hay simetria”,
nos queda muy dificil salirnos del magnetismo de la
figura misma. Por eso todos preferimos decir que el
objeto tiene simetria, 0 que es simétrico, mas bien
que pensar en que la simetria es una transformacion.

No es que “esté mal” decir que el objeto tiene sime-
tria, sino que hay que partir de alli, de esa primera
acepcidn intra-figural de la palabra “simetria” para di-
rigir la atencién a los modelos simplificados del obje-
to que se hace nuestro cerebro, y a la agilidad con
que los transforma, para empezar a llamar “simetrias
activas” a esas transformaciones que se aplican a
una figura tridimensional, o a una simplificacién bidi-
mensional, y producen otra figura congruente con la
inicial que cae exactamente sobre la primera. Hay
que decir “otra figura” para referirse al resuitado, y
hay que decir “cae exactamente sobre la primera”
parareferirse alanuevaposiciénde lafigurayatrans-
formada, pues de lo contrario, como toda figura es
congruente consigo misma y las simetrias activas
sonisometrias, todas las figuras serian (trivialmente)
simétricas.

No basta, pues, la congruencia, sino que hay que re-
ferirse a la nueva posicién de la figura transformada
y volver a laterminologia de Euclides, que declaraba
dos figuras “iguales” si la una cafa exactamente so-
bre la otra. En esa definicién de una relacién estaba

implicita latransformaciénisométrica que traia unafi-
gurade un sitio a otro del plano para ver si caia exac-
tamente sobre la otra. Para la simetria hay que elimi-
nar esatransformacion implicita, y exigir que latrans-
formacién explicita de una vez produzca una figura
que, en la nueva posicion y sin mas transformacio-
nes, caiga exactamente sobre la original en la antigua
posicion. Si “caer” le parece demasiado intuitivo,
puede decir “coincide”, que suena mds elegante; co-
mo los alumnos no saben latin, no entienden que
“coincidere” en latin también viene de “caer”.*

En ios contenidos se han presentado de una forma
simplificada las simetrias de algunas figuras, a ma-
nera de ejemplo. Conviene que los alumnosbusquen
todas las simetrias activas hasta que ellos mismos
lleguen a decidir cuéles figuras son simétricas y cua-
les no.

En.cuanto a las reflexiones, conviene recordar la
comparacién ente las dos maneras de hallarlas, una
por verdaderas reflexiones en el plano y la otra simu-
landolas através de rotaciones en el espacio, y esta-
blecer la conveniencia o inconveniencia de cada una
de ellas segun el progreso de los alumnos. En gene-
ral, es aconsejable empezar primero con las ocho ro-
taciones, y posteriormente trabajar las verdaderas
reflexiones.

Pueden realizar algunos ejercicios como los siguien-
tes:

- Hallar los ejes de simetria de algunos poligonos
regulares.

~ Dibujar figuras planas o modelar figuras sélidas
que tengan:

a) Un solo eje de simetria (; Serd posible una figura
plana con un solo eje de simetria?).

b) Dos ejes de simetria
c) Tres ejes de simetria.
d) 4, 5, 6,... ejes de simetria.

— Observar la figura de tres ejes de simetria dibuja-
da anteriormente en el ejercicio ¢) y tratar de afia-
dir algo o quitarle algo para que aparezcan 4 ejes
de simetria. A esa misma figura afiada o quite al-
go para que desaparezca un eje de simetria y s6-
lo queden 2.

*/Tomado de: VASCO, Carlos E. "Constructivismo Genético™ Universidad Nacional. Bogotd, 1987.

140



— Determinar si cada par de figuras son simétricas entre si.

P >=[F &2
|

il — — rl_

G H 1

Decir qué simetria activa tuvo que aplicar mental- Para cada una de las siguientes figuras, determinar
mente para hacer que la linea cayera exactamente cuéles sonsimétricas, cuales son los ejes de simetria
sobre la otra. y cudles son las simetrias activas.
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- Se pueden tomar algunos objetos como pocillos,
platos, ollas, jarras, etc., mirar si son simétricos y
buscar los ejes de simetria, para ver la diferencia
con los dibujos en el plano de esos mismos obje-
tos.

Por ejemplo:

Este pocillo @ €s un objeto simétrico pero su
dibujo en el plano no es una figura simétrica.

CONTENIDOS BASICOS

Para desarrollar estos objetivos se pueden seguir las
orientaciones dadas tanto en los contenidos basicos
como en las sugerencias metodolégicas que corres-
ponden a los objetivos que analizaron estas mismas
propiedades en las rotaciones, en las traslaciones y
en las reflexiones. Sin embargo, vamos a desarrollar
estos objetivos con las ocho simetrias activas del
cuadrado, que vimos en los objetivos anteriores, es-
tas simetrias son:

— Cuatro rotaciones alrededor del centro, que vamos
allamarl, C, M, T.

I: Rotacion de una vuelta (o cero vueltas)

C: Rotacién de + de vuelta

M: Rotacién de ;— de vuelta

T: Rotacién de %de vuelta
Estas rotaciones pueden ir en uno cualquiera de los
dos sentidos("Yo J . Para este caso vamos a tomar

el sentido (, .

— Cuatro reflexiones (o rotaciones de media vuelta
en el espacio) con respecto a los ejes que llama-

mos d, .4, RyV

que llamamos Ez», Ey+, Ei» vy Eps
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v
W
D C
Ly %

De esta manera el conjunto de las simetrias activas
del cuadrado es:

{IICIMITIE{;’IE‘KIE“E"'E&:: }

Efectuamos la composicién de dos cualesquiera de
estas simetrias y coloquemos los resultados enla si-
guiente tabla (ver tabla 1).

Para lienar la tabla se aplica la simetria indicada en
la columna izquierda después de la simetria indicada
enlafila superior. (El simbolo “o” se puede leer “des-
pués de”).

Por ejemplo:

Para hallar la simetria que resulta de aplicar T des-
pues de Egr (T o Eg;) se le aplica al cuadrado prime-
ro una reflexién con respecto a la diagonal y luego
una rotacién de 3 de vuelta, asi:



3
A N > a D
Ed T
C = > v 3l
EW
Como se observa, la misma posicién del cuadrado se puede obtener con una reflexion alrededor del eje.

En la misma forma podemos llenar los otros 63 cuadros de la tabla.

Columna izquicrda: aqui se lee la simetria que se aphca dc segunda.

LE] Simbolo de composicién se lee “después de ”

FILA : : | Cc M 'F _E; i _éﬁ: | —E_a— _E—d';—; < Fila superior: aquf se lee la
:T ! simetria que se aplica de primera.
] T
. | C M T| EV | Ev | E&Z | E&H :
I )
!
rc|lc| M| T| 1| |E&|EF|ER|EF
I
; o
! M M T | C| Er EY | Edi| Eax :
1 1
] - e o Aqui se lee la simetrfa que resulta
T T | c M| Ea Eaz | EV 4———¢ de aplicar T después de Edt
it | ot e et bt Rtien it Sasinihe ‘ (ToEd)
EV|| E&i| Edi | En| Ea&| | M T Cc
Er|| EF | EiZz | EVv | E& M | c T
Es| EZ| EV | E® | EY C T | M
Edql|Edi | Ei' | E® | E T C M I

TABLA 1: Composicién

Veamos ahora sé6lo un ejemplo de cémo verificar sise
cumplen o no las propiedades enunciadas en los ob-
jetivos:

PROPIEDAD INVERTIVA:

Si al cuadrado le aplicamos la rotacién C o] sea de
vuelta, se observa que la rotacién T de——de vuelta
lo devuelve a su posicién inicial.

Esto significa que la simetria T es la inversa de la si-

de simetrias del cuadrado

metriaC.
¢, Cudl serd la simetria inversade E;?de I?yde M ?

PROPIEDAD MODULATIVA:

Al aplicar al cuadrado una simetria cualquiera y lue-
go la simetria inversa, se obtiene que el cuadrado
vuelve a su posicion inicial. Esta simetria que deja al
cuadrado en su posicion inicial, como si no se hubie-
ra movido, se llama simetria idéntica o neutra, que
simbolizamos con 1.
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I (ABCD) = ABCD
TeC=1
(To C)(ABCD) = ABCD

PROPIEDAD CLAUSURATIVA:

La composicion de dos simetrias del cuadrado se
puede reemplazar por una sola simetria; veamos:

La posicién del cuadrado que se obtiene de aplicar-
le (T o E&) o sea T después de Eg;, se obtiene aplican-
dole solo E;»

Esto quiere decir que (T o E5;) (ABCD) = Eg(ABCD)

¢ Qué simetria produce el mismo efecto de aplicar E,
después de M ? de aplicar M o T ? y de aplicar
(Eg o Eo.

Conel ejemplo anterior, To C: 1, podemos ver porqué
se necesita aceptar la simetria idéntica o neutra
como simetria activa para que se cumpla la propiedad
clausurativa.

PROPIEDAD ASOCIATIVA:

Veamos cémo efectuar la composicion de tres sime-
trias al cuadrado.

. Apliquémosle C o Ey o Eg;

Se puede efectuar C o Ey-después de haber aplicado
Eg, 0 sea aplicar (C o Ep) o Eg;. También se puede
aplicar C después de (Ep o Eg) 0 sea aplicar

C o (E= o Eg). La propiedad asociativa nos dice que

los dos procedimientos siempre dan el mismo resul-
tado.

Verifiguémoslo en este caso:
[(C 0 E) o Eg;] (ABCD) = (Egz 0 Egp (ABCD) =M (ABCD)

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

[Co (B 0 Ez9] (ABCD) = (C°C) (ABCD) = M(ABCD).

Seobservague de las dos maneras se obtiene el mis-
mo resultado, lo que nos permite concluir que

Co(EyoE; =(CoE)oEg

¢ Se cumple esta propiedad para tres simetrias cua-
lesquiera delcuadrado? ; Cuantas ternas habriaque -
ensayar? .

PROPIEDAD CONMUTATIVA:

Veamos el resultado de efectuar la composicién de
dos simetrias del cuadrado cuando se cambia el or-
den de aplicacion.

¢ Qué simetria produce el mismo efecto de aplicar
(Egr o M)?

¢, Qué simetria produce el mismo efecto de aplicar
M o Eo?

+Es la misma simetria para los dos casos?

Se observa que en este caso el resultado no es el
mismo lo cual significa que
MoEs #2Eso0 M

Verifiquelo para otros casos, comoMo Ty To M,
T oE¢ yEwoT.

Con un solo caso en que no se cumpla la conmuta-
tiva, ya podemos decir que la composicién de sime-
trias del cuadrado no cumple la propiedad conmuta-
tiva, pues para que esta se cumpla, se tiene que cum-
plir en todos los casos.

De estas experiencias se puede concluir que el con-
junto de las simetrias del cuadrado con la composi-
cién de simetrias tiene estructura de grupo, pero que
ese grupo no es un grupo conmutativo.

Para hallar las simetrias de una figura, y los resulta-
dos de la composicién de estas simetrias conviene
que el alumno recorte en cartulina cada figura y eje-
-cute todos los movimientos hasta que logre interna-

lizarlos en forma de esquemas activos enlaimagina- .

cion, y después pueda efectuarlos sin necesidad de
transformar algo material.

Conviene que el alumno llene la tabla de las compo-
sicién de las 8 simetrias activas del cuadrado, y al
mismo tiempo vaya descubriendo 0 comprobando
las propiedades.
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Pueden resolver otros ejercicios como los siguientes:

— De las simetrias del cuadrado tomar las siguientes
simetrias: I, M, E»y Egz

Llenarla tabla de la composicién y verificar que es-
tas 4 simetrias con la operacién composicién for-
maungrupo. Dicho grupo es conocido como el gru-
po de Klein o “grupo cuatro”.



Ef

E¥

— Ensaye estas cuatro simetrias sobre un rectangu-
lo no cuadrado y compruebe que también forman
un “grupo cuatro” o de Klein. ;,Es conmutativo es-
te grupo?

— Tomar las 4 rotaciones del cuadrado I, C, My Ty
verificar que con la composicion forman un grupo
conmutativo. A este grupo se le conoce como gru-
po ciclico de orden cuatro.

— Llenar la tabla de composicién de las simetrias ac-
tivas del siguiente triAngulo equilatero.

of
N

-

<

Recuérdese que las simetrias activas del triangulo
equilatero son seis:

Tres rotaciones- alrededor de su centro:

T: +de vuelta

D: % de vuelta

I: Una vueita completa (o0 no hacer nada).

o I T D E#'| E° | Er

Ex

E¢

Ee

Tres reflexiones (0 rotaciones en el espacio) toman-
do como eje las medianas s, b, €

Eg, By, Ere

Comprobar que tiene estructura de grupo.
¢ Es un grupo conmutativo?

- Hallar el conjunto de las simetrias activas de un
pentagono regular y comprobar que con la compo-
sicién forman un grupo.

Nétese que a propésito de las propiedades de la com-
posicién de simetrias, se pueden lograr objetivos im-
portantes de los sistemas l6gicos, como la utilizacién
apropiada de los cuantificadores, y las maneras de
comprobar y refutar hipétesis.

145



CONTENIDOS BASICOS

Alas transformaciones que producen ampliaciones o
reducciones “conservando la forma”, o sea, manter
niendo las proporciones entre parejas de segmentos
correspondientes, se les conoce con el nombre de

“homotecias”.

— Cuando a un poligono se le aplica una homotecia
siempre hay una homotecia que lo devuelve a su
posicién inicial. A dicha homotecia se le llama “ho-
motecia inversa u opuesta”.

Al tridangulo ABC se le aplicé la homotecia H, con
centro en 0 y factor de conversion 2.

Para devolverlo a su posicién inicial, le aplicamos
la homotecia H’, con el mismo centro y factor de
conversion -;-

H,(ABC) = A'B'C’

H’ (A’'B'C") = ABC

(H’; o H)) (ABC) = ABC
H’, eslainversadeH,.

¢, Queé relacion hay entre el factor de conversion de H,
yelH'?

¢ Cual es el factor de conversién de la inversa de u-
na homotecia cuyo factor de conversion es 2-?

Engeneral siveR, v 20, es el factor de conversién
de una homoteciaH, ;Cudl es el factor de conversién
de la homotecia inversa de H?

— Después de aplicar a una figura la composiciéon de
una homoteciay su inversa se obtiene que la figu-
ra vuelve a su posicién inicial, lo mismo sucede si
se le aplica a la figura una homotecia con factor de
conversién 1: queda en su posicién inicial, es decir
no se transforma. Esta es pues una homotecia es-
pecial.-
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Sinos olvidamos de la parte activa y solo nos fijamos
en la posicidn inicial y en la final de la figura después
de esta homotecia especial, o de la composicién de
las dos homotecias inversas, se observa que la figu-
rano se ha movido, es decir que conserva la posicién
inicial. Vamos a llamar “homotecia idéntica” a aque-
lla homotecia que no cambia de posicién a una figu-
ra o poligono.

La notaremos, y como homotecia su factorde conver-
sién es 1.

~ La composicién de dos homotecias con un mismo
centro y en un mismo plano siempre se puede re-
emplazar por una sola homotecia.

Considéremos las homotecias H, y H,.
H,: centro en 0 y factor de conversién 3.
H,: centro en 0 y factor de conversién -

Apliquemos al tridngulo ABC, H, después de aplicar
H,o0 sea (H,°o H,)

CI

H, (ABC) = A'B'C’
H2 (AIBIC/) = AIIBIICII
H, (H,(ABC))= H, (A’'B'C’) = A”B"C”

Eltriangulo A”B”C” también se puede obtenercomo
el resultado de aplicar una solo homotecia a ABC.

¢Cual es esa homotecia?

Sean H, y H; dos homotecias con el mismo centroy -
en un mismo plano, si el factor de conversion de H,
es v y el factor de conversién de .
H;ess,veRys<R, ;Cual es el factor de conver-
sién de la homotecia que produce el mismo efecto
que la composicion de H, y H,.

-~ Veamos ahora cémo efectuar la composicion de
tres homotecias.

Consideremos nuevamente el triangulo ABCy las ho-
motecias H,, H, y H, definidas anteriormente.



Apliquemos H, o H, o H,.

Para hallar el resultado podemos aplicar H, o H,des-
puésde H,, 0 sea, (H, © H,) ° H, 0 aplicar H, después
de (H,oH,)osea H, o (H, o H,).

En cada caso la agrupacién equivale a hacer un
célculo premeditado de la composicién de dos de las
homotecias para reducir la aplicacién de las tres ho-
motecias,a efectuar solo dos operaciones. De esta
manera podemos comprobar que

(H, o H, o H) (ABC) = [ (H, e H,)) o H,] (ABC) =
[H, o (H,o H,)] (ABC)

Veamos. Efectuemos H, o (H, © H,).

C i

(H,° H,) (ABC) = A’'B'C’
H, o (H,0H,) (ABC) = A“B"C”
H, (ABC) = A"B"C” _

Ahora efectiemos: (H, o H,) o H,

A
SUGERENCIAS METODOLOGICAS

I_I3 (ABC) = AIIIBII'CIII .
(Hl O Hz) (AIIIBIIICIII) = AIIIBIIICIII’ pues Hl ° H2
eralaidentical

De dos maneras diferentes se llegd al mismo resul-
tado: A"B"C" = A"B™C" lo mismo sucede con cual-
quier terna de homotecias (aunque no lo podamos
verificarcaso por caso, porque hay un nimero infinito
de casos). Esto nos permite escribir las siguiente
igualdad para cualquier terna de homotecias:
(H,°H,) oH,=H, o (H, oH,)

Esta es la propiedad asociativa de la composicion de
homotecias.

La composicién de homotecias también cumple la
propiedad conmutativa.

Si Hmy Hn son dos homotecias cualesquiera siem-
pre se cumple que:

H oH =H oH_

Verifique esta propiedad para las homotecias H, y H,
dadas anteriormente.

En conclusion, la composicion de homotecias en un
mismo plano y con un mismo centro cumple las pro-
piedades invertiva, clausurativa, idéntica (0 modula-
tiva) y asociativa.

Por esta razén se dice que este sistema formado por
¢l conjunto de estas homotecias con la operacién de
composicion tiene estructura de grupo. Ademaés de
estas propiedades, también se cumple la conmutati-
va, por esto se dice que ademas este es un grupo
conmutativo.

Para desarrollar estos objetivos conviene tener en
cuenta lo siguiente:

— Hacer un repaso de lo propuesto en 72 Grado so-
bre homotecias: cuales son sus caracteristicas,
como efectuarlas en el plano, cémo hallar la homo-
tecia que se aplicé cuando se tiene una figuray su
imagen, etc. antes de comenzar a verificar las pro-
piedades de la composicién de homotecias.

— Enlos contenidos basicos se verificaron las pro-

piedades solo para un ejemplo. Como el conjunto
de las homotecias esinfinito, conviene que el alum-
no verifique cada unade ellas para el mayor nime-
ro posible de ejemplos. Estas actividades se pue-
den aprovechar para que los alumnos formuleny
refuten hipdtesis, para introducirlos en las demos-
traciones, y para que acumulen experiencias que-
les permitan hacer generalizaciones.

Pueden resolver algunos ejercicios como los siguien-
tes:
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— Llenarla siguiente tabla de doble entrada colocan-  Enlos casos en que no se cumpla una propiedad dar
do en cada casilla “si” 0 “no” segun sise cumpieono  un ejemplo para mostrar que no se cumple (“contra-
la propiedad de la operacién respectiva. ejemplo”).

Propiedad
Clausurativa Modulativa Invertiva Asociativa Conmutativa
Operacién '

Rotacién

Trasalacion

Reflexion

Simetria

Homotecia

—Dado el poligono ABCD vy las siguientes homote- - Veriticar en el plano la propiedad asociativa para to-

cias con centro en P. das las posibles ternas de homotecias en orden de
aplicacién.

H,: factor de conversién 2/3 :

H,: factor de conversién 1/3 « Verificar la conmutativa para todos los posibles pa-

H,: factor de cgnversién 4 c ’ res de homotecias.

« ¢ Cudles son las homotecias inversas de cada una
P ’ de estas homotecias?
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Recorte en cartulina los siguientes poligonos y halle todas las simetrias de cada uno.

s

AN

o

Para cada uno de los poligonos coloque en el si-

guiente cuadro, las simetrias (rotaciones y reflexio- trias.

nes), los ejes de simetrias y el nimero total de sime-

Poligono

Rotaciones

# de
rot.

Reflexiones

# de
refle

Ejes de simetria

# total
de
Sime.

Ege Exs Egp Egz -Egg

!
]
!

2
el
Z
)
o)
‘rﬂ
it
o
b
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Para un poligono como el 9 que es un peritagono, se
tiene lo siguiente:

™M A

€ /"

Cinco rotaciones alrededor del centro:

De —;— de wvuelta
De -+ de vuelta
De —g—de vuelta
De 5 de vuelta
De una vuelta o Idéntica

Cinco reflexiones alrededor de los ejes:
MC,ND,OE,PA,QB

Asi este pentagono tendra 6 ejes de simetria: uno per-
pendicular al plano de la hoja que pasa por el centro
y que representamos con el punto X y los 5 ejes de
reflexién {o corte del plano de reflexién).

Un poligono como el 7 tiene solo una rotacién que es
la idéntica y no tiene reflexiones.

¢ El nimero de simetrias de cada poligono depende
de la figura?

¢ El numero de rotaciones posibles que son simetrias
depende del nimero de lados del poligono?

¢ De los vértices? ¢ De la longitud de los lados? s De
la amplitud de los angulos internos?

¢ El nimero de reflexiones posibles que son sime-
trias depende del numero de lados? ;De los vérti-
ces? ¢ De lalongitud de los lados? ¢, De los angulos?

¢ De qué depende?

Como resultado de estas experiencias y de estas ob-
servaciones se introduce el concepto de regularidad
de un poligono. “Un poligono es regular si tiene tan-
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tos lados como simetrias que son rotaciones (contan-
do la idéntica)”.

Untriangulo equilatero {poligono 1) es regular porque
tiene 3 lados y 3 rotaciones que le permiten una posi-
cién andloga a la inicial.

Los poligonos 4, 6,5 y 9 son también poligonos regu-
lares.

Un rectangulo que no sea cuadrado (poligono 8) no
esregularpuesto que tiene cuatro lados y sélo dos ro-
taciones que son simetrias.

Teniendo en cuenta las simetrias, los poligonos se
pueden clasificar en regulares y no regulares o irre-
gulares.

Los poligonos 2, 3, 7 y 8 son poligonos irregulares.

Al observar en los poligonos regulares los lados, los
angulos, los vértices, los ejes de simetriay las lineas
notables de cada poligono se puede concluir lo si-
guiente:

—Enunpoligono regular el numero de lados yde an-
gulos es el mismo.

—Lalongitud de todos los lados de un poligono regu-
lar es igual. ;Por qué?

— La medida de los angulos interiores de un poligo-
no regular es la misma. ¢Por qué?

— El nimero de ejes de reflexion es igual al nimero
de lados. ¢ Por qué?
Considera aparte el caso par (2, 4, 6 lados) y el ca-
so impar (3, 5, 7 lados).

— Los ejes de reflexién del triangulo y. del cuadrado
coinciden con las lineas notables del poligono.

Veamoslo:

~Las lineas notables de un triangulo son las media-
nas, las mediatrices y las alturas.

En untridngulo equilatero para un lado, estas tres
lineas corresponden al mismo segmento de recta.

Las lineas notables de un tridngulo equilatero es-
tan sobre sus tres ejes de reflexién.

Las lineas notables de un cuadrado son sus diago-
nales y sus medianas que estan sobre sus ejes de
reflexion.



Para un poligono regular de mas de cuatro lados las  Diagonales: segmentos que unen dos vértices no
lineas notables son las diagonales y los apotemas. consecutivos.

Ty &

Apotemas: segmentos que unen el centro del poligo-  son perpendiculares al lado sobre el que caen.
no en el punto medio de cada lado. Estos segmentos :

— Enunpoligono que tenga un nimero parde lados, simetrias. También son ejes de simetria el segmen-

las diagonales maximales (diagonales que unendos to que retne los dos apotemas de los dos opuestos.
" vértices opuestos) estansobre algunosde losejesde  Veamos
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d iagonales

¢, Ocurrird lo mismo para un poligono de un nimero
impar de lados?

¢ Algunas diagonales seran ejes de simetria?
¢ Un apotema sera eje de simetria?

¢ Qué relacion tienen las lineas notables con los
ejes de simetria?

— Existen procedimientos para hallar perimetros y
areas de poligonos.

Triangular o cuadricular un poligono es un proce-
dimiento general para calcular areas.

Busquemos procedimientos para calcular el perime-
tro y el &rea de un pentdgono regular

1
El perimetro de un pentagono es:

I+l+1+1+1=51
P =51,5 veces la longitud del lado.

El perimetro de un poligono de n lados esn /

Para calcular el area, triangulemos el pentagono, se
puede hacer de varias maneras:

DN

! A 1

Al calcular el drea de cada uno de los triangulos en
que se descompuso el pentagono, se encuentraque
aunque en los tres primeros casos hay menos trian-
gulos, es mas dificil calcular sus areas pues no son
triangulos congruentes; por eso elegimos la cuarta
manera de triangular el pentagono. Son cinco trian-
gulos isésceles congruentes cuyas bases son los la-
dosy cuyas alturas corresponden alas apotemas del
‘poligono.

El area serd igual al area de los 5 tridngulos isdsce-
les en que se descompuso el pentagono.

/N

—
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A Triangulo = —5*

5xixa

A Pentagono = 5(—'—2‘—): !

Perimetro = 5x1
Pxa
A Pentagono =-tx2-

La altura de cada triangulo corresponde al apotema
del pentagono.

Para cualquier poligono regular el procedimiento es
el mismo.

Ixa _ (nxDxa _ -Pxa

AX—m—=—7 =3

P: Perimetro del poligono
a: apotema del poligono
n; humero de lados del poligono.

De la misma manera, los poligonos que no son regu-
lares se pueden triangular o cuadricular para buscar



procedimientos para hallar sus édreas.

Veamoslo para el trapecio y el rombo.

oy

Py

[n]

w<v

A A+A +A

Trapecio

A nxh

r,” T2

mxh
T, 2

D>

B=n+b+m Ap=bxh

— nxh , mxh
Trapecio = =5+ 2+bxh

= nxh+mxh+2bxh

2 2 2

_ (n+m+2b ).k
- 2

(n+m+b+b).h
2

_ (B+b).h
- 2
B y b son las bases del trapecic

Area de un rombo:

N

Calque este dibujo y recorte los triangulos sombrea-
dos. Forme con ellos un rombo y coldquelo sobre el
rombo sin sombrear. Se tenia un rectdngulo y ahora
se tienen dos rombos de la misma area.

Area del rectanguilo =bx h

Area del rombo = 232

La base y la altura del rectangulo son las diagonales
del rombo.

Dxd

A {rombo)=

invente otro procedimiento para hallar el area de un
rombo. Mencione al menos dos procedimientos para
haliar el area de un rectangulo, de uncuadrado, de un
hexagono. .

El Circulo:

Recorte en cartulina un circulo y hallele todas las si-
metrias.

Mencione algunas rotaciones que son simetrias de
ese circuio. ¢ Cudntas de estas simetrias rotaciona-
les tendra el circulo?

Mencione algunas reflecciones que son simetrias y
sus correspondientes ejes. ;Cuantas de estas
simetrias tendra el circulo?

De estas experiencias se puede concluir:

— El circulo tiene infinitas rotaciones que son sime-
trias e infinitas reflexiones que son simetrias.

— Se puede considerar el circulo come un caso Iimi-
te de un “poligono regular de un nimero infinito de
lados”, y por o tanto con un numero infinito de si-
metrias.

— El radio corresponderia ai caso limite def apotema
de ese “poligono”.

—Los didmietros de un circulo estan sobre los ejes de
reflexion. Corresponderian a las diagonales mas
largas de ese “poligono”.

Alcomienzo de este programa, eneldesarrollo de los
objetivos 2, 3,4, 5 se sugirié una actividad para hallar
el perimetro de un circulo en funcién del diametro.

Como resultado de esas experiencias se obtuvieron
las aproximaciones:
C=314d=

Al definir r como el ampliador del diametro al perime-
tro se tiene exactamente:
C=nd=2nr

Asi obtenemos un procedimiento para hallar perime-
tro de una circunferencia que es:
“n veces la longitud del diametro”

. “dos veces = por la longitud del radio”.

Busquemos ahora un procedimiento para hallar el
areade un circulo aprovechando lo dicho sobre el ca-
so limite de un poligono regular cuando va aumen-
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tando el nimero de lados:

« Reconrte en cartulina un circulo de 10 cmde radio y
dividalo en 16 partes de la misma area como se
muestra en el grafico.

» Recorte cada una de las 16 partes de igual area en
que quedo dividido el circulo y una de las 16 partes
cértela por la mitad asi:

« Organice los pedazos recortados de tal manera
que la figura armada se parezca a un rectangulo.
Los dos pedazos de menor area se colocan en los
extremos asi:

T

Queda como un rectangulo, excepto por la base un
poco ondulada.

- ¢ Qué relacion existe entre la longitud de labase de

este “rectangulo ondulado” y la longitud de la cir-
cunferencia (o perimetro del circulo)?

» ,Qué relacién existe entre la altura del “rectangu-
lo ondulado” y el radio del circulo?

» ,Como se hallaria el &rea aproximada de este “rec-
tangulo ondulado™?

- Con base en esta experiencia ¢ Puede inventar un
procedimiento para hallar el area del circulo?

El 4rea aproximada del circulo recortado es igual al.

area aproximada del rectangulo formado:

A (rectangulo) = b x h =3- Perimetro x radio
=2-2nr.r=nr

Para hallar el 4rea de cualquier circulo se multiplica
n por el cuadrado del radio.
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- Compare este procedimiento con el que se obten-
~ dria a partir de la manera como obtuvimos el 4re-
a de un poligono regular en funcién del perimetro
y del apotema: A = E5*-Como el apotema del po-
ligono se acerca al radio del circulo como poligono
limite, y el perimetro del poligono se acerca al pe-
rimetro del circulo, el drea se va acercando a:
_L!'_
2

Comop=2nr,  A(circulo)= 25 =nr
~Leay analice la lectura “rompecabezas cuadrado”
que aparece al final de la unidad.

Unproblemacomo este nos lieva a analizar que elpe-
rimetro de un cuadrado no varia en la misma propor-
cién que varia su 4rea.

Veamos cémo varian elperimetroy eldreade un cua-
drado cuando se duplica, se triplica, etc., la longitud
de su lado.

l

Perimetro=1+1+1+1=4l
Area=lxl=l2 :

Dupliquemos la longitud del lado:

------- , 21

P=21+21+2l+ 21 =8I
A=2Ix2l=4P

Ahora tripliquemos la IongitUd del lado:

| ——

BNE

31

P=31+31+31+3l=12]
A=@D=912

¢+ Qué pasa conel perimetro y et &rea cuando se cua-
druplica o se quintuplica el lado?



Liamemos /,_al lado inicial, P, al perimetro inicial, y En general si se le aplica un operador multiplicati-

A, al area inicial. vo n() a la longitud del lado de un cuadrado, ese
' mismo operador aplicado al perimetro inicial nos

Resumiendo se tiene: produce el nuevo perimetro.
Lado Perimetro — Si se duplica, triplica, cuadruplica, etc., la longitud
' dellado de un cuadrado, su drea se hace cuatro ve-
L. 41 =P, ces, 9 veces, 16 veces, etc. mas grande, respec-

tivamente. '
21, 8l =241)=2P_

: - En general si se le aplica un operador multiplicati-
31, 121 =341[)=3P von()conn> 1alalongitud dellado de un cuadra-
: : do, el area del nuevo cuadrado no va a sernveces
nl ' n4l)=nP_ mas grande que el rea del cuadrado original, sino

n? veces mas grande.

Lado Area - Decimos que el perimetro es directamente propor-
cional al lado, o que el perimetro varia linealmen-
n B =A, te con el lado, o que el perimetro es una funcion Ii-
: neal del lado.
21, 4P =4A

En cambio, decimos que el area no es directamen-
3, - 92 =9A, te proporcional al lado (aunque si esta directamen-
te correlacionada con el lado). Mas bien decimos
4l 162 _=16A,; que el area varia como el cuadrado del lado, o que
, el area es una funcidn cuadratica del lado. (Ver la

nl n2 =nA_ unidad de funciones lineales y cuadrética).
- Siseduplica, setriplica, se cuadruplica, etc.,lalon- — Veamos ahora cémo varian el perimetro y el &rea

gitud del lado de un cuadrado, su perimetro se du- de un circulo cuando varia la longitud del radio.

plica, triplica, cuadruplica, etc., respectivamente.

P, =2nr
A =nr?

P, = 2r(2r) = 4nr = 2P,
A, = n(2r)* = 4r?
=4(nr?)
= 4A1
P,=2n(3r) = 6 nr = 31,
A, = n(3r)? = n9r? = 9nr?
=9A,
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Por considerar que eltema es bastante conocido por
el profesor y manejado por el alumno, no hemos de-
sarrollado detalladamente los objetivos. Correspon-
de al profesor ampliar y complementar los conteni-
dos, asi como seleccionar un buen numero de ejer-
cicios de aplicacién e integrarlos con los demas sis-
temas.

Hay que observar que basta con que las rotaciones
que son simetrias sean tantas como ios lados de un
poligono para que ese poligono sea regular (aunque
tenga también el mismo nimero de reflexiones).

Conviene elaborar cuadros para recoger la informa-
ciénsobre cada poligono, y asi orientar alos alumnos
através de preguntas para que saquen por si mismos
las conclusiones deseadas.

Através de estos temas estamos pasando de los sis-
temas geométricos a los sistemas métricos sin dar-
nos cuenta. Conviene insistiren mantener separados
ios conceptos geométricos como radio, apotema,
diagonal, etc. de los conceptos métricos como la lon-
gitud, el 4rea, etc. Una cosa es el segmento dado, y
otra su longitud en un sistema métrico especifico.

Elradio es considerado como el segmento y como la
medida de ese segmento en algun sistema métrico.

El apotema es a veces una linea notable de un poli-
gono regular y a veces la medida de ese segmento.

Cuando se dice que la diagonal dei siguiente cuadra-
do es V2 se esta ocultando el sistema métrico que se
utilizé. La medida en cm no es V2 sino Y2 veces lalon-
gitud del Jado. Pero sila unidad de medida es el lado,
entonces si resulta que ladiagonaltiene V2 veces esa
longitud unidad.

Para cada figura especifica, implicitamente se cons-
truye un sistema métrico, cuya unidad basica de lon-
gitud es el lado de esa figura. (En el caso del circulo
es el radio y para los griegos fue el diametro).

Eltema de las areas ayuda a repasar y fortalecer te-
mas vistos enla primaria como es el concepto mismo
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de area, medicion de areas, sus unidades y conver-
siones entre estas unidades. No conviene dar las f6r-
mulas de las 4reas, sino esperar a que los alumnos
las deduzcan de sus experiencias para que no con-
fundan el concepto de &rea con alguna de las férmu-
las para haliar su valor numérico.

Se pueden ingeniar interesantes problemas sobre
areas sombreadas y aprovechar para buscar proce-
dimientos para hallar 4reas de sectores, segmentos
y coronas circulares.

Otro ejercicio que pueden hacer es el de determinar
como varian el perimetro y el area de un tridngulo
equilatero cuando varia el lado.

Veamosio graticamente:

Tria'ngulo
inicial
£l lado aumentd al doble por una
«— homotecia
Las longitudes de todos lvs
segmentos se duplican

Ll drea sc cuadruplicd, pues ahora teremos 4 tridngulos
conigruentes con el tridngulo original.

Compruebe ahora analiticamente el mismo resulta-
do.

Considere el siguiente hexagono regular

\

\ a

Duplique su apotema

¢ Varia el lado? ; En qué proporcidn varia?
¢, Como varia el perimetro?

¢ Como varia el area?



Hace mucho tiempo, habia un granjero
cuya finca tenia forma cuadrada. Cada
lado dei cuadrado media exactamente
cien pasos de largo.

Undiallamo ala casadelgranjero un hombre cansa-
do, cubierto de polvo, pidiendo algo de comer. El
granjero, que era muy bondadoso, le ofrecié un abun-
dante almuerzo.

Una vez que hubo terminado de comer, el
~ forastero dijo estas palabras: “Granjero,
yo soy tu rey. Como recompensa por tu
bondad al ofrecerme comida, creyendo
que yo no era sino un humilde extran-
jero, te concedo que dobles la exten-
sién de tu finca. Pero cuando hayas afia-
dido el nuevo terreno, tu granja debera
seguir teniendo la forma de un cuadra-
do”.

El granjero se puso contentisimo,
pues ahora podria sembrar el do-
ble de supericie. Sin pensarlo dos veces, salié a me-
dir su nuevo terreno para poder después cercarlo.

o

Pero en seguida se dio cuenta de que habia un pro-
blema.

Enun principio pareciafacil doblar su cuadrado de te-
rreno. Parecia que, dado que cada lado del cuadra-
do media cien pasos de largo, cada lado del nuevo
cuadrado habria de medir doscientos pasos de largo,
es decir, dos veces lalongitud de los anteriores iados.
Pero no resulté asi. Haciendo que los nuevos lados
midieran doscientos pasos no se doblaba su finca,
jse hacia cuatro veces mayor! Era, de hecho, tan
grande que contenia cuatro cuadrados, cada uno de

El granjero se rascd ia cabeza. Finalmente,
volvié a su casa y cogié lapiz y papel.

Después de mucho pensarlo, se le
ocurrié una idea. Dividiria su cua-
drado de terreno en cuatro partes
mas pequefias. Después, sim-
plemente, afadiria otros cua-
tro cuadrados del mismo ta-
mafo que los cuatro peque-
fios que yatenia. Asiobtendria
exactamente el doble de terreno
de su primer cuadrado.

Primero, intentd afadir los
nuevos cuadrados a un la-
do del suyo anterior. Pero eso no era posible, ya que
el resultado era un rectangulo, no un cuadrado.

Luego intenté anadir dos nuevos cuadrados a un la-
do del anterior y dos al otro lado. Esto casi estaba
bien. Pero faltabauntrozo enunaesquina, asique no
era un cuadrado perfecto. Y si anadia el pedazo que
faltaba, entonces tenia mas del doble de su granja.

De nuevo el granjero se rasco la cabeza. Entonces,
se le ocurrié otra idea. Dividi¢ su cuadrado en cuatro
partes dibujando lineas diagonales. Asi el cuadrado
quedaba dividido en cuatro triangulos. Si podia afha-
dir cuatro tridnguios del mismo tamaho —formando
uh cuadrado— tendria la solucién.

Asipues, afadié untridngulo a un lado de su cuadra-
do. ‘

Después agrego
otro triangulo a
otro lado.

Y los otros dos
triangulos, a los
otros dos lados
del cuadrado.

La figura resul-
tanteeraunrom-
bo; pero cuando
lo hizo girar ha-
cia un lado vio \
que era un cuadrado. jHabia resuelto
surompecabezas!Y éste es elmodode
dobiareltamaho de un cuadradoy seguir
teniendo un cuadrado.







Unidad IV

MATEMATICA FINITA
Y SISTEMAS RELACIONALES

Introduccion

La primera parte de la unidad presenta una sintesis
de la combinatoria que se viene trabajando desde la

Basica Primaria, donde el énfasis se hacia en cons- .

truir los arreglos que podian obtenerse, a partir de al-
gunos objetos dados. Se trata ahora de encontrar
unaforma para hallar el niimero de permutaciones de
.melementos tomados'de un conjunto de n elemen-
tos. La propuesta se amplia para hallar las permuta-
ciones que pueden formarse con elementos de dos
conjuntos. )

Las generalizaciones relacionadas con las combina-
ciones se explicitaran en el grado noveno sin excluir
la posibilidad de que el docente, si lo considera con-
veniente, trate este tema con sus alumnos.

La segunda parte tiene como objeto de estudio las re-

Objetivos generales

—Relacionarlos arreglos donde importa el ordencon
parejas ordenadas, ternas ordenadas, cuaternas or-
denadas, etc. de elementos diferentes de un conjun-
to de n elementos y desarrollar un procedimiento pa-

ra hallar el nimero de permutaciones de melemen-

tos tomados de un conjunto de n elementos.

—Reconocer cuando una coleccién de subconjuntos
de un conjunto es una particion e identificar las rela-

laciones y la composicién de relaciones, que se ha-
ce con base en las relaciones familiares.

Esta unidad parece un poco tedrica y aislada de las
primeras unidades debido a la necesidad de aclarar
y precisar algunos conceptos que dentro de esta pro-
puesta tienen un nuevo enfoque, entre ellos el de re-
lacién. Es pues deseable que el docente [a estudie y
analice antes de llevarla al aula. Seguramente en-
contrard la forma de integrarla con las dos primeras
unidades de esta propuesta y darle asi mayor senti-
do y utilidad. Lograr esta integracion es el reto de
quienes sigamos trabajando estapropuestaconlain-
tencién de mejorarla segun los resultados de su apli-
cacién en el aula y con el empefio de mejorar la rela-
cidn afectiva que los educandos puedan establecer
con las matematicas. ' :

ciones que la determinany las propiedades de tales
relaciones.

—Identificar diferentes tipos de relaciones, las pro-
piedades que las caracterizany las diferentes formas
de representarlas.

—Hallar la relacién compuesta de dos relaciones bi-
narias.
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Obijetivos especificos, contenidos y sugerencias
metodologicas

OBJETIVOS ESPECIFICOS
76 Obtener todas las pare;as ordenadas temaé

memos duferentes en
mentos (n < 5)

conjunto de n ele-'

CONTENIDOS BASICOS

ordenadas; cuatemas ordenadas elc deele-

7 Identificar las parejas ordenadas, las ternas
ordenadas; las cuaternas ordenadas, etc. de
elementos dlferentes de unconjunto de nele-
‘mentos compilas permutacrones de2,3,4,etc:
. elementos tomados del conjunto original.

Desarrollar un procedimiento para hallar di-
rectamente elnumero de permutac:ones dem: .
. elementos tomados de un con;unto de n ele-,v'
o memos '

Se llama permutacidn a cualquier sistema bien orde-
nado de objetos (llamado también “conjunto bien
ordenado” de objetos). Cada permutacion es pues
una ordenacion especifica de los elementos de un
conjunto, en que se asigha a cada uno de elios unor-
den preciso con un elemento como “primero”, otro
como “segundo”, etc. También se puede llamar “per-
mutacion” en sentido activo a la operacion de cam-
biarle el orden a un conjunto bien ordenado. Por
ejemplo la trasposicién que cambia el sistema (1, 2)
en el sistema (2, 1) es una permutacion activa.

En una ordenacién especifica pueden intervenir to-
dos los n elementos de un conjunto, en este caso se
obtiene una permutacién de esos nobjetos. El nume-
ro total de dichas ordenaciones se ¢onoce como el
numero de permutaciones de n objetos tomados de
nenn. Dos permutaciones de n objetos difieren en el
orden de sus elementos.

Cuando en una ordenacién especifica  no inter-
vienen todos los n elementos de un conjunto sinem
- de ellos, se obtiene una permutacién de esos m ob-
jetos. El niumero total de dichas ordenaciones se co-
noce como el numero de permutaciones de m obje-
tos tomados de un conjunto de n elementos.

Ejemplos:
1. Si se tiene un conjunto de dos elementos A = (Ma-

ria, Rosa}. ¢ Cuantos nombres distintos se pueden
formar con esas palabras, sin repetirlos?
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Son dos fos nombres distintos, de dos palabras, que
pueden formarse: Maria Rosa y Rosa Maria.

Si representamos el producto cartesiano A x A me-
diante una'tabla cartesiana como:

Rosa {Maria, Rosa) (Rosa, Rosa)

Maria (Maria, Maria) (Rosa, Maria)

Maria Rosa

Vemos que las parejas (Maria, Maria) y (Rosa, Rosa)
quedan excluidas del ejercicio, mientras que ias pa-
rejas (Rosa, Maria) y (Maria, Rosa) nos dan tanto el
orden como las componentes para elaborar los dos
nombres pedidos.

2. ¢Cuantos numerales de dos cifras diferentes se
pueden escribir con los elementos del conjunio
B=(1,2,3})?

La primera cifra se puede escoger de tres maneras.

Puede ser 1,20 3. Para la segunda cufra quedan, en
cada caso, dos posibilidades:

1/2 2/1 3/1



Los numerales pedidos son: 12, 13, 21, 23, 31 y 32. nal quedan excluidas del ejercicio, mientras que las

parejas representadas por puntos simétricos a ella si
En la gréfica del producto cartesiano B x B. proporcionan la informacién necesaria para el ejerci-
)

\ k_ _.l_ _l_.. _l_ _ cio.

lan lea |e» 3. Si se tiene el-conjunto (1, 2, 3} 4 Cuantos numera-
les de tres cifras diferentes se pueden escribir con los
elementos de ese conjunto?

La primera cifra se puede escoger de tres maneras.
Puede ser 1,2 03. Una vez se fije la primera cifra, pa-
' — ra la segunda quedan dos posibilidades:

Una vez se fijen la primera y la segunda cifia, para escoger la tercera queda una sola posibilidad (Forzadal)

r/////ﬁ—ﬂ 2//////1—33//////1fﬁ
\\\\\\ﬂ—ﬂ \\\$\\‘%ﬂ ~\\\\\\2—4

Los pasos anteriores se pueden resumir en una sola representacién llamada diagrama arbolar:

I | I I

| 1a. cifra | 2a. cifra | 3a. cifra | Resultado

| I | | :

| S 3|————123

| o |

| | 3: 2|—————132
1 3, —e——=213

| | |

N S | 1l — 231

I ———— 1|l———=—321

I 31 I [

| I 2 |————312

| I - |

Observese que las cifras de cada numeral son dife- Para hallar el nimero de permutaciones se puede
rentes, es decir no se repiten. elaborar un casillero como:

Formas posibles para
escoger la 1a. cifra

Formas posibles para
escoger la 2a. cifra

Formas posibles para
escoger la 3a. cifra

3

2

1

3x2x1=6
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Permutaciones con posibles repeticiones: las per-
mutaciones pueden incluir aquelios casos en que un
elemento se repita. Veamos un ejemplo de este tipo.

4. ;Cuantos numerales de dos cifras (con o sin repe-
ticidn) se pueden escribir con los elementos del con-

junto {1,2,3,4)

142 24:
\4 \4

12,13, 14 21,23,24

34:
\4

31,32, 34

44:
\3

41,42,43

Estos son los numerales de dos cifras diferentes sin
repeticién. '

Para completar el ejercicio se agregan los numerales
11, 22, 33 y 44. Asi se obtiene un total de 16 permu-

Sin repeticion:

taciones de dos elementos tomados del conjunto de
cuatro elementos. En este caso, para hallar el nime-
ro de permutaciones, sin o con repeticion, mediante
el casillero, se tiene respectivamente.

Formas posibles para
escoger la la. cifra

Formas posibles para
escoger la 2a. cifra

4

3

4x3=12

Con posibles repeticiones:

Formas posibles para
escoger la la. cifra

Formas posibles para
escoger la 2a. cifra

4

4

4x4=16

Si los numerales pedidos fueran de tres cifras, los casilleros serian:

—Sin repeticién:

Formas posibles para
escoger la la. cifra

Formas posibles para
escoger la 2a. cifra

" Formas posibles para

escoger la 3a. cifra

4 3 2
: : 4x3x2=24
—Con repeticiones posibles: ’
Formas posibles para Formas posibles para Formas posibles para

escoger la 1a. cifra

escoger la 2a. cifra

escoger la 3a. cifra

4

4

4
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5. Retomemos un ejemplo visto enlaunidad 5 de sép-
timo grado. Se trata de cuatro caballos: e/ alazan, el
bayo, el cenizo y el dorado. Estos caballos los desig-
namos con las letras a, b, ¢, d respectivamente. Su-
pongamos que ellos participan en una competencia
de carreras de caballos.

¢ Cudntas son las posibles cuaternas ordenadas de
caballos que pueden darse al final de la competencia
suponiendo que no hay empates?

Realicemos el diagrama de arbol correspondiente:
{Ver el gréfico).

NOTA: El conjunto de las cuaternas ordenadas
{(a,b,c,d(, (a,b,d,0),...,{(c,d,b,a)} es el subconjun-
to del producto cartesiano:

{a,b,c,d} xfa,b,c,d} x{a, b,c,d} x {a,b,c d} cuyos
elementos tienen sus cuatro componentes distintas.

6. Retomemos nuevamente el ejemplo de los caba-
llos de carrera y preguntémonos ¢ de cuantas mane-
ras posibles se pueden seleccionartres caballos y de
cudntas forras posibles se podria llenar un formula-
rio de apuestas con el orden de llegada de esos tres
caballos?

Ya en séptimo (7°) grado se resolvié la primera par-
te de este ejercicio y se vié que las formas posibles
de seleccionar tres caballos corresponden a los sub-
conjuntos de tres elementos del conjunto dado, o sea
al nimero de combinaciones de tres elementos to-
mados de un conjunto de cuatro elementos.

ler. puesto 20. puesto 3er. puesto 4° puesto
_—c d (a,b,c,d)
b \
/ d c (a,b,d,c)
— b d (a,c,b,d)
a— ¢
T4 b (a,c,d,b)
— b c (a,d,b,c)
d
T ¢ b (a,d,c,b)
/ c d (b,a,cd)
e c (b,4,d,c)
/ a d b, c ad)
\ d a (b,c.d,a)
—a c (b,d,a,c)
d
\\ c a (b,d, c,a)
— c d,a,b,c)
\ ¢ b d,a,cb)
/ a c (d,b,a,c)
\ a (b, c a)
_—a b (d,c,ab)
C
T b a d,cb,a)
—d b (c,a,d,b)
a—
T a (c,a,b,d)
_—a d (c,b,ad)
d b
T4 a (c,b,d,a)
—a b (c,d,ab)
d
TTT—— b a (c,d,b,a)
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4 : 3 2 1

er. puesto 22 puesto 3er. puesto 42 puesto

4x3x2x1=24

Diagrama del ejemplo 5
mentos se pueden obtener seis ternas ordenadas
Continuacion del ejemplo 6: distintas: ' '

Estas posibilidades son: {a, b, ¢}, {a, ¢, d},{a,b,d} y
{c, b, d}. De cada uno de estos conjuntos de tres ele-

/b _— (a,b,¢0) ___— —d (acd)
a a

T ———— (a, ¢, b) TTTd ————« @do

— (b,a,c) — —d (ca d)
b c '

T~ —— 2 (b, c,a) [ (c,d,a)

" —b (c,a b) —— (d,a,c)
c d

\\b — (c,b,a) \\c —_— d,c,a)

y asi sucesivamente hasta obtener las 24 ternas or-  completo.

denadas. Estas serian las posibles formas de llenar

unformulario de apuestas con el ordende llegadade  El nimero de estas permutaciones mediante el casi-
los tres primeros caballos. _ llero lo podemos hallar asf:

Como ejercicio se puede hacer el diagrama arbolar

Formas posibles para Formas posibles para Formas posibles para
seleccionar el seleccionar el seleccionar el
primer caballo segundo caballo tercer caballo
4 3 -2

4x3x2=24

Permutaciones entre elementos de dos conjun- EJEMPLO 7. Formar todas las palabras de dos le-
tos: los elementos que intervienen en una permuta-  tras, que empiezan por cada una de las consonantes
cion pueden tomarse de varios conjuntos, es decir del conjunto {m, 1, p} y terminan por las vocales del
pueden provenir, no del producto cartesiano de un  conjunto {a, e}.

conjunto por si mismo, sino del producto cartesiano

de conjuntos distintos.

ma [

" e
/"’ — n;e — —lm;rrm)—mr
la A | —
— — (ma) r(Ta) l(pﬂ)

B \e le 111
_— P m 1 p
T

pe
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Obsérvese que las palabras pueden elaborarse a

las letras del conjunto {A, B} y los numerales del con-

partirde las parejas ordenadas del producto cartesia-  junto (3,4).

no{m,l,p}x{a,el.

EJEMPLO 8. Este ejercicio consiste en elaborar pla-
cas para carros con dos letras y dos cifras, utilizando

El formato para elaborar las diferentes placas es:

letras i -

\ »
| ———— numeros

Enuna placa se puede usar la misma letra en las dos casillas de la izquierda, y el mismo nimero en las dos

casillas de la derecha. Hay 16 placas posibles:

B B
3 4 4 3 3 4 4 3

A B B

A A B B
3 3 4 4 3 3 4 4

A A B B

A B A B
3 4 4 3 4 3 3 4

B A B A

A B A B
3 3 3 3 4 4 4 4

B A B A

Este es el nimero de permutaciones sin o con repe-
ticiones posibles entre los elementos de dos conjun-
tos distintos.

Obsérvese que el nimero de permutaciones, sin o
con repeticiones posibles es: las dos letras es
2x2 =4; de los dos numeros es 2 x2 = 4.

Paracadaunade las cuatro posibilidades de escoger
las letras hay cuatro posibles parejas ordenadas de
nimeros. Asi se obtiene untotal de 4 x 4 = 16 placas.

El ejercicio puede ampliarse a placas de dos letras y

tres cifras o de dos letras y cuatre cifras. Asi mismo
puede aumentarse el nimero de letras y de cifras de
los conjuntos de donde pueden seleccionarse, gra-
duando los ejercicios, segun las capacidades de los
alumnos, para que no sean demasiado faciles ni de-
masiado largos.

El cambio a las placas nacionales de tres letras y tres
cifras se presta para muchas exploraciones intere-
santes. Unapregunta generadorapuede ser: ;Cuan-
tas placas mas puede haber con tres letras y tres ci-
fras que con dos letras y cuatro cifras?
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Desde la Basica Primaria se vienen estudiando las
permutaciones como arreglos de objetos en los cua-
les importa el orden. También se estudian las combi-
naciones, como arreglos de objetos en los cuales no
importa el orden. Tanto las permutaciones como las
combinaciones se efectian entre elementos de un
mismo conjunto o entre elementos de varios conjun-
tos.

En este grado se estudian, en particular, las permu-
taciones (sin o con, repeticiones posibles) y se sefia-

lan las diferencias entre éstas y las combinaciones
(que fueron objeto de estudio en el grado anterior).
También se trata de comparar los diferentes tipos de
arreglos con el fin de clasificarlos y diferenciar un ca-
so de otro. Para ello es conveniente que el profesor
tenga una visién general de las multiples posibilida-
des que puedenpresentarse al hacer arregios de ob-
jetos.

Es posible que el siguiente cuadro ofrezca un resu-
men util:

r —
Enun
conjunto

Con
Orden ﬁ
(Permuta-
ciones)
Entre
varios
conjuntos
L
Arreglos <
r Enun
conjunto
Sin
Orden <
{(Combina-
ciones Entre
Varios
conjuntos

—

r~ Sin repeticiones
Todos los Con repeticiones
elementos posibles

Sin repeticiones
No todos los
elementos < Con repeticiones

posibles

L

Sin repeticiones
Con repeticiones
posibles

Todos los
elementos

Sin repeticiones
Con repeticiones
posibles

No todos los
B elementos

B Todos los
elementos

No todos los
elementos

— .
Todos los
elementos

No todos los
elementos
L

Conbase en elcuadro anterior se pueden analizarto-
dos los ejemplos que se presentan enlos contenidos
basicos y todos aquellos ejercicios interesantes que
surjan de los mismos estudiantes y de la creatividad
del profesor.
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De las representaciones graficas del producto carte-
siano (del tipo A x A o A x B) se puede obtener la in-
formacion necesaria para hallar las permutaciones
de los elementos de dos conjuntos, tomados de ados
(parejas ordenadas). Sinembargo cuando setratade



ternas ordenadas, la representacién resulta dificil.

Es conveniente después de cada ejercicio, haceruna
reflexiéon sobre cémo hallar el nimero de los arreglos
pedidos. Para el caso de las permutaciones de nob-
jetos tomados m en mhemos utilizado el casillero. El
numero de factores que aparece en el casillero es
igual am.

En el caso particular en que m =n, en el casillero se
tendrann factores; el primero de ellos esn y el tltimo
es 1. (El producto de ellos se conoce como n factorial
y se notan?),No es conveniente dar las férmulas que
se encuentran en los libros, pues los alumnos se las
aprenden de memoria sin entenderias y las aplican
sin pensar si son pertinentes o no.

A continuacién se proponen otros ejercicios y se dan
algunas sugerencias al respecto.

1. Con un estilégrafo, un monedero y una calculado-
ra ¢ cuantos paquetes de regalo distintos, de tres ob-
jetos, se pueden arreglar?

2. Con un pedazo de papel rojo, uno verde y otro a-
marillo jcuantas banderas de tres colores distintos
se pueden construir?

3. Para formar numerales de dos cifras distintas, la
primera de ellas puede escogerse entre tres digitos
y la segunda entre dos digitos.  Cuantos numerales
de dos cifras distintos se pueden escribir?

4. Para fabricar un juego de fichas, se dispone de
cuatro formas y tres colores, ¢ cuantas fichas diferen-
tes se pueden obtener?

5. Si en el ejercicio anterior, las fichas se pueden ha-
cer en tres tamafios y dos texturas, cuantas fichas
diferentes se obtienen en total?

6. Con los elementos del conjunto {1, 2, 3, 4} cuantos
numerales de tres cifras: a) repetidas, b) sin repeti-
¢ién, ¢) con o sin repeticiones posibles, pueden escri-
birse.

NOTA: Este ejercicio puede llevar a una discusioén in-
terensante. Es posible que paralaparte a) yb) lares-
puesta sea inmediata: 4 y 24.

Para resolver la parte ¢) del ejercicio puede pensar-
se en el nimero de posibilidades que hay que esco-
gerlaprimera, la segunday laterceracifra. Como las
cifras se pueden repetir, en cada uno de los puestos,
siempre se tendrén 4 posibilidades para escoger la
primera, la segunda y la tercera cifra. O sea que re-
sultaran entotal 4 x 4 x4 = 64 numerales; 36 de ellos
tendran solamente dos cifras repetidas, 4 tendranlas
tres cifras repetidas y 24 ninguna cifra repetida.

Otra forma (larga) de hallar todos los numerales de
trescifras, con o sin repeticién es mediante undiagra-
ma arbolar. Aqui haremos solamente una parte de él:
cuando la primera cifra es 1.

1a. cifra 2a. cifra

/2

numerales
111
112
113

3ra. cifra

\
4

114

121
122

2

_
\3

123
124

W=

131
132
133

B W N e

134

141
142

4

.:____/__/_.__-/——
e
——
\
___/__,_(_’—-’
B

143
144

B WN =
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Para hacertodo el &rbol pueden trabajar cuatro estu-
diantes, uno hallalos numerales que empiezanpor1,
otro los que empiezan por 2, etc.

Una vez se tenga armado todo el arbol se puede pre-
guntarcudles ramas habria que suprimir para que sé-

lo quedaran los numerales sin repeticién de cifras.

7.Conlasletras X, Y, Wyconlascifras 4,5, 6, 7 cuan-
tas placas diferentes de dos letras y cuatro nimeros
puedes construir, teniendo en cuenta que:

NN

L

¢ Cuantas placas de tres letras y tres nimeros si no
se aceptan repeticiones?

El nimero empieza a ser lo mas importante cuando
es tan grande que no resulta practico escribir todas
las permutaciones una por una."Cambiese por ejem-

;Cuantas placas de cada tipo si se pueden repetir plo el ejercicio 7 en esta forma:

letras pero no cifras? ¢ Cifras pero no letras?

NOTA: Si se desea construir todas las placas y el
ejercicio resulta muy largo para un solo estudiante, el

ejercicio podria resolverse trabajando en pequefios.

grupos. Por ejemplo, si el grupo tiene 5 miembros,
uno halla las permutaciones de las tres letras toma-
das de a dos, sin repeticiones; otro halla los nhumera-
les de cuatro cifras, que empiezan por 4; otro los que
empiezan por5, efc. Luego se vera que el nimero de
placas es igual al producto del nimero de permuta-
ciones de las tres letras tomadas de a dos por el nu-
mero de permutaciones de los cuatro numerales, etc.
Pero es mas importante como actividad de aprendi-
zaje discutir los procedimientos y escribir sistemati-
camente todas las placas sin que falte ninguna, que
averiguar cuantas son utilizando férmulas u otros ar-
tificios.

8. Con las letras A, E, 1, O, U y con los niimeros im-
paresde 1 a9, ;cudntas placas diferentes de dos le-
tras y cuatro niimeros puedes construir teniendo en
cuenta que se pueden repetir letras y cifras?

¢, Cuantas placas de tres letras y tres nimeros sin re-
peticiones?

¢ Cudntas placas de cada tipo si se toman las conso-
nantes y los diez digitos con posibles repeticiones?
+Si se toma todo el alfabeto?

Asi repasan los métodos sistematicos de construir
todas las permutaciones con y sin repeticiones posi-
bles, y se estudia la manera de obtener rapidamen-
te el numero total aunque no se recuerde ninguna fér-
mula.

OBJ." nvos ESPECIFICOS
. con;unto dado
;unto auna coleccxon de can;untos

coieoc;ones de con;untos

9 Fermar coiecc:ones de subconjunios de un “82 Exammar si en una colecc

G Anahzar la reiacuon de perlenencla de un con-v .

81 Anal:zar la retacnén de contenenc:a entre dos »

de subconjun-
_tos de un conjunto, dos cualesqu:era de eﬂos o

- 1 , una coleccién def*_"f
subcon;unios de un comunto agota d:choé-}»
- con;unto ono _
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85 Identificar a cada uno de los elementos de la
particién como las clases de la particién.

86 Reconocer que dos elementos que pertene-
cen a una misma clase de una particién son
equivalentes segun esa particién.

89 Identificar las relaciones que son a la vez re-

87 Identificar relaciones que determinanunapar-
ticién en un conjunto dado.

88 Reconocer las propiedades reflexiva, simétri-
ca y transitiva de las relaciones que determi-
nan una particién en un conjunto dado.

flexivas, simétricas y transitivas y denominar-
las relaciones de equivalencia.

CONTENIDOS BASICOS

Hay casos en que los elementos de un conjunto son
a su vez conjuntos. Por ejemplo en el conjunto de los
alumnos de octavo (8°) grado (si el colegio es mixto)
pueden considerarse dos conjuntos: el de las muje-
resy elde los hombres. Estos dos conjuntos son sub-
conjuntos del primero.

Otro criterio que podria considerarse para obtener
subconjuntos del conjunto de los alumnos de 8° gra-
do es el de la inicial de los apellidos. Asi se obtiene
otra coleccién de subconjuntos distinta de la primera.

Un conjunto pertenece a una coleccién de conjuntos
si es uno de los conjuntos que forman la coleccién, o
sicumple la condicién que la determina; en caso con-
trario no pertenece a la coleccién.

A la coleccién de conjuntos se les denota usualmen-
te, con letras cursivas: 4, R, etc.

Ejemplo: 2= {(1,2), 3}, 4,5, 6} }

Las proposiciones: (1,2} 4
3lea
{4,5,6) €4 son verdaderas
Dea
{1}&a

Si todos los conjuntos que pertenecen a una colec-
cion g, pertenecen a una coleccién 3, se dice que 4
esta contenida en By se simboliza:

A€ B

Si 2= { los alumnos del curso 1°, los alumnos del cur-
$0 2°, los alumnos del curso 3°}

y B={los alumnos del curso 1°, fos alumnos del cur-
§02°,lo0s alumnos del curso 3°, los alumnos del curso
4°, los alumnos del curso 5°)

Entonces 2 € B8

Una coleccion de subconjuntos de un conjunté dado
es una particlén de ese conjunto si se verifica:

1. Ninguno de ellos esta vacio.

2. La reunién de los subconjuntos que pertenecen a
la coleccién es igual al conjunto original.

3. Los subconjuntos que pertenecen a la coleccién,
tomados dos a dos, no tienen elementos comunes.

Si: A= {bl r,4a,s, iI 1!)

La coleccién de subconjuntos 2= {{(b, , s, 1), {a, i)} es
una particién de A.

En efecto: 1.{b,r,s,1} y (a,i} son diferentes de
vacio
2.{b,r,s,}Ua,il=(b,1,5,1,a,i=A

3.{b,r,s,1} Y {a, i} no tienen
elementos comunes,

es decir son disyuntos,

o lo que es lo mismo:

b, r,s,}N {a,i}=0

Otras particiones de A son las dadas por las colec-
ciones de subconjuntos:

M= ({,1,s)], (b, a,r}}
A= ({b), {r), (a}. (s}. {i}. O}
o= ({b,r,i;s,a} (1}}

En cambio:
P={b,r,a),{s,i, 1), { }}
& (b, 1}, i, 1}, {s}).
%= (b, 1)}, {a,s), {r,i,1}}
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no son particiones de A:

Pno cumple la primera condicién, pues el tercer sub-
conjunto es el vacio. .

Qno cumple la segunda condicién: en la reunion fal-
talaa:
b,riUi,BUs)={bril

R no cumple la tercera condicién: aunque
(b,r}nfa,s} =Dy (as) n{ril) = e, resultaque
brin{ril}={r)=e

Los elementos de una particién se llaman también

las clases de la particion. Sitomamos la particion:
M= ({1, 1,5}, {b, a,r})

Se tiene que: {1, 1, s} y {b, a, r} son las clases de M

Estas clases son a su vez subconjuntos de A:

{,i,sjeM ; {lislcA

{b,a,rjleM; (barcA

Dos elementos que pertenecen a la misma clase de

una particion se dice que son equivalentes segun esa

particién (o en lo que se refiere a esa particion). Por

ejemplo, como en la participacién M esta la clase
{,i,s)

1 es equivalente con { segun la particién af
i es equivalente con s segun la particion M

- .

Pero ino es equivalente con a segun la particion a1,
aunque si lo era segun la particion 2.

Teniendo en cuenta que los elementos de una parti-
cién se denominan clases, las propiedades de las
clases de una particién  de un conjunto A se pue-
den enunciar asi:

1. Ninguna de las clases de la particién es vacia.

2. Lareunidn de todas las clases de la particién afes
igual al conjunto 4.

3. Dos clases distintas de una misma particion no tie-
nen elementos comunes, es decir son disyuntos.
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Nétese que Mes diferente de la reunién de las clases;
ésta reunién, como ya se dijo, es 4. En nuestro ejem-
plo {Li,sl U (b,a,r}= A, pero A # a1, pues los elemen-
tos de A sonéletrasy los elementos de afson 2 cla-
ses. '

Existen algunas relaciones especiales que permiten
clasificar los elementos de un conjunto. Se obtiene
asi una particién de dicho conjunto.

" Pero-dada una particién no siempre es claro cudl se-

riaunarelaciénque cumplantodos los elemtos de ca-
da clase (salvo si se toma como relacion “pertenecer
a la misma clase”).

Ejempilo. Si en el conjunto P:

Se considera la relacion “... tiene tantos lados co-
mo..."” se obtiene la siguiente particion de:
p={a.cd,chior,s,th

Como se hizo contando los lados, llamemos £ a és-
ta particion.

Asi se forman cuatro clases que pertenecen a L:
Ladelas fjguras que tienen 3 lados, (t, a, 0}

La de las figuras que tienen 4 lados, {d, ¢, 1}

La de las figuras que tienen 6 lados, (h, i}

La de las figuras que tienen 8 lados, {e, s}

Teniendo en cuenta lo anterior, se pueden obtener

las parejas ordenadas (x, y), y ver si “ tiene tantos
lados como X~



Es posible que cuando se empiece a hacer la lectu-
rarelacional se presenten dudas enla eleccién del or-
den en que deben escribirse las componentes de las
parejas ordenadas, ya que en espafiol primero se lee
faimagen. Es asi como de la frase: “4 es el cuadrado
de 2”7, la pareja ordenada correspondiente es (2,4) y
no (4,2), como puede verificarse enla graficade lare-
lacién “es cuadrado de™:

4 — — 2,4

O o e ——— —

Y

En nuestro ejemplo, se ve que si se elije 1a figura
y se pregunta: ; Cudl (es) de las figu-

ras restantes tiene (n) tantos lados como ésta?

Existen otras dos figuras que tienen tantos lados co-
mo :

Este se puede simbolizar asi:
4———>A ; de aqui la pareja (o, t)
4_—_—><7;de aqui la pareja (o, a)

La lectura relacional correspondiente es:

“t tiene tantos lados como 0" : R o

“a tiene tantos lados como 0”:aRo

Larelacién, R, “tenertantos lados como”, cumple tres
propiedades.

1. Es refiexiva: para cualquier elemento x de p, este
elemento puede ser su propia imagen por medio de
la relacién R.

En el ejemplo:

“ @ tiene tanto lados como

“ xtiene tantos lados como x”

“ A tiene tantos lados comoA " tRt (D

@ ”; hRh;(hh)

; xRx;(x,x)

Para indicar graficamente que una relacion es refle-
xiva se dibuja un bucle, (¥ encima de cada uno de
los elementos del conjunto. Asi se evita dibujar dos
veces el mismo elemento.

G

En este caso larepresentacién grafica tendra tantos
bucles como elementos tenga el conjunto.

En el conjunto de todas las parejas ordenadas que
cumplen la relacién (que es como el esqueleto, o el
cadaver de la relacion, y llamamos el grafo de la re-
lacion), figuraran todas aquellas de la forma (x, x).

2. Es simétrica: si para dos elementos (x, y) de P se
verifica y Rx, también se verifica xRy.

En este caso si (x, y) pertenece el grafo de R, enton-
ces (y, x) también pertenece a dicho grafo.

En el ejemplo, a lafigura @ se le puede asociar me-
diante la relacién la figura |c | y viceversa:

O—C: (. o @o
'—'@i (,@) o (c,d)

—¢Porquéa @ le asociamos [ ¢ |?
Porque “| c Jtiene tantos lados como @ :cRd
—Por qué a [c ]le asociamos @ ?
Porque “ @tie'ne tantos lados como " dRe
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Obsérvese que [y <@ pertenecen a la misma cla-
se, es decir son equivalentes segun la particién £

En la representacidn sagital de una relacién simétri-
ca, siempre que haya una flecha de un elementoxa
otro y, también hay otraflechade y a x.

], (x ,Y)
Q(Ciﬁ@ x___x_><____y
(@ B y ., %

Enel gréfo de la relacién, siempre que esté la pare-
ja (x, y) también esta la pareja (y, x).

3. Estransitiva: paratres elementos x,y, zde P siem-
pre se verifica que: sizRy y yRx entonces zRx. Es de-
cir si (x,y)y (y,z) cumplen la relacion, entonces
(x, z) también se cumple. (También se puede de-
cir: si(x, y) pertenece al grafo de larelaciénR y (y, 2)
también, entonces (x, z) también pertenece a dicho
grafo).

En el diagrama sagital esto se representarfa asi:
siempre que se puedatransitar por dos flechas segui-
das, hay un flecha directa:

& —]
(x ,y (y ,2)
xw‘z
(x, 2)

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

En el grafo, siempre que estén (x, y) y (y, z) tiene que
estar (x, z).

En el ejemplo:
“ tiene tantos lados como <@>”
y
“ @> tiene tantos lados como

entonces

“[_r_]tiene tantos lados como "

En las actividades es mejor omitir, al principio, la lec-
tura relacional y partir de los diagramas para obtener
las parejas ordenas, para obtener estas parejas se
lee hacia adelante:

Si ”(c:d) cumple R” y “(d, r) cumple R”, entonces
“(c,r) cumple R”.

Para la lectura relacional sé lee primero la tltima ima-
gen:

SirRd y dRc, entonces rRc, siguiendo las flechas en
reversa. Esto es de gran importancia en la compren-
siény simbolizacién de la composicién de relaciones.

Unarelacién que es reflexiva, simétricay transitivase
denomina relacién de equivalencia.

Se deja como ejercicio realizar el diagrama sagital de
larelaciSnRenP.

En la versién del programa de matematica para 6°
grado de 1982 se propuso el estudio de familias de
conjuntos. Este tema presento dificultades para los
estudiantes y por sugerencia de los profesores que
colaboran en la validacién de estos programas se
aplazé su estudio para este grado; dicho tema lo tra-
tamos en esta uhidad insistiendo en una mayor par-
ticipacion de los estudiantes con el fin de que los
ejemplos partan de ellos mismos, y para que la sim-
bolizacién resulte después de untrabajo conjunto en-
tre los alumnos y el profesor.

No se hablara de familias de conjuntos sino de colec-
ciones de subconjuntos de un conjunto dado.

Se recuerda, también, que en la basica primaria
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cuando se trabaj6 con los llamados “bloques Iégicos”
y con otros materiales concretos, estos se clasifi-
caban segun su forma, tamafio, color, etc., y se ob-
tenian colecciones de subconjuntos. Pero como en
ese momento los objetivos eran otros, no se insistié
sobre las particiones.

Ahora se trata de que los estudiantes caigan en la
cuenta de que un conjunto puede ser un elemento de
otro conjunto, y de que analicen tanto la relacién de
pertenencia de un conjunto a unacolecciénde estos,
como la relacién de contenencia entre dos coleccio-
nes de conjuntos.

Con el material que el profesor considere mas ade-
cuado (concreto o simbélico) Hlevara a los estudian-



tes a formar colecciones de subconjuntos a partir de
un conjunto dado.

Las colecciones de subconjuntos no se obtendran
necesariamente a partir de las cualidades que ten-
gan los objetos del conjunto inicial; en ocasiones es
bien dificil encontrar una que permita hacerla. Los
mismos estudiantes formaran los subconjuntos, ele-
mentos de la coleccién, y ensayaran diferentes for-
mas de simbolizar las colecciones.

En algunos casos puede resultar mas cémodo sim-
bolizar por comprensién o propiedad comiin los sub-
conjuntos que son elementos de la coleccién, y en o-
tros casos simbolizarios por extensién o por lista.

El profesor se asegurara de que los alumnos com-
prendan la diferencia entre ser subconjunto de un
conjunto dado A, y ser elemento de una coleccién
B¢ P(A). Una clase que pertenece a la coleccion es
un subconjunto de A, pero no todo subconjuntode A
tiene que pertenecer a B. (Se podria hacer otra co-
leccidn a la que si pertenecieral).

(Si los alumnos prefieren decir “una reparticion” més
bien que “una particién”, el profesor puede seguir uti-
lizando el término que prefieren los alumnos).

También se aseguréré de que comprendan que no
toda coleccidn de subconjuntos de A es una particion
de A.

Sisetoma como conjunto referencial S el de los alum-
nos de bdsica secundaria del colegio, podrd obtener-

_se una coleccién de subconjuntos cuyos elementos

sea: los alumnos de 6° grado, los alumnos de 7° gra-
do, los alumnos de 8° grado y los alumnos de 9° gra-
do.

2= {los alumnos de 6° grado, los alumnos de 7° gra-
do, los alumnos de 8°, los alumnos de 9° grado}

En este caso la coleccién estd determinada por ex-
tensién; los elementos de la coleccion estdn expresa-
dos por comprension.

A= los cursos de basica secundaria.
4 es también una particién de S.
A esta determinada por comprension.

También se puede tomar como conjunto referencial,
las letras de una palabra, por ejemplo, las de la pala-
bra “calefo”, {c, a, 1, e, ii, 0}= My pensar en una colec-
cién de subconjuntos de letras con la condicién de
que con esas letras se puedan formar palabras cono-
cidas.

Paratal efecto, un cuadro como el siguiente puede fa-
cilitar la tarea:

c a I it . o Conjunto
el x {e,1)
afio X X X {a,fi,o0]}
ola X X X {o,1,a}
cal x X X {c,a,l)}
lefio X X X {l,e,fi,o0}
cafio X x x X {c,a,ii,0)
cola X X X X {c,o0,]1,a}
loca bs X X x {l1,0,c,a)

Lo anterior permite llegar a una simbolizacién, mas
complicada que la de la coleccién 4, pero en cuya
construccion habran participado los alumnos:

3={le,1}, {a,i,0},{0,1,a}, (c,a1],{}e,o0},
{c,a,i,0 ], {c, 0,1 a}}

Nétese que {c, 0,1,a} = {1, 0, ¢, a} y que B no es una
particion de M.
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El protesor hara notar a los estudiantes que en este
caso hubiera resultado muy largo expresar “por com-
presién” cada uno de los conjuntos elementos de la
coleccion y muy complicado expresar a Ben esa mis-
ma forma. :

A partir de los subconjuntos de a4, que figuran en la
tabla, se puede formar otra coleccion: la de los sub-
conjuntos que tienen 4 elementos:

D={{c,a,f,0},{co0,]al, [l,le, fi, o}

Teniendo en cuenta las colecciones 2, By Dse entra-
ra a analizar las relaciones de pertenencia y conte-
nencia.

Inicialmente se recordara la relacién de pertenencia
entre un con junto y sus elementos y la relacién de
contenencia entre dos conjuntos. Se puede tomar co-
mo referencia los conjuntos con los cuales se viene
trabajando en esta actividad. Se podran hacer algu-
nos ejercicios como:

CeM (V); fgM
{a, 7, 0B V); {alolg 3
{c,a, iojc B (F) ; DcB

{alumnos de 6° grado, alumnos de 7° grado} < 2 (V).

(F); &M
(F); {o,c,a) €38
V), lc,a, A, 0D

V),
W) ;
® ;

Para llegar al concepto de particién el profesor podra
seguir trabajando con los mismos ejemplos o con
otros. Aqui continuamos con los mismos; de todas
maneras éstas no dejan de ser sugerencias que res-
petan las situaciones reales que se dan en el aula de
clase.

Se puede trabajar simulitaneamente con las coleccio-
nes 4y By examinar:

a) Si ningun elemento esta vacio.

b) Si dos elementos cualesquiera de 4 resultan dis-

yuntos ¢ no; lo mismo para dos elementos cuales-
quiera de 3. Es decir, si la coleccién tiene sus ele-
mentos disyuntos dos a dos.

¢) Silareunién de los elementos de la coleccion ago-
ta el conjunto inicial. Es decir, si la coleccién es ex-
haustiva.

En el caso de lacoleccion 4 el conjunto inicial es el de
los estudiantes de 1a basica secundaria (6° a 9° gra-
do), a este conjunto lo lamaremos S. Un dibujo como
el que sigue, puede facilitar las explicaciones:

a) Supongamos que el colegio tiene alumnos en to-
dos los cursos de 6° a9° grado. Asi se cumplirglacon-
dicién de que ninguno de los cursos esté vacio.

b) {Alumnos de 6° grado n alumnos de 7° grado} = &;
y asi para cualquier par de elementos de 4.

¢) {Alumnos de 6° grado U alumnos de 7° grado U
alumnos de 8° grado U alumnos de 9° grado} =S
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En el caso de la coleccién 3, el unico par de elemen-
tos disyuntos es:{e, 1} y {c, a, fi, 0}. Los demaés tienen
por lo menos un elemento comun:

{calln{leol={)

La reunién de todos los elementos de Bes
M=1{ca,l e f,o).



Si consideramos la coleccion: = {{e, 1}, {c, a, i, 0})

Se obtienen conclusiones semejantes a las del caso
de Aa:
fe,iN{c,a,f,0l=00 (e} Ufc,a,fi,ol=M

El profesor anotara que ninguno de los elementos de
las colecciones es igual a vacio.

Asi el terreno estara abonado para conceptualizar
sobre lo que se denominara particién de un conjun-
to.

4 es una paricién de S.

M es una particiéon de M.

By D no son particiones de M.

¢ Qué relacién hay entre el conjunto de parte de My
“una particién de M?

Una particion cualquiera de M, es un subconjunto de
HM). En el ejemplo se tiene que M < P (M).

Los alumnos obtendran otras particiones de M y de
otros conjuntos.

Ademas, se sugiere tener en cuenta que:

—Toda particién es una coleccién de subconjuntos,
pero no toda coleccién de subconjuntos es una par-
ticién. ‘

—Toda relacién de equivalencia produce una parti-

cidn del conjunto en clases de equivalencia.

—Toda relacion que produce una particion del con-
junto es de equivalencia.

—Toda particion de un conjunto permite definir una
relacién de equivalencia (“pertenece a la misma cla-
se que”).

CONTENIDOS BASICOS

Enlaunidad cuarta de 6° grado se estudio el concep-
to de relacién binaria y se establecié la diferencia en-
tre relacidny simbolo de relacién, como también la di-
ferencia entre las operaciones (o transformaciones)
que corresponden a actividades practicas, y las rela-
ciones que corresponden a actividades tedricas.

En esta unidad ya se vié cuando una relacién es re-
flexiva, simétrica y transitiva; ahora se trata de am-
pliar el estudio de tales propiedades.

Propiedad Reflexiva y Propiedad Anti-reflexiva

Una relacién R en un conjunto E produce el conjunto
de parejas relacionadas por R, que llamamos el gra-
fo de R. Estudiemos las parejas del tipo (x, x) y com-
probemos que se verifica una sola de las siguientes
condiciones:

1. En el grafo de la relacién estan todas las parejas
de laforma (x, x), para cualquier x € E: cada elemen-
to esta relacionado consigo mismo xRx.

2.Enelgrafodelarelacionestan algunas parejasde
la forma (x, x), (sin estartodas). xRx a veces es ver-
dadero y a veces es falso.

3. En el grafo de la relacion no hay ninguna pareja
de la forma (x, x): ningun elemento esta relacionado
consigo mismo: xRx siempre es faiso.

Enel primercaso se dice que R esreflexiva. Enelse-
gundo y tercero que R es no reflexiva. En el tercero
que R es anti-reflexiva.

Una relacion que no es reflexiva (o0 sea que no cum-
ple la primera condicion), no es necesariamente an-
ti-reflexiva. Ademas, si la refacion no es anti-reflexi-
va (0 sea que no cumple la tercera condicién), no es
necesariamente reflexiva.

Ejemplo 1. En el conjunto L= {amor, base, cal, dulce}

consideremos la relacion R, “... se escribe contantas
letras como...”
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Simplifiquemos el conjunto E escribiendo solo las ini-
ciales:

E={a, b, c, d}

La representacion de dicha relacién puede darse por

uno cualquiera de los siguientes diagramas.
—Representaciones cartesianas:

Recuerde que se lee primero la imagen, que se en-
cuentra en la vertical.

E !

d X
d d,d)

c X '

; - N c (c,c)
b tayty—1(b,b)

a X X
a (b,a
\ a b c d (a , a)
Tabla cartesiana de R a b c d ' ' E'
Grdfica cartesiana de R,

— Representaciones sagitales o de flechas:
Recuerde que se lee primero la imagen, que es ha-
cia donde sefala la flecha.

Diagrama sagital interno de R,

Diagrama sagital externo de R,

Es facil observar que cada elemento de E puede re-
lacionarse consigo mismo por medio de R, asi:

“amor se escribe con tantas letras como amor” a R,
a“cal se escribe con tantas letras como cal”cR, ¢

En la tabla cartesiana todas las casillas de la diago-
nal estan sefialadas; en el diagrama sagital intemo
cada elemento tiene una flecha que se devuelve, y
que lamamos “bucle; xR, x siempre es verdad: R, es
reflexiva.

Ejemplo 2. Si en el mismo conjunto E consideramos
la relacion R, :

“... se escribe con mas letras que...” entonces se ten-
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dran representaciones en las cuales cada palabra
“sefiala” a la que se escribe con mas letras que ella,
asfi:

cal—*>————amor (c,a) aR,c

amor—®————dulce (a,d) dR,a

base ———>———————dulce (b,d) dR,b

cal —®———base (c,b) bR,c
[ ] L] L] .

Latabla cartesianay el diagrama sagital interno de la
relacién son respectivamente:



b X

a X

.\ a b c d
Tabla cartesiana de R,

Diagrama sagital interno de R,

Enlatabla, ninguna de las casillas de la diagonal es-
ta sefialada; en el diagrama sagital ningun elemento
“luce bucle”; xR2x nunca es verdad; R2 es anti-refle-
xiva.

Ejemplo 3. En el conjunto M = {0, 1,2, 3,4, 9, } con-
sideremos la relacién R,, “... es el cuadrado de ...."

\ 0 1 2 3 4 9

Tabla cartesiana R,

Diagrama sagital interno R,

R, no es ni reflexiva, ni anti-reflexiva. Obsérvese que
solamente algunas casillas de la diagonal principal
de la tabla cartesiana estan sefialadas, pero no to-
das. En el diagrama sagital algunos elementos deM
tienen bucles y otros no; xR,x a veces es verdad y a
veces no.

Ejemplo 4. La relacion R, “... es el doble de...” en el
mismo conjunto M, también es no-reflexiva. El inico
elemento que es su propio doble es el cero. ,ES R,
anti-reflexiva?

Propiedad Simétrica y Propiedad Anti-simétrica

En esta misma unidad se dijo que una relacién R es
simétrica si cada vez que una pareja (x, y) pertenece
al grado de R, la pareja (y, x) también pertenece a di-
cho grafo. Equivalentemente, xRy es verdad, yRx

también es verdad.

Una relacién R es anti-simétrica si cada vez que una
pareja (x, y) formada por dos elementos diferentes
(y #x) pertenece al grafo de R, la pareja (y, x) no es-
14 en dicho grafo. Equivalente, siy # x y yRx, no es
verdad que xRy.

Una relacién no-simétrica no es necesariamente an-
ti-simétrica, de la misma manera que unarelacién no
anti-simétrica no es necesariamente simétrica.

Existen, ademas, relaciones que son a la vez simé-
tricas y anti-simétricas mientras que no hay relacio-
nes que sean a la vez reflexivas y anti-reflexivas {(a
menos que consideremos como relacion 1a “relacion
vacia” que no tiene nadie con nadie... Esta relacion
es muy patoldgica).

177




En la representacion sagital, la simetria se expresa
por el hecho de que siempre que haya una flecha de
ida habra también una flecha de regreso.

La anti-simetria se traduce por la no existencia del
par de flechas de ida y regreso entre elementos dife-
rentes.

En la representacion cartesiana de tabla, la simetria
se expresa por el hecho de que las casillas sefialadas
admiten por “eje de simetria” la diagonal donde estan
representadas las parejas de la forma (x, x).

En la representacion cartesiana de ejes coordena-
dos, el eje de simetria de los puntos correspondien-
tes a las parejas de la forma (x, y), (y, x) es la recta
que contiene los puntos de la forma (x, x), que llama-
mos la diagonal principal.

La anti-simetria se traduce por el hecho de que fue-
ra de la diagonal no existen dos casillas sefialadas

{0 dos puntos) que sean simétricas con relacién a la
diagonal principal.

Ejemplos:

—Larelacion R, “... se escribe con tantas letras co-
mo..."”, en el conjunto E del ejemplo 1, es simétricay
no anti-simétrica.

—Larelacién R, del ejemplo 2, no es simétrica. Es an-
ti-simétrica.

—La relacion R,del ejemplo 3, tampoco es simétrica
pero es anti-simétrica.

—De larelacion R, puede decirse lo mismo que se a-
firmodeR,yR, '

—Si en el gonjunto M consideramos la relacion R,
“...eslomismoque...”0"..esiguala...” se obtendran
representaciones como:

A~ 0 1 2 3 4 9

Tabla cartesiana R,

Diagrama sagital interno R;

R, es a la vez simétrica y anti-simétrica.

NOTA: Una relacién R anti-simétrica también se de-
tine en muchos libros como aquella en la cual, cada
vez que las parejas (x, y) y (y, x) pertenecen al grafo
de R se cumple que x=y Equivalentemente se dice
que si yRx y xRy, entonces x=y.

Esta definicién exige cierto grado de desarrolio de
pensamiento formal y por eso puede presentar difi-
cultades para los alumnos.

Este tipo de definicion puede ser Gtil para relaciones
reflexivas, como cuando se trata de demostrar, por
ejemplo, que a y b representan el mismo nimero; pa-
ra comprobar esta afirmacién se puede verificar pri-
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mero que b<a. Como la relacion es anti-simétrica,
b = a. Algo parecido pasa cuando se quiere demos-
trar que M y N designan el mismo conjunto: se prue-
ba que M cN y que NcM; como la inclusién es anti-
simétrica, M=N.

Sin embargo no siempre Ia relacién anti-simétrica es
también reflexiva, y por lo tanto no tiene mucho sen-
tido preguntar sifiguran las parejas (x, y) y (y, x) o si
es verdad que yRx y xRy, para concluir que x=y.

Por ejemplo, la relaciéon H “... es hijo de ..." en el con-
junto V de los varones, es anti-simétrica, y no se dan
ningun caso en el que yHx y a la vez xHy. Los légicos
dicen que la condicion para la anti-simetria se cum-
ple “vaciamente”, pero las personas comunes y co-




rrientes no aceptamos que esa expresién tenga mu-
cho sentido intuitivo, y preferimos la formulacién: si
y# xy yRx, entonces no puede ser verdad que xRy.

_ Siuna relacion R, en A tiene como representacion
sagital:

¢ Cudl de las afirmaciones siguiente es verdadera?

— R, es simétrica.

— R, es antisimétrica.

— R{, es no simétrica y no anti-simétrica (V).
Propledad Transitiva y Propiedad Anti-transitiva

En cuanto a la propiedad transitiva se dijo anterior-
mente, en esta unidad, que una relacién R es transi-
tiva si cada vez que las parejas (x, y) y (y, z) pertene-
cen el grafo de R, 1a pareja (x, z) también pertenece a
dicho grafo. Equivalentemente, R es transitiva si
siempre que zRy y yRx, entonces zRx.

Una relacién R es anti-transitiva si cada vez que hay
tres elementos diferentes x, y, z, y sucede que las pa-
rejas (x, y) y (y, z) pertenecen al grafo de R, la pare-
ja(x, z) no pertenece a dicho grafo. Equivalentemen-
te, si x #y, y #z, z# x, zZRy y yRx, no puede ser verdad
que zRx.

En este caso, en el diagrama sagital, no hay ninguna
flecha que acorte el recorrido que se hace pordosfie-
chas seguidas entre tres elementos diferentes:

Hay flecha de Hay flecha de
xay y yaz
(x,y) (y,2)
X e e e >z

No hay flecha directa
O sea que la pareja (x,z) no esta en el grado de R.

Siuna relacion no es transitiva, no es necesariamen-
te anti-transitiva, y si no es anti-transitiva no es nece-
sariamente transitiva.

—LarelaciénR, “... se escribe con més letras que...”
que fue tratada en el ejemplo 2, es transitiva y no es
anti-transitiva.

—LarelaciénR, “...eseldoblede...”enM ={0,1, 2,
3,4, 8,9} que tiene como diagrama sagital:

noes
transitivay es
anti-transi-
tiva.

—LarelaciénR; “... esiguala...” en el mismo con-
junto M es a la vez transitiva y anti-transitiva. Pero
este caso es una mera curiosidad légica, por no ha-
ber ternas de elementos conectados con fechas.

Lo importante es ver si siempre que se puede transi-
tarpor un elemento intermedio, se puede también pa-
sar directamente, o si a veces si se puede y a veces
no, o si nunca se puede:

Siempre: transitiva

A veces si y a veces no

Nunca: anti - transitiva
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS

El profesor pedira a los alumnos ejemplos de relacio-
nes y haré con ellos una lista en el tablero. Se preci-
sara en cada caso el conjunto en el cual se va a es-
tudiar la relacién. Si entre los ejemplos hay algunare-
lacién reflexiva, se puede empezar por la revision de
dicha propiedad.

Como ya se dijo en las sugerencias metodoiégicas
anteriores, no es conveniente empezar por la lectu-
ra relacional sino preferencialmente por representa-
ciones como:

a/\b

(a,b)

‘c — T4

(c,d)

donde cada elemento “sefiala” al que es su imagen
por medio de la relacién; ésto facilita la obtencién de
las parejas ordenadas.

De larelacion que se estudie se realizarén los diagra-
mas cartesianos {tabla y grafica) y sagitales (interno
y externo) correspondientes, como enelejemplo 1de
los contenidos bésicos.

Enunarelacién como “... es el doble de ... menos 17,
enelconjuntoB=(1,2,3,4,5} se puede empezar asi:

Cada numero sefialara a aquel que es su doble, me-
nos1.

1——1 porque 1=2x1-1 1,1
2——3 porque 3=2x2-1 2,3
3——5 porque 5=2x3-1 (3,5)

4y 5 no tienen a quién sefialar (imagen) en B.
La lectura relacional correspondiente es:

“1 es el doble de 1, menos 1”
“3 es el doble de 2, menos 1”
“5 es el doble de 3, menos 1”

¢, Es ésta una relacion reflexiva?

No lo es pues algunos elementos no son su-propio
doble menos uno. Tampoco es anti-reflexiva porque
1 si es su propio doble, menos 1.

Los alumnos realizaran los diagramas correspon-
dientes y los compararan con aqueélios de una rela-
cién reflexiva ya estudiada.

o0tro ejemplo (relacién anti-reflexiva) y con base en
las representaciones cartesiana y sagital, los alum-
nos, orientados por el profesor, caeran en la cuenta
de que por medio de la relacion en estudio ningln ele-
mento puede relacionarse consigo mismo. En el mis-
mo conjunto B si se considera la relacién ... es el do-
ble de ..." se vera que ninguno de los nimeros alli
representados es su propio doble.

Observaran también que tanto en las casillas de la

B diagonal principal de la tabla como en la diagonal del
sistema de coordenadas cartesianas no esta repre-
sentada ninguna de las parejas ordenadas del grafo
de larelacion. En el diagrama sagital ningtin elemen-
to tiene bucle.

Las conclusiones que elaboren los alumnos podran,
al final, sintetizarse en una tabla como:

Entre las parejas por lo menos ninguna

de la forma (x, x), todas una pero no

pertenecen al todas

grafo G...

La relacién de Ni reflexiva Anti-reflexiva

grafo Ges ... Reflexiva Ni anti-reflexiva
-« No reflexiva >

~4——+——No anti-reflexiva —————»~
R+o Tabla de la Propiedad Reflexiva para relaciones no vacias.
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De los ejemplos de relaciones que den los alumnos
se tomaran aquellos que permitan ampliar el estudio
de la propiedad simétrica y distinguir entre anti-sime-
tria, no simetriay simetria. Se elaborara unatabla se-
mejante a la de la propiedad reflexiva para sintetizar
la propiedad simétrica ain pararelaciones novacias,
puede darse el caso de que una relacién (como R,)
seaalavez simétricay anti-simétrica y por lo tanto no
puede decirse que las no simétricas incluyana las an-
tisimétricas, ni que las no anti-simétricas incluyan a
las simétricas.

Como una relacién no puede ser simétrica y no simé-
trica, o anti-simétrica y no anti-simétrica, puede ela.
borarse unatablade doble entrada, que excluya esos
dos casos, y enlacual se anoten los ejemplos que si-
multaneamente cumplan dos de las propiedades
anotadas.

Conlos ejemplos estudiados hasta aqui la tabla que-
da asf:

Simetrica No simetrica
Anti simetrica’ R, R, R,y R,
No anti-simetrica R, R, R,

Luego los alumnos repasaran todas las relaciones
estudiadas leyéndolas como mas se acostumbra, o
sea con la “lectura relacional” en la que se menciona
primero la imagen: a———b : bRa.

Identificaran la lectura propia de las relaciones refle-
xivas: x R x siempre se cumpe para cualquier x, y pa-
ra las anti-reflexivas: x R x nunca se cumple.

Haran lo mismo con las simétricas y las anti-simétri-
cas:

—Siy R x, entonces x R y para cualquier x, y.
—Siy#xyyRx, entonces nunca se cumple xR y.

Igualmente con las transitivas y las anti-transitivas:
—SizRyyyRx, entonces zR % para cualquierx, y, z.

—Siz#y,y#x x#zzRyyyRx, entonces nunca
secumple zR x.

Elaboraran también una tabla semejante a la de la
propiedad reflexiva para sintetizar la propiedad tran-
sitiva teniendo cuidado de no incluir las anti-transiti-
vas dentro de las no transitivas, nilas transitivas den-
tro de las no anti-transitivas.

Ejemplos: —En el conjunto F={2,3,4,5,6,18) lare-
lacion“... es undivisor de ...” (en sentido amplio),  es
reflexiva? ; es transitiva? Realiza los diagramas car-
tesiano y sagital correspondientes.

Diagrama sagital interno de la relacién “... es un di-
visorde ..."enF.

—Enelconjunto]={0,1,2} larelaciénP“... esun muil-
tiplo parde ..." ; es reflexiva? ; es anti-reflexiva? ; es
transitiva? ¢ es anti-simétrica?

y P x significa que hay un nimero par p que muttipli-
cado porxday.

Realiza el diagrama sagita! correspondiente.

Diagrama sagital interno de la relacién “... es un mul-
tiplo par de ..."” en el conjunto J.

NOTA: Cuando se habla de multiplos se acostumbra
excluir el cero, perocomo0x0=0,0x1=0,0x2=0,
etc., el cero puede considerarse como multiplo pary
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como multiplo impar de si mismo, y también como
multiplo par de cualquier otro niimero n, pues
nxO:OyO es par-

—El siguiente diagrama sagital es el de una relacién

R en un conjunto A.
A

:Es R anti-reflexiva? Explique su respuesta.
¢ Es R anti-simétrica? Explique su respuesta.
¢ Es R transitiva? Explique su respuesta.

—Fl siguiente diagrama cartesiano de tabla corres-
ponde a la relacién ... es un subconjunto de ...” en
el conjunto ®(B) = {{a}, (b}, B, 8} donde B es el par
{a, b). '

o x| x| x| x
) || x X
{al x x
B b
Bl @ w| e

Construya el diagrama sagital.

¢, Cudles de las propiedades estudiadas cumple lare-
lacién?

—Fije un conjunto de alumnos que Ud. conozcay es-
tudie 1as relaciones:

H:”... eshermano de...”
J:"... es mas joven que ...”
P:“... es mds pesado que ...”

El profesor se fijara especialmente en el manejo de
las expresiones “siempre”, “a veces si”, “a veces ho”,
“nunca”, “en todos los casos”, “en algunos casos si”,
“en algunos casos no”, “en ninglin caso”, para que se
vaya desarrollando el pensamiento formal de los
alumnos, y para que no salten a una conclusién pre-
cipitada con el examen de unos pocos casos.
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' Es usual por ejemplo que, al ver algunos bucles en el

diagrama sagital interno, los alumnos se apresuren a
decir que la relacion “es reflexiva aqui y aqui”, y por
lo tanto es reflexiva. Se aprovechara para hacer no-
tar que basta una sola excepcidn para que la relacion
no seareflexiva. Podria llegarse a un acuerdo con los
alumnos en que digan que “una relacion es reflexiva
en el punto a” siaR a, con tal de que reconozcan que
solo es reflexiva si es reflexiva en todos los puntos.

Lo mismo sucede al ver una pareja con “doble via” en
un diagrama

Algunos alumnos dirdn que si es simétricaenb, ¢, y
enc,d. De nuevo se les hara notar que basta una so-
la excepcion (a, b) paraque no sea simétrica. Siinsis-
ten en decir que una relacién R “es simétrica en lapa-
reja(x,y) sialavezy Rxy XRy”, deben reconocer
que R solo es simétrica si lo es en todas las parejas
que estén relacionadas.

Paralelamente se insistira en que basta una sola ex-
cepcion para que una relacidn no sea transitiva:

No hay flecha directa de b a d, aunque si se podria

transitar por ¢. Si insisten en decir que una relacién

“es transitiva en la terna(x,y,z)sialavezzR y,
yRxy zR x”, deben reconocer que R solo es transi-
tiva silo es en todas las ternas en las que se pueda
transitar por el elemento intermedio.

—El siguiente ejercicio permite afianzar los concep-
tos de particion y relacién de equivalencia. El conjun-
to referencial es N. La relacién que vamos a conside-
rares:“...tiéne el mismo residuo que ... enladivision
por tres”.

Se dan algunas sugerencias y comentarios al res-
pecto:



Numero
natural 0 1 2 3 14 516

Residuo
de su :
divisién 0 1 2 0 {1 210
por tres

Se observa que los residuos posibles son: 0, 1, y 2. Esto permite organizar los datos anteriores en una tabla

como:

Naturales Residuos
0, 3, 6 9, 12, 15, 18, 0
1, 4, 7, 10, 13, 16, 1
2, 5, 8 11, 14, 17, 2

De estas tres listas de nimeros se puede concluir lo
siguiente:

1. Ninguno de los conjuntos dados en cadaunade las
listas es vacio.

2. La reunion de esos conjuntos es igual a N.

3. Ninguin natural figura en dos listas a la vez.

Las consideraciones anteriores, llevan a afirmar que
la coleccién de esos conjuntos:

#=1{(0,3,6,9,...},(1,4,7,10,13, ...}, (2,5,8,11, ...} }

es una particion de N.
— ¢cudles son las clases de #?

- 6Dar ejemplos de elementos que sean equivalen-
tes y explicar por qué.

NOTA PARA EL PROFESOR. Las tres clases de
equivalencia son las llamadas clases de congruencia
médulo 3 o también clases residuales médulo 3.

Larelacién de equivalencia es la congruencia médu-
lo3.

Dos elementos de una misma clase son congruentes
(o equivalentes segun la particion) médulo 3.

Asi: “4 es congruente con 7 médulo 3” (7,4)
“5 es congruente con 14 modulo 3” (14,3)

“3 es congruente con 15 médulo 3” (15,3)

(7 - 4) es un multiplo de 3: 3] 3
(14 - 5) es un multiplo de 3: 9 |3
(15 - 3) es un mdltiplo de 3: 12 | 3

Otra forma muy facil de hallar las clases residuales
moédulo n(n>1) es la siguiente. Supongamos que
n=>5

Se ve que en cada una de las semirrectas (figura si-
guiente) aparecen los elementos de cada unade las
clases residuales mdédulo 5: la del cero, la del uno, la
del 2, ladel3yladel4.
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Otra manera de expresar esta relacién de congruen-
cia moédulo 5, es decir que los dos nimeros dan lo
mismo quitando cincos:

18 es congruente con 13 moédulo cinco
18 y 13 dan lo mismo quitando cincos:
13

18
=5 =3
13 '8
-5

8

6]

|

3

Ambos pertenecen a la clase del 3.

Lacongruenciamédulo 9 es interesante para verificar

sumas, restas, y multiplicaciones: son las llamadas
“pruebasporlos nueves” o “quitando nueves”. Hayun
truco muy facil (algoritmo) para encontrar el residuo
mddulo 9: basta sumar los digitos del nimero (nume-
ral) en base diez: 112 = 4 mddulo 9.

11219 :
22

4

1+1+2=4

Si la suma da nueve, el nimero es multiplo de nue-
ve. Sida mas de nueve, se vuelven a sumar los digi-
tos. 168 =15=6 mddulo 9.

1689
78

6

CONTENIDOS BASICOS

Las relaciones, en un conjunto, que son a la vez tran-
sitivas y anti-simétricas, se denominan relaciones
de orden.

Las relaciones de orden pueden ser de orden amplio
o de orden estricto.

Una relacién de orden amplio es transitiva, anti-si-
métrica y reflexiva.

Una relacidn de orden estricto es transitiva, anti-si-

métrica y anti-reflexiva.

El orden, ya sea amplio o estricto, puede ser total o
parcial. ‘

Estotal cuando cualquier pareja de elementos distin-
tos del conjunto es comparable mediante dicha rela-
cién, es decir, si ay bson elementos distintos del con-
junto, entonces una de las parejas (a,b) o (b, a) perte-
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nece al grafo de la relacién.

Es parclal cuando existe por lo menos una pareja de
elementos distintos del conjunto, que no es compa-
rable mediante la relacién. En este caso, siay bson
dos elementos distintos del conjunto, que no son
comparables, nilapareja(a,b)nilapareja(ba) perte-
necen al grafo de la relacién

Ejemplos:

— Relacién de orden amplio y total. “...es mayoro
igualque...” enlos numeros naturales. En efecto, ella
estransitiva, anti-simétrica y reflexiva (orden amplio),
ademas cualquier pareja de elementos es compara-
ble mediante la relacién (orden total).

El diagrama de flechas simplificado de la relacién en
estudio es:



9 X 0 Q

Q 3

1 2 3 4

Esta simplificacién del diagrama sagital es cémoday
legible, pero no debe confundirse con él, pues le fal-
tan flechas: aquellas que permiten visualizar la pro-
piedad transitiva.

— Relacion de orden amplio y parcial: “...es un di-
visor de...” (en sentido amplio) en el conjunto

CL2

C 2

5 6

A=1{1,2 34,6, 12}. En este caso la relacion transi-
tiva, anti-simétrica y reflexiva; pero no toda pareja de
nimeros es comparable mediante 1a relacion, tal es
elcasode 2y 3, 3y 4 (orden parcial).

Eldiagrama sagital simplificado de larelacién es el si-
guiente:

w

“

&

<

b

6 ¢

=
l

2e———— 4

-

Este no es el diagrama sagital completo, pues faltan
las flechas que permitirian visualizar la propiedad
transitiva.

S

S

El diagrama sagital completo de la relacion es:

— Relacién de orden estricto y total: “...es menor
que...” en N. Esta relacién es transitiva, anti-simétri-
cay anti-reflexiva {orden estricto). Cualquier pareja
de elementos se puede comparar por medio de lare-
facién.

A esta relacion se le puede asociar el siguiente dia-
grama sagital simplificado:

le—— 2 ¢—— 3 t—— 4 t— 54— 66— 7 4&—— ...

— Relacién de orden estricto y parcial: “... se es-
cribe con més letras que..." en el conjunto E = {amor,
base, cal, dulce}. Estarelacion estransitiva, anti-simé-
trica y anti-reflexiva. No todos los elementos se pue-

den comparar dos a dos mediante Ia relacién, tal es
el caso de amor y base, que se escriben con el mismo
numero de letras, por lo tanto el orden es parcial.

/ ) \\

base

amor

\\»dm —
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— Consideremos el conjunto B = {a, b,], su conjunto
de partes:

® (B)={{a),(b),{a b},e }ylarelacién “.. es un

subconjunto de...” {en sentido amplio).

Estarelacionen P (B) es de orden amplio y parcial. Se
puede representar mediante un diagrama asf:

C{a)

2

/[a,b}\
\Qj /

S

{b}

NOTA: En los libros de Teoria de Conjuntos u otras
materias afines, se suele definir el orden por las tres
propiedades: reflexiva, anti-simétrica y transitiva si-
multdneamente. Pero esta definicidn excluiria los 6r-
denes estrictos: «no seriaunorden enN. Sinembar-
go, para los alumnos es mas facil de comprender el
orden estricto: es menor que; es divisor que; es sub-
conjunto de, lo entienden como: estrictamente me-
nor; divisor propio o estricto; subconjunto propio.

De todas maneras, si se tiene la anti-simétrica y la

fransitiva, la reflexiva se puede ahadir o quitar a vo-
iuntad.

Ejemplo. St se tiene <y se suprime el simbolo de la
igualdad ( S)queda<

Sisetiene < y se suprime el simbolo de la igualdad
(g)queda <.

Sisetiene L_y se suprime el simbolo de la igualdad
(; ) queda L.

Es decir:

< <
=
C c
=
L L

<

c

L

La nomenclatura usual de muchos libros es la de lla-
mar“ordenparcial” atodos los érdenes, seanonoto-
tales. Asi, parcial y total no se excluyen. Esto contra-
dice el uso comun de los alumnos, quienes dividen
los 6rdenes entotales y parciales como clases exclu-
sivas. Podria decirseles que un orden total también
puede Hamarse “parcial”, asi como un nimero ente-
ro también puede llamarse “quebrado”.

Cuando el orden es total el diagrama simplificado es
una seriacién en cadena o lineal.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Cuando el orden es parcial el diagrama simplificado
es de tipo jerarquico.

Ambos tipos de representacién no constituyen el dia-
grama sagital completo de larelacién, pero si ofrecen
la informacién minima necesaria para ver qué clase
de relacion es. En ocasiones el diagrama sagital tie-
ne tantas flechas que su lectura resulta dificil e inco-
moda. Por eso se omiten los “bucles” () y lafle-
cha directa que corresponde a dos flechas seguidas

/_’_“M\

(T o)

Para el logro de estos objetivos es conveniente em-
pezar las actividades con el estudio de relaciones
que permitan ordenar de alguna manera los elemen-
tos de un conjunto. También podriaordenarse el con-
junto y asociarle a este orden la relacién correspon-
diente.
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Después de establecer el orden entre los elementos
del conjunto, se vera cuales de las propiedades es-
tudiadads anteriormente cumplen dicha relacién.

Ejemplo: Se puede considerar un grupo cualquiera
de alumnos y sus respectivas estaturas:



Alumno Estatura (cm)
Arrieta Esteban 157
Barrios Carmen 163
Castro Rosa 163
Diaz Mario 165
Guardo Hermes 170
Flérez Juliana 170
Lépez Omar 168
Llamas Ana 160
Mejia José 175

Si a este grupo de alumnos se les pide que formen una fi-
la de tal manera que el de menor estatura quede adelan-
te, posiblemente se observara que algunos de ellos ocupan
un sitio sin vacilar, mientras que otros se atropellan entre
si, pues la decisién de quién va adelante de quién, sdlo de-

pende de quien llegue primero.

En un principio se obtendran filas en las cuales dos alumnos de igual estatura querran ocupar el mismo si-
tio (a cada estudiante lo vamos a identificar con la inicial del apellido):

B

C

Una vez que aquellos de la misma estatura lleguen a un acuerdo se obtendra unacualquierade las siguientes

filas:
A LL B C D L G F M
A LL C B D L F G M

A LL B C€C D L F G M

A LL C B D L G F M

Se ve pues que la relacién “... es de menor estatura
que...” en el conjunto de alumnos considerado es de

- orden estricto y parcial. Elorden es estricto por tratar-
se de una relacidn transitiva, anti-simétrica y antire-
flexiva. Posteriormente se vera que este orden es
parcial porque no todos los elementos son compara-
bles, es el caso de Hermes Guardo y Juliana Flérez,
Carmen Barrios y Rosa Castro.

En las relaciones que se estudien se podra empezar
por diferenciar el orden estricto del orden amplio.

Después de analizar varios ejemplos puede escoger-
se uno de-ellos para hacer una sintesis.

Ejemplo 2. Sisefija el conjunto A=1(1,2,3,4,6,12} y
en él se consideran las relaciones “... es un maltiplo
de...” en sentido amplio y en sentido estricto, es facil
ver que en el primer caso el orden es amplio y en el
segundo el orden es estricto.

Los diagramas sagitales (completos) de las relacio-
nes son: )

o/’(‘f\\\o

3 > 6 > 12

P

1 > 2 —

y los diagramas:

2 2 R
T
12 < 6 < 3

- S -]

A
A

<k
o €—ro

A

W~

o
A
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son una simplificacion de los diagramas sagitales
completos: correspondientes a cada una de las rela-
ciones; ellos brindan la informacién minima necesa-
ria para concluir sobre el tipo de relacion que repre-
sentan.

Ejemplo 3.SienB ={1, 3, 6, 12, 24} se consideran las
relaciones anteriores, los esquemas correspondien-
tes seran ahora:

2 2 gy
1 > 3
1 >3

2

> 6> 12— > 24

» 66— > 12— > 24

2

Orden amplio

Orden estricto

Es el momento de hablar de orden parcial y de orden
total. Es posible que frente a estas dos situaciones (la
del conjunto A y la del conjunto B) los alumnos elabo-
ren algunas conclusiones relacionadas, al menos,
con los diagramas sagitales simplificados (que no
son los diagramas sagitales completos).

En el ejemplo 2, se vera que algunos nimeros como
2y 3,4y 3, no son comparables mediante las relacio-
nes dadas, mientras que en el ejemplo 3 cualquier
par de elementos es comparable mediante las rela-
ciones en estudio. De aqui resultan los siguientes ti-
pos de relaciones:

— Relacién de orden amplio y parcial
— Relacién de orden estricto y parcial
— Relacién de orden amplio y total

— Relacién de orden estricto y total

Para afianzar esta distincidn se estudiardn otros
ejemplos, de preferencia aquellos que sean conoci-
dos por los alumnos.

Elorden alfabético es estricto y total: si a él le asocia-
moslarelacion“...estadespuésde...” esclaroque en
elconjynto L ={a, b, c, d, e, f, ...z}, dicha relacion es
transitiva, anti-simétricay anti-reflexiva, ademas cual-
quier pareja de letras es comparable mediante la re-
lacion.

Eldiagrama sagital de estarelaciénresultariatanlle-
no de flechas que su lectura podria ser dificil. Pero se
puede llegar a un acuerdo con los estudiantes y ha-
cer un diagrama simplificado como el siguiente:

a——>»b—>»c—>d—>e—> f——>

..... —Z

Después de analizar varios ejemplos de relaciones de orden total se vera que atodas las relaciones de ese
tipo puede asociarseles una seriacién en cadena o-lineal, como fue el caso de la relacién “... esta después

de...” en el conjunto L.

Finalmente podria elaborarse un resumen, asi:

Transitiva

Anti-simétrica

Reflexiva Anti-reflexiva
Orden Total Orden
Amplio Todos los elementos Estricto

son comparables

Parcial
No todos los elementos
son comparables
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93 Representar con duagramas de ﬂechas y dta-
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CONTENIDOS BASICOS

Una relacidn es binaria cuando se establece o se da
entre dos elementos que pueden provenir del mismo
conjunto o de dos conjuntos diferentes. Asi, en la fra-
se: “Cartagena es la capital de Bolivar” se establece
una relacién entre dos elementos: el departamento
de Bolivary la ciudad de Cartagena, que es su capi-
tal. (Ver Unidad IV, 62 Grado).

Una relacién R se da entre los elementos de un con-
junto A (llamado conjunto de salida) y los elementos
de un conjunto B (conjunto de liegada) cuando para
algun x€ Ay algin y=B la frase de la forma “yRx”
se cumple.

En este case decimos que la pareja (x,y) pertenece
al grafo de R.

El grafo de la relacién R es pues el conjunto de todas
las parejas (x,y) € A x B que cumplen la condicién
YRx. A veces se confunde la relacién R con la frase
yRx 0 con el grafo de R. Pero es preferible distinguir-
los unos de otros. Para hacer pensar en la relacién
podemos dar un simbolo (como “<), una expresién
incompleta (como “... es menor que..."), o una frase
(como “a es menor que b”) o una lista de parejas (co-
mo {(0,1),(0,2),(1,2), ..}).

Ejemplo: sea A = {Huila, Bolivar, Atlantico, Cérdoba}
’ ={Cartagena, Monteria, Pasto} ylare-
lacion:
R:“..eslacapitalde...”

— Diagrama sagital

HUILA

BOLIVAR
ATLANTICO
CORDOBA

CARTAGENA
MONTERIA
PASTO

— Diagramas cartesianos

El conjunto de salida se escribe en la horizontal y el de llegada en la vertical:

PASTO
MON-
TERIA X
CARTA-
GENA X

k| aman- | BoLt | cor | nwia

TICO | VAR | DOBA
Tabla

B A

PASTO 4

MONTERIA

CARTAGENA

L s :
T d M

ATLANTICO BOLIVAR CORDOBA IIUILA
Créafica

Pom

A
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Los elementos del conjunto de salida que tienenima-
gen constituyen el dominio de la relacién y las ima-
genes el recorrido o codominio de la relacion.

En algunos libros al recorrido o codominio también lo
llaman rango.

En el ejemplo anterior, se tiene:

Dominio = {Bolivar, Cérdoba}
Recorrido = {Cartagena, Monteriaj}

Relacion totalmente definida: cuando eldominio es
todo el conjunto de salida se dice que la relacién es-
ta totalmente definida. ‘

Eneldiagramade flechasy en el cartesiano esta pro-
piedad se visualiza facilmente porque de todos los
elementos del conjunto de salida sale por lo menos
una flecha.

e “4,e)

2.4 @3,d

c 1,9

a (1,2

[
r ot

P

La relacidn “... es la capital de...” no esté totaimente
definida, pues los elementos Huila y Atlantico no tie-
nen imagen en B: de ellos no sale ninguna flecha.

Relacion Sobreyectiva: cuando el recorrido (o codo-
minio) es todo el conjunto de llegada, se dice que la

relacion es sobreyectiva. En este caso, cada uno de
los elementos del conjunto de llegada es imagen de
por lo menos un elemento del conjunto de salida. A
cadauno de los elementos del conjunto de llegada le
flega por lo menos una flecha.

Y
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Relacion funclonal: una relacién es funcional cuan-
do a elementos distintos del conjunto de llegada les
corresponden pre-imagenes distintas.

No hay flechas divergentes a partir de un mismo pun-
to del diagrama sagital. De ningun elemento del con-
junto de salida sale mas de una flecha.

Puede que no salga ninguna, pero sale maximo una.

Este tipo de relacion se distingue facilmente por el es-
quema de lectura. : .

Endicho esquema cabe un articulo definido antes de
la palabra que designa la relacion.

Ejemplo: enlarelacién“...espapade...”, jcabeunar-

ticulo definido? Pensemos en Zoila y Guillermo; su-
pongamos que la frase relacional “Guillermo es papa
de Zoila” se cumple. Entonces cabe cambiar la frase
relacional en: “Guillermo es el papa de Zoila”.

Esto es correcto porque Zoila tiene un solo papa, es
decir, una sola imagen bajo la relacién “... es papa
de...”.

Larelacién “... es muitiplo de...”en N, ¢ es funcional?
No, porque las frases relacionales no admiten un ar-
ticulo definido: “9 es el muitiplo de 3", seria incorrec-
to, pues 9 no es la Gnica imagen de 3 por medio de la
relacién: “9 es un multiplo de 3", (pero hay otros).

A

+ .

T

Relacion Inyectiva: una relacion es inyectiva cuan-
do a elementos distintos det conjunto de salida les co-
rresponden imagenes distintas. En el diagrama sagi-
tal no hay flechas convergentes a un mismo punto. A

ningun elemento del conjunto de llegada le llega mas
de una flecha. Puede que no le llegue ninguna, pero
le lega méaximo una.

] K

Y

191




Este diagrama corresponde a una relacién a la vez funcional e inyectiva.

Si la relacién no es funcional pero si es inyectiva el diagrama sagital puede ser:

D E

E
A

-
>

D

Relacién Biyectiva: una relacion totalmente defini-
day funcional que es al mismo tiempo sobreyectiva
e inyectiva se dice que es biyectiva. En este caso el
conjunto de salida es el dominio de 1a relacion, el de
llegada es el recorrido de la relaciéon y ademas a ele-
mentos distintos del conjunto de salida les corres-
ponden imagenes distintas, y a elementos distintos
del conjunto de llegada les corresponden pre-image-
nes distintas. ,

Relacion Inversa: dada unarelacién R entre los ele-
mentos de un conjunto E (conjunto de salida) y los e-

lementos de un conjunto F (conjunto de llegada), la

‘relacion inversa de R tendra como conjunto de salida

aFy como conjunto de llegada aE. El sentido de las
flechas del diagrama sagital de esta relacién, es con-
trario al de las flechas del diagrama sagital de R.

A la relacion inversa de R la podemos notar
R o R!

Ejemplo: consideremoslarelacién”... esdivisorde...”
entre los conjuntos E={6,7,9,10,13} y F=(3,5,7}

F G G
A
v‘ 7 1 7.7
5 le A (10,5)
3 < 6. A A__9.3
6 7 9 10 13 F

“... es divisorde ...”
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El grafo de R es { (6, 3), (9, 3),(10,5), (7, 7))

Los diagramas sagital y cartesiano de la relacién inversa son respectivamente:

“... iene por divisora ... ”

F
13+
10 < (5,10
9 K 3,9
7 IS ¢ | 4 | W— 7.7
6 1< 3,6

3 5 7 G
“...esmultiplo de ...”

Elgrafo de larelaciéninversade Res {(3,6),(3,9),
(5,10, (7,7}

El siguiente cuadro permite comparar las propieda-

des de las dos relaciones dadas en el ejemplo.

Totalmente Sobreyectiva Funcional Inyectiva Biyectiva
Definida
R No Si Si No No
R* Si No No Si No

Como puede verse en el ejemplo las dos relaciones
no tienen las mismas propiedades.

Cuando una relacién esta totalmente definida, su in-
versa es sobreyectiva y viceversa; si es funcional, su
inversa es inyectiva, y viceversa; si ala vez es funcio-
nal e inyectiva, la inversa también es funcional e in-
yectiva, y siesbiyectiva, suinversatambiénio es. Pe-
ro baste que falle una sola propiedad, y yaniR niR"
pueden ser biyectivas.

Relacion Compuesta: en el lenguaje ordinario ex-
presamos por medio de la repeticion de la palabra
“de” una combinacién de dos relaciones:

“.. es tio de la mamé de...”
“... es vecino de un amigo de ...”
“... s raiz de un muitiplo de...”

“... es cuadrado de la mitad de...”

Estas combinaciones de relaciones se llaman rela-
ciones compuestas, y la composicién se simboliza
por un circulito. entre los simbolos de las relaciones:
R°U.

Ejemplo:
T :“..es (un) tiode..."
M :“...es (la) mamade..."
ToM :*“..es (un)tio de (la) mama de...”
a : “.. es (un) tio abuelo de...” (por

linea materna).
Como se lee primero la imagen, en una frase de tipo

"y °Mx”, como por ejemplo: “Yesid es tio de (la) ma-
ma de Ximena”, la flecha sale de x y apunta hacia y.
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ToM

Estaesla
mama de X

Este es ¢l tio de m,
Yesid o sea ¢l tio de
la mama de X,0 sca
(e]) tio abuelo de X
por linea materna
A=TownM

Noétese como se empiesa a leer desde la imagen hacia atrds y es... de ... x. En este

casoy... T... o..
decir: 2 = ToM.

M L x y ToMxque es equivalente a y AxTambién podemos

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Como el trabajo en clase se hace, preferenciaimen-
te, con base en los ejemplos que den los alumnos,
creemos que las aclaraciones y sugerencias ya he-
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