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Unidad V

SUCESIONES, SERIES Y SUS APLICACIONES
A LAS MATEMATICAS FINANCIERAS

Introduccion

A través de sucesiones y series, se desarrolian en
esta unidad temas como la nocidén intuitiva de
limite, las progresiones tanto aritméticas como
geométricas y sus aplicaciones en la expresion de
decimales infinitos periddicos, en las paradojas
de Zenodn, y en los préstamos a interés simpley a
interés compuesto.

Se comienza a trabajar con los alumnos las que
podriamos llamar “ideas fuertes del cdlculo”,
como son las aproximaciones a lo continuo a
partir de lo discreto, el estudio cualitativo de
curvas, sus pendientes y sus tasas de cambio; y
la relacion de éstas con las tasas de interés simple
y de interés compuesto.

Con las actividades que conducen a estos temas,
se brinda la oportunidad a los alumnos de desa-
rrollar habilidades de detectar, reproducir y ex-
tender esquemas 0 patrones y a pensar inductiva-

Objetivos generales

— Reconocer sucesiones y series.

— Afinar habilidades mentales del pensamiento
inductivo, como detectar, reproducir y ex-
tender esquemas O patrones que se repiten.

— Ejercitar las habilidades de formular hipéte-
sis, ponerlas a prueba, argumentar a favor y
en contra de ellas, y modificarias o descar-
tarlas cuando no resisten la argumentacion.

— Reconocer intuitivamente el concepto de {i-
mite.

— Reconocer progresiones aritméticas y progre-
siones geométricas.

— Captar la importancia de matematizar situa-
ciones y procesos de la realidad y de la ima-

mente; especialmente cuando hay que buscar
expresiones generales para diversas situaciones
a partir de casos particulares.

Las discusiones sobre las Paradojas de Zenén
cautivan la imaginacién, ejercitan la capacidad
de argumentacion y ensefian mas sobre series y
sucesiones que todas las formulas matematicas
de los tibros de célculo.

Finalmente, el tratamiento sistemdtico de los
préstamos a interés simple y a interés compues-
to a partir de las primeras experiencias que vayan
teniendo los alumnos sobre estas transacciones,’
evidencian la importancia de las matematicas en
la vida cotidiana, y preparan ei estudio de temas
como la inflacién, la devaluacion, las UPAC's y
otros aspectos hoy dia imprescindibles de las
matematicas financieras que se estudiardan en
102 y 112 grados.

ginacién a través de sucesiones y series.

— Estudiar algunas sucesiones y series especi-
ficas. o -

— Analizz;r intuitivamente gréficas rectas y cur-
vas, continuas y escalonadas, sus caracteris-
ticas generales y las pendientes de las rectas.

i

— Reconocer distintos aspectos de las transac-
ciones comerciales a interés simple y a interés
compuesto.

— Construir conceptos como tasa de cambio y
total acumulado para preparar el trabajo
futuro en las matematicas financieras y en
las ideas mas importantes del calculo diferen-
cial e integral. :
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Objetivos especificos, contenidos y sugerenmas
metodolégicas

CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Al trabajar con conjuntos hemos dicho que en
ellos el orden de la lista de elementos no es una
propiedad importante. Asi los conjuntos {a, b}y
{b, a} son dos conjuntos iguales, o sea dos nota-
ciones diferentes para el mismo conjunto,

También hemos dicho que entre los elementos
de un conjunto no se admiten repeticiones. De
esta manera el conjunto {a, a, a, b} tiene los mis-
mos elementos que el conjunto {a, b} o que el
conjunto {b, a, b}. Asi:
{a,a,a,b}={a,b}=1{b,a, b}.

Ahora nos interesa. considerar situaciones rela-
cionadas con conjuntos en las que es fundamen-
tal el orden en que estan dispuestos los elemen-
tos, es decir, que tengan que ver con sistemas
ordenados, o como se dice frecuentemente, con
“conjuntos ordenados”, y extender estas ideas a
las sucesiones, en las cuales puede haber también
elementos repetidos.

A veces, el orden surge de la propia naturaleza o
de la forma de produccién de los elementos que
forman el conjunto. Por ejemplo, cuando regis-
tramos hechos u operaciones que siguen un orden
cronologico, tales como los asientos contables en
un libro Diario, los resultados de una competen-
cia ciclistica, la sucesion de presidentes de un
pais, etc. Asi,el orden aditivo en sentido crecien-
te nos parece el orden natural para los nimeros
naturales.
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Otras veces el orden no es natural, sino que surge
de un criterio artificial convencionalmente acep-
tado. Por ejemplo el conjunto de los numeros
naturales {0, 1, 2, 3, 4, 5. . .} puede ordenarse
convencionalmente con el orden multiplicativo
en sentido creciente; las letras del abecedario en
el orden alfabético convencional A-Z o en el
opuesto al convencional; los estudiantes de un
salén de clase segun su estatura de menor a
mayor, etc. Si no existe un orden natural, debe
indicarse cuél es el criterio de ordenacion y cua-
les son las propiedades especificas que ha de
satisfacer el orden que se utilice.

Hasta este grado los alumnos han trabajado con
parejas ordenadas, triplas ordenadas, cuddruplas
ordenadas y hasta quintuplas ordenadas cuando
han hecho arreglos de objetos en los que se re-
quiere atender al orden. Estos arreglos se cono-
cen con el nombre de permutaciones (Ver Uni-
dad 1V, 82 grado, objetivo nimero 76, pdgina
160).

Ahora vamos a formar nuevos tipos de sistemas
ordenados o ‘‘conjuntos ordenados’’ de dos, tres,
cuatro, cinco, etc., hasta un nimero infinito de
elementos, teniendo en cuenta el orden natural
de los nameros ordinales: primero, segundo, ter-
cera, ..., n-€simo. .. En estos nuevos sistemas
estd de primero el elemento designado por a, de
scgundo el elemento llamado b, etc.
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Primero se construye la diada o pareja orde-
nada de elementos diferentes a y b, con a
de primero y b de segundo.

Para indicar que este no es el conjunto {a, b},
sino que estd ordenado, utilizamos los parén-
tesis. Escribimos (a, b) para indicar que aes
el primer elemento o primera componente, y
b es el sequndo elemento o segunda compo-
nente del nuevo sistema que llamamos pare-
ja ordenada o sucesion de dos términos.

Ejemplos:

Para referirse a la hora en un momento deter-
minado podemos usar la pareja ordenada
(10, 5) enlaque la primera componente indi-
ca la hora y la segunda componente los mi-
nutos. {Qué hora indica la pareja (5, 10)?

¢Sera la misma hora que la indicada por la
sucesion (10, 5)? :

(De ahora en adelante no hace falta decir
que la pareja (a, b) es una pareja ordenada).

En una firma comercial se establece para la
contabilidad de caja el orden convencional
“Entradas-salidas’’.

¢Qué representa la pareja ($ 1000, $600)?
¢Y la pareja ($ 600, $1000) ?

Al referirse a una fecha especifica es usual
escribir un par de nameros, uno de los cuales
indica el dia y el otro el mes: (dia, mes). Asi
las parejas (3, 4) y (4, 3) son diferentes.
¢ Qué fechas representan estas dos parejas? Si
en la caja de ahorros usan el orden “mes-dia’’,
{qué fechas representan? Después de cons-
truir parejas ordenadas con elementos dife-
rentes se ve que se puede construir una pareja
ordenada o sucesion de dos términos con el
mismo elemento repetido.

Asi para referirse a una fecha podemos escri-
bir la pareja (3, 3) o (5, 5) etc. ¢éQué fechas
indican estas parejas?

Para la pareja ordenada (a, b) el conjunto
subyacente es el conjunto {a, b}y para la
pareja ordenada con el mismo elemento
repetido (a, a) tendriamos que aceptar que el
conjunto subyacente es el conjunto unitario
{a}, o especificar que va de primero a y de
segundo a, y escribir {(1, a), (2, a)}.

Se construye la tripla ordenada de elementos
diferentes (a, b, ¢) y luego se vé que se puede

construir una tripla ordenada o sucesion de
tres términos con elementos repetidos, como
(a, b, a), (a,a, b),{a,c,c), etc

Ejemplo: Para representar un nimero menor
que mil se pueden construir triplas con el
orden (centenas, decenas, unidades).

é¢Qué ndameros representan cada una de las
siguientes triplas? (3, 4, 6),(1,3,3),(4,4,4)?

Volviendo a la contabilidad de caja, se puede
especificar que el orden es ‘‘Entradas-Salidas-
Saldos”.

¢Qué representa la tripla
($ 1000, $ 600, $ 400)?

¢Qué representa ($ 1000, $ 600, $ 1000)?
(Qué habia $ 600 en caja, o sea que el saldo
anterior era $ 600. La tercera componente

de la tripla anterior a ésta tenia que ser
$ 600).

Si en las fechas el orden es dia-mes-afio, las
triplas (3, 4, 1992} y (4, 3, 1992) represen-
tan dos fechas diferentes. {Podra haber una
tripla (13, 14, 1915)? ¢Si encuentra

(3, 14, 1993), écud! es el orden convencional
de las fechas, dia-mes-afio, o mes-dia-afio?

Para la amplitud de los dngulos en el sistema
tradicional el orden es grado-minuto-segundo.

{Qué amplitud representa (57, 17, 45)?
(Piense en el radian, cuyo concepto fue intro-
ducido en 72 grado).

El conjunto subyacente a la tripla (a, b, c) es
fa, b, c}lo{(1,a), (2, b), (3, c)} para especifi-
car que va de primero a, etc.

El conjunto subyacente a la tripla {a, b, a) es
{a, b}, o especificindolo mejor,
{(1,a), (2, b}, (3, a)}.

¢Cudl es el conjunto subyacente de la tripla
ordenada (a, a, a)?

Se construye ahora la cuadrupla ordenada de
elementos diferentes (a,, a,, a;, as) cuyo
conjunto subyacente es {a;, az2,a3,a4}0

{(1,a1),(2, a;), (3, a3), (4, as)}, y luego se
ve que se pueden construir cuadruplas orde-
nadas o sucesiones de cuatro términos con
elementos repetidos como (a,, a;, a;,a,) 0
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{a, ,a;,a,,a3)0 {a,, a,,a,,as),etc., cuyos
conjuntos subyacentes respectivamente son
{ay},{a;,a3} vy {a;,a,,a;}, o especificindo-
los mejor con el namero de orden

((1,32 ): (2: az), (3, a, ), (4, a, )}

{(1,a,), (2,a,), (3,a,), (4, a3 )}, etc.

Un ejemplo de cuddrupla ordenada es la ma-
nera.como se suelen presentar cuatro nime-
ros que forman una proporcién: (1, 2, 3, 6),
(2, 3, 4, 6), etc.

Leyendo “a: b::c:d”” como ‘“‘aesa b como ¢
es a 4, podemos escribir muchas sucesiones
de cuatro términos (a, b, ¢, d) que cumplan
esa condicion de formar proporciéon. Cuando
la sucesion (a, b, c, d) forma una proporcién,
la cuarta componente, en este caso d, se
llama “la cuarta proporcional”. {Cual es la
cuarta proporcional de (4, 6, 8, d)?

Otro ejemplo de cuddrupla ordenada la for-
man los presidentes del periodo llamado
“Frente Nacional”. Esta cuadruplaes: (Lleras
Camargo, Valencia, Lleras Restrepo, Pastrana).
Escriba otras sucesiones de 4 presidentes que
hayan gobernado consecutivamente.

Busque otros ejemplos con sus alumnos.

Ahora construyamos la quintupla ordenada
de elementos diferentes (a,, a,, as, a,, as ).
¢Cudl es el conjunto subyacente de esta
quintupla? (Escribalo como conjunto de ele-
mentos sueltos y como conjunto de parejas).

También se ve que se pueden construir quin-
tuplas ordenadas o sucesiones de cinco tér-
minos con elementos repetidos.

éCudles son los conjuntos subyacentes a
cada una de las siguientes quintuplas ordena-

das: (a, a,a,a,a),(a,a, b,c, a),(a, b, b, b, b)?

Un ejemplo de quintupla ordenada es:

(a, e, 1, 0, u). Otraes (v, w, x,y, z). Escriba
otras sucesiones de cinco letras del alfabeto.
Compare con las palabras de cinco letras.

Asi sucesivamente se sigue construyendo la
séxtupla, la séptupla, etc. . . . ordenada de
elementos diferentes hasta que se ve que esta
construccion es general, y se construye la
n-pla ordenada {a;, a,,as, a4, as, ..., an).
La notacién “n-pla” se puede leer “énepla’’,
“énupla”, etc. Se vé también que se pueden
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construir n-plas ordenadas o sucesiones de n
términos con elementos repetidos. Si se olvi-
da el orden de la sucesién, el conjunto sub-
yacente puede quedar muy pequefio, pues
desaparecen las repeticiones. Para recordar
las repeticiones, utilizamos el nOmero de
orden:

{(1, a) ), (2, 33), (3, al), (4, az), (5, a,),
(6, a, )}, etc.

¢Cual es el conjunto subyacente de cada una
de las n-plas ordenadas siguientes:

(a,b,c,d,d,a,b,b),{a,b,c,a,b,c,a,b,c),
{a,b,b,c,c,c,d,d,d,d)?
Escriba el conjunto de las letras y el conjun-
to de parejas niamero-letra.

6. Si se sigue extendiendo esta construccion, se
tiene la sucesidn infinita
(a;, a;, a3, ...,a,, ...), Qque notamos
“‘ o0-pla ordenada” ({0 que se podria leer “infi-
nitopla ordenada’ o “infinitupla ordenada’’)
de elementos diferentes.

También se ve que se pueden construir sucesio-
nes infinitas o oo-plas ordenadas con elementos
repetidos.

El conjunto subyacente a una sucesion infinita
0 oo-pla ordenada puede ser un conjunto infinito,
o si hay suficientes repeticiones, puede ser un
conjunto finito: {a, b, a, b,a,b,...,a,b,...)
que tendria como conjunto subyacente {a, b},
a menos que lo especificaramos con el ndmero
de orden:

{(1,a),(2,p), (3,a),...(2n-1,a), {20, b), ...}

Hemos construido pues nuevos sistemas ordena-
dos o conjuntos ordenados en los que es’ impor-
tante el orden de sucesion de sus elementos vy
puede haber repeticiones. Por eso a estas n-plas o
oo-plas ordenadas las hemos llamado SUCESIO-
NES FINITAS o INFINITAS.

Son ejemplos de sucesiones: La séptupia forma-
da por los dias de la semana: (lunes, martes,
miércoles, jueves, viernes, sdbado, domingo).

La 12-p|a formada por los meses del afio.

La n-pla formada por: las letras del abeceda-
rio; la sucesion de los presidentes de Colom-
bia, los 20 primeros nameros pares.

Las oo-plas formadas por: los niimeros impa-
res, los nimeros primos, |los nimeros natura-
les, etc.
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Hemos considerado pues las sucesiones como
una extension de las parejas, ternas, . . ., n-plas
ordenadas.

Veamos ahora otra manera de considerar las su-
cesiones.

LA SUCESION COMO FUNCION

Consideremos la funcién f, definida de la siguien-
te manera:

f: Z— &,
x— x? — 1, es decir f(x) = x? —1

Hallemos algunas de las primeras iméagenes de los
enteros positivos bajo f.

f:zZ2t—R
1—1*—-1=0, f(1) =0
2—22 -1=3 , f(2) =3
3—32 —-1=8 , f(3) =8
4—4? -1 =15, f(4) =15
5— 52 —1=24 f(5) =24

El conjunto de las parejas {argumento, valor) o
(preimagen, imagen) de esta funcién es:

{(1,0), (2, 3), (3, 8), (4, 15), (b, 24), (6, 35). ..,
(x,x* =1),...}.

¢{Encuentra una similitud con los conjuntos de
parejas ordenadas que especificaban las suce-
siones?

{Cudl es el dominio de f? ¢Cudl es la primera
imagen de f? ¢Cudl es la segunda? ¢Cual es la
tercera? ¢Cudl es el enésimo término de la suce-

" sidén de imagenes?

Se observa que las parejas estan presentadas en
forma ordenada, y que el orden estd dado por las
preimagenes. Asi la pareja cuya preimagen es 1,
es la primera; la pareja cuya preimagen es 2, serd
la segunda; la pareja cuya preimagen es 3, sera
la tercera pareja y asi sucesivamente: la pareja
cuya preimagen es n, serd la enésima, etc.

Si nos olvidamos de las preimdgenes y formamos
la sucesién infinita, o “co-pla ordenada’’ o ‘“‘con-
junto ordenado’ de las imdagenes por orden de
sus preimagenes:

(f(1). f12), f(3), f{4), f(B), f(6), ..., fln),...),
obtenemos la sucesidn infinita.

(0, 3,8,15,24,35,...,n*-1,...),en donde

el orden de ubicacion (primero, segundo, ter-
cero, . .., n-€simo, ... ) indica cudl era la pre-
imagen.

Una sucesién infinita se puede pues considerar
también como una funciéon cuyo dominio es el
conjunto de los enteros positivos, y cuyo reco-
rrido puede ser ese mismo u otro conjunto de
numeros, letras, palabras, figuras, personas, etc.
En algunos libros definen la sucesion como una
funcion cuyo dominio es Z*, pero no parecen
caer en la cuenta de que al dar los ejemplos sélo
se refieren al conjunto de las imagenes. En estos
casos se puede decir que en cada término se sub-
entiende una pareja, en la que la preimagen se
representa por el lugar o puesto que ocupa la
imagen respectiva, y se escribe sélo ia imagen.

En otros libros definen la sucesion como una
funcién de N en & , pero al dar los ejemplos co-
mienzan hallando las imagenes desde 1. En este
caso la funcion seriade N* en ® o de Z" en ®,
y no podria haber sucesiones de letras, ni de
dias, ni de figuras, etc. {No habria problema en
comenzar desde cero, mientras se recuerde que
a;, ya noseriael primer término sino el segundo,
etc.).

Para denotar una sucesion se usan simbolos
como (a_ ), (a,) , en donde la n del subindice
indica que n varia ordenadamente en el conjunto
de los enteros positivos. Esto mismo se puede
simbolizar asi: (a, )5, , (am)y © S21an

0=

En este caso a,, es el término inicial y a, es el
término genérico o general de |a sucesidn
(an )net . Asipues, (an )7-1 , (an), (an>n=1 .

oo . "

(an) , Q’a,.l es la sucesion, y {an}n, ©O-{an} es
n=

el conjunto subyacente. (Con frecuencia se con-

funde el conjunto subyacente con la sucesion,

pero asi se olvidaria el orden y se borrarian las
repeticiones).

También se usa el valor de una funcién para el
enésimo término o término general. Para nues-
tro ejemplo, seria (n’—1) o (n?~—1) o mas
precisamente (n’—1)" o (n?—1), .

SUCESIONES FINITAS Y
SUCESIONES INFINITAS

Si el dominio de una funcién es un subconjunto
finito de Z*, cuyos elementos son enteros suce-
sivos desde 1 hasta n, podemos decir que la fun-
cidon misma, o la n-pla ordenada o ‘“‘conjunto
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ordenado’ de sus imagenes en una sucesion Fl-
NITA. Una n-pla ordenada que tiene Gltimo tér-
mino a, es pues una sucesion finita

(ar, &y, . .. ,a,...,an). También podemos
decir que es una funcién definida en el dominio
{keZ*1 1 < k < n}. También simbolizamos una
sucesion finita de las siguientes maneras:
(ai,a,,83,...,8,...80),0

n n
(ak )k=1 (o] ( ak > k=1
Son sucesiones finitas las siguientes:

La 12-pla ordenada de los meses del afio.

(alla21a3r a4r A5, + oo la12) con
a, = Enero
a, = el k-ésimo mes
a,, = Diciembre

12

(2,4,6,...,50) 0 (2,4,...,2k,...,50) 0 (2k)??,

(3m2——1) o0(1,25,4,55,7,85).

6
m=1

Si el dominio de una funcién es el conjunto infi-
nito de los nimeros enteros sucesivos Z*, en-
tonces la sucesion es INFINITA.

Una oo-pla ordenada no tiene pues Gltimo tér-
mino, y es una sucesion infinita

(a1, a2,as,...,a,...). También simboliza-
mos una sucesion infinita de las siguientes mane-
ras. (ak):=1 . <a1,az,...,ak,.. .),
{(ag) w1 . En unaexpresién como
(a1,az2,83,...,a,,...) los tres puntos después
del término general o genérico a, indican que ta
sucesion no tiene Gltimo término.

Son ejemplos’ de sucesiones infinitas las si-
guientes:
).

(33 5)° (H)
(n®> -1 ,0(0,38,...,n°=1,...).

Ml—a
=]

02}

SUCESIONES CRECIENTES Y
SUCESIONES DECRECIENTES

Consideremos las sucesiones:

S P P P PO
(an)= (5255 ")

-

(bn)=(%' 1,_3_, 2_3_%)

En la sucesion (a, ).se observa que

12> 1/4> 1/6 > ..., es decir a medida que n
varia ordenadamente en los enteros positivos, el
valor 1/2n decrece o disminuye; por esto se dice
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que (a,) es una sucesion decreciente. Una su-
cesién (ar, a2, a3, ..., a,,...)esdecreciente si
al aumentar el valor de n, el valor de cada térmi-
no de la sucesion decrece, es decir

a; > a2 >a3 > as>...> ay> Anet . . -

En la sucesion (b, } se observa que:

1/2 < 1< 3/2< 2<5/2<. . . es decir que a medi-
da que n aumenta, el valor de n/2 crece o aumen-
ta; por esto se dice que (b,) es una sucesiéon
creciente.

Una sucesién {(by, b2, b3, bs, . ..,b,, ... )es
creciente si al aumentar el valor de n, el valor de
cada término de la sucesion crece, es decir

by <b2 <b3<...<bm <bp<bmp <...

Una sucesion como
(0, 3, 2,5,4,7, 6,..

3 3 5 6 7
que crece y decrece sucesivamente es una suce-
sion oscilante.

Sons (=1, .
n r(l ) )

Una sucesion oscilante como
S D WA DI DU DR (ot P >
2 3 4% n

en la que los signos de sus términos estan alter-
nados, es una sucesion alternante: sus términos
caen alternadamente a lado y lado del cero.

Una oo-pla ordenada con el mismo elemento re-
petido como (2,2,2,...,2,...)es unasucesion
constante.

Busque ejemplos de: sucesiones infinitas cre-
cientes, decrecientes, oscilantes y alternantes.

Los alumnos pueden formar sucesiones siguien-
do algun patrén, esquema o regla que ellos se
inventen, o siguiendo alguna expresion general
dada por el profesor o sugerida por eHos mismos.

Algunos ejemplos de estas expresiones generales
o genéricas que sirven para generar 1os términos
de una sucesion, son los siguientes:

2n—-1, (-1)"n,  n+1
n? n

En los casos anteriores n es una variable para ni-

' meros enteros positivos: n € Z*. Estas expresio-

nes generan las sucesiones
(1,3.5,...,20=1,...),
4 9 n?

(—1,+2,-3,+4,...,(=1)"n,...),

.(2,3,_4_1_ ..... n+1,...)

2 3 n
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Otro ejercicio interesante que pueden hacer es
detectar o descubrir el esquema o patron que se
repite en una sucesiéon, para formularlo inicial-
mente a través del lenguaje ordinario, y luego
con expresiones con variables para los nimeros
enteros positivos.

Ejemplo: Para una sucesién como:

(1,3,56,7.9,...,?,...),losalumnos pueden
detectar que los términos van de dos en dos y
que comienza por un impar. Verbalmente pue-
den expresar esta sucesion como: ‘“La sucesion
de los nGmeros impares”. Luego trataran de
explicitar las correspondencias con los niUmeros
enteros positivos hasta llegar a deducir que una
expresién general para esta sucesién es 2n —1:
(1,3,5,7,...,2n-=1, ... ).

éCudl seria una buena expresion verbal para
cada una de las siguientes sucesiones? ¢(Cudl seria
una buena expresion simbdlica?

(1,4,9,16,25,...,7,...),
(1,8,27,81,243,...,?2,...)

¢Cudl es la expresidn para el enésimo término de
cada una de las siguientes sucesiones?

Lo importante no es aprender formulas ni mani-
pular simbolos, sino construir los esquxmas con-
ceptuales que se van detectando en los calculos
mentales de términos sucesivos.

Ejercicios como estos conducen a los alumnos a
formular hipétesis sobre la forma de la expresion
general, a comprobarlas para aceptarlas o refu-
tarlas o a reformularlas si es el caso, a partir de
los aciertos y fracasos previos.

Veamos el razonamiento que podria hacerse para
encontrar la expresion general de la sucesion:

(1/2,1/4,1/8,1/16, ...,?2,...).

El numerador siempre es 1, luego en la expresion
general estaria el 1 en el numerador. En el deno-

minador aparecen 2, 4, 8, 16, . . . que son las
potencias de 2, asi: 2!, 22,23, 2%, ...

La potencia enésima de 2 es 2", y asi una expre-

sion general seria: -%]- ‘

Ensaye paran= 1,n= 2,n= 3,n = 4, etc. para
verificar si salen los términos de la sucesion dada.

SERIE

Ensayemos ahora a formar sucesiones con ele-
mentos de otra sucesion.

Tomemos la sucesién infinita
(1,4,9,16,...,n%,...).

Hallemos las sumas parciales de sus elementos
de la siguiente manera:

S =1

Sz=1+4

S35=1+4+9

Sa=1+4+9 +16

Sy =1+4+9+16+...+n?

S . =1+4+9+16+...+n? +(n+1)?

n+t

Formemaos una nueva sucesion con estas sumas
parciales asi :
S1,8:,8:,84,...,8,S8041,...

A esta nueva sucesion la lamamos SERIE. -

Una serie es la sucesion formada por la suma de
fos términos de una sucesion.

También podemos simbolizar los términos de
esta serie de la siguiente manera:

Si=1, S.=1+4, S5=2 Kk, Su=ZK,

lo que se lee “la sumatoria de términos como
k? en donde k va de 1 hastan”’.

Si una sucesion es finita, la serie correspondiente
es una serie finita.

Si la sucesion es infinita, la serie correspondiente
es una serie infinita. '
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Se observa que unas sucesiones crecen sin limite,

como {(n) y (n?) y otras, como (H%f) v

( n2;1> crecen como si estuvieran acercandose
a un numero determinado, y por lo tanto hay
muchos nameros reales que estan por encima de
todos los términos de la sucesion.

De estas ultimas se dice que son acotadas por en-
cima, o que tienen cotas superiores. En estos dos
casos, el 1 es cota superior de ambas sucesiones,
y por supuesto lo son el 2, el 3, etc. Cuando una
sucesion crece sin limite se dice que ‘‘no tiene
limite”’, o también se dice en lenguaje metafori-
co que ‘‘el limite de la sucesion es infinito (o),
como si el simbolo ¢ @ *’ representara un punto
extremo de la recta real mayor que todos los
numeros reales.

¢A qué nlmero se acercan los términos de la su-
cesion { 2~ ) a medida que n crece?. (Ensaye

con valores muy grandes de n).
A qué nam?ro se acercan los términos de la su-
.’ n — ?
cesion { £=1 7
(57)

¢éPara algun valor de n el correspondiente tér-
mino de la sucesion ( ) sera igual a 1? ¢Por
qué?

n+1

Se observa que a medida que n crece, los térmi-
nos de esta sucesidOn se acercan tanto cuanto
uno quiera a 1, en el sentido de que por pequefia
que sea la distancia fija que uno escoja por de-
bajo del uno (por ejemplo una millonésima,
0.000001}, llega un momento en que de cierto

nimero m en adelante {por ejemplo

m = 1°000000), todos los demas términos para
n > m estan mds cerca del uno que la distancia
fija escogida:

_ 1'000000 _ 1
! = 1000001 ~ 7000007 < 0-000001
1 - 1000000+10____1__ 4000001, etc.

1°000000 + 11 1°000011

En otras palabras los términos de esta sucesién
“tienden hacia 1, pero en ninglin momento la
sucesion tiene un término cuyo valor sea 1 o esté
por encima de 1.

El 1 es pues el namero tope o limite superior de
la sucesién, y esa la vez su minima cota superior.

La minima cota superior de una sucesidon cre-
ciente acotada por encima es pues limite. El limi-

te de la sucesion (nn+ 3 ) es 1.

¢Cuél es el limite de la sucesién (-92;111 ) 2.

Represente graficamente cada una de las siguien-
tes sucesiones y halle su limite:
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LIMITE DE SUCESIONES DECRECIENTES

Ahora consideremos las siguientes sucesiones
decrecientes:

¢Qué pasa con los términos de la sucesion a me-
dida que n crece?

Representemos graficamente cada una de las

(-3,-5,-7,-9 ,—(2n+1),...) sucesiones
<1,1 1, 1,000, 1, )
2 3 7 n
<_1_l_1_1_1J 11 R
2 4 8 2T
1)4;
- + A
b (—(n+1) (1) A,
]
)
t
1 2 3 4 56 7 8 9- 110 11 12 !
P r L i L 1 L
R |
3 pad ) ! ! 1 1 1 | [
' | ! } | | ] 1 I
5lMea ! ! v S
L R T | 1
D' DR P i
] \ | l ] | ¥
-9 bt e e = ] | ] 1 1
s ' I
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L I T I o
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15t e - — - 4,0
|l 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 13
— 17 $ e - — — = — _— d . \
SIS Y=Y 1V R P 1 >‘
e e e e e e 1 9"
4 1
— e
4 > .1‘
4 N
1
i !
'
1 ]
1/4 ‘-';' -
] ]
v !
1
1/8 fa— t— -1
1
1/16 ja— L_JI_..J:...,
S S 5 S s -
1T 2 3 4 56 7 8 9 10 1

Se observa que unas sucesiones decrecientes
como (—(2n + 1)) disminuyen sin limite, y

otras como <%> Y (-%) tienen cotas inferio-
res que estdn por debajo de todos sus términos.

De las primeras sucesiones se dice que no son
acotadas por debajo, o que no tienen cotas infe-
riares, o que decrecen sin limite, o que ‘‘el limite
es menos infinito {(—oo )”, aunque no tengan
{imite.

De las segundas se dice que son acotadas por de-
bajo, 0 que tienen cotas inferiores, o que decre-
cen hacia un limite inferior, o que ‘‘tienden a un
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limite”” o que tienen limite (que es la méxima
cota inferior).

¢A qué numero se acercan los términos de la
sucesion ( %) a medida que n crece? ¢Y a qué

nGmero se acercan los de la sucesion (3’7) ?
(Tome valores muy grandes de n).

¢Para algin valor de n el correspondiente térmi-
no de la sucesiéon <—:l—> seraigual a 0? ¢Por qué?

Se observa que a medida que n crece, los térmi-
nos de la sucesion se acercan tanto cuanto uno

" TO0O 0 e 0

-~

-— = o~ A
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quiera a 0, en el sentido de que por pequefia que
sea la distancia fija que uno escoja por encima del
cero {(por ejemplo 0.001), llega un momento en
que de cierto nimero m en adelante {por ejem-
plo m = 1000), todos los demas términos para
n > m estan mas cerca del cero que la distancia
fija escogida:

i R
oo — 0<0-001

—_ _ =—-—1 < 0001, etc
1000 + 10 1010 DR

En otras palabras, los términos de la sucesion
“tienden a 0, pero en ningln momento la suce-
sién tiene un término cuyo valor sea 0 o esté por
debajo de 0. Ei O es el nimero tope o limite infe-
rior de la sucesién, y es a la vez su maxima cota
inferior.

La maxima cota inferior de una sucesiéon decre-
ciente acotada es pues su limite. El limite de las

sucesnones v < > es 0.
2n

Represente graficamente cada una de las siguien-
tes sucesiones y halle su limite:

() () ()

El limite de una sucesidn oscilante como:

(0 .3..2..5.411__1.—_1)_)

n

{si lo tiene), es el nimero al cual va acercdndose
fa sucesion por lado y lado todo io que uno quie-
ra, en el sentido de que por pequefia que sea la
distancia fija que uno escoja alrededor de este
nimero, llega un momento en que de cierto
nimero m en adelante, todos los demas términos
para n > m estdn mds cerca de este nimero que
la distancia fija escogida.

En este caso el limite de la sucesion es 1. Verifi-
quelo en la representacion grafica de la sucesion;
tome una distancia de 0.01 alrededor del uno, y
compruebe que de m = 100 en adelante, si

n > 100, la distanciade n + (—1)" al 1 es menor
que 0.01. n

Antes de estudiar el concepto de limite el profe-
sor puede indagar con sus alumnos sobre la no-
cion intuitiva de Iimite que ellos traen. Muy
seguramente se sorprenderd con que han tenido
experiencias y situaciones que les han permitido
explorar este concepto. A partir de estos siste-
mas concretos podemos acercarnos al concepto,
y en grados posteriores, a la definiciéon formal
que traen los libros.
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CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Consideremos la sucesion:
(3,7,11,15,19,...)

éSe puede saber cuadl es el sexto término? ¢Y
el séptimo? {Como se halla cualquier término
después del primero? :

La sucesidén anterior es una PROGRESION
ARITMETICA.

Una sucesion (ai,a2.,as,...,a,_;, an) €s
una progresion aritmética si existe una cons-
tante d, tal que

an = an-; +d, paratodon> 1.

La constante d se llama diferencia comin o
simplemente diferencia, y se puede hallar
restando un término cualquiera del que le pre-
cede:d=a, —an-;.

Si la diferencia entre dos términos consecuti-
vos cambiara la sucesion no seria una progre-
sion aritmética.

Teniendo en cuenta la definicién de progre-
sidn aritmética busquemos un procedimiento

para calcular el Gltimo término de una progre-
sidn aritmética finita.

Veamos:

Conocemos a; y d.

a; =a; +d

as =a, +d= (a;+d)+d=a,+2d
as = a3 +d=(a; +2d)+d=a; +3d
as =a¢ +d=(a; +3d) +d=a, +4d
as = as +d= (a; +4d) +d=a,; +5bd

a, =8, +d=a; + (n—1)d paratodon> 1.

Asi se ha encontrado un procedimiento para cal-
cular el (ltimo término de una progresién arit-

mética finita conociendo el primer término a,,
la diferencia d, y el nimero de términos n.

an=a; +(n-1)d

Se ha llegado a esta féormula por un cierto tipo
de induccion, que podriamos llamar ordinaria o
empirica {‘‘al tanteo”’). Su demostracion rigurosa
necesitaria una induccién matematica, la cual se
verd en grados posteriores.

Ejemplo: Si el primero y el décimo términos de
una progresion aritmética son 6 y 42 respectiva-
mente, ¢{Cudl es el término 40 de la sucesion?

No conocemos d. ¢Cémo la hallamos?

a,=a; +(n—-1)d;42=6+(10-1)d;

42=6+9d;42—6=9d;36=9d;

6_ 3_

%-d—4

Ahora hallamos aso )

aso = 6+ (40—1)-4=6+(39)- 4=
=6+156= 162

Cuando se desconoce uno de los tres datos a;,
n, o d, con esta férmula también se puede hallar
ese dato si se conocen los otros dos.

¢{CAdmo se hallaria el Gltimo término de una pro-
gresion aritmética infinita? ¢Cudl es el dltimo

término de la progresion (3,7, 11,19, ... )

¢Y de la sucesion (3,1,—-1,-3,-=5,...) ?
Se observa que una progresidn aritmética infinita
es una sucesidon que no tiene Gltimo término, es
decir que no tiene limite. Si va creciendo (d > 0),
se puede decir en sentido figurado que ‘“tiene
limite infinito {o0)”. Si va decreciendo {d < 0),
se puede decir que ‘“‘tiene Iimite menos infinito
(_ w)”-

¢Qué pasariasid = 0?

SERIE ARITMETICA

\

La sucesion formada por las sumas finitas formadas por los n primeros términos de una progre-

sion aritmética se llama serie aritmética.

Consideremos la progresion aritmética finita (1,3,5,7,9,11,13,15,17,19)

La correspondiente serie aritmética es la sucesion

(1,1+3, 1+3+5, 1+3+5+7, 1+ 3+5+7+9, 1+3+5+7+9+11,
1+3+.5+7+9+11+1,3, 1+3+5+7+9+11+ 13 + 15, 1+3+5+7+9+11+13+15+17,‘
1+3+5+7+9+11+13+15+17+19) osealasucesion: (1,4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100 )
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El dltimo término de esta serie corresponde a la suma de todos los términos de la progresidn finita
dada.

S=1+3+5+7+9+11+13+156+17 +19=100
{Cémo hallar este Gitimo término sin tener que sumar todos los términos de la sucesién?
Veadmoslo:

Expresemos 1, 3,5, 7,9 en términos del primer término (o sea en términos de 1) y los cinco ulti-
mos 11, 13, 15, 17, 19 en términos del Ultimo término (o sea en términos de 19), asi:

1=1 11=19-4.2
3=1+1.2 13=19-3.2
5=1+22 16=19-2.2
7=1+32 17=19-22
9=1+42 19=19

Reemplacemos en S:

S=1+{(1+12)+(1+22)+{1+32)+ {1 +4b-2) +{19—-4.2) + (19;3-2) +
(19 -22)+(19—-21)+19 (1)

Reescribamos la igualdad anterior cambiando el orden del miembro de la derecha, asi:

$S=19+(19-12)+(19-22)+(19-32)+ {(19—-42) + (1 +42) + (1 + 32) + (1 +2:2)
+{1+12) +1 (2)

Sumemos miembro a miembro las dos igualdades anteriores:

2S=(1+19)+{1+12+19—-12)+ (1 +22+19—-22)+ {1 +32+19—-3-2) +
(1+42+19-42)+{(19-42+1+42)+ (19—-32+1+32)+(19—22+1+2:2) +
{(19—12+1+12)+ {19+ 1)

2S=(1+19)+ {1 +1N+ (1 +19)+ (1 +19) + (1 +19) + (1 +19)+ (1 +19) + (1 + 19) +
{(1+19) + {1 +19)

25 =10 (1 +19)

_10 (1+19) — 100 ¢Qué dato representa 10?

5 2 ¢Queé representan 1y 19?

Esto significa que la suma de los términos de la progresion aritmética finita dada se puede hallar
conociendo el nimero de términos, el primero y el Gitimo términos, asi:

+
§p0= Pfar *aw)

Busquemos un procedimiento general para hallar la suma S, de los términos de la progresién arit-
mética finita

(al,az,aa,...,an)

Sp=ai1 +a82 +az +...+8,.0+45.1%4a,



Expresemos a,, a3, ...

a; =a;+d
a3 =a, +2d

Reemplazamosen S,
Sp =a; + (al +d) + (a; +2d) +..

Tenemos S, en términos de a,, a, y d.

an -1

an -2

entérminosdea; ;y a,.2, an_; en términos de a,

=an—d
an-.y —d=a,—d—d=a,—2d

+ (ap, — 2d) + (a,, —d)} + a,

Reescribamos la igualdad anterior cambiando el orden del miembro de |a derecha, asi:

Sr=an +(an—d)+ (anp —2d) +...+ (a, +2d) +

(al +d) + a,

Sumemos miembro a miembro las dos igualdades anteriores, asi tenemos:

2S,= (a; +an)+ {a,+d +a, —d) + (al +2d +a, —2d) +...

(an —d +a;+d) + (a, +a;)

28, =(a; +ap) +(a;+an) +(a, +aa)+...

{a; +a,) setiene como sumando n veces

+{ap, —2d +a; +2d) +

+ (a; +an)+(al+an)+(al +ap ),

ZSn = n(a, + an_)

sn=—’;(al +a,)

Mediante esta formula podemos hallar la suma
de los términos de una progresion aritmética
finita, conociendo el primer término, el Gltimo
término, y el nimero de términos. Teniendo tres
de los cuatro datos a;, a,, n, S,, podemos averi-
guar el cuarto.

Obtenga otro procedimiento para S,
quea, = a; + (n~1)d.

sabiendo

Ahora bastarian tres de los cuatro datos a,, n
d, S, para poder averiguar el cuarto.

’

¢Cudl es la suma de todos los numeros |mpares
desde 2 hasta 50?

Debemos hallar la suma de los términos de la
progresion aritmeética:
(2,4,6,8,10,12,...,50)
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¢Cuéntos términos tiene esta progresion? Veamos

ap = a; + (n—-l)d,,50 2+(n—1) 2
B0—2=2n-2
48 +2=2n
4—28—n—24

Son 24 nimeros impares. Ahora hallamos la suma

= _251(2 +50) = 12(52) = 624

Teniendo en cuenta que una serie se forma con
sumas sucesivas de los primeros términos de una
sucesion, {de qué sucesion se obtendria la serie
de los nimeros de contar (o sea de los naturales
sin el cero), es decir la sucesion
(1,2,3,4,...)°?
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NUMEROS PITAGORICOS

L.os Pitagoricos obtuvieron series aritméticas
interesantes de nQmeros a partir de progresiones
aritméticas infinitas. Estas series no tienen limite.
Veamos:

— A partir de Ia progresion aritmética
{( 1,2,3,4,...) obtuvieron la serle de los nd-
meros trlangulares asi:

(1,1+2,1+2+3,1+2+3+4,...)
(1,36,10,15,21,28,...)

es la serie de los nimeros triangulares. {Existe
un Gltimo namero triangular?

La figura que se forma al disponer adecuada-
mente los puntos es un triangulo. Veamos como
se forman esos tridngulos

— A partir de la progresion aritmética que se empieza en 1 y cuya razén es 2, es decir de los n(-

meros impares: (1,3,5,7,9,...,2n—-1,
(1, 1+3, 1+3+5, 1+3+5+7,
(1,4,9,16,25,36,...,n%,...)

Las figuras que se forman al disponer adecuada-

~mente los puntos son cuadrados.

{Cudl es el Gltimo nGmero cuadrado?

. ) obtuvieron la serie de los nimeros cuadrados asi:

1+3+5+7+9,...)

o sea la serie

1, 4, 9, 16, 25, 36,

slelellesr”

— A partir de la progresion aritmética que empieza en 1y cuya razén es 3 -

(1,4,7,10,13, 186,

(1,5,12,22,35,51,...)

Las figuras formadas son pentdgonos.

La serie de los numeros pentagonales no tiene
limite, ¢éPor qué?

..}y obtuvieron la serie de los niimeros pentagonales asi -

1, 5, 12, 22, 35, 51,
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¢Qué serie de nameros obtuvieron a partir de la
sucesion (1,5,9,13,17,21,25,...) ?

¢De qué sucesidn obtendrian los nimeros hepta-
gonales?

Los ndmeros: triangulares, cuadrados, pentago-
nales, hexagonales, heptagonales, etc., fueron lla-
mados por los pitagdricos nameros poligonales.

En general, cada poligono regular como figura
formada por puntos al estilo pitagérico corres-
ponde a uno de los términos de una serie de n{-
meros obtenidos de una progresion aritmética
cuyo primer término es 1 y cuya razon es el nG-
mero de lados del poligono menos dos.

— A partir de los nameros poligonales los pita-
goricos obtuvieron los numeros piramidales,
asi:

_____ - ‘]
-+ 3
4

b) De la sucesion de los numeros cuadrados ob-
tuvieron la serie de los nUmeros pentaedros
o de cinco caras.

(1,4,9,16,25,...)
(1,5, 14, 30,55, .. .)

nimeros cuadrados
nameros pentaedros

Estas series no tienen limite.

El ndmero figurado correspondiente al segun-
do pentaedro (5) se obtendria tomando un

—-—————— 1
-——4 4
5

El siguiente nimero
tetraedro tendria
tres pisos, etc.

a) De la sucesién de los numeros triangulares
obtuvieron la serie de los numeros tetraedros
o de cuatro caras. ,

(1,3,6,10,...) nameros triangulares
(1,4,10,20,...) ndameros tetraedros

El numero figurado correspondiente al segundo
tetraedro (4) se obtendria tomando un triangulo
equilatero de tres puntos y poniendo otro sobre
cada lado del triangulo de base, de manera que
los vértices libres de los triangulos laterales se
encuentren en un punto, formando asi una pira-
mide de cuatro puntos y de cuatro caras (tres
laterales y una de base). '

Esta piramide puede considerarse como formada
por un punto en el vértice, y debajo un piso en
el niumero triangular 3.

cuadrado de cuatro puntos y poniendo un trian-
gulo equildtero sobre cada lado del cuadrado de
base, de manera que los vértices libres de los
triangulos laterales se encuentren en un punto,
formando asi una piramide de cinco puntos y de
cinco caras (cuatro laterales y una de base). Esta
piramide puede considerarse como formada por
un punto en el vértice y debajo un piso con el
nGmero cuadrado 4.

-El siguiente niumero pentaedro tendria tres pisos, etc.
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c) De la sucesidn de los niUmeros pentagonales
formaron la serie de los numeros exaedros o
de seis caras.

(1,5,12,22,35,...) Nameros pentagonales
(1,1+5,1+5+12,1+5+12+22,
1+5+12+22+35,...)

(1,6,18,40,75,...) Serie de los nimeros exaedros.

El namero figurado correspondiente al segundo
exaedro (6) se obtiene tomando un pentagono
de cinco puntos y ajustando cinco triangulos
equildteros a cada uno de los lados del pentagono
de base, formando una piramide de seis puntos y
de seis caras.

CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Consideremos ahora la sucesion:
(3,6,12,24,48,...)

'¢Cudl es el sexto término? ¢Y el que le sigue?

{Como se halla cualquier término después del
primero?

La sucesion anterior es una progresion geomé-
trica. )

Una sucesion (a1, a, a3, a4, .ap) €es una
progresion geométrica si existe una constante r,
r+# Q, tal que

Diagrame el siguiente exaedro de tres pisosy 18
puntos.

Los alumnos pueden ampliar la informacién
sobre otras series de numeros que fueron de

‘especial interés para los pitagoricos.

a, =ran,s ,paratodon>1.

La constante r se llama “razén comin” o simple-
mente ‘‘razén”, y se halla dividiendo un término
cualquiera por el término que le precede:

2n
An-1

Si la razon entre dos términos sucesivos cambia-
ra, la sucesidn no seria una progresion geométrica.

Teniendo en cuenta las propiedades de una pro-
gresién geométrica, busquemos un procedimien-
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to para calcular el Gltimo término de esta pro-
gresion.

Veamos:

az = aj.r=a; r*-!

as = a;.r= (a;.r) .r=a;.r’ = ar.r

as = a3.r= (a;.1*) .r=a,;.r’ = a;.r*"!

as = Az ¥ = (al-ra) .r=a;-r* = a,.r5?

Esto nos sugiere que en general

n-1

ap, =a1 t para todon > 1

Asi podemos calcular el Gltimo término, o un
término cualquiera a,, de una progresion geomé-
trica conociendo el primer término (a; ) la razén
(r) y el nGmero de términos (n).

éSi se sabe n, a,, y r, cdmo se hallarfa a; a partir
de esta férmula?

¢Si se sabe n, a; y a,,, cdmo se hallariar?

Y si se sabe a,, a5 y r, cdmo se hallaria n?

Ejemplo: Encontrar el 80 término de la progresion: <1, %'11-%- reae >

an=a1r

LIMITE DE UNA PROGRESION GEOMETRICA

Consideremos las siguientes progresiones geomeé-
tricas:

(an) = ¢1,3,9,27,...,3"",...)
by = (1, LA . 1 ...
< n < 3927 3n~1 >
(en) = (1,-3,9,-27,...,(=3)"",...)
1,1, 1 1
d = 1,—‘—"—"———‘l~'-_,...
() < 39 27 (—3)" 7 )

Represente graficamente cada una de las sucesio-
nes y trate de hallar su limite, {Todas tienen li-
mite? {Cudl es el limite en caso de que lo haya?

Se observa que { a, ) crece sin limite; que
( bp) es acotado por debajo y tiene un limite
inferior que es 0; que ( c, ) es una sucesion
alternante que no tiene Iimite ({por qué?), y que
{ dn ) es una sucesion alternante que parece
tener también Iimite O.

{Cudl es la razén de ( a, ) ? Busque otras pro-
gresiones geométricas cuya razén sea mayor que
1 (r > 1) y trate de hallar su limite.

{Qué observa?
¢Cuél es la razéon de {b, ). Busque otras progre-
siones geomeétricas cuya razon esté entre O y 1

{0 <1 < 1)y trate de hallar su limite.
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¢Qué puede concluir?

{Cudl es larazon de (c,) ? ¢y de {d,) ? Halle
el limite de otras progresiones geométricas cuya
razon sea menor que 0 (r < o).

¢Qué observa?
(Estudie r < —1,r = —1,-1<r <0).

{Se puede sacar alguna conclusién sobre el limi-
te de una progresion y su razén? éCual?

éQué pasa con el limite de una progresién geo-
métrica cuando la razén es 1?

Todas estas observaciones nos permiten concluir
que el limite de una progresiéon geométrica soélo
existe cuando la razén de la progresion estd
entre —1 y + 1. Mds precisamente, -1 <Tr < 1

— Cuandor > 1, la progresion crece sin limite.

— Cuando r <-—1, |la progresion es alternante y
no tiene limite

— Cuandor = 1, se tiene una progresion cons-
tante que tiene limite.

SERIE GEOMETRICA

La sucesion formada por las sumas parciales fini-

- tas de los n primeros términos de una progresién

geométrica se llama Serie geométrica.

Si (al,az,aa,. ..an>
es una progresion geométrica finita, la serie geo-
métrica correspondiente es:

am

R )



(ar,ai+az,ar+az+az, ai+a+astas, ...,

aj+taz+azg+ragt...+ay)

El daltimo término de esta serie corresponde a la
suma de los términos de la progresion geométri-
ca finita dada. Notémosio :

Sh =a;+a,+as+.

Busquemos un procedimiento para calcular esta
suma S, :

Expresemos a,, as, as, . .., a, en términos

de a; :

a2 — a1.Y

a; = aj.r?

aa =a1.r3

as = aj.r®
n-1

an = ai-r

Reemplacemos en S,

n-1
Sp =ar+arr +a;xr? +anrd+. .. +a.r (1)

Multipliquemos la ecuacion anterior por r :

r.S,=aj-r+a; -r2+a; -3 +a; -1+

n

a; -3+, . +a;.r (2)

LIMITE DE UNA SERIE GEOMETRICA

Restemos ahora miembro a miembro las dos

ecuaciones:

(Restemos S, — r-S,)

Sy —r-S,=a;—a;-r"

Sh (1 —r)=a;, —a, o

ar—a; - r _ar{l—r")
1—r  1-=1x

r+ 1

Sh =

Mediante esta formula podemos hallar la suma
de los términos de una progresidn geomeétrica
finita, conociendo el primer término a,, la razén
r y el niGmero de términos n. ‘

Ejemplo: Hallar la suma de las potencias de 2
menores que 1000.

Tenemos que hallar la suma de los términos de
la progresion geométrica:
{(1,2,4,8,16, 32, 64, 128, 256,512)

ai = 1, =%= 2 n=10, Sy = ?

_1-12)° _ 1-1024 _ —1023 _
S0 = T2 = = =— 1023

Fijese en que a1; = 1024, y en este caso,

Si0 = aur —1. Ensaye otros casos de sumas de
potencias.

Veamos ahora si la sucesion formada por lasuma de los términos de una progresidbn geométrica

tiene limite, y en qué casos lo tiene.

Consideremos las progresiones geomeétricas

(an ), {(bn ), {cn )y (dn) . Hallemos para

cada una de elias la correspondiente serie geométrica.

-(a,) =¢(13927...,3" ,...) conr=3

La sucesion de las sumas de sus términos es:

(1, 1+3, 1+3+9, ..., 1+3+9+27+...+3™ ,...)
k
O sea: (1,4,13,40,...,@13"’1 L)
{Tiene limite esta sucesién? (Por qué?
1,1, 1 1 - 1
—_ bn =<1,-—-’——'——I"‘I—I"'> conr= —
' {bn) 39 27 3 3




La serie geométrica correspondiente es; @ 4 Bt

<1 1+— 1+; ;, 1+?13'+T;+J‘—"“'1+l+1+ . +---+—1-—

~~
'8‘<

27 3 9 27 3™
4,13, 40, 121 : 1 ¢t
osealasucesi(’)n:<1:—'——'——--'-—""',?5'1 ._1_1_,>
3 9 27 81 3"
3 Se
¢Es ésta una sucesidn con limite? (Cudl es el limite? E de
| | S
—({en) =¢(1,-39-27,...,(-3)"" ,...) contr==3 : 5 (—
- ’ ¥ mi
La serie geométrica correspondiente es: , est
(1,1-3,1-3+9,1=-3+9-27,..., 1-3+9-27 +...+ (=3)" ,...) Ce¢
k n-1 in'
osea (1,-2,7,-20,...,2 (=3)™ ,...) su
n=1
. tie
{Tiene limite esta serie? g 1
- {(d,) = <1_______1,..., 1 ',.-->conr=—l L
_ n-1 3 (4
27 (=3) - ca
1,2,7,20, <1 ? o
.2, , PN {Tiene limite esta serie?
La serie geométrica correspondiente es: < 39 27 51 3" > iSi si lo tiene, oudl es?
&
. Vi
Los alumnos pueden ayudarse de la representa- —~ La sucesion formada por la suma de los tér-
cion grafica en el plano cartesiano de cada una minos de {c, ) esalternante y no tiene Iimi-
de las series geométricas, para ver si tiene limite, te. La razéon de (cn ) es menor que —1
cuando lo tiene y cual podria ser. (r= —3). Decimos que (S, ) no tiene li-
Se observa que: mite.
— La sucesién formada por la suma de los tér- — La sucesion formada por la suma de los tér- ‘)
minos de { a, ) crece sin limite. Recuerde minos de {b,) y (d.) tienen Ilmlte La
que la razéonde ( a, ) esmayorque 1(r= 3). razon de (b, ) estdentre 0y 1(r———) y la v
Podemos también decir que “limitede {S,) - de (d, ) entre =1y 0 (r= __) o
es 00’’, aunque en realidad no tiene limite. S
T
Se
Mz z oo "
a3 -EE:_.::"T_E : E : : ?el
! =2
EERNE B a
p 2/3 =
™ l Pl : [ T3 .: : ! : |
I I I A Py by
[ T | t [ ! o Ut C
I R I b b b
Lo by N cé
by b bl v b a
oy g Fopo g
M RanE a
:ll:ll[ "l;!;.: — &
T I S _?, 12547,57@?31'0 >
k Kk S
<1lﬁ'_1_31-__0'1_211"‘lz 1 ,> < '2"1'@’ ’z -—J--T PP .
39 27 81 3™ 3927 =t (=3)7 >
Esta sucesion es acotada por encima y su limite  Esta sucesion se acerca por lado y lado a 3 3. su S
es 73 limite es 3 2
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Busque otras sucesiones con r > 1, con r< —1
y con —1 < r< 1; forme la serie geométrica res-
pectiva y halle su limite.

¢En qué casos tiene limite esta sucesion?

Se concluye que la sucesion formada por la suma
de los términos de una progresion geométrica
cuya razén estd comprendida entre —1 y 1
(=1 < r < 1), tiene limite. A ese limite lo lla-
mamos la suma total de la serie. Pero, ¢{Cudl es
ese limite y coémo se halla?

Consideremos ahora progresiones geométricas
infinitas como (b, ) y (d.) en las que la
sucesidon formada por la suma de sus términos
tiene limite.

Los términos de las respectivas series geométri-
cas infinitas son sumas parciales de los términos

de <bn> Yy <dn>-

¢Cual es la suma total de cada una de estas series?
Veamoslo.

La primera progresion geométrica o sucesion
geométrica es:

= (1.2, ...._1 >
(on ) <1 39 3™
La serie geométrica respectiva es:

1 1 1 1
< 1, 1+?r 1+—:-3—+§, 1+-§+

2": ... >

k=1 3k.1 X
La suma total de los términos de una serie infini-
ta es el Iimite de la sucesién de sumas parciales

(syo (B )

{CAdmo se halla esta suma total?

1 1
54-2—7,...,

Empleemos la expresion o término general de la
cuma de los términos de una progresién geomé-
trica finita.

n

Veamos a través de algunos valores de S, dis-
puestos en una Tabla, cdmo la suma S, va cre-
ciendo a medida que n crece. Hallemos

SIISZrS3,S4I~

n 1 2 3 4

5 6 12

Sh 1 1.333 1.444

1.48148

1.4938 1.4979

1.49999

¢A qué valor se aproxima S, cuando n crece?

Veamos ahora qué pasa con la formula S, de la
suma en este caso. Hallemos algunos valores de
. n .

Sn y analicemos el valor de r cuando n crece.

Se observa que ( %- )" se hace cada vez mds pe-

quefio a medida que n aumenta. Es decir que el
término r" puede hacerse tan pequefio como se
quiera, escogiendo n suficientemente grande.

Como estamos trabajando con series geométri-
cas infinitas, podemos decir que r" se aproxima
a 0 cuando n crece sin limite (o cuando n “tien-
de aoco’). Pero recuérdese que si r # 0, r" nunca
es cero.

Separemos la expresion a la derecha de S, asi:

a; —a;r"

a1
1—1x {

1—r1

ai

) — |

)"

A medida que n crece, el primer término de la
derecha no varia, y el segundo se va achicando
por ser cada vez mas pequefio.

Por lo tanto las sumas parciales S, se acercan a

1aT1r todo lo que uno quiera, en el sentido de que
por pequefia que sea la distancia fija d que uno
escoja, de cierto m en adelante, si n > m, S,

estd a menor distancia de 1a, que la distanciad.

r

Por lo tanto, podemos decir que el limite de S,
cuando n crece sin limite (o ‘“‘cuando n tiende

» 1
a oo’} es T—7

Escribamos simbélicamente

03 a,

n=1

Nétese que aunque n nunca es‘“co’’y " nunca
es cero, obtenemos el mismo resultado si por
una manipulacion formal de los simbolos en la
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férmula de S, paraseries finitas, reemplazamos a
" por ceroy a S, por S-.

=a1(1—-0)_ aj

S. 1—r 1-—r1

cuando |r| < 1 (esdecir —1 < r<1).

Esto quiere decir que si |r] < 1vy n llega a ser
suficientemente grande, entonces S,, tiende a

ar .
1—r

Simbdlicamente escribimos la suma total de la
serie asi:

De esta manera podemos calcular el limite de la
serie geométrica dada inicialmente <3—3—;—->

S“—1_L 27 1.5
3 3

Este resultado coincide con el obtenido por ex-
trapolacién a partir de la tabla, y de la represen-
tacion grafica.

Mediante esta férmula podemos hallar el limite
de una serie geométrica infinita si |r| < 1.

éCuadl es el limite de la serie geométrica corres-
pondiente a {(d, ) ? (tenga cuidado con la resta
1—1).

Halle la suma total de los términos de la progre-
sion geométrica infinita:

2131, 1,..., 1 1.1 _ 1
243816 2“> r

Como |r| < 1 entonces la suma total de la serie
geométrica infinita estd dada por:

1
: 2
Se = = =

=1
1—rx 1 —

1

2
KR
2 2

Esto 5e enuncia mds precisamente diciendo que
el Iimite de la sucesién de sumas parciales
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DECIMALES INFINITOS PERIODICOS

Si se tiene la progresiéon geométrica
10 100 1000 10"
0 su equivalente que es la progresion
( 0.3,0.03, 0.003, 0.0003,...,3x10™ )

y formamos la respectiva serie geométrica:

{ 0.3,0.3+0.03,0.3+0.03+0.003,...,
0.3+0.03+0.003+...+3x10™ ,...)

o ( 03,0.33,0.333,03333,...,0333333,...,...»
se observa que la suma total de esta serie geomé-
trica infinita corresponde a un decimal infinito
periodico. Veamos

0.3 = 0.3+0.03+0:003+0.0003+0.00003 +. ..
= :é 3x10™ '

Hallando esta suma total encontramos el nimero
racional que se expresa por el decimal infinito
periodido 0.3. Como se trata de una serie geomé-
trica infinita, empleamos la férmula:
. 3 3
=21 __ _1 _10_8__1
T i—r -1 8 9"
L 7 70 : _3
Esto significa que el Iimite de las sumas parciales
de la serie geométrica infinita es.%y que

= = i-

Compruebe |a respuesta dividiendo 1 entre 3 con
varias cifras decimales.

Encuentre el namero racional q’ que es igual a
2.323232. ..

Como 2.32 = 2 + 0.32 + 0.0032 + 0.000032 + . ..

=2+ 32+ 32 + 32 +..
100 10000 1000000

32 32 32
=2+[%+W+W+”.+W+”. 1=
2+ 3 32

+r§1 102"

La suma que aparece dentro del corchete corres-
ponde a la suma total de una serie geométrica
infinita con

100 102

a; =

St

= == NI mT

— rn r+ —h

=T S 0 M

N\



ro
to

n

32 32
S=a1=.100=1oo=_32
1—r  1—_1." 99 99

100 700

(q'=232=2+32 - o2 _230,
Asiq'=232=2 +—§§— 25%= 99
que son distintas maneras de expresar el mismo
namero racional. (Ver objetivo 13 de 82 grado)

Encuentre ahora el nGmero racional que es igual a
a) 0.66252 b) 1.11111... «¢) 9.999...
LAS PARADOJAS DE ZENON DE ELEA

Como una aplicacion de limites de sucesiones y
series infinitas presentamos dos de las cuatro
paradojas o aporias del filésofo griego Zendn de
Elea (aproximadamente 495-435 A.C.).

Zenodn nos presenta cuatro razonamientos contra
la posibilidad del movimiento, que son una fuen-
te de dificultades para todo el que los quiera re-
futar. Estas cuatro paradojas se {laman: la dico-
tomia, Aquiles vy la tortuga, la flecha y el estadio.
Solo estudiaremos las dos primeras.

LA DICOTOMIA DE ZENON

Dice Zendn que todo movimiento es imposible
a causa de la dicotomia, pues si un moévil va a
recorrer una distancia fija, antes de llegar al tér-
mino de ésta debe recorrer la mitad del trayecto;

y le queda aun la mitad por recorrer; luego debe
recorrer la mitad de esa mitad restante, y asi
sucesivamente hasta el infinito. De esta manera
el mévil nunca llegard al final de esa distancia,
porque siempre le faltarda por recorrer la mitad
de la distancia que le quedaba en el instante an-
terior,

Hallemos los trayectos recorridos en cada instan-
te por el movil:

El primer trayecto hecho por el movil seria: %de
la distancia total.

El segundo trayecto es: —12- (15) = -i—de la distancia
total
El tercer trayecto serd: 4 (L)- 1=_1

2'4 8 2

El enésimo trayecto hecho por el movil es: 51,-1

Con los trayectos hechos por el mévil en cada
momento podemos formar la progresién geomé-
: 11.3,...,.1,... s g o,

r e e § 12 4

trica < 7473 A , ¢Cudl es larazdn
r 2 {Tiene limite esta sucesion? {Cudl es ese |i-
mite?

A esta sucesion vamos a llamarla ‘‘la sucesion de
Zenén”, '

Representemos esta sucesion. La distancia total

que va a recorrerse la llamamos 1 Unidad. Vea-
mos la mitad, la cuarta parte, etc., de esa dis-

tancia.

Veamos ahora la distancia .total recorrida por el

1 unidad

172

Cuando ha transcurrido el primer instante o sea

mdvil en cada momento o instante, arrancando. en el tiempo t;, ha recorrido 1 de la distancia: 1

en el punto O a la hora to.

to

2

i £ '
e 1

172 1

y

Le queda 1 de fa distancia por recorrer
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Luego en t; ya avanzé-i—,més de la distancia, y el recorrido total es: %*-L

4 lat
2
to t -
v X./tz 1 ]
ot +— - — 3
1/2 —+-——/ ; ;
Le queda 1 de la dlstanma por recorrer, que es
la mitad de lo que le faltabaen t, r-
Después en ts recorre% mds de la distancia y hasta ese instante ha recorrido:% + -‘1{ + —18-
to t tz ts
| | l .i/ 1 :
ot f t - i
1 3
7 1,1/ i) |
2 4 2 8 ;

Le queda %de la distancia por recorrer, que es la

mitad de lo que le faltabaen t,.

Cuando ha transcurrido el enésimo instante, o sea en el tiempo t, el mévil avanzé -;—n mds de la
distancia, y el recorrido total es:

1+1+1+...+1 Lol oy 1 3
2 4 8 2n 2 4 8 2 th - 4
to tl tz ts >
| | LT I -
. ; — / ' 2
7 1,1,17 1,1,1,1)
2 1+2 2t 48 TYTTE e

En t, le queda I

de la distancia por recorrer, que es la mitad de lo que le faltaba en el instante an-
terior o sea en tn 1 _

Y asi el movil se sigue acercando a la meta tanto cuanto uno quiera, pero siempre le faltara por reco-
rrer la mitad de lo que le faltaba en el instante anterior. 3

Con los recorridos totales hechos por el mévil se forma la serie geométrica siguiente:

1_1.1.,‘...,1_+1_+_1_+-..+1,... _1-
2+4+8 5 4 8 on > sea <k-1 = >

{Tiene limite esta serie? {CU4l es el limite? A esta serie la llamamos ‘‘La serie de Zendn”.

1
Sucesion de Zenén

3
2
T
]
]
]
!
1
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De la discusidn de esta paradoja podrian quedar
las siguientes observaciones:

— Aungue la sucesién de Zendn, que estd for-
mada por los trayectos recorridos en cada
instante, es decreciente, sin embargo la serie
de Zendn es creciente.

— La sucesion de Zendn tiene limite cero, por-
que cada trayecto va siendo cada vez mds
pequeio, y llega un momento en que por
pequefia que sea la distancia fija desde el ori-
gen que uno quiera estipular,todos los demds
términos van a estar mas cerquita del origen
que lo que se estipulé.

— En cambio la serie de Zendn es ascendente y
se va acercando a 1, de tal manera que su li-
mite es 1 en el sentido de que por pequefia
que sea la distancia fija hasta el 1 que se esti-
pule, el mévil va a llegar mds cerca del 1 que
esa distancia fija estipulada.

— Por lo tanto uno podria responderle a Zenén
que el Iimite de la serie de los puntos en don-
de se encuentra el moévil es 1, y que por lo
tanto el mévil si llegaria a 1.

— Pero esto no tendria en cuenta la posible res-
puesta que nos podria dar Zendn quien pro-
bablemente diria que él ya sabia que el limi-
te de la serie es 1, pero como ninglan término
finito de la serie S, es igual a 1, entonces en
ningtn tiempo finito llegaria el moévil al otro
extremo. Parece que esto sélo ocurriria si el
madvil corriera durante un numero infinito
de periodos de tiempo.

— Esta sigue siendo una pregunta que muestra
la dificultad de conceptualizar lo continuo
a partir de puntos o de trocitos discretos de
la longitud y de conceptualizar el tiempo a
partir de instantes o de trocitos discretos de-

Esa pregunta filosofica la dejamos para la discu-
sion en clase. {Tendra razon Zendn en decir que
en ningdn tiempo finito puede llegar el mévil
al otro lado? ¢Sera respuesta suficiente que uno
se mueva y llegue de hecho al otro lado, como
dicen que lo hizo Sdcrates? ¢O sigue pendiente
el problema de analizar qué es lo continuo en el
movimiento, en la recta real, en el tiempo, en el
espacio y qué es lo discreto, lo separado, lo gra-
nular?

Esas preguntas no las podemos resolver sélo
desde la perspectiva de fas Matemdticas.

AQUILES Y LA TORTUGA

Aquiles, el de los pies ligeros quiere apostar una
carrera con una tortuga. La tortuga que era muy
inteligente pensé que habia una manera de lograr
que Aquiles nunca la pudiera alcanzar. Le pidi6
que le diera una distancia de 10 pasos de ventaja
al comenzar la carrera y que Aquiles tenia que
pisar el punto en donde ella habia estado, cuan-
do Aquiles estaba en el punto anterior. La tor-
tuga (que es el mévil mds lento) y Aquiles (que
es el movil mds rapido) parten al mismo tiempo.
Antes de que Aquiles alcance a la tortuga tendrd
que llegar a la posicién que ocupaba ésta cuando
Aquiles estaba en el punto anterior,

Pero mientras Aquiles recorre este primer trayec-
to, la tortuga, continuando su movimiento, habr4
tomado de nuevo una ventaja. Habra por tanto
un nuevo punto por el que debera pasar Aquiles
antes de alcanzar a la tortuga. Siguiendo asi,
decia Zendn que Aquiles se aproximaria cada vez
mds a la tortuga, pero que nunca la alcanzaria.

Supongamos que Aquiles corre a una velocidad
que es 10 veces mds rapida que la velocidad de la
tortuga. La tortuga arrancé 10 unidades de longi-
tud mds adelante que Aquiles. Aquiles empezé

la duracién. su carrera al mismo tiempo que ella.
Ao = 0 To = 10
/'{ . , : , : . : : : ﬁl, Posicién inicial
0 ) 10 ' (en to)
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Mientras Aquiles recorre las 10 unidades de longitud de la ventaja, la tortuga recorre 1 unidad de
longitud. |

En el momento t;, la tortuga esta situada a 11 unidades de longitud, y Aquiles s6lo a 10 del punto
inicial 0.

A1=10
A ti=1
' : : : ' ' i : : : . ame Posicion
o} : 10 1 ent,

Sigue la carrera: Aquiles avanza una unidad, y la tortuga un décimo, o sea 0.1 de la unidad. En el
momento t,, la tortuga ha avanzado 10 + 1 +0.1 = 11.1 unidades de longitud, y Aquiles 10+ 1= 11.

Az=11
| to=na o

\ . . ' . . , R . 'y . Posicién

| — L) L] L] L] L] L] T L) L] | B 1

0 10 11111 en t;

En el tiempo entre t, y t;, Aquiles avanza 0.1 unidad de longitud, mientras que la tortuga avanza
0.01 unidad de longitud. Enseguida, entre t; y t,, Aquiles avanza 0.01, al mismo tiempo que la
tortuga avanza 0.001. El recorrido total que habra hecho la tortuga hasta este momento t, es:

10+1+0.1+0.01+0.001=11.111, y el de Aquileses: 10+1+0.1+0.01=11.11

A3=11.1
l/t3=11.11 ,

s 1111 L
"""" - T . 11 : 1
10 1 111 12

As=11.1

[ ta=11.11

—————— : et t
10 i ]\11.111 12

1M1

Con los trayectos recorridos por la tortuga en cada instante formamos la sucesién

(Ra)= (10™) = (1,01,001,...,10™ ,...),

{Cudl es el limite de esta sucesion?

Con la distancia total recorrida por la tortuga en cada instante formamos la siguiente serie, que
corresponde a las sumas parciales de términos de la sucesion anterior {( R, ) :

n
(80) = (1,1+0.0,14014001,..., 3 10% ,...)

k=1

{Cual es el limite de esta serie?
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Veamos ahora la posicion tanto de Aquiles como de la tortuga en el momento t,, -

Posiciones '
Instante de Aquiles Posiciones de la tortuga
t, |A,=0 T, =10
t [A,=10=To [T, =10+1=10+10"""" =10+§
A, =10+1= . .
t; ? T, =10+1+0.1=10+ [ 10™M+102*'] =10+ S,
11=T, . .
t AT O S 10414014001 = 10+ [10°1*1 + 10721 + 1031 | = 10+ §,
o
tn An =Tn_l Tn=10+ [10‘l+l+10'2+1+10‘3+l,.....+ 10‘1’\+l]= 10+ z 10-k+1 = 10+ Sn
k=1
n+t
tha |Aner =T Ti1= 10+ (107141 102 e -0 0 10414 0@ D 90+ 3, 107" = 10+S5
[ 73]

Con las posiciones de la tortuga formamos la siguiente serie:
n

(Th) = (10, 10+1,10+1+0.1,10+1+0.1+0.01,...,10+ 3, 107 >
k=1

que llamamos “‘|a serie de la tortuga”.

Con las posiciones de Aquiles formamos la serie.

4n-1
(A,,)=(1o,10+1,10+1+o.1, 10+1+0.1+001,...,10+ 3 10™ )

ka1
que llamamos ‘‘la serie de Aquiles”.

Se observa que la serie de la tortuga empiezaen To= 10, T, = 10+8S,, T, = 10+ S,, y como la
serie {( S, ) tiene limite 1.1, laseriede latortuga (T, Y= (10 + S, ) tiene limite 10 + 1.1 = 11.1.
La serie de Aquiles empiezacon Ae = 0, A;= To= 10, A;=T,=10+S;,..., Ay=Ty =
10+8,_;,Ay+; =To=10+8, y laserie ( Ay) = (To-, ) tiene el mismo limite que ( T, ) _
osea 11.7.

La discusion sobre esta paradoja se puede orientar sobre las siguientes consideraciones:

— Como la serie de la tortuga en cada instante cional que representa un cierto punto a la
t,, tiene un término mds de ( R, ) que la derecha del 11. Ese nimero es precisamente
serie de Aquiles, ¢serd que ese pequefio tér- el punto 111 . (Es ese el punto en donde
mino adicional siempre“hace que en cual- Aquiles debe aicanzar a la tortuga?

quier momento t,, A, < T,? Si eso es asi,
parece que Zendn tenia razén al decir que _

( De nuevo Zendn nos podria decir que él ya
. Aquiles nunca alcanzaria a la tortuga.

sabia que el limite de las dos seriesera 115 ,

_ y que ese era el punto en donde Aquiles
— Los limites de ias dos series, aungue parecen alcanzaria a la tortuga; pero precisamente,

ser diferentes, son igualesa 11.1, nimero ra- diria é1, ustedes me han dado la razén, por-
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que en ningun tiempo finito t, Aquiles pue-
de haber alcanzado ya a la tortuga.

— Sigue pendiente el problema de pensar en el
movimiento, en la distancia y en la recta real
como continuos, o a partir de trozos o pun-
tos discretos, sueltos o separados, y de pen-
sar en el tiempo como un fluir continuo o
como compuesto de pequeiios saltos discretos
de milésimas o millonésimas de segundo.

Como se dijo anteriormente, este es un pro-

CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Para que este tema resulte significativo e intere-
sante para los alumnos, conviene que tanto estos
como los profesores consulten en sus regiones y
localidades qué transacciones comerciales se ma-
nejan con interés simple e identifiquen proble-
mas Yy situaciones concretas que alli se presenten,
traten de formularlas como problemas de mate-
maticas financieras, los resuelvan, y asi mismo
formulen otros para complementar las activida-
des realizadas en clase.

Pueden visitar entidades como la Caja Agraria,
las Cajas de Ahorros, los bancos y las corporacio-
nes, para averiguar sobre préstamos, cuentas de
ahorros, y (segin las circunstancias socio-econé-
micas de los alumnos) sobre certificados de depé-
sito a término, compras y avances con tarjetas
de crédito, etc. También podrian visitar los alma-
cenes de electrodomésticos para saber sobre los
descuentos por pago de contado, sobre las tasas
de interés, los intereses, los plazos, las cuotas,
etc. en las ventas a plazos.
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blema que no podemos resolver s6lo desde la

“perspectiva de las Matemdticas, sino que
tiene resonancias fisicas, filoséficas y episte-
molégicas.

De todas maneras, la discusién sobre estas
paradojas de Zendn cautiva la imaginacion,
ejercita la capacidad de argumentacion vy
ensefia mds sobre sucesiones, series y limites
que todas las foérmulas matemdticas de los
libros de célculo.

0

También pueden visitar los sitios en donde se
deja empefiado un objeto de valor por un prés-
tamo de dinero (prenderias o casas de compra-
venta) e informarse sobre los intereses, las san-
ciones por mora y demas condiciones de este
tipo de préstamo. Las personas que prestan di-
nero a interés (o prestamistas) son otra fuente
de informacion para que se amplfen las aplica-
ciones del interés simple.

Luego los alumnos pueden hacer un intercam-
bio de experiencias, comparando las distintas
transacciones, sus tasas de interés, las condicio-
nes y buscando cudl seria la mas favorable en
una situacion especifica real.

A partir de esta investigacion de su realidad y de
ese intercambio de experiencias, cobran sentido
las definiciones y precisiones de vocabulario,
como las diferencias entre interés simple, tasa de
interés e intereses, entre plazos o periodos y
plazo total, etc.
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Asi pueden también formularse por parte de pro-
fesores y alumnos problemas mads realistas y
adaptados al medio.

Seria contrario a todo el espiritu de la renovacién
curricular comenzar esta unidad con una serie de
definiciones y de férmulas seguidas de ejercicios
rutinarios y desconectados de la realidad local.
Veamos algunos contenidos que pueden ayudar
a orientar el desarrollo de estos objetivos:

Todas las actividades comerciales se basan en la
costumbre de pagar un interés por el uso de! di-
nero prestado. La mayor parte de los ingresos de
los bancos y compaiiias inversionistas se derivan
de los intereses sobre préstamos.

En general todas las operaciones comerciales
estdn relacionadas con los intereses sobre los
capitales en juego. Este interés pude ser simple o
compuesto. (En la unidad Il de 72 grado, pégi-
na 100, comenzé a estudiarse el tema de interés
simple).

Cuando es Unicamente el capital dado en présta-
mo (y no los intereses intermedios producidos)
el que gana intereses por todo el tiempo que
dura la operacidn, ésta se conoce como ‘“présta-
mo a interés simple”.

La palabra ‘“‘interés” es una palabra ambigua: se
usa a veces indistintamente para referirse a la
tasa de interés y al monto de los intereses. (Este
monto se [lama también simplemente ‘““|los inte-
reses’’).

El interésentendido como la TASA DE INTERES
es el operador que se le aplica al capital para cal-
cular el precio pagado por usar el dinero presta-

“do durante un determinado plazo o periodo, que
representa una unidad de duracién. La simboli-

zaremos con i. Por ejemplo el 249 anual es una
tasa de interés porcentual (o en porcentaje), con
periodo de un afio; el 3% mensual es una tasa de
interés porcentual con periodo de un mes, etc.
Hay que tener cuidado de que el valor numeérico
de i no es 24 ni 3, sino -Z& v 2 respecti-
vamente, y que siempre debe leerse dando expre-
samente el periodo.

El interés entendido como el monto de los inte-
reses, 0 simplemente los intereses, puede enten-
derse por periodo o por plazo total.

El primero es el dinero que produce el capital en
un solo periodo, y se calcula como el resultado

de aplicar la tasa de interés al capital que habia
al comienzo del periodo.

El segundo es la suma de los intereses por pe-
riodo correspondientes a todos los periodos del
plazo total.

El monto de los intereses por plazo total lo sim-
bolizaremos con Iist. EI monto de los intereses
por periodo lo simbolizaremos con I, para el
primer periodo, I, para el segundo, etc. Como
en las transacciones a interés simple estos intere-
ses por periodo son iguales, los simbolizaremos
simplemente con 1.

Veamos un ejemplo: Si se ha solicitado un prés-
tamo de $ 100000 al 3% mensual, prestados du-
rante cinco meses. {Cuanto deberda pagarse de
intereses por cada mes?

¢{Cuanto debera pagarse al finalizar el tiempo del
préstamo?

El capital inicial es $ 100000, la tasa de interés
es 3% mensual, el periodo o unidad de duracién
es un mes, y el tiempo total del préstamo es
5 meses.

Cuando se habla de tiempo es necesario pues dis-
tinguir entre los plazos de pagos intermedios vy el
plazo total o tiempo total del préstamo. En
nuestro ejemplo los plazos para hacer los pagos
intermedios son de 1 mes y el tiempo total del
préstamo es de b meses.

Hallemos los intereses por periodo, los intereses
totales y el monto total del capital.

Para encontrar el monto de Ios intereses en un
mes, I, aplicamos €l operador =~ 750 al capital inicial.

I[= X (100000) = 0.03 x 100000 =

100
100000 x 0.03 = 3000

Al finalizar cada uno de los meses el que obtuvo
el préstamo debera pagar $ 3000, de tal manera
que al finalizar el tiempo total del préstamo, que
son 5 meses, el monto total de los intereses que

llamamos Iiot es:

It = 3000 + 3000 + 3000 + 3000 + 3000 =
I+1+1+1+1= Bel
ItOt = 5X 3000= 15000 = 5‘1
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En general, écoOmo se calcula Itot ?

Llamemos C. al capital o cantidad prestada ini-
cialmente, i a la tasa de interés por periodo o
unidad de duracién, y n al nimero de periodos;
asi el monto de los intereses Iiot estarda dado
mediante la siguiente expresion:

Itot =n-I;perol=i.-Co=0Co-1i
Itot =n.i-Co=n-C, -i=i-n- Co, etc.

Cuando se ha vencido el tiempo del préstamo, la
persona que lo ha solicitado termina entregando
al prestamista, ademds del capital inicial, que son

$ 100000, los intereses por el préstamo de ese
capital durante los 5 meses, que son $ 15000.
En total devolverd $ 115000, Esta nueva canti-
dad se llama el monto total, y las simbolizare-
mos con Cipt o C, en donde n es el nimero
de periodos que hay en el plazo total.

El monto total de un capital a interés simple
Ctt o C, es el valor acumulado del capital al
final del plazo total. Se calcula agregando los
intereses totales al capital inicial C..

Veamos el desarrollo de la operacion financiera
de nuestro ejemplo, y busquemos una expresmn
general para caicular Ctot-

No. de Capital al principio Interés producido Monto al final de cada periodo
Periodos de cada periodo en cada periodo {cada mes)
{meses) (capital que gana (en cada mes)
interés)
1 100000 = C, 100Q00 x 0.03 = Ci = 100000 + 3000 = 103000=C,+ 1, =
3000=1, =1 Co+1
2 100000 = C, 100000 x 0.03 = C, = 103000 + 3000 = 106000= C,+I+I=
.3000=1 Co+ 21
3 100000 = C, 100000 x 0.03 = C; = 106000 + 3000 = 109000=C, + 2I+ I =
’ 3000 =1 Co+3l1
4 100000 = C, 100000 x 0.03 = C, = 109000 + 3000 = 112000 = C,+ 31 + [ =
3000 =1 Co+4l
5 100000 = C, 100000 x 0.03=1 Cs = 112000 + 3000 = 115000= Co + 41+ 1
. = C°+ 5.I
Lot =5.1 = 15000 tot=Cn=C°+ r.1~l
=n-I Cot =Co*n-Co-i=Co.(1+n.i)

Hemos encontrado asi una expresién que relacio-
na el capital inicial (C.), el numero de periodos
del tiempo total del préstamo (n), la tasa de inte-
rés (i), y el monto-total (C, ). Esta expresidén nos
permite averiguar uno de los cuatro valores cuan-
-do se conocen los otros tres. ¢Cudl seria la expre-
si6n para i, cuando se conocen C,, Co vy n?,

éCuél seria la expresion para Co, cuando se co-
nocen i, C, y n? ¢{Cual seria la expresion para n
cuando se conocen C,,, Co, e i?

Ahora fijemonos en los montos parciales

Co,CIICZ,C3,C4iCS:

Formemos una sucesion con estos montos:

(Cor CI,CZ,C3,C4,CS)

( 100000, 103000, 106000, 109000, 112000, 115000 )

{Es esta sucesion una progresion aritmética? {Cual es la diferencia?.
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En general la sucesién de los montos a interés simple forman una progresién aritmética:

(Co,Co-(1+i), Cor{1+2+1),Co+(1+31)...Cor(14n.i))

¢Cudl es la diferencia de esta progresién?

Representemos en el plano cartesiano estos
datos. Coloquemos en el eje y el monto en cada
periodo o intervalo de tiempo (en nuestro caso

cada mes) y en el eje x, los intervalos de tiempo
o nimero de periodos de tiempo. Durante el pri-

Veamos la grafica

Ctot (en pesos)

115000 ¢

mer mes.el monto es $ 100000 cuando finaliza
este mes y comienza el sequndo mes, el monto
sube a $ 103000 y permanece asi durante todo
el segundo mes. Al finalizar este sequndo mes y
comenzar el tercer mes, el monto sube a$ 10600
y permanece constante todo el mes hasta que
este finaliza, y comienza el cuarto mes, etc. . .

112000 1 —

109000 - *—0
i
1
106000 + —9d
[}
\
103000 + ?-—-é
!
]
100000
’] . t {(en meses)
:; LE ‘.r —+ + + "
1 3 4 5 6

Esta grafica corresponde a un préstamo en el que
hay que pagar los intereses al finalizar el mes. Es
una escalera con escalén uniforme, pero la parte
vertical del peldafio estd dibujada con una linea
discontinua pues no pertenece a la grafica de la
funcién C,,:. En muchos libros se dibujan com-
pletos los peldafios, pero esa gréfica no corres-
ponderia a una funcion. Si se omiten los segmen-
tos verticales, la grafica si corresponde a una fun-
cion del tiempo medido con un periodo como
unidad, o sea del niUmero de periodos.

Veamos otro ejemplo para analizar la gréfica:
Una Corporacion me paga el 3% mensual por un
certificado de depdsito a término de $ 100000
durante 6 meses. Si el contrato dice que sblo se

causan los intereses al final de cada mes cumpli-
do, {Cudnto me producira de intereses en cada
mes? {Cudnto dinero recibiré al finalizar el tiem-
po del ahorro?

¢Qué pasaria si tuviera que vender el certificado
a otra persona por su valor equivalente la vispera
de cumplirse el cuarto mes? ¢y al dia siguiente?

Veamos:

_ = .=i=
Co= C=100000  i=.55 =0.03

I, = I =100000 x 0.03 = 3000

Cada mes que finaliza se causan $ 3000 de inte-
reses.
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La grafica del monto en cada uno de los periodos es la siguiente:

Ctot 4 (€n pesos)
118000 +

115000 T
112000 ¢+

109000 +

106000 4 *—20

103000 1 ——0o

100000 }—0

A

g T

1 2

W 4

La grafica muestra como varia el monto cuando
los intereses se causan al finalizar cada mes; por
eso se presenta un salto entre el Gltimo dia de un
mes y el primer dia del siguiente mes.

Supongamos que se tiene que vender el certifi-
cado la vispera del Gltimo dia del cuarto mes.
Como el contrato dice que los intereses se cau-
san al finalizar cada mes, en este caso perderia
todos los intereses del cuarto mes. Pero si lo
vendo al dia siguiente de finalizar el cuarto mes,
el certificado ya gand los intereses del cuarto
mes (ver lineas verticales discontinuas de las
graficas). El valor equivalente salta pues de
$ 109000 a $ 112000.

Supongamos ahora que el que me compra el
certificado acepta que los intereses se paguen

Ciot ﬁ {en pesos)

118000 ¢

115000

112000 +

109000 = — — = — = — —

>
t (en meses)

proporcionalmente al namero de dias en que
estuvo depositado el dinero; es decir, que si la
tasa de interés por un_mes es del 3% y retiro el
dinero a los 10 dias (es decir a la tercera parte
del mes) me pagarian el 1% (que es la tercera
parte de 3% ) osea $ 101000. Si retiro el dinero
a los 15 dias me pagarianel 1.5% o sea $ 101500,
{Cuéanto dinero me pagarian si retiro el dinero a
los 20 dias? ¢Al mes y medio? ¢A los dos meses?
¢Cudl seria el monto en cada uno de estos casos?.
La escala en que estd dibujado el tiempo en dias,
haria que la gréfica saltara peldafios muy peque-
fios y por eso la gréfica pareceria una linea recta,
que nos muestra como va variando el monto pro-
porcionalmente con el tiempo del depdsito.
¢Cual es la pendiente de esta recta?

Esta grdfica nos muestra co6mo se comporta el
monto de un certificado en el que el contrato
estipula que los intereses se causan proporcio-

}
L ] . :
106000 | nalmente al tiempo depositado.
= -
103000 4 : 1
| |
+ 4 I | ,
0600039 30 | 60 9 120 150 180 ~ t{endias)
- 1 2 3 4 5 6 t {en meses) :
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Para finalizar, los alumnos pueden formular y
resolver algunos problemas tomados de situacio-
nes reales, como las siguientes:

— El precio de lista de una lavadora es $ 560000.
Se vende a plazos con el siguiente plan: cuo-
ta inicial: el 209% del precio de lista, y 12
cuotas mensuales de $ 45820 cada una. Cal-
cular la totalidad de los pagos y la tasa de
interés real. .

CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

En los problemas de interés simple, el capital
que genera los intereses permanece constante
durante todo el tiempo de duracién del présta-
mo. Supongamos ahora que en cada periodo de
tiempo convenido en una obligacidon se agregan
los intereses al capital, formando asi un nuevo
monto sobre el cual se calculardn los intereses
en el siguiente periodo de tiempo, y asi sucesi-
vamente. En este caso se dice que los intereses
se capitalizan, y que la operacion financiera es a
interés compuesto. A diferencia de las transac-
ciones a interés simple, en las que los intereses
por periodo son iguales, en las transacciones a
interés compuesto los intereses por periodo son
diferentes, y se calculan sobre un capital diferen-
te en cada periodo.

El monto de los intereses por periodo lo simboli-
zamos con I, para el primer periodo, I, para el

Haga un cuadro o tabla del desarrolio de la
deuda mes por mes. Trace la grafica cartesia-
na correspondiente a esa tabla. Haga una re-
flexion sobre la tasa de interés efectiva a
interés simple sobre el total del saldo finan-
ciado.

— EI primero de Enero se firmé un pagaré de
$ 160000 con 5% mensual de interés. ¢En
qué fecha el monto de los intereses serd la
mitad del capital?

segundo periodo, I; para el tercero, etc., hasta
In para el n-ésimo periodo. En los préstamos
ainteréssimplel; = I, = I3 =...=1,, peroen
los préstamos a interés conpuesto

Ix#Iz#h?"—...#&In

El monto de los intereses por plazo total es la
suma de los intereses por periodo correspondien-
tes a todos los periodos del plazo total. Lo sim-
bolizaremos con Iiot.

Analicemos un caso parecido al ejemplo anterior,
pero ahora a interés compuesto:

Se han prestado $ 100000 al 3% mensual duran-
te 5 meses, {Cudnto debera pagar el deudor por
concepto de intereses si el préstamo se hizo a
interés compuesto?”
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Veamos el desarrollo de la operacién en el siguiente cuadro:

Tabla 1
Nb. de Capital al principio Interés producido durante Monto al final
meses de cada mes cada mes al 3% mensual de cada mes
1 100000 = Co 100000 x 0.03 = 3000 =, 100000 + 3000 =
103000 = C,
2 103000 = C, 103000 x 0.03 = 3090 =1, 103000+ 3090 =
: 106090 = C,
3 106090 = C, 106090 x 0.03 = 318270 =1, 106090+ 3182.70 =
109272.70 = C;
4 109272.70 = C, 10927270 x 0.03 = 3278.18 =1, 109272.70+ 3278.18 =
112550.88 = C,
5 112550.88 = C, 112550.88 x 0.03 = 3376.562 = [ '112550.88+ 3376.52 =
' 1156927.40 = C5 = Cyor

otr=h.h

Total de intereses = 15927.40

+ -

e

El interés compuesto pagado por el préstamo del dinero ($100000) en 5 meses al 3% mensual fue de
$15927 .40, mientras que el interés simple fue de $15000.

En general si C es el capital inicial puesto a interés, i la tasa de interés y n el nimero de periodos,
écomo se calcula 1,? ¢Codmo se calcula el monto total? Vedamoslo en la siguiente tabla.

Co'(1+i)3=C3 '

Tabla 2
Nuamero ] .. i
de Capital al principio Interés en Monto al final de cada periodo
periodo de cada periodo el periodo :
1 C.=C C,i=1 "CotCi=C.(1+1)=C;
2 C,.1+1)=C, C.,.(1+i)i=1, C.(1+)+C. (1+i).i=(1+)) (C+Ci) =
(1+i) C.(1+1)=C(1+1)2 =C,
3 Co - (1+1)%=C, Co. (1+1)2 .i=15 C.OM+)*+C.(1+1)? .i=(1+i)2 (C+Ci) =
' ~ : (1+)2 C. (1+i)) =C(1+i)® =G,
4 Co. (1+i)3 i=14 C1+i)*+C{1+i)® .i=(1+i)3(C+C.i) =

C.(1+i)* =Cs

=C

n-i

C,- (1+1™

Co

()™ Li=T,

fC =™ eCc1+)™ Li=(1+)™ (C+Ci) =

(1+)™ Co(1+1) = Co (1+1)" = Ca=Ctot

Asi para calcular el interés compuesto en cada uno de los periodos se utiliza la siguiente expresion:
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Lo=hi+Lels,..

1,

In=Co (1+i)™ i.
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Verifiquémoslo para nuestro ejemplo. Hallemos
los intereses para el quinto mes, osea I :

" I, = 100000 x (1+0.03)°" x0.03=

100000 x (1.03)* x 0.03 =
100000 x (1.1255) x 0.03 = 3376.52.

¢Cual fue el valor que se obtuvo en la tabla para
el quinto mes?

El monto total de los intereses se halla sumando
los intereses en cada periodo.
L,=h+b+L+L+ ~+1

Busquemos una expresion general. para calcular
el monto total a interés compuesto en n perio-
dos de tiempo. Veamos su desarrollo en la Tabla
2. De acuerdo con esta tabla, si se quiere saber el
valor de C, conociendo C,, i Y n, se debe multi-
plicar el capital inicial del préstamo por el factor
(1 + i)n :

G =C,.(1+1)"

Esta formula, que determina la valorizacion de
una suma con base en una tasa compuesta de in-
terés, durante un nGmero de periodos cualquie-

ra, es la base para establecer las relaciones de
equivalencia entre sumas de dinero a lo largo del
tiempo. (1 + i)™ se conoce con el nombre de
“factor de la cantidad acumulada a interés com-
puestc’” o ‘‘factor de acumulacién’’. Para calcu-
lar este factor se utiliza la calculadora, los loga-
ritmos, o se desarrolla el teorema del binomio.
En la préctica existen tablas financieras en las
que estan calculados hasta con diez decimales los
valores de (1 + i)" para las tasas mds utilizadas
y para valores de n desde 1 hasta 100 periodos.

SUCESION DE LOS MONTOS
A INTERES COMPUESTO

Formemos ahora la sucesion de los montos a in-
terés compuesto de $100000 al 3% mensual du-
rante 5 meses. Tomémoslos de la tabla 1 que se
elaboré anteriormente: ( 100000, 103000,
106090, 109272.70, 112550.88, 115927.40 ) .

Esta es una progresion geométrica. ¢Cudl es la
razén?

En general la sucesi6on de los montos a interés
compuesto forman una progresion geométrica:

(C.O+DY,C.0+D2,C.01+1)3, C.(1+9)%,..., C.(1+1)", ... )
¢Cuadl es la razén de esta progresion?

Ahora representemos en el plano cartesiano los montos a interés compuesto.

Consideremos primero el caso en que en el contrato del préstamo se exige que los intereses se pa-
guen cada mes vencido. De esta manera durante el primer mes el monto son los $100000, y al fina-
lizar este mes el monto salta a $103000 y permanece asi hasta el dltimo dia del 20. mes que salita a

$106090, etc. La gréfica es la siguiente:

La gréfica es una escalera con escalén creciente,
aunque no lleva el peldafio vertical.

Cuando finaliza el 50. mes el monto total es
$115927 .40,

. L
118927.40 T Crot (€N peSOs)
T ;
]
112550.88 |
' :
1.
109272.70¢ :
[ [}
|
[}
106090 4 L
1
|
103000+  @g—b
[}
t
100000
1 . _ . ‘
0 ! 2 3 4 5 —>

t {en meses)
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Consideremos ahora el caso en que en el contra-
to del préstamo se permite la proporcionalidad
con el tiempo intermedio de los plazos, es decir,
se pagan intereses por cualquier fraccion del pe-

4 Ca (en pesos)

-

115927.40

112550.88

109272.70

106090 4

riodo. A la escala en que.estd dibujada, el tiem-
po en dias haria que la gréfica saltara peldafios
muy pequefios y por eso la grafica parece la gra-
fica de una funcién exponencial.

Se observa que el monto a interés compuesto
crece en razén geométrica.

En realidad esta curva so6lo resultaria asi en una
situacion en la que en cualquier momento se
puede pedir fraccion de plazo diario, por ejem-
plo en los préstamos a largo plazo o en una hipo-
teca con correccién monetaria diaria, que en
cierto sentido es equivalente a interés compuesto

103000 +
100000
> 30 60 90 120 150 180 t (en dias)
e N N " M e .
e + + + t + -9
6 (en pesos)

0 1 2 3 4 5

Un tercer caso para la representacion grafica lo
constituye una situacion como la siguiente: Se
tiene una cuenta de ahorros, y cada 3 meses se
estd retirando parte del monto producido por la
acumulaciéon diaria de intereses (y correccién
monetaria).

T

B pm—————
!

o0 +
P ...

-
N o+
Wt - -
P

[8;]

-

oT

En los 3 primeros meses el dinero empieza a ga-
nar intereses, y el monto crece en razén geomsé-
trica; al finalizar este tiempo se hace un retiro

menor que el monto de lo que habia ganado. En .

los 3 meses siguientes el dinero restante vuelve a
ganar intereses, etc.
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Y asi se pueden seguir haciendo retiros cada 3
meses. Si se desea que el capital no se agote, hay
que fijarse bien en la cantidad que se retira, pues
hay veces en que la ganancia es aparente, porque
la inflacién es superior a la ganancia. Estos temas
se ampliaran en los grados 102 y 112-

VALOR PRESENTE Y VALOR FUTURO
DE UN CAPITAL

{Serd lo mismo recibir una cantidad determina-
da de dinero hoy, gue la misma cantidad al cabo
de cierto tiempo, por ejemplo, al cabo de un
afio? ¢Por qué si o por qué no?

Esta discusion nos puede llevar a observar que es
necesario encontrar una forma de comparar las
cantidades en diferentes momentos para poder
establecer relaciones de equivalencia entre capi-
tales a través del tiempo. Esta relacion estd dada
por la formula para el monto total a interés com-
puesto, en la que el capital inicial seria el valor
presente del capital, que simbolizaremos con P,
y el monto total serd el valor futuro del capital,
que simbolizaremos con F. De esta manera se
tiene: - :

F=P(1+i)"

En
la |

pet
uni

bir



Empleando esta expresién se puede responder a
la pregunta: ¢Cuanto voy a recibir después de n
periodos de mantener invertida la suma P, a
una tasa de interés i?

Ejemplo: {Cudnto recibiré después de 3 afios de
mantener invertidos $12000 al 25% anual con
acumulacion de los intereses al fin de cada afio
("‘afio vencido’’)?

P=12000,F=?,n=3,i= 25% = 0.25,
F = 12000 {1+ 0.25)% = 12000 {1.25)3
12000 (1.953125) = 23437.50

{Compruébese calculando el 25% al fin de cada
afio y sumdndolo al capital anterior).

Parece que el 2% mensual fuera menos que el
259 anual. Pero si el banco me acumula ese 2%
al fin de cada mes (‘mesvencido’’), ¢cudnto reci-
biré después de los mismos 3 afios?

P
F

12000, F=?,n=236,i= 2% = 0.02
12000 {1+0.02)3¢ = 12000 (1.02)% =
12000 (2.039887) = 24478.64

¢Por qué result6 mds?

— Un banco ofrece la tasa del 15% anual -{(afio
vencido) para los depésitos en cuentas de
ahorros. Si deposito $100000 este afio y no

retiro nada, {cudnto recibiré al cabo de 10
afos? Si me ofrece el 1% mensual (mes ven-
cido}, {cudnto recibiré al cabo de los mismos
10 afios?

— ¢Cudnto recibiré después de 3 trimestres de
mantener invertidos $50000 al 149% trimes-
tral (trimestre vencido)? ¢Al 3% mensual
(mes vencido)?

{COmo se halla el valor presente del capital a
partir de el valor futuro (F), la tasa de interés (i)
que se ha de aplicar a la inversién y el nimero de
periodos (n) que dura la misma?

Vedmoslo: F=P(1+i)"

F
(1+3)"

— {¢Cudnto debo ahorrar hoy, a una tasa de in-
terés del 3% mensual para obtener $60000
dentro de cinco meses?

p__60000 60000
1.159274

: = 51756.53
(1+0.03)°

— {¢Cuanto debo ahorrar hoy, a una tasa de in-

terés del 27 .46%anual para obtener $1000000
dentro de 10 arios?
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" Unidad VI

GEOMETRIA Y MEDICION

Introduccién

Lo mds importante de la geometria para .la
Secundaria es la exploracion activa del espacio
tridimensional en la realidad externa y en la ima-
ginacién y las maneras de representar objetos
s6lidos ubicados en ese espacio.

Continuando con este propdsito a través de esta
unidad, los alumnos lograran plasmar el espacio
en modelos tridimensionales y en dibujos bidi-
mensionales, habilitandose asi para expresar su
creatividad y ejercitar su imaginacién.

Es posible que al comienzo al profesor le parezca
dificil dibujar con las convenciones usuales del
dibujo técnico y artistico. No hay que desani-
marse por las dificultades iniciales ni por los re-
sultados poco estéticos: se va aprendiendo al
mismo tiempo con los alumnos. Se puede distri-
buir el contenido de la unidad a lo largo del afio
para que los alumnos combinen diferentes activi-

Obijetivos generales

dades matemdticas, no se cansen y se mantengan
motivados.

Es conveniente coordinar desde el comienzo del
afio las actividades de la unidad de Geometria y
Medicion con las de las demds unidades del pro-
grama de Matemdticas, con las del drea de Edu-

cacion Estética, y si en el colegio se cultiva, con

las de dibujo técnico. Es posible que muchas'de
las actividades de esta unidad ya hayan sido cu-
biertas en clase de pintura (por ejemplo los dis-
tintos tipos de perspectivas) o en clase de
Dibujo Técnico {(por ejemplo las vistas multiples
y los cortes).

Los profesores de Matemdticas del plantel pue-
den también distribuirse la geometria y las
demds unidades en horas diferentes y presentar-
las por profesores diferentes.

\Hi=

— Efectuar representaciones planas de sélidos a
través de axonometrias, perspectiva conica y
vistas multiples.

~— Ejercitar la imaginacién tridimensional
mediante cortes imaginarios de sélidos y sus
representaciones grdficas.

— Reconocer que las representaciones gréficas
tienen una serie de convenciones que nos
permiten representar los objetos de la
manera mds préxima a la realidad, e interpre-
tar correctamente dichas convenciones.

— Visualizar el paso de ®* a ® y viceversa a
través de proyecciones paralelas y de proyec-
ciones puntuales,

~ Encontrar procedimientos para calcular el
drea lateral, el drea total y el volumen de al-
gunos sélidos geométricos.

— Emplear unidades de volumen y de capaci-
dad en diferentes sistemas y convertirlas de
unos a otros.

— Estimar los valores aproximados de -dreas,
volimenes y capacidades en las unidades del
sistema métrico decimal y en otros utiliza-
dos-localmente.
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Objetivos especificos, contenidos y sugerencias
metodoldgicas

" CONTENIDOS BASICOS

Cuando se realiza el dibujo de un objeto, el
tamafio de este puede hacerse ampliado, reduci-
do o con las mismas dimensiones lineales del
objeto real.

Si la distancia entre dos puntos cualesquiera del
dibujo es 2, 3, 4, etc. veces mayor que la distan-
cia entre los dos puntos correspondientes en el
objeto real, se dice que el dibujo es una amplia-
cion del objeto real.

Veamoslo:

Si la distancia entre dos puntos cualesquiera del
dibujo es la mitad, la tercera parte, la cuarta par-
te, etc. de la distancia entre los puntos corres-
pondientes en el objeto real se dice que el dibujo
es una reduccion del objeto real.

Si consideramos la figura 1 como el objeto real o
modelo, la figura 2 es un dibujo en el que se ha
ampliado el modelo vy la figura 3 es un dibujo en
el que se ha reducido el modelo.

A /‘ ,-.Cll

RN
Figura.3

(D"bng reducido)

Figuea 1
Objelo real 6 modelo

La distancia entre los puntos A"y B’ del dibujo
ampliado. es el doble de la distancia entre sus
puntos correspondientes A y B del objeto real o
modelo. Esto mismo ocurre con cualguier par de
puntos del dibujo ampliado y sus correspondien-
tes en el objeto real. Se dice entonces que el di-
bujo estd hecho en una escala de 2 a 1y se sim-
boliza asi: escala 2:1. Esto significa que por cada
2 unidades de longitud gue se toman en el dibu-
jo hay una de las mismas unidades de longitud
en el modelo. En nuestro ejemplo, por cada 2
cm del dibujo hay 1 cm en el objeto.
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Una escala como 2:1 nos permite formar una
proporcion de la siguiente manera:

“|a distancia entre dos puntos del dibujo es a la
distancia entre sus puntos correspondientes en el
objetocomo 2esa 1”.

Veamosio en nuestro ejemplo:
dist (A", B') 2

dist (A,B) 1
S5em _ 2 ; 5 _ 2
25¢cm 1 25 1
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De esta manera se puede verificar que se cumple
fa proporcion para otros puntos tanto de! dibujo
como del objeto.

La distancia entre los puntos A’ y B’'del dibujo
reducido es la mitad de la distancia entre sus
puntos correspondientes A y B del objeto real o

modelo. Esto mismo ocurre con tualquier par de.

puntos del dibujo reducido y sus correspondlen-
tes puntos en el modelo.

En este caso se dice que el dibujo estd hecho en
una escala de 1 a 2 y se simboliza asi: Escala 1:2.

Cuando se tiene una escala de 1:2, significa que
por cada unidad de longitud que se tome en el
dibujo hay dos de las mismas unidades de longi-
tud en el objeto real. En nuestro ejemplo por
cada cm del dibujo hay 2 cm en la realidad.

Esta escala nos permite formar la siguiente pro-
porcion:

“La distancia entre dos puntos del dibujo es a la
distancia entre sus puntos correspondientes en el
objeto como 1 es a 2",

En nuestro ejemplo tenemos:

dist. (B”,C") 1

dist.(B,C) 2

0875cm 1 ;0875 1

175ecm 2 1.75 2

Verifiquese la proporcion para otros puntos.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

.en el dibujo

. (Muy esquematicamente,

Cuando un objeto se dibuja con las mismas di-
mensiones lineales de la realidad, es decir se con-
serva el tamafio, se dice que estd en escalade 1 a
1,0sea 1:1.

En general, decir que un dibujo estd en escala de
m a n o sea m:n, significa que por cada m uni-
dades de longitud que se hagan en el dibujo hay
n de las mismas unidades de longitud en la reali-
dad.

Escala m: n
Unidades de longitud

- Unidades de longitud
en el objeto real

“la escala es siempre
DIBUJO: REALIDAD”).

Esta escala es una razén, la razén de m a n.

Ejemplo: Si se encuentra que en un mapa la
escala es de 1:1'500000, significa que por 1cm
del dibujo hay 1600000 cm en la realidad, o
que por 1 m del dibujo hay 1500000 m en la
realidad, etc.

En general la escala m:n nos permite formar la
siguiente proporcion:

“La distancia entre dos puntos cualesquiera Ay
B del dibujo es a la distancia entre sus puntos co-
rrepondientes A’ y B’ en la realidad como m es
an”,

Conviene analizar con
razdbn no es necesariamente un operador ni
ampliador ni reductor. Una razén nos da infor-
macion sobre la relacién entre dos numeros, o
entre dos longitudes (como en las escalas).

Cuando se tiene una razén se pueden formar dos
operadores: uno ampliador y uno reductor, de-
pendiendo del orden o de la orientacién, que le
demos a los dos términos de la razén segun el
contexto.

Por ejemplo: Si se tiene una escala 2:1, esto sig-
nifica que por 2 unidades de longitud del dibujo
tenemos 1 unidad en el objeto real. Al compa-
rar las dimensiones lineales, encontramos que las
del dibujo son el doble de las del objeto y en
este caso se obtiene un operador ampliador; pero

los alumnos que una .

también encontrariamos con la misma escala que
las dimensiones del objeto serian la mitad de las
del dibujo y as{ se obtendria un operador reduc-

tor %x a partir de la misma razén (2:1).

2x

2:1

N =
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Se pueden hacer algunos ejercicios como los a) Para cada uno de los siguientes modelos
hacer los dibujos correspondientes segin las

siguientes:

escalas dadas.

L

b) Observar y analizar las escalas de los mapas.

Modelo 1 Modelo 2. Modelo 3
Escala 1:2 Escala 1:3 Escata 3:2
Escala 3:1 Escala 2:1 Escala 1:4

¢} Decir en qué escala fueron hechos cada uno

de los siguientes dibujos.

Modelo 4

Dibyjo 1

Dibyjo 2

Dibvjo 3
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CONTENIDOS BASICOS

La representacion en el plano de cuerpos sélidos
o de objetos de la realidad, puede hacerse me-
diante dibujos de vista Gnica o dibujos de vistas
multiples.

Los dibujos de vista tnica son aquellos en los
gue se ilustran fas 3 dimensiones del objeto en
una sola vista, con lo cual se logra presentar el

objeto de una manera muy préxima a la realidad.

Hay dos maneras de hacer estos dibujos: median-
te axonometria y mediante perspectivas conicas.

Los dibujos de vistas multiples representan los
objetos a través de una serie fragmentada de vis-
tas relacionadas.

Dibujos

|

Vista (nica

|

Axonometrias

A través de esta unidad veremos los dibujos
tanto de vista Gnica como de vistas maltiples.

Comenzaremos con los dibujos de vista Gnica
hechos a través de axonometrias, o dibujos axo-
nometricos.

Vistas mdltiples

Perspectivas conicas

Los dibujos que aparecen a continuacién son
dibujos axonométricos. Veamos sus caracter fs-
ticas. '

Fidurat

Figura2

- = 4—\~
W
2w 2.wx

Figura 3 Figura 4

1. Estan construidos sobre tres ejes imaginarios
que representan las tres dimensiones del
espacio. En la figura 1, estos ejes estdn sefia-
lados con linea mds gruesa y simbolizados
con las letras x, y,z.

2. Todas las aristas y caras que son paralelas en
el objeto aparecen paralelas en el dibujo, es
decir, el paralelismo se conserva en la repre-
sentacion grafica. En la figura 2 las aristas m,

n, t, p, r, s son paralelas. La cara.sombreada
en forma de L invertida tiene su respectiva
cara paralela. ¢Cudl es esta cara? {Qué aris-
tas son paralelas en la figura 1?

3. Las dimensiones lineales del objeto se toman
‘en los tres ejes con la misma escala, permi-
tiendo esto que en el dibujo se conserven las
‘proporciones entre estas dimensiones.
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En las figuras que estamos tomando como
ejemplos no podemos ver la escala con que
fueron dibujadas, pues necesitariamos del
objeto real; pero en la figura 3 si podemos
observar como el objeto representado tiene
2 unidades de longitud en el eje x, 6 de esas
mismas unidades en el eje y y 3 en el eje z.

4. Al observar el objeto para ser dibujado,
aquellas aristas que no pueden verse se repre-
sentan con lineas punteadas siguiendo la
convencion usual para los dibujos axonomé-
tricos.

En la figura 4, las aristas ¢, d, y e estdnrepre-

" sentadas con linea punteada porque corres-
ponden a aristas que no se ven, o aristas
ocultas del objeto real.

Resumlendo podemos decir que el dibujo axono-
métrico se caracteriza por ser una representacion
gréafica de un objeto, construida sobre 3 ejes
principales, en los que se toman medidas a escala
que conservan la proporcion del objeto, las
lineas paralelas permanecen paralelas en e!
dibujo y las aristas ocultas se representan para

comprender mejor el objeto utilizando lineas
punteadas.

En todos los dibujos axonométricos el eje que se
dibuja vertical en la hoja {eje y en nuestro caso),
cae perpendicularmente sobre una recta horizon-
tal de base (lfnea { ) con la que los otros dos
ejes (x, z) forman dngulos a y §. Estos dos déngu-
los tienen el vértice comun, que es el punto de
interseccion de los tres ejes (Punto 0).

Seglin la relacion que hay entre estos dos dangulos @ y § en cada dibujo, los dibujos axonomé-

tricos se clasifican en dos grupos. Veamos:

1) DE ANGULOS IGUALES: Son los dibujos
en los que los dngulos a y 8 tienen la misma
amplitud o medida y se conocen con el nom-

bre de dibujos ISOMETRICOS o ISOME-

TRIAS.

2) DE ANGULOS DIFERENTES: Son los di-
bujos en los que los dngulos a y § tienen
diferente amplitud o medida.
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En este grupo los tipos de dibujos mds conocidos
0 mds representativos son: -

a) Cuando los dngulos a y 8 miden 30°,

Este tipo de isometria, fa mds conocida, se utili-
za cuando se quieren representar las caras visi-
bles con igual importancia.

b) Cuando los dngulos a y f miden 45°
)

Este tipo de isometria se conoce con el nombre
de “Perspectiva militar” y se utiliza cuando se
quiere resaltar la cara superior, por ejemplo en
un techo. :

Los casos mds conocidos o representativos son:

a) Cuando uno de los dngulos mide 0°,

Esta axonometria se conoce con el nombre de
“Perspectiva caballera” y se utiliza para repre-
sentar una de las caras sin distorsion, es decir, en
su verdadera magnitud (a escala) forma y pro-
porcion. Esta cara corresponde a la mas significa-
tiva, 0 a la mds compleja o a la que da mayor in-
formacion acerca del objeto. (Se usa para la
representacion de tuberias, perfiles metdlicos u
otros objetos en los que la vista de una de las
caras es muy importante, y la forma del corte
paralelo a esa cara no varia).
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c)

Cuando los éngulos ayf tlenen una ampli-
tud diferente de30° o de 45°. Estos casos
son menos utilizados.

b) Otros gasos menos utilizados: Cuando & #8,

a# 0° yB;&Oo

= " ———
ol

X
L >
40M"°‘

Para cualquier caso de axonometria entre mayor es la amplitud de un dngulo, mayor serd la dis-
torsion en la cara representada sobre el eje que forma ese dngulo.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Para desarrollar estos objetivos se recomienda
tener en cuenta lo siguiente:

Hasta el momento los alumnos han trabajado
en el plano cartesiano que queda determina-
do por 2 ejes que se cortan perpendicular-
mente en un punto llamado origen.

Estos ejes representan las dos dimensiones

lineales del plano: por ejemplo, el largo y el
ancho de una lamina, o el ancho vy la aitura
de un muro, etc.

Y4
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Por convencién el eje que va de-izquierda a
derecha representa la horizontal, y se marca
con una x, y el otro eje representa la vertical
y se marca con una y. (Por eso a veces se
habla de la base vy la altura). El origen se sue-

le marcar con una O. )

En el espacio hay 3 dimensiones lineales: por
ejemplo, anchura, espesor y altura, o largo,
ancho y profundidad, etc. Para representar el
espacio tridimensional en el plano se necesi-
tarian 3 ejes que se corten en un punto de
origen.

En el tablero solemos marcar el eje x en la
horizontal, con sentido hacia la derecha. (Esa
va a ser la recta de base { en el dibujo axono-
métrico y también el eje x en la llamada
“perspectiva caballera’).

El eje y se representa verticalmente en el ta-
blero con sentido hacia arriba, pero podria
ponerse el sentido hacia abajo. (En el dibujo
axonométrico se usa la misma convencién
para la direccion vertical: también se llama
“eje y”’). El problema es como representar el
tercer eje z, que deberia ser perpendicular al
plano determinado por los ejes X y y.




R
N
3 N
l X
t
j_ ] l Z
Hacia afuera Hacia adentro

a

Ténemos que simular un eje que salga del tablero hacia afuera, o que se meta dentro de
pared. Vedmoslo en las siguientes figuras:

Y
z
2 X
7
4
.
Hacia afuera Hacia adentro

La Gitima de las seis figuras es la que se usa para la perspectiva caballera. Para los demds dibujos
axonomeétricos se considera que la figura se rotaria un dngulo § sobre el eje vertical y, para que
tanto el eje x como el z aparezca como entrando en la pared del tablero.

Con base en estos 3 ejes se puede hacer
cualquier representaciéon plana de objetos de
la realidad.

Conviene que para comenzar a hacer estos
dibujos, los alumnos visualicen las 3 dimen-
siones del espacio y las representen a través
de los ejes.

La convencién de que los ejes diagonales
representan |ineas que salen de, o entran a la
superficie del tablero o el papel no es obvia
para los alumnos: es muy artificial y requiere
entrenamiento visual y comparacién con
objetos tridimensionales reales.
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También conviene repasar con los alumnos la
medicién de dngulos. Ojald desarrollen la
habilidad de estimar a ojo la amplitud de un
dngulo y dibujarlo sin usar el transportador,
especialmente los dngulos de 30° y 45°.
Esto es muy importante para construir los
dibujos axonométricos a mano alzada.

Las caracteristicas de un dibujo axonomé-
trico deben ser redescubiertas por el alumno,
orientado por el profesor. Para esto es nece-
sario disponer de objetos reales o modelos
{como cubos, cajas, prismas) y sus respecti-

‘vos dibujos, para ir observando el paralelismo

de las aristas en los modelos y en los dibujos,
y - verificar que este se conserva. También
para medir las dimensiones lineales del obje-
to o modelo y las del dibujo, buscar la escala
con que fué hecho el dibujo, y comprobar
que esta escala se conserva en cada una de las
3 dimensiones paralelas a los ejes x,y, z.
Mentalmente pueden visualizar las aristas
que no se ven en el modelo y verificar que
estas aparecen con lineas punteadas en el
dibujo.

— Aunque en los nombres con que se conocen

algunas axonometrfas aparezca la palabra
“perspectiva” (perspectiva caballera y pers-
pectiva militar), esto no significa que se es-
tén haciendo dibujos en perspectiva conica.
Estos se hardan mds adelante en esta unidad.
Mencionamos los nombres porque asi se
conocen en los libros de dibujo técnico.

En forma parecida la palabra “Isometria” en
Geometria es utilizada para referirse a los
movimientos rigidos en el plano. Las trasla-
ciones, las rotaciones y las reflexiones son
isometrias, pues son movimientos que con-
servan el tamafio y la forma. La palabra “iso-
metria” en dibujo designa un tipo de axono-
metrias: las que tienen igual dngulo de des-
viacion de los ejes x, z con respecto a la linea
debase [ (a =3).

En las axonometrias conviene observar que
entre mds se levanta el dngulo, mds se ve la
cara superior y menos las caras laterales.

Ejercicio: Diga con qué tipo de axonometria estd dibujado cada uno de estos objetos:
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CONTENIDOS BASICOS

Para representar formas sélidas simples como
prismas (especialmente cubos y paralelepipedos),
piramides, conos, cilindros y esferas hacemos la
siguiente diferenciacion:

A— Formas sélidas con sélo lineas rectas y caras
planas (cubos, paralelepipedos, otros prismas
y pirdmides).

B— Formas sélidas con lineas rectas y curvas y
caras planas y curvas (conos y cilindros).

C— Formas sélidas con solo lineas y caras curvas
(esferas).

A. Veamos el procedimiento para hacer dibujos de formas sélidas simples que tengan sélo |ineas

rectas. Comencemos con el cubo.

Y

<z X
S 30°

\ linea horizontal de base

1) Marcar los ejes x, y, z, determinando el tipo
de axonometrias que se va a utilizar. Para
nuestro caso vamos a utilizar una isometria
de 30°.

(Recuérdese que el tipo de axonometria estd
definida por los dngulos que forman los ejes
x y z con la linea horizontal de base).

2) Establecer las unidades de medida sobre los
3 ejes. En la figura hay 3 unidades sobre
cada eje que representan el ancho (eje x), el
alto (eje y) v la profundidad o grosor (eje z).

3) Representar la base del cubo trazando la
linea a paralela al eje x y la b paralela al
eje z.

4) Levantar paralelas al eje y con la misma
- medida marcada en este.

209



5) Representar la base superior del cubo utili-
zando el procedimiento marcado en el paso

3.

6) Asegurarse de que las lineas visibles estén re-
presentadas con trazo continuo vy las ocultas
con linea punteada. Listo!

Para representar un paralelepipedo se sigue el mismo procedimiento teniendo en cuenta variar las
dimensiones medidas en los ejes hasta alcanzar la forma deseada. Vedmoslo:

& N

Para la representacion de prismas y pirdmides podemos partir del dibujo de un cubo o de un para-

lelepipedo insertando la Figura'deseada en algunos de ellos. (El cubo es la representacion mds sen-
cilla del espacio).
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Representacion grafica de un prisma recto.

<
<

x

B
>ﬁ Q .

1) Dibujaf el paralele- 2) Definir las bases en 3) Unir los vértices res- 4) Chequear lineas

pipedo de referencia las caras superior e  pectivos. continuas y lineas
inferior del paralele- punteadas.
pipedo.

Veamos otros prismas:

deras
g et
5¢ congervan.,
& ¢ ) - H

Notese como debe utilizarse el rectdngulo de referencia para construir la base del prisma deseado.
(La unidad de medida siempre se conserva para cualquier medicidn en la direccion de uno de los
ejes).
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Si los prismas no son rectos, sus aristas ya no
~ seran paralelas al eje y sino que serdn inclinadas.

h—
S
' 3
i g ul
3 bi
g q
b‘
1 o
S
N
"
Para lograr que las aristas queden inclinadas se traza el poligono de la base superior como si el
prisma fuera recto, y se traslada ese poligono de tal manera que las aristas ya no sean perpendlcu-
lares a la base. L.uego se unen los vértices respectlvos para formar el prisma.
B

_Representacion de una piramide de base cuadrada.

.

1) Dibujar el cubo de 2) Definir la base de la 3) Establecer el vértice 4) Lineas visibles, tra-
referencia. pirdmide en la base en la cara superior z0 continuo. Lineas
inferior del cubo. del cubo {cruce de  ocultas, linea pun-
diagonales) y unirlo  teada.
con los de la base.

212




oW

Dibujemos una piramide cuadrvangular partiendo de un paralelepipedo.

fa pirdmide deberd
inscribirse en la base
rectangular que mads
convenga. Asi tendre-
mos pirdmides como
las siguientes:

>

Si la piramide es recta, el vértice siempre estard
ubicado en el centro del poligono que forma la
base superior del paralelepipedo. La linea recta
que une los centros de los dos poligonos de las

bases y que es paralela al eje y,es la altura de la
piramide.

Si las pirdmides no son rectas, el eje central no
serd paralelo al eje y, sino inclinado, y para su
representacion se sigue el mismo procedimiento
que se utiliza en los prismas no rectos.

En general la basede °

B. Representacién de formas s6lidas con lineas rectas y curvas y caras planas y curvas (cilindros y

conos).

Primero veamos cémo se representa un
circulo en dibujo axonométrico. En un
plano que esté sin distorsion el circulo con-
serva su forma, mientras que en uno distor-
sionado aparece como una elipse.

El circulo conserva su forma sélo cuando se
dibuja en perspectiva caballera, en el plano
frontal, y en perspectiva militar cuando se
dibuja en el plano horizontal superior. Para
dibujarlo siempre se inscribe en un cuadrado.

Veamos:

Pp= plano disbrsonado.
Pop- Plano stn distersioh.

Fevspectiva caball
cmaiefmu) Dera

@J Pe\'spedula militar P

(Plow hotizontal superior)
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El circulo aparece como una elipse cuando -
se dibuja en cualquier axonometria, excepto Pun’foe de re,fevehc’m

los dos casos mencionados anteriormente. El
dibujo se puede hacer al tanteo inscribiendo
el circulo dentro de un cuadrado. Esto gene-
ra unos puntos de referencia que sirven para
dibujar la elipse en el plano distorsionado,
Veamos:

Observe los puntos de referencia
¢{Coémo se obtienen?

1

Ahora si representemos el cilindro.

N

1) Dibujar el paralele- 2) Dibujar los circulos 3) Unir los vértices res- 4) Verificar las |ineas
pipedo de referen- correspondientes a  pectivos con lineas visibles e invisibles,
cia. las bases del cilindro.  paralelas al eje y.

Representacion de conos.

Procedimiento

. r ' ,r
>+
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C. Representacion de formas con lineas curvas (esfera)

unbos
S de Toque
b
2.
I K-
1) Dibujar el Circulo 2) Determinar los puntos de toque  3) Trazar el meridiano.
Ecuatorial. en las caras superior e inferior.

4) Trazar el circulo que
pase por los puntos de
toque y los bordes del

circulo ecuatorial. ﬁ‘
&2

B) Revisar |ineas visi-
bles y ocultas.

Al dibujar una esfera en el plano siempre tendre mos un circulo.

REPRESENTACION GRAFICA DE FORMAS COMPUESTAS

La representacién de formas compuestas se hace por adicion o sustraccion de formas simples.

Veamos algunos ejemplos:
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En general para dibujar cualquier objeto se trata de asemejarlo a una forma simple y representarlo
o descomponerlo en formas simples, e ir adicionando o quitando una por una de esas formas.
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Para desarrollar con mayor éxito estos objetivos se hacen necesarios algunos pre-requisitos desa-

rrollados en los afios anteriores como 10s siguientes:

— Hacer trazos continuos de rectas. ,
T T T —
M
———— - .

Trazo no continuo y no recto : Trazo recto continuo

— Trazar rectas paralelas en todas las direcciones sin usar la regia.

— \\\\
2 |
S\
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— Hallar el centro de un poligona por cortes y ‘“a ojo”,

N _ '

— Inscribir poligonos en rectangulos.

— Inscribir elipses en cuadrildteros para simular circulos.

— Manejar el concepto de sélido geometruco regular, las clases de ellos, sus alturas, sus bases, sus
aristas, sus ejes, sus caras laterales, etc.

Conviene que se haga un sondeo previo paraver * Asemejar objetos a formas sélidas simples
cémo estan los alumnos; si no manejan algunos por ejemplo un ldpiz se asemeja a un cilindro.
de éstos pre-requisitos, se puede dedicar una se-

sion previa para repasarlos, o se puede ir repasdn- * A qué forma sélida simple se asemeja: una

dolos durante el desarrollo de los objetivos, de caja de colores, un pocillo, un cuaderno, un
acuerdo con las necesidades y sin hacer perder el jarrén, un balén, un gorro de payaso, una
interés. matera, etc.

Pueden resolver algunos ejercicios como los * Hacer diferentes representacuones para -un
siguientes: mismo solldo
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Ejemplo: Dibujar un prisma en:

Una isometria de 300, en una isometria de
45°, en una perspectiva caballera, en una
axonometria con a=20%y g = 40°,

¢ Dar algunos dibujos hechos en distintos tipos
de axonometrias, decir el tipo de axonome-
tria en el que fué dibujado cada dibujo.

— Para representar un circulo en una axonome-
tria se hizo al tanteo buscando algunos pun-
tos de referencia. Hay un procedimiento mds
preciso que puede consultarse en algunos li-

CONTENIDOS BASICOS

bros especializados, para aquellos alumnos
que estén interesados en este tipo de dibujo.

— El dibujo axonométrico es un arte dificil.
No hay que desanimarse por las dificultades
ni los resultados pobres y poco estéticos. Se
debe estimular al alumno por el progreso que
vaya logrando y no por la calidad del dibujo
final. El profesor no debe avergonzarse de
que sus dibujos tampoco le queden perfec-
tos, y de estar aprendiendo a la par que sus
alumnos, algunos de los cuales tlegardn a su-
perarlo en las habilidades de dibujo. Como
maestro, esa debe ser su mayor satisfaccion.

Siguiendo con el enfoque de Geometria activa,
estudiaremos otro tipo de transformaciones:
aquellas que transforman un objeto en su som-
bra, que son las proyecciones. Para esto tome un
objeto cualquiera, por ejemplo un cubo; en una
habitacion que tenga un bombillo encendido en

el techo, coloquelo de tal manera que reciba los
rayos de luz, {qué observa en el piso?

Cambie de posicion el objeto y observe nueva-
mente.

Vedmoslo a través de un dibujo.
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Se tiene un foco puntual y un objeto que recibe
los rayos de luz. Observamos que en el piso o su-
perficie de proyeccién se ha proyectado una
sombra del objeto; se dice que se ha hecho una
proyeccion puntual que transforma el objeto en
su sombra.

Teniendo en cuenta que la luz se propaga en li-
nera recta y en sentido radial, si pudiéramos
aislar el haz de rayos que ilumina un objeto, ve-
riamos perfectamente un cono formado por los
rayos del haz, como A, B, C, D y E en nuestro

ejemplo, con vértice en el foco de luz. Este cono
de rayos al dirigirse a la superficie y ser interrum-
pido por el objeto proyecta en el suelo la sombra
del mismo. Los rayos del haz divergen del foco
para caer sobre el objeto y proyectar as{ la som-
bra; por esto, a estas proyecciones puntuales se
les Hama “‘proyecciones puntuales divergentes’’.

Dependiendo no solo de la forma del objeto,
sino de como caigan los rayos de luz sobre el
objeto, asi seran las figuras de las sombras.
Veamos.

En los casos anteriores se ha proyectado un objeto (con tres dimensiones} y se ha obtenido una

sombra o region plana {con dos dimensiones).

Veamos otras proyecciones puntuales divergentes. Utilizando alambres o palos, y laminas u hojas
delgadas, se puede observar aproximadamente el efecto de proyecciones divergentes de.un seg-

mento o de una region plana.
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Veamos ahora otro tipo de proyecciones puntua-
les, para las cuales les sugerimos la siguiente
actividad.

Consiga una lamina transparente cuadriculada, y
unas hojas de papel con la misma cuadricula de
la ldmina. Busque un objeto para ser observado;
haga un agujero en un palo o en un pedazo de
cartén para mirar el objeto a través del agujero.
Coloque la ldmina transparente entre el agujero
por el cual mirard el objeto y el objeto mismo.
Mire ahora el objeto a través del agujero. ¢{Qué
observa en la ldmina? ¢{Cédmo es la imagen del
objeto en la l1dmina?

Trate de dibujar en una hoja de papel cuadricu-
lado lo que observa en la lamina transparente
aprovechando la cuadricula. Cambie de posicion
el agujero y observe nuevamente; también cam-
bie de posicidn la ldmina.

En cada caso compare el objeto con su imagen
proyectada en la lamina.

Si el objeto que se va a observar es un arbol, se
puede obtener una situacién como la siguiente:

[amina +ran5pareniz wadn'c&lada F

agu_(ero }

£

Hoja cuadncula.
a‘l"a dibufar. =

{m'?ge‘;ftéth

. ohjele>

ve cl
| dd o?njef'a

Se observa que los rayos de luz que vienen del
objeto convergen a un punto, que es el ojo, y al
ser interrumpidos por la ldmina transparente,
forman una imagen de dicho objeto en esta.
¢Como es el tamafio de esa imagen con respecto

al tamafio del objeto? En este caso se dice que se
ha proyectado una imagen del objeto en la lami-
na transparente. A estas proyecciones puntuales
se les conoce como “proyecciones puntuales
convergentes”,
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Veamos otras proyecciones puntuales convergentes.

Las proyecciones puntuales divergentes y las
convergentes son la base para el estudio del dibu-
jo en ‘perspectiva que veremos en los siguientes
objetivos.

El foco puntual seria como el punto que vamos
a llamar ‘“punto de fuga’ en el dibujo en pers-
pectiva; del foco divergen los rayos de luz que
determinan la forma de la sombra en el caso del

2)
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bombillo, o a él convergen dichos rayos para for-
mar la imagen en el caso del ojo.

A medida que se aleja el foco en las proyeccio-
nes tanto divergentes como convergentes, los ra-
yos aparecen cada vez mas como si fueran para-
felos. Habria un caso intermedio de proyeccion
en el que los rayos serian efectivamente parale-
los. Este caso particular de proyeccién paralela
se vera en el objetivo 11.

T g

Su

La
dib
tric

Gel
que
sen
siol
nat
en
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sen



SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Se pueden enriquecer las actividades propuestas
en los contenidos, variando los objetos proyec-
tados, la posicion de éstos, la distancia del obje-
to a la superficie de proyeccion, alejando'y acer-
cando el objeto al foco puntual, y de otras
maneras que a los alumnos se les ocurran.

Hay que animarlos a que se anticipen a la forma
de las sombras, a que formulen sus propias hipé-
tesis, a que refuten otras hipétesis, y a que se
atrevan a hacer generalizaciones.

Cada vez que hagan una proyeccion, pueden
comparar el objeto proyectado y su imagen me-

CONTENIDOS BASICOS

diante la proyeccion, observando la forma, el ta-
mano, la longitud de aristas y de lados, los dngu-
los, la perpendicularidad y el paralelismo de
lados y aristas, y sacar algunas conclusiones
sobre jo que se conserva y lo que no se conserva
en estas transformaciones.

También podrdn caer en la cuenta en que las
homotecias (ampliaciones y reducciones) vistas
en afios anteriores son proyecciones puntuales
con algunas condiciones especiales. ¢Cudles
serian esas condiciones? ‘

La perspectiva cOnica es uno de los tipos de
dibujo de vista Unica para representar objetos
tridimensionales en el plano bidimensional.

Generalmente se comprende mds rdpidamente
que cualquier otro tipo de dibujo, ya que repre-
senta la realidad dando la forma de tres dimen-
siones tal como la percibimos naturalmente. Esta
naturalidad con la que interpretamos los dibujos
en perspectiva cbnica supone una educacién vi-
sual para interpretar ciertos artificios de la repre-
sentacion en perspectiva conica y para reconocer

algunos elementos del dibujo, como la linea de
horizonte, el punto o puntos de fuga, la Iinea de
tierra, y el punto de vista del observador. Estos
elementos y las técnicas de disefio en perspecti-
va cbnica dan a los dibujos asi diselados una
serie de caracteristicas que conviene analizar en
detalle. :

El dibujo que aparece a continuacién esta hecho
en perspectiva cbnica, observémoslo y estudie-
mos sus caracter isticas.
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Superposicion de formas. Los cuerpos que se
encuentran mds cerca del observador cubren
a aquellos que estan mads lejos. Notese que
no se hace uso de las lineas punteadas como
en las axonometrias. En el dibujo se observa
como la casa B oculta una de las caras latera-
les de la casa C y al mismo tiempo las caras
lateral y frontal de ésta, ocultan sus caras
posteriores.

¢En el dibujo,dénde mds puede apreciarse
esta caracteristica?

Disminucion del tamafio. Al ser representa-
dos cuerpos de igual tamafo apareceran di-
bujados mas pequefios en la perspectiva coni-

ca en la medida en que se alejen del observa-

dor. En el dibujo las casas C y D, teniendo
en la realidad el mismo tamafo que las
demds, se ven mds pequefas por estar mds
lejos del observador.

Sefale otros ejemplos de disminucion de ta-
mafio en el dibujo.

Convergencia de las |lineas paralelas. Las li-
neas que serian paralelas en la realidad, con-
vergen en el dibujo a un punto al alejarse
aparentemente del observador.

En este grafico observe como los andenes de
la calle, que normalmente tienen bordes
paralelos, pareciera que se fueran a juntar
un punto muy lejano. (Qué otras lineas
paralelas cumplen esta caracteristica en el
dibujo?

Distorsion de los objetos. Una misma forma
puede verse de diferentes maneras, en oca-
siones muy distorsionada, segin el lugar

donde se encuentre el observador. Mire en el-

dibujo como los pisos y techos de las casas A
y F, que tienen la misma forma en la reali-
dad, aparecen distintos unos de otros depen-
diendo de como los mira el observador. El
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piso es mirado por encima, el techo es
mirado por debajo y el 20. piso es mirado
casi de frente. En el dibujo estas tres super-
ficies aparecen sombreadas.

A esta deformacion se le suele Ilamar escorzo.

El frente de la casa G y el de la casa B po-
drian ser iguales en la realidad.

Pero el de la casa G se ve rectangular, y el de
la casa B, aparece trapezoidal por el escorzo.

{Qué otras distorsiones o escorzos puede ob-
servar en la figura?

Ampliemos el estudio de estas caracteristi-
cas con otros dibujos.

1. Superposicion de formas.

-

Observe como el bloque o la barra que apare-
ce dibujado completo es el que estd mas cer-
ca del observador en la realidad.

La superposicion de los objetos nos dé la idea de
profundidad. A diferencia de las axonometrias,
lo que no se vé no se pinta.




ti-

le
1S,

2. Disminucién del tamafio

Objelvs de
iqual tamafo!

A medida que el objeto se aleja del observador, se disminuye su tamafio en el dibujo.

3. Convergencia de las |ineas paralelas

A diterencia de las axonometrias, en que las paralelas de la realidad se conservan paralelas en el

" dibujo. En perspectiva conica se representan por rectas que convergen a un punto.

4. Escorzo

Vista de un cilindre

————— En posicioh vertical
ﬂ [-En posiciones inkermedias

En podicdn horizontal

J U

Estos planos horizontales de igual tamafio y for- Diferentes vistas de un mismo cilindro.
ma en la realidad, se ven diferentes en el dibujo.
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Para construir un dibujo en perspectiva conica se consideran los siguientes elementos:

— La linea de horizonte

— El punto de vista

— El punto o los puntos de fuga
— Las lineas de fuga

— La linea de tierra

Estudiemos cada uno de ellos
La linea del horizonte

wuff

En el dibujo se ve una persona mirando comple-
tamente al frente sin agachar la cabeza ni subir
o bajar la mirada.

Aguella linea horizontal que pasa a la altura de
sus 0jos y que se sitia en el lugar mds distante
que el observador pueda mirar {en este caso,
donde se encuentra el mar con el cielo), se cono-
ce como linea de horizonte (LH).

La linea de horizonte siempre se encuentra al
frente del observador y a la altura de la vista.

Note como en los siguientes dibujos, la Iinea de
horizonte “sube’ o ‘“‘baja” en la medida en que
la vista del observador se encuentra mds cerca o
mas lejos del suelo.

PV

Fanto de. vista (PV)
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El punto de vista

Volvamos al dibujo anterior

Aquel punto de la linea del horizonte que se en-
cuentra justamente al frente de la vista de! obser-
vador, se conoce como el punto de vista (PV).

Es un punto imaginario, no aparece en la realidad.

Su importancia radica en que aquellas cosas cer-
canas a él pueden ser abarcadas por la vista del
observador sin mayor distorsion, de tal manera
que al hacer un dibujo se puede seleccionar lo
que se quiere ver mejor, ubicando este punto.

o0 ~Twm
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Los puntos de fuga En algunos casos como en el siguiente, el punto .
de fuga y el punto de vista pueden coincidir
aunque conceptualmente son diferentes.

Si se prolongan en el dibujo las lineas que debe-
rian ser paralelas en la realidad, observamos que
convergen a un punto. Este punto imaginario se Pueden hacerse dibujos en perspectiva cénica
conoce como punto de fuga (PF). En los casos con 1,2 6 3 puntos de fuga, dependiendo de la
de representacion gréfica mds usados, este punto relacién de posicidn entre el objeto observado y
se encuentra en la linea de horizonte. el observador.

PE LHY) PF

LHy PE

i _ PF
CON UN PUNTO CON DOS PUNTOS CON TRES PUNTOS
DE FUGA DE FUGA DE FUGA
(perspectiva paralela) (perspectiva oblicua) {perspectiva aérea)

Las rectas que convergen a un punto de fuga se llaman |ineas de fuga. Se trazan completas como
Iineas auxiliares para el dibujo, y luego se borran las que no correspondan a bordes, |ineas o aris-
tas visibles al observador.
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La linea de tierra

| 4 : Nala

LT

Linea de. Herra (LT)

Observe la linea imaginaria que pasa a los pies de

la persona por el sitio donde se encuentra para-
" da. Es paralela a la linea del horizonte. Se cono-

ce con el nombre de linea de tierra (LT). Cada
objeto tiene su propia linea de tierra, que estd
ubicada en el plano que representa el piso del
dibujo.

Todos los objetos situados sobre esa |inea, debe-
ran ser medidos con la misma unidad para lograr
un dibujo proporcionado.

\F-LH

1.2
om ‘ W

LT,L

LH PE.

T

LT
LT

)

el _4( LT

3 seres en la misma linea
de tierra, se dibujan a la
misma escala.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Situemos el punto de Todas las personas locali-
fuga y undmoslo con los zadas con la cabeza y los
extremos de la altura de pies sobre estas 2 lineas
la persona dibujada.

tendrdn la misma altura
en la realidad pero se irdn
disminuyendo de tamafio
proporcionaimente en el
dibujo.

(Cada uno tiene su linea
de tierra).

Puesto que el dibujo en perspectiva cénica es el .
dibujo que mds se aproxima a la realidad, se
puede pedir a los alumnos que observen en la
calle, en el campo y en el salén de clase, objetos
y paisajes que traten de pintarlos, y luego que
los comparen con dibujos hechos en perspectiva.
Esto les ayudard a reconocer las cuatro caracte-
risticas y a ubicar los elementos de este dibujo.
Otras ayudas valiosas para entender los dibujos
en perspectiva son la television y el cine.
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Los codigos de representacion en el plano que se
usan en.los medios populares y que reinventan
los nifios son diferentes de los cédigos de la pers-
pectiva conica.

Estos cédigos diferentes tienen una larga histo-
ria en el arte antiguo, y revivieron como pode-
rosos medios de expresion en el arte moderno.
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Si se pide al alumno que dibuje una mesa con
una botella y un plato, probablemente dibujard
algo como lo siguiente:

1@

E! plano de las patas, el de la superficie de la
mesa con el plato, y el de la botella, se confun-
den en uno solo. Las patas de atrds no se ven, y
no se puede distinguir si la botella estd acosta-

da o parada sobre la mesa. Ese cambio de planos

fue utilizado por Picasso y reaparece en los pri-
mitivistas.

El dibujo en perspectiva conica podria ser asi: .

Al alumno le puede parecer extrafio que las
patas de atrds -“‘sean mds cortas’’ que las de ade-
lante, y que el plato no se vea redondo. Este es
el tipo de educacion visual que el profesor debe
ir cultivando en el alumno, sin rechazar como
erréneos otros codigos y estilos de dibujo.

"Estas comparaciones entre dibujos sirven para

motivar al alumno a reconocer, apreciar y- utili-
zar la perspectiva conica.

Pueden hacerse algunos ejercicios como los siguientes:

— Dibujar la linea del horizonte para cada uno de los siguientes observadores.

— Tienen la misma altura las personas representadas en el dibujo de abajo?

Cuél es la mds alta? Cudl la mds baja?

¢Cudles tienen la misma altura? Qué persona estd més lejos? Quién mds cerca?
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— Buscar semejanzas y diferencias entre las axonometrias y la perspectiva conica, comparando
dos dibujos de! mismo objeto con distintos cddigos de representacion.

— Intentar dibujar un cubo o caja en forma axonométrica y en perspectiva, para apreciar la difi-
cultad de hacerlo, y motivarse a dominar las técnicas presentadas en las actividades siguientes.

CONTENIDOS BASICOS

— Hay 3 tipos baésicos de perspectiva coénica,
segun el namero de puntos de fuga.
1) Perspectiva paralela (con 1 punto de fuga)
2) Perspectiva oblicua (con 2 puntos de fuga)
3) Perspectiva aérea (con 3 puntos de fuga)

1) Perspectiva paralela (1 PF)

Es aguella en que el observador se sitGa en frente
de la cara principal del objeto, permitiendo esto
que las lineas paralelas horizontales y verticales
se conserven paralelas en el dibujo. Aqueilas Ii-
neas de las caras laterales que determinan la pro-
fundidad del objeto son las que convergen al
punto de fuga.

La sensacion de volumen es poco acentuada v el
modelo resulta un poco estético.
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Al estar frente a una cara de las cajas, podemos
ver completamente la cara frontal sin distorsion,
y una o dos mds, pero distorsionadas.
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2) Perspectiva oblicua (2 PF)

A diferencia de la anterior, es aquella en que el
observador no se encuentra en frente de la cara
principal del objeto sino frente a una arista ver-
tical del mismo. Esto hace que solo las lineas
verticales se conserven paralelas en el dibujo.

Las lineas que determinan el ancho y la profun-
didad convergen a 2 puntos de fuga en la linea
de horizonte.

La sensacion de volumen es mejor que en la an-
terior. De ahi.que sea el tipo de perspectiva mds
utilizada. (Noétese cOmo entre mds separados
estdn los puntos de fuga menos distorsionados
seran los dibujos).

3) Perspectiva aérea (3 puntos de fuga)

En este caso el observador se sitda frente a una
arista o vértice del objeto y muy por encima de
éste.

No se conserva el paralelismo ni en las |ineas ver-
ticales ni en las horizontales.

. Todas las Iineas convergen ordenadamente a su

punto de fuga. Todas las lineas que son parale-
las en el objeto convergen a un punto de fuga
particular.

En esta perspectiva 2 puntos de fuga se ubican

en la linea de horizonte y uno fuera de ella.

Estamos situados frente a una arista vertical de
las cajas. Podemos ver dos o tres caras, todas dis-
torsionadas.

LH
PF PF
V
| PF '

Estamos observando las cajas desde arriba (por
encima)
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Se pueden hacer algunos ejercicios como los siguientes:

— Decir en qué tipo de perspectiva se hizo cada uno de los siguientes dibujos:

|

—— 1

NT

qué tipo de perspectiva es.

CONTENIDOS BASICOS

Recortar de un periodico o de una revista objetos representados en perspectiva conica y decir

Comencemos representando solidos simples como cubos, paralelepipedos
piramides, conos, cilindros y esferas.

cuadrangulares, prismas,

— Representacion del cubo: El procedimiento
que se puede seguir es el siguiente:

—— LH

1. Trazar una linea horizontal que tomaremos
como linea de horizonte y ubicar un punto
sobre esta, que serd el punto de fuga, y que
coincidird con el punto de vista en este caso.
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el

Ab
D c

2. Trazar un eje vertical que
pase por el punto de fuga.

3. Dibujar un cuadrado de tal
manera que la linea ante-
rior sea un eje de simetria
del cuadrado (Este seria la
cara frontal del cubo).

4. Unir todos los vértices del
cuadrado con el punto de
fuga.

D C

PE LH

b c

PF, LK

5. Trazar al tanteo el segmen-
to GH | | AB, para delimi-
tar la cara superior del
cubo.

6. UnirlospuntosGy A,Hy
B para completar la cara
superior del cubo.

7. Borrar las | ineas del dibujo
que no representen aristas
gue se ven,

NOTA IMPORTANTE: La distancia entre los segmentos GH y AB es primordial para la correcta
proporcidn del cubo. Si se traza demasiado retirada o cercana, el cubo queda desproporcionado.

PE1H . JPEIH ‘
Z H
4 H
A B A B
D c , . c .
Cubo despoporcionado Cubo desprporcionddo
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Con base en el procedimiento anterior se puede hacer la representacion de cualquier otro paralele-

pipedo:

PF LH

s e T e g

—

PF LH
G H
|
I
A 5 B
AR
D l ¢

1. Dibujar la cara frontal del
paralelepipedo {(en este
caso es un rectdngulo).

Borrando las lineas que no corresponden a aris-
tas que se ven, el dibujo del paralelepipedo es el

siguiente:

¢Qué caras observa en el dibujo?

De la misma manera se hizo en dibujo axo-
nomeétrico, para representar prismas, pirdmides y
cilindros en perspectiva cénica, se hace inscri-
biéndolos en un cubo o un paralelepipedo de re-
ferencia, que se considera como una caja trans-
parente dentro de la cual estd el prisma, pirami-

de o cilindro.

— Representacion de un prisma hexagonal.

Primero se representa la caja transparente o

paralelepipedo de referencia.

1. Cara frontal y lineas de fuga.
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2. Unir los vértices de! rec-
tangulo con el punto de
fuga y trazar el segmento
GH, GH || AB que deter-
mina la cara superior del
paralelepipedo.

3. UnirlospuntosGy A,y H
con B para completar la
cara superior,

&/ H
A B
D c
PE LH
c 10
A B




w
v

o o

A B

PF LH
G H
C D
N
A B

2. Paralelepipedo de referen-

cia. Se traza GH paralela a
CD, se bajan paralelas a CA
y DB hasta las lineas de
fuga que terminan en Ay
B, y se unen los puntos
para delimitar la cara infe

3. Inscribir el hexdgono de la

cara superior.

rior o base. ) :
PF LH PF__LH PF,___LH
[ D C| D
A B A g \__/

4. De los vértices frontales

del hexdgono bajar parale-
las a los segmentos CA y
DB hasta AB y retefiir la
arista frontal de la base.

De los vértices Iaterales
bajar paralelas a los seg-
mentos CA y DB hasta las
lineas de fuga que termi-
nan en Ay en B, y unir los
puntos de corte con los
extremos de la arista fron-
tal de ia base.

6. Borrar las lineas que no

corresponden a aristas que
se ven,
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Compare este prisma hexagonal con uno hecho en axonometria. éQué diferencia encuentra? , : -
: | Pri
Partiendo del dibujo del prisma correspondiente, se determina en la base superior el vértice de la
piramide. Vedmosio: -
PF LH PE LH
e
1. Paralelepipedo de referen- 2. Dibujar el prisma triangu-
cia. lar.
/
: li
PF LH PF LH
~ Ah
-
PF LH
3. Localizar el vértice 4. Borrar las lineas que
en la cara superior y no corresponden a
unirlo con los vérti- aristas que se ven.
ces visibles de la (En esta perspectiva -
cara inferior, no queda sino un
triangulo). Si en el
paso 2 hubiéramos
pintado la base con
el vértice hacia el

frente, obtendriam-
mos una figura co-
mo la siguiente:
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— Representacion de cilindros y conos:
Primero veamos |a representacion de un circulo.

P LY

\l4/

)

Esfas lineas en el dibujo no
deben fener lo. misma. Tongitud |

PF._LH

1. Dibujamos el cuadrado en
el que se inscribird el circu-
lo (cuadrado de referencia).

2. Trazar lineas auxiliares.

3. Trazar circulo al

tanteo (se vé
ovalado).

A diferencia de las axonometrias en esta representacion se vé menos pronunciada la curvatura en

la parte mas cercana al observador.

~ Ahora si representemos un cilindro:

PF LH

U

PE LH

-
e/

1. Dibujar el paralelepipedo
de referencia cuyas bases
sean cuadrados.

2. Dibujar el circulo de

la cara superior y
bajar paralelas desde
los puntos de tan-
gencia laterales has-
ta las lineas de fuga
inferiores.

Unir los puntos late-
rales de tangencia
inferiores con un ar-
co eliptico que toque
la arista frontal de la
base y borrar las |i-
neas que no corres-
pondan a aristas que
se ven,
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Dibujemos un cono

°F Th PF IR PF_ IH

JARN 7\

1. Dibujar el parale- 2. Inscribir el circulo 3. Fijar el vértice en 4. Borrar las lineas

lepipedo de refe- de la base. la cara superior y que no correspon-
rencia. unirlo. den a aristas que
_ se ven,
Representacion de una esfera.
PF LH PF PF LH PFF LH

[\

3. Borrar las lineas

1. Cubo de referencia con las 2. Inscribir un circulo en el
diagonales de las caras para plano vertical central y rectas.
encontrar puntos de tan- transversal al cubo, y un
gencia. arco eliptico que toque los

puntos laterales de tangen-
cia y el frontal.

Igual que en axonometrias en las perspectivas el borde de una esfera siempre se representa como
un circulo, porque un cono siempre toca una esfera en un circulo. Para acentuar la perspectiva se
suelen incluir por lo menos partes del circulo ecuatorial de la esfera y de un meridiano.
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Veamos la representacion en perspectiva de otros objetos.

LH PF

ﬁ
\ i / |
1. Dibujar la cara de 2. Unir vértices con 3. Determinar al tan- 4. Revisar las lineas
enfrente (verdade- punto de fuga. teo la profundidad.
ra magnitud)
W PF LH PF, LH PF
+—t
+1 1
Las medidas se pueden tomar a En la profundidad no puede usarse la escala de la cara
escala en la cara frontal frontal pues el objeto ya est4 distorsionado.
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1. Prismas de referen- 2. Colocar el segundo 3. Inscribir los circu- 4. Unir las tangentes

cia. prisma de referen- los de las caras y borrar las lineas
cia. superior e inferior. que no se ven.
LH PF . LH  PF I PE
1. Dibujar la cara 2. Unir el punto de 3. Determinar la pro- 4. Revisar las lineas.
frontal a escala. fuga con los vérti- fundidad.
ces.
PE) PF, LM

LH PF. LH PE, LM

— e ——— o — —
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LH FF LH PF . L pF LH  »F
1. Cara frontal 2. Unir vértices con 3. Determinar pro- 4. Revisar lineas.
punto de fuga. fundidad.

Note que en este dibujo la linea del horizonte El procedimiento que se ha seguido en los dibu-
estd debajo del objeto representado. jos anteriores nos permite hacer el dibujo pro-

porcionado, pero este puede omitirse cuando ya
¢En qué posicion estaria el objeto con relacién se tiene suficiente practica y hacerlo en un solo
al observador? ‘ ' dibujo.

P H LH PP

De la misma manera que se hizo en dibujo axonométrico, en perspectiva cOnica se asemejan los
objetos a sélidos conocidos y se agregan estos o se quitan segln la necesidad.

N FE__L

LK PF

VAVl WA o M

%'/Z/ VA N\ az
N (]

4 VA /[ \ \ ] —

En perspectiva conica la profundidad se reconoce en que las |ineas horizontales que se van acercan-
do a la linea del horizonte se dibujan mds juntas. Estas lineas en la realidad tendrian una separacion
constante.
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Note como los cuerpos que sobrepasan la Iinea del horizonte son mds altos que la altura desde la

gue mira el observador,

Veamos otras representaciones utilizando perspectiva conica.

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Dibujar objetos en perspectiva conica es una
gran oportunidad para que los alumnos expresen
su creatividad y ejerciten su imaginacién. El pro-
fesor puede dibujar al tiempo con ellos y entre
todos revisarse los dibujos que van haciendo para
hacer las correcciones que sean necesarias. No
hay que avergonzarse de hacer ‘“dibujos feos”.
Es la Gnica manera de aprender, y es una oportu-
nidad de lograr una relacién mds fraternal con
los alumnos, sobre todo cuando algunos de ellos
empiezan a superar a su maestro,

Pueden hacer algunos ejercicios como - los
siguientes:

— Dibujar prismas inclinados en perspectiva
conica.
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— Dibujar un mismo sélido en perspectiva céni-
ca y en dibujo axonométrico y hacer compa-
raciones.

— Observar en ldminas y cuadros, dibujos y
decir qué tipo de dibujo es (en perspectiva
O en axonometria).

Si es un dibujo en perspectiva, determinar cuan-
tos puntos de fuga tiene y en donde estan ubica-
dos. Para esto podemos ayudarnos de las |ineas
del dibujo que no van paralelas a la linea del
horizonte, prolongandolas se obtiene e! punto de
fuga.

Para los alumnos gque estén interesados en pro-
fundizar un poco mds en este tema, incluimos a




continuacion algunas bases para efectuar dibu-
jos con dos puntos de fuga,

Recordemos que en la perspectiva con dos pun-
tos de fuga, el observador no se encuentra en

frente de la cara principal del objeto sino enfren-
te de una arista del objeto.

Procedimiento para dibujar un cubo. (No mate-
mdticamente sino al tanteo). '

PF] LH PF2

M —

L PF1 LH PE2

2

1. Localizar la linea del horizonte y los 2 pun-
tos de fuga sobre ésta lo mas separados posi-
ble.

2. Determinar la arista que veré de frente y unir
sus vértices con los puntos de fuga seg(in el
dibujo ¢Qué observa?

PF1 LH PF2.,

PF4 LH PF.

>

B

3. Trazar el segmento CD paralelo a AB, mar-
cando al tanteo la profundidad que permite
observar el cuadrado en perspectiva ABDC.

4. Unir los vértices C y D con el punto de fuga
2.

5. Trazar el segmento EF paralelo a AB, mar- 6. Unir los vértices E'y F con el punto de fuga

cando al tanteo la profundidad que permita
observar el cuadrado en perspectiva ABFE.

1y determinar la arista GH como se indica
en¢el dibujo. (Esta linea no se verd).
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{Note como en nuestro ejemplo, la arista AB es
equidistante de los puntos de fuga, por eso

existe simetria y los puntos Dy F estdn sobre
una linea paralela a la | inea del horizonte.

PF1 LY Pr2

B

, PFA (K5 Prz

v T

7. El resultado final, mostrando las lineas de
construccion y todas las aristas.

Compare este dibujo del cubo con el que se
obtuvo con un punto de fuga. {Qué observa?

El procedimiento para representar prismas, pira- -

mides, cilindros, conos, esferas y otros cuerpos
se rigen por los mismos principios empleados en
los dibujos de un punto de fuga. Este se puede
resumir asi:

b)

c)
d)

Borrar las lineas de construccién del dibujo
y aquellas aristas que no se ven. El resultado
es un dibujo ““mas real’.

Dibujo de un cubo o prisma de referencia.

Inscripcién de los poligonos o circulos
correspondientes en los rectdngulos de las
bases.

Unioén de las bases.
Revisién de las |ineas visibles del dibujo.

Dibujemos algunos objetos utilizando este tipo de perspectiva conica:

. PFA4 LH PF2

PFA LH PF2
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LH Pf-‘zur

Observe que el cuerpo representado sobrepasa
la altura de la Iinea del horizonte. Esto significa
que el cuerpo representado sobrepasa la altura a
la que mira el observador.

PFA LH PF2
PF1 = PF2
LK ]
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LH
PF{ PF2

'Si en un dibujo no aparecen formas simples con |ineas rectas y curvas es muy dificil determinar si el
dibujo esta hecho con uno o con dos puntos de fuga.

53 -
3
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CONTENIDOS BASICOS

L a luz del sol o luz natural, al igual que la luz ar-
tificial (luz que da un bombillo prendido), se
propaga en linea recta y en sentido radial. Pero
el sol es mucho mds grande que la tierra y se
halla a millones de kilbmetros de la tierra, a dife-
rencia de una fuente de luz artificial que estd si-
tuada a escasos metros del objeto o modelo que
ilumina. Ese descomunal tamafio del sol y esa
enorme distancia entre el sol y la tierra, eliminan
practicamente la propagacién en sentido radial;
por eso se puede considerar que los rayos del sol

son paralelos entre si y van cayendo en forma
oblicua o en forma ortogonal sobre la superficie
de la tierra, segin sea la hora del dia (y segun la
latitud del sitio de observacion.

Teniendo en cuenta esto, tome un objeto y
expongalo a los rayos del sol en diferentes horas
del dia {mafiana, mediodia, tarde) y observe las
sombras que se proyectan en el piso. ¢COmo son
esas sombras? ¢Con que angulos parecen caer los
rayos del sol?

Veamos lo que ocurriria si el objeto fuera un poste que recibe los rayos del sol en diferentes
momentos del dia.

L/

T e
\LIT‘T
%f\l

8a.m. 4

A esta hora el sol estd como
acostado con respecto al poste
y los rayos caen en una forma
oblicua. Se obtiene una som-
bra alargada similar a la forma
del poste.

12 m.
En algunos dias del afio, los
rayos del sol de mediodia son
perpendiculares a la tierra y en
este caso paralelos al poste. No
<Q se vé sombra. (Seria un circu-
Pj\ lo del
4 poste que no se alcanza a ver,
pues se confunde con la base
del poste).

10:0AM

10:30 a.m.

Los rayos del sol caen oblicuos
al poste pero menos inclinados
qgue en el caso anterior. La
sombra es un poco mds corta
qgue la sombra anterior.

mismo diametro del
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Se observa que en todos los casos excepto uno
los rayos paralelos del sol caen en forma oblicua
sobre la superficie de la tierra, proyectando una
sombra en el piso. Se dice entonces que se ha
efectuado una proyeccidén con rayos paralelos
oblicuos al plano.

En el caso del sol de mediodia los rayos parale-
los del sol caen ortogonalmente sobre la super-
ficie de la tierra. A otras horas, podemos utilizar

3p.m.

Los rayos del sol son de nuevo
oblicuos, y la sombra es un
poco mds larga que el poste.

3PM

una superficie plana e inclinada para que los
rayos caigan perpendiculares a ella. Se dice
entonces que se ha efectuado una proyeccion
con rayos paralelos ortogonales al plano.

Fijémonos ahora en la forma de las sombras pro-
yectadas. Para ello tome un cubo con una de sus
caras paralelas al piso, como se indica en el dibu-
jo, y observe la sombra que proyecta el cubo
sobre el piso a distintas horas del dia.

é{Conservan estas sombras la forma de la cara proyectada en cada caso?

¢Representan estas sombras el cubo?

¢La proyeccién de un cubo, es un cubo?

{Son iguales las figuras de las sombras en las distintas horas del dia?

¢En general, cudl es la proyeccién de un cuerpo sélido?
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En esta experiencia se pueden obtener situaciones como las siguientes:

Se observa que al hacer la proyeccién de un
objeto (con 3dimensiones) se obtiene siempre una
figura plana (con 2 dimensiones), es decir que se
ha hecho una proyeccion del espacio (R?) al pla-
no {®?%). También se observa que la sombra del
cubo proyectada a las 12 del dia {cuando los ra-
yos son ortogonales a la superficie de la tierra) es
la Unica que conserva la forma y el tamafio de la
cara proyectada. En los demds casos estas som-
bras tienen figuras diferentes a las de las caras
proyectadas.

Detengamonos ahora en las proyecciones de
rayos paralelos que son ortogonales al plano (en
este caso al piso).

Para esto proyectemos el cubo sobre el piso al
mediodia en diferentes posiciones 0 a otra hora
sobre una superficie inclinada y observemos las
sombras que proyecta en cada posicién, cuando
se expone a los rayos del sol que caen perpendi-
culares al plano donde se proyecte la sombra.

Asi se obtienen proyecciones como las siguientes:

A estas proyecciones de rayos paralelos ortogo-
nales al plano las vamos a llamar de aqui en ade-
lante ‘‘Proyecciones Ortogonales”. Ellas son la

base del dibujo de vistas multiples o de vistas si-
multdneas que.veremos mds adelante. Veamos
otras proyecciones ortogonales.
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De una [Mea

Dz otros gélidos

Observando los dibujos anteriores podemos iden-
tificar algunos elementos que estan en todas las
proyecciones ortogonales. Veamos:

1) Un objeto para ser proyectado (puede ser un
punto, una linea, un plano o un sélido).

2) Un plano, en el que se proyecta el objeto lla-
mado plano de proyeccidn.

3) Unas lineas tenues que saliendo de los vérti-
ces del objeto caen perpendicularmente so-
bre el plano de proyeccién. Al ser perpendi-
culares al plano son paralelas entre si. Las
[lamamos lineas de proyeccién o proyectan-
tes.

4) Al efectuar la proyeccion ortogonal, obtene-
mos el resuitado llamado imagen o proyec-

cion sobre el plano de proyeccion P.

El poligono A’, B’, C’, D', es el resultado de
proyectar ortogonalmente el poligono ABCD
sobre el plano P.
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Asi como efectuamos la proyeccion ortogonal.
de un objeto sobre un plano horizontal (como el
piso), también podemos hacerlo sobre otros pla-
nos, por ejemplo planos verticales {como las
paredes).

Sobre planos verticales perpendiculares al plano
horizontal {es como si acostdaramos los rayos del
sol).

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Para que el alumno llegue por si mismo a las
conclusiones deseadas, es conveniente que reali-
ce todas las experiencias propuestas, que siga
explorando con otros objetos, que vea qué va
pasando si se cambia de posicion el objeto o si se
le coloca en diversos dngulos con respecto a los
rayos solares y que dibuje las sombras en el piso.
Qjalad logre anticiparse a la forma y al tamarfio de
cada una de las sombras.

Estas actividades son una buena oportunidad
para que los alumnos formulen y refuten hipéte-
sis y para que acumulen experiencias que les per-
mitan hacer generalizaciones.

Conviene que también hagan proyecciones orto-
gonales de un plano y de una linea para que vean
los posibles resultados (un plano o una linea, en
el caso del plano y una linea o un punto, en el
caso de la linea).

Pueden hacerio con los rayos solares antes de ha-
cerlos en el plano.

Cada vez que hagan una proyeccién de rayos
paralelos tanto oblicuos como ortogonales, se

puede comparar el objeto proyectado con su

sombra y ver qué se cambidé y qué se conservd,
por ejemplo revisar el paralelismo, la perpendicu-
laridad y la longitud de los lados y aristas, la di-
reccion de los vértices, la forma y el tamafio, etc.,
para sacar algunas caracter isticas de estas nuevas
transformaciones [lamadas ‘“proyecciones’.

Pueden comparar la proyeccion ortogonal de un
objeto con una proyeccién puntual del mismo y
sacar conclusiones,

Este tema de las proyecciones se puede ampliar
pidiendo a los alumnos que consulten en un
Atlas o en un libro de geografia sobre otros ti-
pos de proyecciones puntuales y ortogonales y
su importancia en la elaboracion de mapas.

Entre estas conviene destacar las proyecciones
con rayos ortogonales a un cilindro, o proyec-
ciones cilindricas, y las proyecciones con rayos
divergentes a un cono, o proyecciones conicas.

E A e
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CONTENIDOS BASICOS

Hasta ahora hemos hecho la representacion de
objetos en el plano a través de dibujos de vista
Ginica, o sea aquellos dibujos en los qué de una
sola vista se perciben las tres dimensiones del
espacio (esto es axonometria y perspectivas
conicas).

Ahora veremos la representacion a través de vis-
tas multiples (o de vistas simultdneas) en la que
se necesitan varias vistas para percibir el objeto.

Para empezar, fabrique una caja con caras trans-
parentes (con una caja de cartén y acetato o
papel transparente, 0 una pecera, etc.), que
llamaremos “‘cubo de cristal’’. Coloque un
objeto dentro, como un cubo mas pequefio, que

llamaremos ‘“‘cubito”, con sus caras paralelas a
las paredes de la caja.

Observe directamente frente a cada una de las
caras del cubo de cristal, la cara de! cubito que
se vé a través de ella. Trate de dibujar en cada
cara del cubo de cristal la cara del cubito tal
como se ve.

Asi le resulta la proyeccién ortogonal del cubito
en cada una de las caras del cubo de cristal.

Cambie de posicion el cubito y observe cémo
cambia la forma de la cara que se veria proyec-
tada en la pared transparente. Vuelva a la posi-
cién inicial, en la que la proyeccién conserva el
tamafo y la forma de la cara proyectada.

' Se observa que cuando una cara del cubito es
paralela a una cara del cubo de cristal o plano de
proyeccion, la proyecciéon ortogonal de dicha
cara conserva el tamafio y la forma de la cara ori-

ginal.

De la proyeccion resultante en el plano de pro-
yeccion, se dice que estéd en verdadera magnitud
(V.M.}). {Intente representar la situacién anterior
en dibujo axométrico. Ver figura).

252




Teniendo en cuenta las caracteristicas del cubo
de cristal, especialmente que las caras que se cor-
tan son ortogonales {es decir forman dngulos die-
dros de 90°), se facilita hacer en ellas proyeccio-
nes ortogonales de objetos colocados en su inte-
rior.

Por esto en dibujo técnico se ha convenido
tomar el cubo como punto de partida para la re-
presentacion de vistas multiples de un objeto, su-
poniendo un gran cubo de cristal en el que se
inscribe el objeto que se quiere representar.

Comencemos a hacer proyecciones ortogonales del objeto en diferentes caras del cubo de cristal.

Hagamos la proyeccion ortogonal sobre una de las caras verticales (V) ),

La cara que obtendriamos al mirar esta proyeccion de frente es:

IV

Si nos olviddramos del cubito, que estd por den-
tro y viéramos solamente el dibujo anterior, ¢po-
driamos ‘decir que se trata de un cubo? La res-
puesta es NO!. Pues muchos cuerpos podrian
verse igual en esta cara, pero ser diferentes de un
cubo como se muestra en los dos dibujos siguien-
tes. ’

Vemos que se hace necesario examinar el cuerpo
por otra cara para tener mayor informacion
acerca de este. {Cual cara?
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Tomemos una cara vertical (Vz ), perpendicular a la anterior {V:)y hagamos la proyeccion ortogo-
nal de los dos objetos representados anteriormente. '

Vemos que aunque la proyeccion en la cara V; de estos dos objetos es la misma que la del cubo, -

la proyeccién en la cara vertical V2 es diferente para cada uno de los tres objetos.

Pero puede resultar que el cuerpo sea un poco mas complicado y dos proyecciones no sean sufi-
cientes para reconocerlo, como ocurre en el caso de un cubo y de un cilindro en el que su didme-
tro es igual a su altura y a la arista del cubo:

Inscribiendo el cilindro en Al proyectar este cilindro en Lo mismo ocurre con el cubo!
“nuestro cubo de cristal”. las caras verticales i y V;
obtenemos cuadrados.
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Es necesario usar una tercera proyeccién, esta vez sobre una cara horizontal H, (por encima) para
obtener informacién adicional. Examinemos los resultados para el cilindro y el cubo considera-

dos anteriormente.

Mirando las proyecciones en las caras V,; y V, pareciera que se

tratara del mismo cuerpo, pero la proyeccion en la cara H, nos
permite darnos cuenta de que no es asi, pues mirando esta tapa Para el @
horizontal de frente veriamos lo siguiente: ' cilindro | H4

Para el
cubo

Hs

Se observa que para tener informacion suficiente de un cuerpo, como minimo se necesitan tres pro-
yecciones ortogonales del cuerpo en planos ortogonales entre si. (En algunos casos se necesitan mds

de tres vistas).

A esta serie de proyecciones ortogonales sobre planos perpendiculares entre si que nos dan infor-
macién sobre el objeto para representario, se le conoce con el nombre de DIBUJO DE VISTAS

MULTIPLES O DIBUJO DE VISTAS SIMULTANEAS.

Volvamos a nuestro ejemplo del cilindro.

En éste dibujo isométrico podemos apreciar cla- proyecciones de este en cada una de las caras de

ramente tanto el cuerpo proyectado como las  nuestro ‘“cubo de cristal™.
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Pero la idea en el dibujo de vistas multiples es no sea mds fdcil determinar el sitio desde el cual
hacer uso del dibujo axonométrico, sino exami- fueron vistas e identificar el objeto plenamente.
nar el conjunto de las distintas proyecciones y

verlas relacionadas entre si. ¢Como?. Las normas del dibujo comunmente utilizado en

el pais {norma ASA) proponen tomar “El cubo
Es necesario presentarlas, ordenadas para que asi de cristal” y desdoblarlo de la siguiente manera:

*Las \ineas de proveccion
*coinuiden” ™ ,
+Lag lineas de proyeccion
50n erFa\dt‘axl.aw: a -

estds atlstas .
’-

PHS = Plano horizontal suq:en'or.
PVF = Plano vertical frontal.
PPD =Plaro verfical de perRl derecho .

PVF | PPD

Para representar las tapas de nuestro “cubo de
cristal” bastard con dibujar la arista que limita
2 planos de proyeccion adyacente, asi:

PPD

PPD
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Simplifiquemos los nombres de los tres planos y
simbolicémoslos de la siguiente manera:

PHS — H “Horizontal”
PVF — V “Vertical Frontal”
PPD — P “Vertical Perfil”.

Observe como en el dibujo de vistas mdaltiples, al
trazar la diagonal e se pueden transportar las di-
mensiones lineales del plano H al plano P y vice-
versa.

Xz | x4

Estas tres figuras son las que se verian si uno se
ubicara al frente de cada una de las respectivas
caras. del ‘cubo de cristal’”’. Observe las dimen-
siones lineales del objeto que aparecen en cada
plano. '

NOTA: Los planos Vy P contienen alguna linea
" que es paralela a la altura y al didmetro del cilin-

dro, por tanto la proyecciéon ortogonal de esa
altura y de ese didametro en los planos Vy P,
aparece en verdadera magnitud.

Asi como desdoblamos las tres caras principales
del cubo también podemos hacerlo con las
demds. Veamos: .

{
|
J—

Plano

/

(PH%)

§%"
8

no

Horizontal
Inferior

(D)

e
: g

/

PHS
ve I 44 l pvF 1 pPD
PHI
Y para la represenbacion
e vistas multiples:
o
PP 0l rve | pep
PH
Al dibyjaris enel

© papel sin usar fa

axonomebtia o¢ Hene :
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Veamos un dibujo de vistas multiples en el que se dibujan con linea continua y las que no se ven

se hacen proyecciones en las seis caras del cubo. con linea discontinua.

Al igual que en axonometrias, las aristas visibles

=

Desdoblando tak como a vims
obtendremos & siquiente conjunio

Obsevve el sivo que. : ‘
presenta la figura de vistas milbiples
de esta cara compa-
rada con (a frontal. . ' &
/4 e
{ AL _ e A B C]
[ L
pw PPl PFlPeD
PHI
[ ]
(]
1

Note cdmo en el PPD, el segmento AB se dibuja con |inea continua, pues la arista —que represen-
ta al plano sombreado en la axonometria— se vé, mientras que en el PPI, al no verse esta arista en

esta proyeccion se representa punteada mediante el segmento A’ B’ .
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Veamos el resultado final:

PHS
AP PR PYFJPPD

r_l"' i

PHI

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Con este dibujo, al estar las caras en verdadera
magnitud se- pueden tomar medidas a escala y
ver la forma real de las piezas.

Conviene motivar a los alumnos para que consul-
ten en la historia del arte algunos aspectos rela-
cionados con el dibujo de vistas multiples, por
ejemplo, las ilustraciones medievales o los codi-
ces de los mayas, representan en un mismo dibu-
jo varios acontecimientos sucedidos, inclusive en
espacios y tiempos muy distanciados.

Al mismo tiempo que van estudiando las caracte-
risticas del dibujo de vistas mdltiples pueden ir
viendo su importancia y su utilidad. Sirven para
dar informacién para construir algunos objetos y
son muy utilizados en modisteria, en carpinte-
ria, en mecanica, en construccion, etc.

CONTENIDOS BASICOS

Para hacer la representacion de un objeto en
vistas multiples bastaria con ubicarlo convenien-
temente dentro del ‘‘cubo de cristal” y situarse
al frente de cada una de las tres caras, horizon-
tal (H), vertical de perfil (P) y vertical frontal
(F), y dibujar lo que alli se vé.

Sin embargo, para facilitar el trabajo daremos a
continuacion un procedimiento simplificado y
algunas normas para ser tenidas en cuenta. Ved-
moslo con el siguiente objeto:
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1. Tratar de entender o captar bien el objeto. 4. Trazar la diagonal y hacer las proyecciones
de las aristas que hay en las dos caras repre-

LLo que se veria a través de las caras del sentadas anteriormente.

“‘cubo de cristal’’, se podria representar me- Esto nos ayuda a ver el croquis y las lineas
diante el siguiente dibujo axonométrico sobre las cuales esta construido todo el
{esta no es todavia la representacion de vis- - dibujo.

tas multiples).

N\ — ]

5. Representar la tercera cara, para lo cual en
este caso se puede ir barriendo como con
una delgada cortina de luz perpendicular a la
cara superior del cubo de cristal las superfi-
cies que se ven desde arriba, y representando
esas superficies que se ven asi:

Caras perpendiculares al plano de proyeccion

P i rd ré
2. Determinar los tres pla- se representan con una !inea recta y lineas
nos‘ de proyeccuor;,' t_>lus- perpendiculares al plano de proyeccion se re-
car la cara. mds facil y presentan con un punto. :

representarla.

<‘I

o

-1

—_—
X

<

<

3. Trazar el croquis \_/

de la segunda cara, M = e o o e o ot
ayudandose de la
cara anterior.

La representacion final del objeto es:

[ Observe como al igual que en dibujo axonomé-
M trico, las aristas visibles van con trazo continuo
. awe ase ey
y las ocultas van punteadas.

i
i
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Representemos algunas formas sélidas simples en
un dibujo de vistas mdltiples en fas que los pla-
nos de proyeccién son paralelos a las caras prin-
cipales del objeto.

Aungue este paso no es necesario para la repre-
sentacion de vistas mdultiples, inicialmente

presentamos un dibujo axonométrico del cuerpo
con sus proyecciones en las caras del “cubo de
cristal”, para simular lo que nos imaginamos que
veriamos si nos ubicdramos al frente de cada una

de las tres caras.

Q

— ——

Dibujo axonométrico de un
paralelepipedo con sus pro-
yecciones en las caras del cubo
de cristal.

Dibujo de vistas miltiples con
la ayuda de la diagonal y de las
prolongaciones de las dimen-
siones lineales.

Dibujo final de vistas mualti-
ples del paralelepipedo.

Prisma triangular

e e

—+

Pirdmide rectangular
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Notese como las superficies concavas y convexas se proyectan sobre algunos planos de proyeccién
como rectangulos, siendo necesario observar otras proyecciones para comprender la curvatura del
plano.
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Hay que tener en cuenta que no es necesario
hacer la representacion en dibujo axonométrico
del objeto con sus proyecciones en las caras del
‘““cubo de cristal”” , como se hizo en los conteni-
dos basicos. Este fué un paso intermedio para
explicar mejor el dibujo de vistas multiples, que

tenia como objetivo llevar al estudiante a que se
imaginara frente a cada cara y dibujara lo que
viera.

Puede complementarse la actividad haciendo los
siguientes ejercicios:

Dadas las siguientes vistas multiples, dibuje en axonométrico el sélido correspondiente.

H -
-
v[F 1
{ |
| { |
! n
a ‘ b
}
1
| ! o 1
|
i .
m + H
2. | -
\ 4 lI vle vip
!' | N N 1
|
- -
| 4, e i
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H

A

-]
-
g

E—

“l
|

A

A

Para desarrollar uno de los ejercicios anteriores se puede seguir el procedimiento que mostramos
a continuacion con el ejercicio g.

1.

e
onol a [a
atista«-xv

l .
corre: ¢a
/>‘/.a i

Dibujar el paralelepipedo de referencia con 3. Inscribir la proyecciéon de perfil en la cara

las dimensiones mdximas dadas en el dibujo
de vistas mltiples e inscribir la proyeccién
horizontal.

vertical de perfil correspondiente y hacer al
tanteo el cruce de lineas proyectantes.

4. “Limpiar” el dibujo y verificarlo o revisarlo

Inscribir la proyeccion vertical en la corres-
pondiente cara vertical.

“leyendo” las vistas otra vez.

El sélido representado es un prisma triangular.
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CONTENIDOS BASICOS

Hasta el momento hemos visto proyecciones
ortogonales de cuerpos sobre un plano recto, as{:

N

Asi como cortamos el cubo del ejemplo anterior
con un plano vertical y paralelo a una cara,
podemos hacer cortes horizontales y oblicuos en
cualquier parte de los cuerpos.

Para representar el corte podemos valernos del
dibujo axonométrico o de una proyeccién orto-
gonal.

Corte Vertical Corle Horizontal

~

Rzﬁrv.gt arte
supen .
O%Pﬁm houa
3ba\p .

No'Ye como se ve 11k
distinto al cuadrado! —
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Es necesario recalcar que usualmente en el dibu-
jo técnico en el plano que corta el objeto no solo
se vé el corte plano del objeto, sino también las
proyecciones de otras partes que seguirian sien-
do visibles si el plano de corte fuera transparente:

Observemos como los planos de proyeccion, en
los que se proyectan las figuras no tocan al obje-
to (en este caso al cubo).

Estos planos pueden estar paralelos o no a sus
caras principales, pero siempre a cierta distancia.

¢Qué pasaria si uno de estos planos corta la
figura?

Cortemos un paralelepipedo con el plano Cy
retiremos la parte de este que quedd delante
del plano.

En este caso la distancia entre el plano de proyeccién C y el objeto cortado es nula (el plano de

proyeccién coincide con un plano del objeto).

A la “proyeccion’ del objeto cortado sobre este plano C, la llamamos dibujo en corte o corte C

del objeto.
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K‘ El Pla.no de’proyeccion
es el plano de corte.

Corte C del solido —]

Froyeccion de las paries inferiores

< "

%
| "Parte wriades
projectada™—

A esta pirdmide la va- Pasamos el plano que Dibujo del plano que Dibujo de lineas ‘‘cor-
mos a cortar con un corta al objeto comosi corta el objeto solo tadas’’, proyeccién de
plano horizontal (Para- fuera una cuchilla. con el corte plano visi- las partes inferiores.
lelo a la base).Veamos: ble. '

rr ion en
e\ plawo de
corle. " Parte
P'o‘eda,hl\'

\one
20‘{?.(’.& dcn

g&?“‘o facte
‘all Ly

El planode corte es
un “plano de cristal™
para \asaristas ay b.

En algunos casos puede ser necesario representar las proyecciones completas para evitar ambi-
guedades. '
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Hallemos un corte horizontal de estos dos sélidos:

2

— Si nos fijamos solo en la parte cortada podriamos pensar que se trata del mismo objeto.

— Pero al proyectar todas las aristas notamos la diferencia.

Hasta e}l momento se ha empleado un plano de
corte transparente. Este plano situado entre el
observador y el objeto ha permitido que las su-
perficies del objeto no cortadas aparezcan pro-
yectadas, con linea fina, en el plano de proyec-
cion del corte. Ademds, siendo fiel a las técnicas
de representacién de los planos de proyeccidn en
dibujo técnico hemos dibujado con lineas pun-
teadas las aristas que no se ven.

En este objetivo queremos que el alumno
adquiera la capacidad de imaginar y dibujar las

secciones cortadas haciendo caso omiso de las
partes proyectadas y de aquellas |ineas puntea-
das que representen aristas ocultas.

Olvidemos pues las lineas punteadas e imagine-
mos que el plano cortante “no es de cristal”
—sin0 opaco— y que por esto solo nos permitira
ver las partes cortadas, asi tendremos: las repre-
sentaciones de “lo cortado’’ solamente.

Corte horizontal de un prisma.
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Para visualizar los cortes los alumnos pueden fa-
bricar modelos de sélidos en plastilina o en greda
y cortarlos con los planos respectivos.

Antes de hacer cortes a un sélido, pueden ade-
lantarse a decir cudl es el resultado de cada corte.

Se desea que los alumnos puedan imaginarse los
cortes sin tener que cortar y mds adn sin tener

presente el objeto, con esto estariamos contribu-
yendo al desarrollo de la imaginacién tridimen-
sional que es uno de los objetivos de la geometria.

Los alumnos pueden discutir sobre la utilidad de
los cortes, sobre todo para obtener informacion
mads detallada de alguna seccion de un objeto
gue no se alcanza a percibir con un dibujo de vis-
tas multiples.

CONTENIDOS BASICOS

A través de esta unidad los alumnos han trabaja-
do con sélidos geométricos reguiares. Han mani-
pulado objetos con forma de cubos, de paralele-
pipedos, de prismas, de piramides, de cilindros,
de cubos y de esferas; los han fabricado en di-
versos materiales, los han representado en el pla-
no bidimensional y sobre todo los han construi-
do en la imaginacion, -

Teniendo en cuenta estas experiencias y la
exploracién que hagan con los materiales, los
alumnos pueden caracterizar y clasificar cada
uno de éstos sdlidos orientados con preguntas
como éstas:

— {¢Cudntas caras tiene?

— ¢Coémo son esas caras? {Qué clase de poli-
gono es cada cara? {Qué caras son congruen-
tes?

— ¢Como son los dangulos de cada uno de estos
poligonos?

—  (Cudntas bases tiene? ¢COmo son estas bases?
— ¢Cudntas aristas tiene? ¢Cudntos vértices?

— {Qué relacion hay entre las aristas laterales y
los planos de las bases?

— ¢Cuaéntas bases tiene cada sélido?

Cuando se tengan caracterizados los diferentes
sélidos, se puede orientar a los alumnos para que
observando qué clase de poligono es cada cara
de! sélido, encuentren procedimientos para
hallar tanto el 4rea lateral como el drea total.

Situaciones como pintar las paredes de un cuarto,
forrar una caja, determinar la cantidad de cartu-
lina que necesito para fabricar cada uno de estos
solidos, nos llevan a hallar el drea lateral y el drea
total de un sélido.

Busquemos un procedimiento para hallar estas
dreas en una piramide regular cualquiera.
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Vedmoslo en una pirdmide de base triangular
equildtera.

¢Cuantas caras laterales tiene?
Puesto que en una pirdmide con muchas regularidades,

las caras laterales son tridngulos congruentes, el drea de
cada uno de estos triangulos es la misma.

Supongamos que a es la medida de una arista de  {Qué poligono forma la base de esta pirdmide?

la base y h la altura de cada cara lateral. ,
{Como se halla su drea?

Si Hamamos B al drea de la base, el drea total

El drea de cada tridnguloes: A, _ a-h
T2 serd la suma del drea lateral con el drea de la
base:

Como las caras laterales son tres tridngulos, el =A .,B=3 (a.h) B
drea lateral .de la pirdmide es tres veces el drea de Ar L 2 "
uno de estos tridangulos:
¢{Qué cambia en los procedimientos cuando la
_ 3 (a-h) . . s~
L = —5— base de la pirdmide es cuadrangular? {Qué, cuan-
do es pentagonal: ¢{Y cuando es hexagonal?

A

Veamoslo: Supongamos que las bases son poligonos regulares.

Area de una cara lateral: A, _ (ah)

2
Cason = 4:
AL _ 4 (aéh!
q é{Cudl es el drea de la base? Llamémosla B.
a .
Ap T AL+B =4;a2.h_)+ B
Cason = b5:
A 5 (a.h)
L =—2"2—
2
= ] Ap _ 5(a.2h)+ B
{Como se halla el drea de la base?
Cason = 6:
AL _ 6(a.h)
2
A_ _ 6(ah)
a T=—o B
a : {COmo se halla el drea de la base?
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En general, {COmo se hallan el Ay y el A de una pirdmide regular cuya base es un poligono regular

de cualquier niimero de lados?

Supongamos que el poligono de la base tiene n lados, y cada uno tiene a como longitud.

El 4rea de la base es B, y la altura de cada cara lateral esh.

Area de una cara lateral: :aél

Area de las n caras laterales (Ap):

n (ah) _

(n.a} h

2

El drea lateral de cualquier pirdmide se puede
hallar sacandole la mitad al producto del peri-
metro de la base por la altura de una cara lateral.

¢{COmo se hallara el area total?

— Experiencias como guardar libros de diferente
tamafio en cajas, en escritorios, etc. y ver
que de un tamafio caben mds que de otro
tamafo, etc., nos llevan al concepto de volu-

“men, y a distinguir que hay objetos que
ocupan mds, menos o el mismo espacio que
otros, es decir hay objetos que tienen mayor,
menor o el mismo volumen que otros.

Para medir el espacio que ocupan los cuerpos
empleamos las unidades de volumen. Estas uni-

"dades nos permiten comparar el volumen de dos

cuerpos.

Las unidades mads conocidas son las del sistema
métrico decimal que han sido estudiadas en gra-
dos anteriores. Las mas usadas son: m?®, dm?3,
cm?® y mm?3,

¢Como se relacionan estas unidades entre si?

El dm® es el volumen que tiene un cubo de un
dm de arista. Pero no es el cubo mismo: puede
haber cilindros o esferas (tarros, balones) de un
dm de volumen.

2

Pero n veces la longitud del lado a es el
perimetro p de la base,

Hay otras unidades de volumen que no pertene-
cen al sistema métrico decimal, como las si-
guientes:

pulgada ctbica = 16.3872 cm? (algo mds de 16.
Piense en un cubito de 2.5 cm de lado).

Pie cibico = 28.3170 dm® (muy utilizado en ne-
veras y frigorificos, y para carga internacional.
Piense en un cubo de 30 cm de lado: le cabrian
27 de un dm?),

Yarda cibica: 764569 dm® o 0.76 m?® (algo
mds de 3~ de m?).

¢Cémo se relacionan estas unidades entre si?

Construya un cubo que tenga un pie cibico, y
calcule cudntos de ellos cabrian en una nevera,
en un congelador, en un camién de reparto, en
un contenedor, etc., y compare con el nGmero
de cubos de un dm que cabrfan alli. No es fdcil
imaginar volimenes y aproximar los valores que
darian al medirlos con una unidad especifica
(“‘cubicar a ojo de buen cubero®. El cubero es el
que sabe cudnto vino cabe en las distintas cubas
o barriles de una bodega).

Para hallar el volumen de objetos que son soli-
dos geométricos regulares se pueden buscar pro-
cedimientos para ahorrar tiempo y evitar errores
al calcularlo.
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Veamos el procedimiento seguido para hallar el volumen del siguiente prisma:

[P I S—

I
' | §
| - ==
L7 Ax Cada capa de cubos
E
7/ S que se agrega para for-
I y, ,/'- +7-- mar el prisma aumenta
I - /e su volumen en 6 cm3:
: , 1+~ como hay 4 capas de
| // </ cubos, el volumen del
N S 2 prisma es
7 /I/%/ d Q- 4e6cm® = 24 cm®.
< 1!
/ G 1 cm? g
/ Ll =S
o 2 cm —» tem

. El drea de la base del prisma indica el nimero de

cubos en cada capa y la altura del prisma indica
el nimero de capas.

En general, si a, b y h son las aristas de un pris-
ma donde a y b son las medidas de los lados del
rectdngulo de la base y h su altura, tenemos:
V=axbxh,

Como a x b es el drea de la base que Ilamaremos
B, B = a x b, se tiene que el volumen de un pris-
ma se halla multiplicando el drea de la base por
la altura del prisma.

V=Bxh

De la misma manera podemos hallar el volumen
de un cilindro considerdndolo como un prisma
con un numero infinito de caras laterales y cuya
drea de la base es 7 r?.

h
//‘—‘\\\l
V=Bh
Vv=nr’h
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— Para hallar el volumen de una piramide, se

puede construir un prisma y una pirdmide
rectos con la misma base y con la misma al-
tura y realizar la siguiente experiencia:

wr---
]
1

Llenar la piramide de arena y vaciar este conte-
nido en el prisma.

¢{Cuantas veces hay que vaciar el contenido de la
piramide para llenar el prisma?

De esta experiencia se puede concluir que el vo-
lumen de la piramide es la tercera parte del
volumen del prisma de la misma base B y de la
misma altura h.

V piramide = B éh

Nétese que esta h es la altura de la pirdmide, no
la del triangulo lateral que usamos para el drea.

El volumen del cono se puede hallar mediante
una experiencia similar construyendo un cilin-
dro y un cono que tengan la misma base y la
misma altura y llendndolos de arena. {Cual es la
conclusién?




A partir de los procedimientos para calcular el
volumen del cono y de la pirdmide pueden bus-
car la manera de hallar el volumen de troncos de
cono y de troncos de pirdamide.

— . Experiencias como echar liquidos en recipien-
tes, trasvasar liquidos de un recipiente a otro,
y darse cuenta de que en unos recipientes
cabe mds liquidos que en otros; nos llevan al
concepto de capacidad de un recipiente como
la cantidad de liquido que puede contener,

La unidad mas conocida para medir-la cépacidad
de un recipiente es el litro { { ).

Recordemos que el litro es la capacidad de un
cubo que tiene un decimetro de arista, es decir
la capacidad de un dm? es un litro.

A partir de esta equivalencia podemos establecer
otras:

La capacidad de un cm? es un ml
La capacidad de un m® es un ki

Asi la capacidad y el volumen estadn relacionados
puesto que la capacidad se considera como “‘el
volumen interior” de los recipientes o sea el
volumen del liquido que les cabe en su interior.

Hay otras unidades para medir capacidad que no
pertenecen al sistema métrico decimal como la
onza, la botella, el galon y el barril. {Cudles son
sus equivalencias en unidades de capacidad del
sistema métrico decimal? '

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Finalmente para verificar que tanto han com-
prendido los conceptos pueden resolver algunos
problemas, formular otros y resolverlos.

Algunos ejemplos pueden ser los. siguientes:

1. ¢Cudl seria la unidad mds adecuada para
medir el volumen de: una alberca, de un li-
bro, de una casa, de un dormitorio?

2. Las piezas cibicas de 1cm de arista de un
rompecabezas se colocan en cajas clbicas de
7 cm de arista. ¢Cudntas piezas caben? {Qué
volumen ocupan?

3. ¢Cudl es la altura de una pirdmide triangular
de 250 cm?® de volumen si su base tiene de
srea 31.36 cm??

Al cortar la pirdmide se obtiene un tronco de
pirémide cuyas bases miden 31.36 cm? vy
13.17 cm? vy su altura mide 8.42 cm.

¢Cuél es el volumen del tronco resultante?
¢Cudl es el volumen de la pirdmide elimina-
da? Expréselo en m3.

4. (Qué profundidad hay que dar a un pozo de
3m de didmetro para que pueda almacenar
2750 hl de agua?

B. Una esfera tiene un radio 3 veces mayor que
otra. ¢Qué razén hay entre sus volimenes?

El tema de la medicién de volumen y capacidad
se presta para integrar con Ciencias Naturales
cuando se vean los temas del peso, masa, densidad
y peso especifico.

Por considerar que el tema estd tratado amplia y
convenientemente en muchos libros y es bastan-
te conocido por el profesor y manejado por los
alumnos; no hemos desarrollado detalladamente
lo relacionado con cada tema. Corresponde al
profesor ampliar y complementar los conteni-
dos, asi como seleccionar un buen nimero de
ejercicios de aplicacion e integrarios con los
demds sistemas.

Conviene observar que las férmulas para calcu-
lar el volumen de sélidos que traen los libros son °
la expresion simplificada de un procedimiento
que se ha seguido para llegar a ellas. Lo impor-
tante en esta actividad es que los alumnos mis-
mos razonen, busquen los procedimientos y lle-
guen a conclusiones. Si ellos mismos han cons-
truido las formulas las entenderdn, las recorda-
rén facilmente y si se les olvidan puedan recons-
truirlas rapidamente.
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Unidad VII

ESTADISTICA Y PROBABILIDAD

Introduccion

En la primera parte de esta unidad se retoma y
amplia el estudio de algunos temas de estadis-
tica que fueron propuestos en séptimo grado. Es
asi como las medidas de tendencia central:
media, moda y mediana de un sistema de datos,
se estiman e interpretan con base en los diagra-
mas de distribucion de frecuencias para luego
hallarlas de manera precisa.

Se privilegia la importancia de propiciar en los
alumnos el desarrollo de las habilidades para esti-
mar y ubicar “a ojo” dichas medidas, ddndoles
significacion y sentido dentro de la situacidon que
contextualiza el sistema de datos.

Con éste mismo énfasis se avanza el estudio con
distribuciones de frecuencias de datos agrupados
aprovechando sus representaciones graficas (his-
tograma de frecuencias acumuladas, poligono de
frecuencias relativas acumuladas) para estimar e
interpretar la media, la moda, la mediana y ade-
mads los cuartiles, deciles y percentiles.

Para la elaboracion de las tablas de distribucio-
nes de frecuencias de datos acumulados se hace
necesario reconocer el maximo y el minimo de
los datos y hallar e interpretar el rango o recorri-
do de dichos datos. Asi iniciamos el estudio de
las medidas de dispersion.

Recomendamos muy especialmente que la cons-

truccién de estos conceptos estadisticos se haga
con base en datos relevantes que interesen a los

Objetivos generales

alumnos. Los informes de tipo econémico que
trae la prensa, con sus graficas y comentarios,
podrian ser un material valioso para motivar el
estudio y significado de estos temas y propiciar
una actitud critica frente a ellos.

En la segunda parte de la unidad se proponen
juegos que desarrollan procesos de pensamien-
to de tipo probabilistico y que permiten deter-
minar primero cualitativamente, en un conjun-
to de casos posibles, una ordenacién por mayor
o menor probabilidad. Posteriormente se llega a
ia asignacion de nimeros-entre O y 1 a la proba-
bilidad de un evento o conjunto de eventos rela-
cionados con un conjunto finito de eventos cla-
ramente delimitado.

En los juegos es muy significativo ver como la
suposicién de eventos mds 0 menos probables
gue estd detrds de la asignacion numérica de la
probabilidad, no garantiza en la realidad que el
que apuesta a lo mas probable gane siempre.
Esto es caracteristico de los experimentos ‘““alea-
torios” o “al azar”, en los cuales los resultados
no pueden predecirse con exactitud.

Esta segunda parte de la unidad se presta para
hacer un agradable repaso de los fraccionarios y
para despertar en los alumnos el gusto por las
matemadticas; le dejamos al profesor la opcion de
decidir cudndo y dénde disfrutarla con su grupo
de alumnos.

R

— Estimar, interpretar y hallar de manera pre-
cisa algunas medidas de tendencia central y
de dispersion.

— Interpretar algunos informes estadisticos (de
la prensa o de revistas especializadas) y ela- -

borar criticamente algunas conclusiones para
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compararlas con las del informe mismo o
con las de otra fuente diferente de aquella
que lanza la informacion.

— Reconocer en el lenguaje ordinario expresio-
nes que indiquen probabilidad y ordenarlas
segun el mayor o menor grado -de probabi-
lidad que ellas expresen.

— Distinguir y realizar descripciones de even-
tos posibles, eventos seguros, eventos igual-
mente probables y eventos imposibles, y en
el conjunto de los casos posibles determinar

cualitativamente una ordenacién por mayor
o menor probabilidad.

— Disfrutar e inventar situaciones iudicas que
permitan vivenciar lo imprevisible del ““azar’’
y a modificar aquellas reglas que no garanti-
zan igualdad de oportunidades en el juego.

— En un conjunto finito de eventos claramen-
te delimitado, asignar nimeros entre Oy 1 a
la probabilidad de un evento o conjunto de
eventos.

Objetivos especificos, contenidos y sugerencias
metodolégicas

CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

En séptimo grado (objetivos 100 y 101) se pro-
puso el estudio de las medidas de tendencia cen-
tral en sistemas de datos, denominados en l|a
mayoria de los textos ‘“conjuntos” o “coleccio-
nes” de datos ordenados. (Seria conveniente re-
flexionar sobre la inexactitud que conlleva la uti-
lizacién de la palabra “conjunto’ para designar
una lista de datos; por ejemplo, no podria haber
datos repetidos, y las Gnicas frecuencias posibles
serian0o 1, pues {3,4,4,4,5,56}=1{3,4,5}).

Para recordar lo visto se puede proponer un ejer-
cicio que consista en hallar la media, la moda y
la mediana en un sistema de datos. Cuando estos
se recolectan entre los mismos estudiantes, las
conclusiones obtenidas tienen una amplia signi-
ficacion para todos.

280

Ejemplo 1:

Si tomamos las estaturas de los nueve primeros
alumnos de la lista del grado 92 podemos obte-
ner datos (en centimetros) como:

153, 155, 158, 158, 159, 160, 160, 160, 162.

Preguntémonos ahora: Si debemos escoger, entre
los 9 alumnos, a uno cuya estatura sea represen-
tativa de las alturas del grupo, es decir que
represente mds o menos un valor promedio {a
cudl escogeriamos? iAnotémoslo!

Para verificar la anterior estimacion hagamos pri-
mero una representacion grafica de la distribu-
cidon de frecuencias de estos datos en la forma
como se propuso en 62 grado (objetivos 73 a 76).




TABLA 1

A
6-
Estatura Namero de
(cm) alumnos 5
162 1 g
160 3 54
Q
159 1 E s
-3 -
158 -2 § :
155 1 - .
153 1 :
i N |
Total 9 | | '
1 1 H i L
TABLA DE FRECUENCIAS 163 154 165 156 157 158 159 160 161 162
ABSOLUTAS Estaturas
Distribucion de Frecuencias Absolutas
# DIAGRAMA DE LINEAS
Figura 1
6 - J
8
5 54
[]
£
8 4
Q
]
3
¢ 34
i
2 -
1—
" " . t - 4 1y t : »
153 154 155 156 157 158 159 160 161 162
Estaturas

Distribucion de Frecuencias Absolutas

DIAGRAMA DE BARRAS
Figura 2

Observemos cuidadosamente el diagrama de
lineas o el de barras, con miras a responder la
pregunta anterior. Se trata de ubicar ‘‘a 0jo” en
donde quedaria la media (o promedio) de la dis-
tribucion de frecuencias.

Si nos decidimos por la primera estatura que estd
en la base de la primera linea (o de la primera

barra), estariamos escogiendo al Gnico alumno
que tiene esa estatura, y que ademds es el mds
bajito. Si optamos por la estatura que tiene ma--
yor frecuencia, o sea por la linea-de mayor lon-
gitud (por la barra mds alta), nos alejamos
mucho de las estaturas menores como 153y 155,

281



Vemos que hay una linea (o una barra) que por
su posicion nos lleva a pensar que ‘el alumno
promedio’’ que buscamos debe tener una estatu-
ra aproximada de 158 cm.

Este valor promedio que andamos buscando se
puede hallar mds precisamente de varias maneras
equivalentes: , ‘

a) Sumamos todos los datos y dividimos por el numero total de ellos:

163+ 155+ 158+ 158+ 159+ 160 160+

160+ 162

Media =
. 9
1425

Media = 158.33

b) Sumamos los productos de cada dato por su frecuencia respectiva y dividimos por ei nimero

total de datos:

153 x 1+ 165 x 1+ 168 x 2+ 159 x 1 + 160x 3+ 162 x 1

Media =
- 9

Media = 1432—5 - 158.33

Vemos que la estatura que habiamos estimado
inicialmente, 158 cm, estd muy cerca de 158.33
cm. Un alumno cuya estatura es de 158 cm
representa muy bien la media (o promedio) de
las estaturas del grupo. Nétese que aunque no
haya ningan alumno que tenga esa estatura, si
podemos decir que un “alumno promedio” ten-
dria 158.33 cm.

En este caso la media es pues un valor bastante
representativo de las estaturas; pero cuando la
diferencia entre las frecuencias de los datos
extremos -es grande, la media aritmética puede
conducir a conclusiones erréneas pues resultaria
poco representativa de esos datos en el sentido
intuitivo de representatividad antes mdlcado

Hallemos la moda: Una répida miirada al dlagra-
ma de lineas o0 al de barras permite encontrar el
dato de mayor frecuencia. La tabla también per-
mite hallar rdpidamente este dato. En nuestro
ejemplo la moda es 160 cm,

Cuando la moda es unica, como en este ejemplo, .

la distribuciéon de frecuencias se dice unimodal.

Si la mdxima frecuencia aparece dos veces, la dis-

tribucidn se dice bimodal, etc. .

Para hallar la mediana hagamos las tablas y. las
graficas de las distribuciones de frecuencias acu-
muladas, tanto de las absolutas como de las por-
centuales.

Por comodidad las resumimos en una sola tabla
y una sola grafica:
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TABLA 2

Frecuencias Frecuencias

Estaturas Acumuladas Acumuladas

{cm) Absolutas Porcentuales
1563 o menos 1 11.11%
155 0 menos 2 22.22%
158 o0 menos 4 44 .449%
159 o menos 5 55.55%
160 0 menos 8 88.88%
162 o0 menos 9 99.99%

TABLA DE FRECUENCIAS ACUMULADAS
; ' 1

%

1

o
frecuencia acumulada porcentual -

_ P
153 184 155 156 457 158 158 160 16! 152
Estoturas

Dlstnbucnon de Frecuencias Acumuladas
Flgura 3

Observando la tabla 2 nos podemos dar cuenta
de que menos del 509 de los nueve alumnos tie-
nen una estatura igual o menor que 158 cm, y
que mds del 50% tienen una estatura igual o
menor que 159 cm, ya que la frecuencia acumu-
lada hasta aqui es del 55.55% .




Como n = 9, n es impar y alinedndolos en'orden
de estatura quedarian 4 alumnos por debajo del
de 159 cm y otros 4 por encima.

Entonces la mediana de la distribucion es 159
cm, la estatura del alumno intermedio que divi-
de la poblacién, alineada por orden de estatura,
en dos partes iguales de 4 alumnos a cada lado
del alumno mediano.

Con base en la figura 3, tratemos también de
estimar hasta qué valor de la estatura se necesita
avanzar para tener el 50% de los alumnos por
debajo (o por encima) de él. Al avanzar mds alld
de 158 c¢cm, encontramos que ya habria mas de la
mitad de los alumnos con estaturas correspon-
dientes a 159 cm o menos.

En esta misma figura, a la derecha, hemos traza-
do otro eje vertical para las frecuencias acumula-
das porcentuales, y es fdcil ver como la pre-ima-
gen del 50% es 159 cm. Por observacién, esta
parece ser pues la mediana.

Ahora hagamoslo de otra manera: ¢Cudl es el
dato de estatura que al ordenar la poblacién por

‘orden de estatura dividiria esa poblacion en dos

mitades, en donde la mitad del namero de suje-
tos estaria en o por debajo de ese dato, y los

demds quedarian por encima? Dicho de otra

manera, ¢cudl seria la “estatura mediana” o sea
la estatura del ‘‘sujeto mediano” que dividiria
esa poblacion en dos mitades?

Como en nuestro ejemplo se trata de un nimero
impar de sujetos, escogemos la estatura de aquel
que deja por debajo y por encima de él un nime-
ro igual de sujetos en este caso 4 y 4. Este dato
es 159 cm. :

Esto quiere decir que el 50% de los sujetos tie-
nen estaturas que estdn en o por debajo de 159
cm, y los demds tienen estaturas por encima de
este valor.

Cuando se trata .de un numero par de datos se
toman los dos valores de las estaturas de los dos
sujetos centrales, y se halla la media aritmética
de ellos. Aunque no halla ningin sujeto que ten-
ga esa estatura, de ese valor para abajo quedaria
la mitad de la poblacién.

Ejercicios:

— Agregue a los datos del ejemplo un alumno
més de estatura 158 cm, y halle la media, la
moda y la mediana.

— Si los salarios de 6 empleados son: $55000,
$55000, $55000, $67000, $68000 y
$300000, halle la media, y analice si ese
salario medio representa apropiadamente los
ingresos de los empleados de esa firma.

—~ ' Halle ahora la mediana o salario mediano y
analice si representa la situacion salarial de
los empleados de la firma mejor que el sala-
rio promedio. (Recuerde que el n(imero de
empleados es par).

— Proponga criterios para saber si en una distri-
bucién de frecuencias, la mediana o la media
es el valor mds representativo de la situacion
real reflejada en esa distribucion.

— Busque los datos de ingreso promedio fami-
liar y de ingreso promedio ‘‘per capita” en el
pais y en la regién, analicelos con la ayuda
del profesor del drea de Sociales.
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CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Cuando hay muchos datos, casi todos con bajas
frecuencias y que difieren poco unos de otros,
es mds conveniente agruparlos en clases o inter-
valos. Decimos pues que vamos a trabajar ‘“‘con
datos agrupados™.

Para trabajar con datos agrupados, conviene tam-

bién obtener éstos a partir de situaciones que
sean familiares e interesantes para los alumnos, y
ojald recogidos por ellos mismos, y no tomar
ejemplos de libros.

Estos datos podrian estar relacionados con los
salarios, con las estaturas, con las notas, con las
edades, con los deportes, etc.

Ejemplo:

Vamos a considerar los salarios mensuales de 35

empleados de una fdbrica de calzado “Z”.

Dichos salarios, en miles de pesos y ya ordena-
dos, quedan asi: '

TABLA3

50 54 54 54 54 58 58
60 60 63 65 65 65 69
70 72 72 75 78 78 80
81 81 81 83 83 8 88
90 90 90 95 100 110 121

Para elaborar la tabla de distribucion de fre-
cuencias procederemos de la siguiente manera:

— Hallamos el rango o recorrido de los datos
que es la diferencia entre el mayor y el
menor de estos {(mdx — min): :

121000 - 50000 = 71000

— Se reparte este intervalo total (el rango) en
clases o intervalos de clase de la misma lon-
gitud.

— Se determina el namero de clases o interva-
los de clase teniendo en cuenta que este
valor puede estar entre 5 y 20, dependiendo
del namero de datos. En este caso trabaje-
mos con seis clases. Entonces la longitud del
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intervalo de clase o sea la anchura o ampli-
" tud de cada clase es:

71000 + 6 = 11833.33

Para facilitar los cdlculos aproximemos este
valor a 12000.

— Procedamos a construir la tabla de frecuen-
cias. '

TABLA 4

Salarios de trabajadores de la fdbrica de calzado
“Z?’: .

TABLA DE FRECUENCIAS '

, Salarios Nuamero de
Clases |(en miles de pesos) | trabajadores
la. | 50— 61 9

2a. 62— 73 8

3a. 74— 85 . 10

4a. 86— 97 ; 5

5a. 98 — 109 1

6a. 110 - 121 2

n= 35

"Al analizar esta tabla encontramos que entre la

primera clase, ‘50 — 61> que se lee “de cincuen-
ta a sesenta y uno”, y la segunda clase “62 — 73”
queda un hueco pues se excluyen los salarios
entre $61000 y $62000; lo mismo entre $73000
y $74000, etc., por esto conviene cambiar la
descripcion de las clases y para la primera, por
ejemplo, pensarla como la que contiene los sala-
rios ‘‘de cincuenta a menos de sesenta y dos” y
simbolizarla asi: ‘60 — — 62”’; para la segunda
consideramos los salarios ‘“de sesenta y dos a
menos de setenta y cuatro’: “62 — —<74”, etc.

Teniendo en cuenta las reflexiones anteriores
construyamos una nueva tabla de frecuencias:




TABLAS

‘Salarios Nimero de

Clase (en miles de pesos) | trabajadores
1a. 50 - < 62 9
2a. | 62 -—< 74 8
3a. 74 -—< 86 10
4a. 86 -—< 98 5
ba. |° 98-—< 109 1
6a. 108 -< 121 2

n= 35

Para hacer la representacién grafica de la distri-
bucion de frecuencias por medio de barras debe-
mos tener en cuenta que ahora los datos estan
agrupados en clases y que conviene evitar que
algunos salarios caigan en los bordes de las barras.

Si tomamos los datos como aparecen en la Tabla
4 o en la Tabla 5 no podriamos evitar esto ulti-
mo, entonces es necesario hacer una leve modifi-

cacién, en los extremos de las clases. Como en la

primera clase queremos los satarios de $50000 a
menos de $62000 los tomamos de $49500 a
$61500; los de la segunda clase de $61500 a
$73500, etc.

Ahora vamos a tener una ‘nueva tabla de dlStf’l
bucién de frecuencias:

TABLA 6
Salarios Frecuencias
Clase | (en miles de pesos)
1a. 495 — 615 9
2a. 615 —735 8-
3a. 735 —-855 10
4a. 865 —-975 5
Ba. 975-1095 1
Ba. 1095-121.5 2
n=35
Vemos que las frecuenciasde clase n,,n,, ..., ne,

son las mismas en las tres (ltimas tablas.

Los .nGmeros 49500 y 61500, (Tabla B) extre-
mos de la primera clase se denominan respectiva-
mente limite real inferior, {,, y limite real
superior, L, , de esta clase.

La anchura de clase es la diferencia entre los 1i-
mites reales de clase que forman la clase. Asi
para la 1a. clase, estaes L, - [, 0sea .
61500 — 49500 = 12000, como lo habiamos
dicho en péginas anteriores.

Hay un dato que vamos a necesitar para las grafi-
cas y que es el promedio (mitad de la suma) de
los limites reales de clase. A cada uno de estos
datos se le llama marca de clase. Asi para la 1a.

clase tendremos que su marca de clase, x, es

49500 + 61500

= 55500

1 =
2

Si analizamos la Tabla 4 facilmente podemos
verificar que las marcas de clase obtenidas con
base en la Tabla 6 son iguales a las que se obten-
drian a partir de la Tabla 4. Asi para la primera
clase tendriamos:

50000 * 61000 _ 55500 = x
2
" de la misma manera,
62000 + 73000 _ 67500 = x2

2

.Como ejercicio se pueden hallar las marcas de

clase X3, X4, X5, Y X¢ Y las anchuras de clase:

L,— &; Ly— U, etc.

A las gréficas de barras, como la que viene a con-
tinuacion (Figura 4), se les denomma hlstogra
mas de frecuencias.

Con base en el histograma de frecuencias trate-
mos de estimar ‘‘a ojo”” en ddénde quedaria la
media (o promedio) de la distribucion de fre-
cuencias, o sea el dato que representa mds o
menos un valor promedio de los salarios.:

285



HISTOGRAMA DE FRECUENCIAS

10 1 ’ —X

Numero de trabajadores (frecuencias)
o
—t

/7 \

>

495 61.5 73.5

435 4~
55.5 -+
675 +
795 T

856.5

Salarios

97.5 109.5

9156 T °

{Miles de pesos)

1035 T
1155 +
R
o
1275 7’

Figurad

Facilmente se descartan las clases donde no po-

dria estar la media:

— la 1a. clase contiene en la base de la barra
que la representa el salario de $55500, que
es su marca de clase; dicho salario es muy
bajito vy se aleja de aquellos que pertenecen a
la 4a., Ba., y 6a. clase.

— A su vez las marcas de clase de la , 4a.,ba.,
y 6Ba., clase: 91500, 103500 y 115500 res-
pectivamente, estdn muy por encima de los
salarios contenidos en la 1a. clase y a(n de
algunos contenidos en la 2a. clase.

— Parece pues que la media o promedio estaria
entre 675000 y 79500, marcas de clase ubi-

cadas en la base de las barras que represen-

tan la 2a. y 3a. clase respectivamente, enton-
ces podemos afirmar que:

67500 < media < 79500
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Ahora hallemos la media mds precisamente; para

ello es necesario considerar la marca de clase de:

cada intervalo y multiplicarla por la frecuencia
correspondiente. La suma de estos productos se
divide por el nimero total de datos (suma de fre-
cuencias absolutas). - . ‘

En la figura 4 tenemos indicados los valores de
las marcas de clase (en miles de-pesos) y las co-

rrespondientes frecuencias. Como ya representa-
mos las marcas de clase por x;, X,,..., X¢, Yy las
frecuencias por n,, n,, .
guientes productos:

56500 x 9 = 499500

X,n,=

x,n,= 67500 x 8 = 540000

x,n,= 79500 x 10 = 795000

x,n,= 91500 x 5 = 457500

x,n,= 103500 x 1 = 103500
= 115500 x 2 = 231000

Xs Ny

2’ 626500

.., g, tendremos los si-




La suma de las frecuencias absolutas

n: +n2 +...+ne = 35 entonces la media arit-
mética es el cociente entre estos dos valores:

2'626500
35

Media = 75042.85

La media esf;é en la tercera clase y vemos que
67500 < 75042.85 < 79500

¢Es esta media representativa de los salarios?

En el histograma (Figura 4) oenla Tabla 6 es fd-

cil detectar cudl es la clase que contiene la
moda {clase modal).

En efecto el rectdngulo de mayor altura es el que
representa la 3a. clase; en la tabla la mayor fre-
cuencia, 10, corresponde a la misma clase. Se
puede afirmar que 73500 < moda < 85500.

Precisar cudl es el dato de esta clase que puede
considerarse como la moda de la distribucion de
frecuencias de datos agrupados, requiere-de un
procedimiento interesante.

Dicho procedimient6 se basa en el histograma de
frecuencias (ver figura 5).

Se determina el punto P como lo indica la figu-
ra 5 y se define la moda como la abscisa x, de
dicho punto.

11 A
10 {—— — — — — — — - -
i | .
o P A Ay, : exceso de la frecuencia de
] AY1=2 ;’ ' la clase modal sobre la cla-
' l P I T se contigua de la izquierda.
8 \ ’
I\ AY2 =B Ay . exceso de la frecuencia de
7 | \ la clase modal sobre la cla-
' | \ se contigua de la derecha.
‘- n /
8 \
g 5 A |
3
i« I
4 1 | .
. l
P |
2 1 |
- l
I
X, .
= . > Salarios
495 615 l {2 97.5 109.5 121.5 )
(en miles de pesos)
Figura 5
De los tridngulos semejantes sombreados tenemos:
AV, Xo - {)
= entonces
Ay, 1 -
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A (la-x)= AWy (XO"al)
X (Ayi+A2)=awn L+ Ay, L
Ay {2 + Ay, U

Xo’=
AY1 o+ Ay_z

Como I, =, + c donde ¢ = anchura del intervalo de clase, podemos escribir:

Ay, (Lsc) Ay L L (Ayi+ Ay, Ve Ayr ©

Ay1+AY2 Ay, + Ay

Xy = 014. _._Ayl_c_
Ay, . Ay,

 Ahora reemplazamos en esta férmula por los valores particulares del problema en cuestion.

X, = 73500, . 10-8 x 12000
| (10 — 8) + (10 — 5)
Xo = 73500+ 235 x 12000 = 76928.57

‘ Entonces la moda es 76928.57

. £ b b
Para estimar el valor de la mediana hagamos, J Tms
como en el ejemplo 1, la tabla de la distribucion =~ 5 ,
de frecuencias relativas acumuladas porcentuales » } Joon
(Tabla 7) y la representacion grdfica correspon- ) S SRR A
diente (Figura 6), donde hemos trazado el poli- . I W ! son
gono de frecuencias, relativas acumuladas, u v s Loeeos
ojiva porcentual. | s | | o
i | | |
E | el
I | |
i L :
i = TR
TABLA 7 g » i ! ! Joon
: ” Lo ‘
Salarios Frecuencias| En forma " o : -
(en miles de pesos) acumuladas | - porcentual " ____._:___:__4‘_____"____:- it
. 7] o E } i o~
61.5 o menos ‘ 9 25.71% : & E P b
- 73.5 0 menos 17 48.57% o0 R [ 25! S (S SN AR p— daaeeo] o
85.5 o menos 27 77.14% : b P : |
97.5 0 menos 32 91.42% ' L oo 'f" Il P ! R
109.5 0 menos 33 94.28% wroome e " st i o e
121.5 o menos 35 100 % ' :
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Observando la Tabla 7 es fdcil darse cuenta que |

el 50% de los empleados estd en o por debajo de
los que devengan un salario de $85500 por

tanto se puede afirmar que la mediana < 85500.

Si miramos el eje vertical de la derecha y subi-
mos hasta el 50% para buscar luego el punto co-
rrespondiente en la ojiva, vemos que la pre-ima-
gen (de esta frecuencia acumulada) en el eje ho-
rizontal donde hemos representado los salarios,

estd muy cerca de 73500 pero en la tercera clase.

Ademds el 50% de las frecuencias es 17.5 cuya
pre-imagen estd teéricamente en la tercera clase
ya que la suma de las frecuencias de las dos pri-
meras claseses 9+ 8 = 17.

Con base en esta observaciéon podemos asegurar
que la mediana es mayor que 73500 y menor o
igual que 85500:

73500 < mediana < 85500
Para precisar el valor de este dato a 73500

debemos sumarle _0-5 del camino entre 73500 y
85500. 0

Mediana = 73500+ (85500 73500)

73500 + 0.05 x 12000
- = 73500 + 600 = 74100

Esto significa que el 50% de los salarios estd en o

. por debajo de $74100 y el otro 50% en o por

encima del mismo.

Con base en el histograma (Figura 4) también se
puede estimar este valor trazando la vertical que
divide la grafica en dos partes de igual drea. La
abscisa de esta linea es la mediana.

Las frecuencias acumuladas anteriores represen-
tadas en eje vertical izquierdo y en el eje vertical
derecho de la figura 6 se conocen como distri-
buciones ‘“menor que’’ porque se van obtenien-
do sumando o acumulando las frecuencias que
estdan por debajo de un salario dado incluido €l
mnsmo La ojiva correspondiente se denomina
ojiva “menor que”,

Como ejercicio se puede hacer la tabla y la ojiva
de la distribucién de frecuencias acumuladas “o
mas”. En este caso la primera pregunta seria:

é{Cudntos empleados devengan un salario de

~$49500 0 mas?

Cuantiles, deciles y percentiles: Vimos como la
mediana divide una lista de datos ordenados (o
agrupados) en dos listas que tienen igual nmero
de sujetos.

También podemos pensar en aquellos valores
que dividen la poblacion en cuatro, en diez y
hasta en cien partes igualmente numerosas. La
bisqueda de dichos valores es de mayor interés
cuando se tiene un ndmero grande tanto de
intervalos de clase como de datos y se requiere
fijar la atencién en una parte de la poblacion que
presenta alguna caracter istica especial.

Por ejemplo: a) Nos interesa conocer el salario a
partir del cual es menor el salario devengado por
el 75% de los empleados de la fabrica de calzado
t‘Z)’

Observemos la ojiva porcentual de la figura 6 y
busquemos la pre-imagen correspondiente al 75%
de las frecuencias acumuladas, esta preimagen es
un poco menos que 85500,

Podemos hallar mds precisamente este valor asi’:

El 75% corresponde a los tres cuartos del name-
ro de empleados:

3x35 _ 9625
4 .

Observando la Tabla 6 vemos que la 1a. y 2a.

clase contienen 9 + 8 = 17 casos, luego debemos

tomar 9.25 (o sea 26.25 —17) de los 10 casos de

la 3a. clase.

El valor que buscamos estard a <2 925 de la ampli-
tud del intervalo, es decir 10

925 % 12000 = 0.925 X 12000 = 11100

Para hallar el salario que iguala o que deja por

debajo el 75% de los salarios, le.sumamos al limi-
te real inferior de la 3a. clase el valor hallado an-
teriormente, entonces tenemos

73500+ 11100 = 84600

El 75% de los empleados devengan un salario de
$84600 o menos.
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También podemos asegurar que el 25% de los
empleados devenga un salario de $84600 o mads.

Compérese este valor con el que habiamos esti-
mado inicialmente.

b) Podriamos preguntar {cudl es el salario en
o por debajo del cual esté el 25% ?

Nuevamente observemos la Figura 6 y busque-
mos la pre-imagen correspondiente al 25% de las
frecuencias acumuladas, encontramos que ésta se
ubica muy cerca de 61500, pero a la izquierda,
luego el salario que buscamos es menor que
61500.

Hallémos!o mds precisamente:

El 25% corresponde a un cuarto del namero
total de salarios: .

1 x35 estos casos estan conteni-
————— =8.75, dosen la 1a. clase cuya
4 frecuencia absoluta es 9.

— el limite real inferior de la 1a. clase es 49500,

— siguiendo el procedimiento anterior, tene-
mos:

49500+ 275

x 12000=49500+ 11664 = 61164

El 25% de los trabajadores devenga un salario de
$61164 o menos.

c) Cual es el salario en o por debajo del cual
estd el 50% de los salarios?

Ya vimos que es la mﬁdiana, $74100. .-

Los valores que hemos hallado para el 25% eI
50% y el 75% que en ese orden son: $61164
$74100 y $84600 se denominan cuartiles y se
acostumbra simbolizarlos asi:

Q =61164; Q. = 74100; Q; = 84600

Los cuartiles significativos son estos tres, el cuar-

to Q4 igualaria o dejaria por debajo de el los
salarios inferiores a:

109500 + 12000 = 121500° (limite real superior

de la dltima clase).
as decir al 100% de dichos salarios.
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Dividamos ahora la distribucion en diez partes lo
mismo de numerosas; a cada uno de los valores
gue marcan esas partes se les llama deciles y se
acostumbra simbolizarlos por D1, D2, ..., Dy.

Volvamos a trabajar con la ojiva (Figura 6) fijan-
do la atencion en el eje vertical de la derecha
donde hemos marcado entre otros, 10% , 20% ,
30% , , 90% y tratemos de estimar “a 0jo” la
pre-imagen de cada una de estas frecuencias acu-
muladas porcentuales, sobre el eje horizontal o
de los salarios.

Este ejercicio resultard muy interesante para los
alumnos y los motiva para hallar estos valores
con precision.

~ Conviene que cada uno escriba los resultados de

sus estimaciones, es decir los valores aproxima-
dos paraD,,D,,D,, ..., Ds.

En nuestra gréfica, por ejemplo, hemos ubicado
en la ojiva el punto (D, , 10% ) y al trazar la ver-
tical vemos que corta al eje horizontal en un
punto que nos permite afirmar que D, , estd mas
cerca de 49500 que de 61500 y afinando un
poco mdas esta observacion se puede decir que
D, < 49500 + 6000 o sea 49500 < D, < 55500.

Reflexiones como la anterior pueden hacerse
para estimar el valor de los demds deciles.

Calculemos algunos de ellos en forma mds pre-
cisa.

Hallemos los cinco primeros déciles, comenzan-
do por la clase de mds bajos salarios (ver Tabla
6).

— ° Veamos cudl es el valor que se obtiene para

—:1”% = 3.5, esto quiere decir que el primer
decil contiene 3.5 de los salarios que estdn
en la 1la. clase cuya frecuencia abso|uta

es 9.

—  El decil estard a —35',—5 de la amplitud del in-
tervalo es decir

3.5 x 12000 = 4666.66




R

i

— Al limite real inferior de la 1a. clase le
sumamos el resultado anterior y asi obtene-
mos el valor del primer decil:

D, = 49500+ 4666.66 = 54166.66

Compérese este resultado con las estimaciones
que los alumnos hicieron ‘a ojo™,

Simplifiquemos. el procedimiento para los otros
deciles:

Para el sequndo decil:

2 x 3_5 =75 que estan en los 9 casos de

10 la primera clase.

D, = 49500+ « 12000 = 59500
9

Para el tercer decil:

_3x35_105 debemos tomar 1.5 de los 8
10 casos de la segunda clase.

Ds = 61500+ 18« 12000 = 63750
8

Para el cuarto decil:

4x35_ 14 debemos tomar 5 de los 8
10 casos de la segunda clase.

D, = 61500+%x 12000 = 69000

Para el quinto decil :

5x35 = 17.6 debemos tomar 0.5 de los 10
10 casos de la tercera clase.

D, = 73500+ 25 x 12000 = 74100
10

Aqui vemos como Ds = Q, = mediana.

Cuando la poblacion se divide en cien partes lo

mismo de numerosas, hablamos de percentiles,
que se simbolizan con Py, P,, ..., Pys.

Trabajando cuidadosamente sobre la ojiva (Figu-

ra 6) los alumnos pueden continuar ejercitando
la habilidad para estimar los valores de algunos
percentiles, hacer sus anotaciones y después veri-

ficarlas haciendo los calculos respectivos. De
hecho ya tienen calculados algunos, los equiva-
lentes con los cuartiles y con los deciles.

‘En la Figura 6 hemos sefialado sobre la ojiva el

punto (Pss, 85% ) y vemos que en el eje horizon-
tal Pss estd casi en el punto medio de la 4a. clase,
pero “corridito hacia la derecha” es decir ligera-
mente mayor que 85500 + 6000 o sea

91500 < Pss < 97500 .

Hallemos algunos percentiles en forma precisa:

—  El décimo quinto percentil serd el valor que
obtengamos para ‘

15x35 _ 595 de los salarios comenzando
100 por la clase mds baja.

Este percentil estd contenido en la primera clase.

P.s = 49500+ 225 x 12000 = 56500
9

—  El vigésimo quinto percentil:

25x35_ 875 estdn contenidos en la
100 primera clase.

Continuando con el cdlculo llegaremos al valor
del primer cuartil: '

T 61164 =Py = Q

—  ¢A cudl decil es igual el cuadragésimo per-
centil?

—  Calculemos Pgs :

85x35 29.75; hasta la 3a. clase llevamos
100 27 casos.

Debemos tomar 2.75 de los casos de la 4a. clase;
el limite real inferior de ésta clase es 85500.

Pss = 85500+3-57_5x 12000 = 92100

Comparemos este resultado con la estimacion
que se hizo con base en la ojiva. ’
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CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

El lenguaje ordinario contiene toda una varie-
dad de expresiones en las cuales subyace la
nocion de probabilidad, aunque el significado de
tales expresiones suele ser impreciso.

Veamos algunas frases que expresan probabili-
dad y sefialemos en -ellas la expresion que la
designa.

A. Con frecuencia me sorprendo pensando en
mi misma.

B. - En muy raras ocasiones la ~esperanza se
esfuma totalmente

C. Cuando hay mar de leva es casi seguro que
se inunda la ciudad.

D. Casi nunca estamos solos.

E. Detrds de un gran hombre casi siempre hay

una gran mujer.

F." Nunca serds tan pobre como para no[ tener
algo de ti mismo que ofrecer. ;
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G.: Es posible que vuelva mafiana.

H. El turismo hacia
escaso.

la costa estd bastante

. Encontrar un agmla real por aqui es casi
imposible.

J.© Es raro que yo me aprenda una poeSIa
"~ completa.

K. Son muy frecuentes las quejas de los veci-
nos.

L. & Durante el dia me encuentras en la casa o
en la oficina, miti-miti.

Frases como las anteriores pueden proponerlas
los mismos alumnos, hasta tener en el tablero
unas doce o quince. Una vez sefialadas las expre-
siones que expresan probabilidad, se propone la
tarea de ordenarlas segtin la mayor ‘“fuerza” con
que la expresen. A cada una de estas expresiones
se le asigna la letra de la frase que la contiene.
En nuestro ejemplo muy frecuentes es K.




Los estudiantes pueden organizarse en grupos.
Cada grupo tiene la lista de las expresiones y

[

trata de colocar las letras en una escala horizon-
taldeQalt.

=S

-

o

Luego se hace una plenaria para discutir los desacuerdos..

En la lista de nuestras 12 frases, tratemos de ubicar algunas de las letras que representaran las

expresiones en la escala horizontal.

FIDH BJ

L

0

i
i

0.5

Seguramente al hacer la apuesta en comun resulten, para una misma lista de expresiones, diferentes

maneras de ordenar las letras en la escala.

En nuestro ejemplo, otra forma de ordenarlas podria ser:

DI BHI

-

A K EC

OTmm

La letra G que representa la expresiéon ‘‘es posi-

ble” no se pudo ubicar en las escalas por ser muy

genérica, pero algunos alumnos podrian ubicarla

dentro de un intervalo a la derecha del ceroy
antes de 0.5.

o

De esta actividad lo mds interesante son las dis-

- cusiones entre los relatores de cada grupo vy sus
argumentaciones para justificar el orden que le
dieron a las letras.

Actividad 2. Produciendo probabilidades

Primera parte de la actividad

Se dan a cada grupo una serie de cajas grandes de
fosforos (u otro tipo de cajetillas o erfvases duros),
y dos bolsitas con fichas o con bolitas de dos
colores (rojo y-azul).

bEs deseable que grupos diferentes trabajen con
diferente numero de fichas en cada caja, pero

que dentro de cada uno de los grupos se use
siempre el mismo numero de fichas por caja. En
caso de que esto no suceda espontdneamente,
conviene sugerirlo para que el trabajo posterior
resulte mas interesante.

Se trata de colocar fichas o bolitas primero en
tres cajas, de tal manera que en la primera sea
imposible que salga una ficha o bolita azul,en la
segunda que la probabilidad sea la misma de que
salga azul o roja, y en la tercera de que necesaria-
mente salga una azul. Estas tres cajas se ponen
en los tres puntos de la escala de cero a uno.
Ojald las lineas sobre las que se construye la es-
cala tengan la misma longitud.

Luego se trata de poner las mds cajas posibles
entre esas tres primeras, de manera que tengan
probabilidades intermedias de que salga una
ficha o bolita azul. E! profesor podrd organizar-
la actividad con tres o seis grupos de alumnos,
previendo con anticipacion el material requerido.
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Ejemplo con 5 grupos:
Material: Unas 40 cajas o cajetillas; unas 200 fichas rojas y 200 azules. '
Veamos algunos de los posibles caéos que pueden presentarse eﬁ los Qrupos:

(Simbolizaremos con la letra r una ficha roja y con la letra a, una azul).

a) Grupo que- trabajo con 2 fichas en cada caja:

r a a
Y r a
} +— t
0 05 - 1
s o
y
b) Grupo que trabaj6 con 4 fichas en cada caja:
cero sobre cuatro una sobre cuatro dos sobre cuatro tres sobre cuatro cuatro sobre cuatro
/ \ : / \ / \ / \ /
A4 \Y \Y4
r a a a - a
r r a a a
r r r a a
r r T r a
[ L L 1 1
T 1 T ] L
1 3 1
0 4 0.5 n
¢) Grupo que trabajo con 6 fichas en cada caja:
r a a a a a a
r r a a a a a
S r r r a a a a
r r T r a a a
r r T I r - a a
r r r r r r a
1 ] 1 L 1 1 1
LN T T I T L T
0 1 2 05 4 5.
6 6 6 6
d)} Grupo que trabajé con 8 fichas en cada caja:
r a a a a a a a a
r r- ‘a a a 'a a a a
r r T a a a a a a
r r r r a a a a- a
Y r r r r a a a a
r T T r r r a a a
r r r r r r r a a
r r r r r r r r a
t e + t + t } + }
0 X 2 3 0.5 5 6 7 1
: 8 8 8 B 8 g
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e) - Grupo que trabajé con 12 fichas en cada caja:

Cada grupo puede hacer una represéntacién de
su trabajo en una hoja de papel.

.Para despertar la intuicion de los alumnos se
pueden formular preguntas como:

La pro,babilidadﬂ de sacar una ficha azul
{dénde es mayor, en la caja donde hay 3

azules y b rojas o en la caja donde hay 5 azu-

lesy 7 rojas?

La probabilidad de sacar una ficha azul ¢dén-
de es mayor, en la caja donde hay 4 azules y
2 rojas o en la caja donde hay 5 azules y 3
rojas?

(En cudles cajas es igualmente probable
sacar una ficha azul o sacar una ficha roja?

(Al finalizar la actividad se pueden retomar estas
mismas preguntas con el fin de verificar que tan
acertadas fueron las primeras respuestas).

r a a a a a a a a a a a a
r r a a a a a a a a a a a
r r r a a -a a a a a a a a
r r r r - a a a a a a a a a
r r r r r a a a a a a a a
r r T r r r a -’ a a ‘a a a a
r r r r r r r a a a a a a
r r T r r r r r a a a a a
r r r r r r r r r a a a a
r r r r r r r r r r a a a
r r r r r r r r r r r a a
r r r r r r r r r r r r a
L i N L Y —t i - i i ' e 1
AL L T T T T T - T t L t —1—
0 1 2 3 4 5 0.5 2 -8 S a0 1 1
2 12 72 12 12 12 12 12 12 12

Ahora se reunen dos grupos que hayan utilizado
diferentes ndameros de fichas, en un grupo
mayor, para tratar de ponerse de acuerdo sobre
cudl caja va primero y cudl después en la escala.

En esta tarea de reunir y ordenar las cajas en una
sola escala se deja que los alumnos ensayen y
ubiquen las cajas segun sus primeras intuiciones.
Luego se les puede orientar para que comparen
las fracciones que expresan la razon entre el nd-
mero de fichas azules y el nimero total de fichas
de cada caja y con base en ésto revisen el orden
due inicialmente dieron a dichas cajas.

Si en nuestro ejemplo reunimos el grupo ¢ con el
grupo d, que trabajaron con 6 y 8 fichas respec-
tivamente, se vera como todas las cajas interme-
dias de la escala del grupo d se pueden ubicar en
sitios intermedios entre los ya sefialados por el

grupo c en su escala, asf:

(d) (d) (d) (d) (d) (d)

| (c) | () | (c) | (o) | () |

a a a a a a

r l a l a l a l a l a
r r a r a a a a a ‘a a a a
r r r r a r a a a a a a a
r r r r r r a a a a a a a
r r r r r r r r a a a.- a a
r r r r r r r r r. r a a a
r r.r T r r r r r r r r a
f +——t — —t— + +——t f
0 1 1 2 2 3 0.5 5 4 6 5 7 1

8 B 8 6 8 8 B K] s B '
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Las tres cajas iniciales del grupo d ocupardn el
mismo sitio de las tres cajas iniciales del grupo c.

Si ahora se reune el grupo b con el e, se puede
ver facilmente como todas las cajas intermedias
del grupo b se pueden colocar en la escala del
grupo e, en sitios donde ya hay una caja. La caja
en la cual la probabilidad de sacar una azul es de
“‘una sobre cuatro” se debe colocar en el mismo
sitio donde estd la caja en la cual la probabilidad
de sacar una azul es de ‘“tres sobre doce”. Lo
'mismo podemos decir de las cajas ‘‘tres sobre
cuatro” y “nueve sobre doce”, en las cuales la
probabilidad de sacar una azul es la misma, Las
tres cajas iniciales del grupo b se colocaran, en la
‘escala del grupo e en los sitios correspondientes.

Resumamos lo que pasé con los grupos y las
escalas:

— El grupo a que no se ha movido tiene en su
_ escala las 3 cajas iniciales.

— Todas las cajas del grupo b pasaron a la esca-
la del grupo e; en adelante b y e forman un
solo grupo y su escala tiene 18 cajas.

— Ei grupo c recibi6 todas las cajas del grupo d
y asi la escala, que ahora es del grupocy d,
cuenta con 16 cajas.

Tenemos pues tres nuevos grupos con sus respec-
tivas escalas: el primero sigue siendo el a, el se-
gundo, by e,y el tercero, cy d.

Segunda parte de la ActiVidad 2:

‘ [ Todas las cajas a una sola escala!”

Es el turno para que trabaje el primer grupo (a),
bajo la vigilancia de dos “‘fiscales’’, uno del se-
gundo grupo (b y e) y el otro del tercero (cy d).

La tarea para los integrantes del primer- grupo
(a) es la de llevar a su escala todas las cajas, y .
ordenarlas segin la mayor o menor probabilidad
de sacar una ficha o bolita azul.

Al finalizar el ordenamiento de las cajas en la es-
cala se puede insistir en que relacionen el cero de
la escala con los eventos imposibles, el uno de la
escala con los eventos de ocurrencia segura, y la
ubicacion mds arriba o mds abajo de la escala
con el aumento o la disminucién de la probabili-
dad de que el evento ocurra. Se pide a los grupos
que traten de representar graficamente estas
ideas. Una de las posibles representaciones puede
ser la siguiente:

!
0 ’ 0.5 1

Impaosible

&
-

menos probable

)

Actividad 3. Probabilidades intuitivas.

Se trata de leer con cuidado frases como las seis
que vienen a continuacién, y escribir lo que
intuitivamente se siente sobre ellas: si se las con-
sidera verdaderas o falsas y por qué. Luego se
trata de- poner a prueba esos juicios intuitivos
con algunos experimentos de dados y monedas,
o con programas de probabilidad en computador
si se tiene acceso a ellos.

1. Si tiro un solo dado, lo mas dificil es sacar
una sena (un seis).

" 296

—d

seguro

\ 4

mas probable

2. Un amigo tir6 una moneda diez veces, y
escribid las caras y los selios asi;

cccc ccgccccc

“Luego volvi6 a tirar la moneda diez veces y
le sali6 asi:

cssccs scs c.
¢Cudl de las dos tiradas de a diez es mds pro-
bable?




6. Supongamos que hay un

3. Si una moneda se tira diez veces seguidas, el
resultado mds probable es que salgan cinco
caras y cinco sellos.

4. Mientras mds veces se tire una moneda que
no esté cargada, la probabilidad de caras a

sellos se va acercando a 0.5.

5. Si se tiran dos dados, sacar senas (12) o

sacar siete (7) es lo mismo de probable.

“chance” de
cada seis de sacar una sena (un seis) tiran-
do un dado que no estd cargado, por lo
tanto, tiene que haber un ‘“chance” de
cada tres de sacar por lo menos una sena
cuando se tiran dos dados que no estan
cargados.

Actividad 4. Las carreras de caballos.

Los alumnos se distribuyen en grupos y a cada

grupo se le entrega una hoja con doce pistas

marcadas de uno a doce, cada pista con diez
casillas. El profesor comenta que se trata de
carreras de caballos, y que se avanza tirando

dos dados.

Se ponen fichas de colores que sirvan de caba-
llos; el profesor advierte que él escoge los

carriles seis y siete, y pone una ficha en cada
uno de ellos. También dice que cuando salga
un seis o un siete al tirar los dos dados, sus ca-
ballos avanzan una casilla. Pide a los alumnos
escoger pistas de manera que el juego sea
equilibrado, y dice que se pueden hacer equi-
pos para reservar varias pistas para el mismo
color,

Por ejemplo un equipo puede jugar con las
pistas del 1 al b, y otro con las pistas 8 a 12,
0 que si quieren jugar todos contra éi. Mds
aun, que si todavia no les parece equilibrado,
él cede también el caballo de la pista 6.

Luego se juegan varias carreras. Al ganar el 7,
se vuelve a preguntar cémo se puede equili-
brar el juego, hasta que se descubran varias
maneras de equilibrarlos, como las ventajas o
los “handicaps’: Por ejemplo, para tener bue-
nas oportunidades de ganar el dos y el doce
tienen que arrancar muy arriba, etc. La pre-
gunta es: ¢Qué tan arriba deben arrancar los
caballos laterales? También se puede descartar
el siete, y aparear 2-6 y 8-12, o pedir que
todos los caballos de un color tengan que
entrar a la meta para que el equipo gane, o.
que los que tienen menos probabilidad salten
mds casillas cada vez, etc. No es fdcil decidir
cudndo estd equilibrado el juego.

"o
9
8
7
6
5
4l 4 4 4 s 4 4 A A y A 4 A
3
2
1
AR A Ve Vs Vi VSV Sl Sher She 3
R AR LA AL AAN
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
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El desarrollo de
llevara a los estu

Segundo dado

esta actividad seguramente
diantes a encontrar todos los

posibles resultados al lanzar dos dados y a cla-

sificarlos segun la suma.

6 (1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (56) (6,6)
5 (15) (25) (35) (45) (6,56) (65)
4 (1.4) (24) (34) (4,4) (b4) (64)
3 (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3)
2 (1.2) (2,2) (3,2) (42) (6,2) (62)
1 (1,1 (2,1) (3,1) (4,1) (5,1} (6,1)
N 1 2 3 4 5 6
Primer dado

Veamos para cada suma cuantas posibilidades hay:

Suma Posibilidades
2 0
2: (1,1 ... .. e e e e 1
3: (1,2), (2,1) oo 2
4: (1,3), (31), (22)......... ... ... 3
5: (1,4}, 4,1), (32), 23)........... 4
6: (3,3), (4,2), (2,4), (51),(1B)...... 5
7: (6,1), (1,6), (6,2), (2,5),(4,3}), (34) 6
8: (2,6), (6,2), (53), (35), (44)...... 5
9: (3,6), (63), (b4), 45)........... 4
10:(4,6), (64), (B5) ... ...... ... .... 3
11:(65), (5B.6) ... .. i 2
12:(6,6) v v i i et e 1

Actividad 5. “Pares e impares”’.

Para este juego, que se realiza entre parejas de
alumnos, se necesita un dado por pareja, una
hoja para registrar los resultados y 9 fichas para

cada jugador.

Un jugador P escoge las cards donde estd repre-
sentado un namero par y el otro jugador I esco-

ge las caras de los impares.
Cuando una de las caras es ol |® of |°°°
[ ] [ I ) [ X X ]
P toma 2, 4 0 6 fichas de las de L.
[ ] ® O
Cuando una de las caras es ® 1 le® | [0%

Itoma 1, 3 0 5 fichas de las de P.

Cada partida de ‘‘Pares e Impares’ se juega hasta
cuando uno de los dos jugadores haya perdido
todas sus fichas.

Cada pareja juega cinco o seis partidas, y registra
los resultados de cada partida en dos renglones
de una hoja, marcados asi:

Resultado
en el
dado

Jugador que
gana
fichas

e e e, —
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El profesor puede hacer un inventario para
saber, dentro del grupo total, entre Pares e Impa-
res, quienes ganan mas partidas.

La discusion al respecto puede orientarse con
preguntas como las siguientes: '

{Cuéntas caras le permiten a I ganar algunas
fichas?

é{Cuantas caras le permiten a P ganar algunas fi-
chas?

¢Quién gand mds partidas? ¢Por qué, si-el nume-
ro de caras es el mismo?

¢éLas reglas de este juego garantizan igualdad de
oportunidades a ambos jugadores?

En cinco partidas jugadas por Anita y Cecilia los resultados fueron los siguientes:

Resultado en 5 6
el dado ’

iGand Anital

Jugador que
-gana fichas C A

Resultado en .3 2 3
el dado

iGané Anital

Jugador que
gana fichas C A C

Resultado en 3 6 4 5 1
el dado

Jugador que
gana fichas C A A o Cc

iGané Cecilial

Resultado en
el dado 6 ) 2

Jugador que
gana fichas A A

iGanod Anita!

Resultado en
el dado 5 6 3 6

Jugador que
gana fichas C A C A

1Gané Cecilia!

Se espera que los alumnos lleguen a concluir que
las reglas de este juego no son justas, ya que los
dos jugadores no tienen igualdad de oportunida-
des: aunque todas las caras tienen la misma pro-
babilidad de salir, los pares permiten ganar mas
fichas.

Puede suceder que en la practica ganen los impa-
res, ya que la mayor probabilidad para los pares
no garantiza que en la realidad sean éstos quie-
nes siempre ganen. Esta diferencia entre “Muy
probable”’ y “Seguro?’ es muy importante.
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— Invéntese unas reglas que ofrezcan igualdad
de oportunidades en el juego.

(El juego seria justo, en el sentido de igual-
dad de probabilidades de ganar para cada
uno de los participantes, si cada cara par da
derecho a ganar una sola ficha, y cada cara
impar, lo mismo. Pero hay otras soluciones!)

Actividad 6. Sumando en dos dados.

Este es un juego para dos. Se necesitan dos da-
dos por pareja, y cada jugador debe tener 7
fichas. Los dados se lanzan y se suman los resul-
tados.

Silasumaes 2, 3, 4,5, 10, 11 0 12, un jugador
toma una ficha de la pila de su compafiero.

Si la suma es 6,7, 8 0 9, el otro jugador toma
una ficha de la pila del compafiero.

La partida se termina cuando uno de los dos
jugadores pierde todas sus fichas.

Los resultados de cada partida pueden irse regis-
trando en una hoja, marcando parejas de renglo-
nes asi:

Suma de
los dados

Jugador que
ganoé una ficha

Aqui registramos los resultados de dos partidas realizadas entre Doris y Fanny!

Suma de 7 8 6 4 4 9 6 7 9
los dados
Jugador que gané _
una ficha F F F D D F F F F
iGan6 Fanny!
Suma de )
los dados 7 6 7 9 5 " 6 8 5 4 3 6
Jugador que gano
una ficha F F F F D D F F D D D F
iGand Fanny!
Suma de 6 6 5 10 12 12 3 4 4
los dados
Jugador que gané
una ficha F F D D D D D D D
iGané Doris!

Seguramente en algin momento del. juego se pre-
sentara en algunos alumnos la inquietud de hacer
un analisis parecido al que hicimos en la activi-
dad 4 (Las carreras de caballos), para saber por
qué algunos ganan mas partidas que otros.
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Si este andlisis no se da espontdneamente, el pro-
fesor puede motivarlo preguntando si las reglas
de este juego garantizan igualdad de oportunl-
dades para ambos jugadores.
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Se vera que el jugador que escoge las sumas 2, 3,
4,5, 10, 11 o 12 tiene “dieciseis oportunidades
sobre treinta y seis” de ganar una ficha, mientras
que el jugador que escoge las sumas 6,7,8 0 9
tiene ‘‘veinte oportunidades sobre treinta y seis’’
de ganar una ficha.

Sin embargo, el hecho de que para unos la pro-
babilidad sea de 16/36 y para otros de 20/36, no
quiere decir que necesariamente serdn estos Glti-
mos quienes ganen; de hecho en algunas parejas
seguramente ganaron los otros. Es decir, la supo-
sicion de ser mds o menos probables que estd
detrds de la asignacion numérica de la probabili-
dad, no garantiza en la realidad que el que apues-
te a lo mds probable gane siempre.

Con base en el trabajo realizado hasta aquf,
hagamos algunas precisiones:

— Lanzar una moneda, un dado, dos dados,
sacar una ficha azul entre un determinado

numero de fichas etc., son actividades que -

hemos realizado con cierta intencién y con
miras a asignarle una medida al resultado;
tales actividades reciben en teoria de proba-
bilidad el nombre de “experimentos”.

— Como los resultados de tales experimentos
no se pueden predecir con exactitud se dice
que estos experimentos son ‘‘aleatorios” o
“al azar”. ” '

— En las actividades donde se lanzaban dos
dados, vimos que el ndmero total de los po-
sibles resultados igualmente probables es 36;
al conjunto formado por estos 36 resultados
se¢ le denomina ‘“‘espacio muestral” y a cada
uno de ellos ‘“evento simple o atomico”’.
Cuando se lanza un solo dado, el espacio
muestral asociado a este experimento lo po-
demos representar por el conjunto de los
posibles resultados

{1, 2, 3,4,5,6, }que vamos a. llamar el con-
junto S. Cada uno de los seis eventos simples
o atomlcos tiene Ia misma: probabllldad de
ocurrir, - - _

‘bebabilidad de S; =

“# de eventos éimples de S;

— .Dado un espacio muestral con sus eventos
simples, y una regla o condicién que especi-
fique la observacién que se va a hacer en el
experimento, ésta determina un subconjunto
del espacio muestral que se llama ‘‘evento
compuesto o molecular”. Asi por ejemplo, el
evento asociado a ‘‘sale un ndmero par”
cuando. se lanza un dado estd compuesto por
los eventos simples “sale 2", ‘‘sale 4’ y “sale
6, y lorepresentamospor S, ={2,4,61};al
evento asociado a ‘‘sale un namero impar” le
corresponde el subconjunto S, ={1, 3,b5}.
Obsérvese que tanto S; como S, son subcon-
juntos del espacio muestral S. Los eventos
compuestos o moleculares son pues las par-
tes del espacio muestral, 2 (S). -

— Ya hemos visto que la probabilidad de que
ocurra el evento S, es de “tres sobre seis’”:
3/6; la probabilidad de que ocurra el evento
S, también es de ‘‘tres sobre seis”: 3/6, y
que la probabllldad de que al lanzar un dado
salga una sena es 1/6. :

- ¢Cudl es en general la probabilidad de un
.evento compuesto o molecular?

La idea bdsica es la de asignarle a cada evento
compuesto o molecular, un nimero entre cero
(para los eventos imposibles) y uno (para los
eventos que ocurren con seguridad).

Para el caso de un espacio muestral con un
nimero finito n de eventos simples o atémicos,
se le asigna a cada evento compuesto o molecu-
lar un namero fraccionario que refieje la razén
entre el namero de eventos simples que contri-
buyan al evento complejo y el nimero total de:
eventos simples del espacio muestral, pues se su-
pone siempre que los eventos simples son igual-
mente probables.

Para calcular este nGmero que llamamos “la pro-
babilidad de que ocurra el evento S,”, ponemos
en el numerador el nGmero m de eventos sumples
que conforman a S;, y en el denominador el nd-

mero n de eventos simples del espacio muestral
.S. - ‘

=1
# deeventossimplesdeS 1
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— Comparando ahora con las probabilidades
que ya habiamos asignado a S; (‘‘sale un
namero par”) y S, (“sale un nGmero impar”},
vemos que efectivamente;

P(S,)= % y P(S,)= %

— El evento “sale una sena’’ se puede conside-
rar como un evento simple de S={1, 2, 3, 4,
5, 6}. Como los eventos simples son igual-
mente probables y la probabilidad de que
ocurra alguno de ellos es 1, a cada uno.de los
simples le corresponde la probabilidad 1/6.

— Si lo consideramos como evento compuesto
o molecular, a €l le corresponde el subcon-

p (ﬂ;o;o;o;c' N
AKX

X 0""." 9, 0& () "‘.’\
/’0 4 OO0 0‘0. ’0"‘ O
KOO

%’:‘t‘t’b"

juntoS; = {6} de - ).

Como Ss tiene un solo elemento, -

_ # deeventossimplesde S; 1
P(S;) = -5
# de eventos simples de S

que es lo mismo que ya sabiamos.
Ejercicios.

1. Algunos ejercicios que pueden proponerse a
los -estudiantes consisten en trabajar sobre
unas ruletas, que podran construir ellos mis-
mos. A continuacidn proponemos algunos
tableros para dichas ruletas.

y/

(b)

@

~ En las dos primeras ruleta$ {cudl region tiene mas probabilidad de salir?
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Si fuésemos a jugar con las ruletas (c)y (d) ¢a cudles nimeros apostaria sus fichas?
é¢Cudl es la probabilidéd de que en la ruleta (c) la aguja caiga en 2?

{Cuél es la probabilidad de que en la ruleta (d) la aguja caigaen 2 o en 4?

Para construir el tablero de la ruleta (e) primero
se divide en 4 cuadrantes; luego dos cuadrantes
opuestos se dividen en cuatro partes, y los otros
dos en terceras partes. - ~

Los eventos simples no son “sale 1%, ..., “sale
14, pues no son igualmente probables!

Hay que buscar los simples: sectorcitos de 1/48
de vuelta! “‘cae en el n-ésimo sector de 7.5%"",




Si se numeran los sectorcitos de 1 a 48:

. s,

S,
Ss

Ss

S

Sia
2.

S

={1,2,3}
= {4,5,6)

= {13,14,15,16}

{21,22,23,24}
{25,26,27}

= {45,46,47,48}

El espacio muestral de un experimento
consta de cinco elementos:

={a,, &, a3, a4, as} Y SUS hrobabilidades son:

Plas)=+; Pla)=1; Pla)=3;

3 20 °

P(a4)=-1§0-; P(a5)=-1lo—

Considere los eventos:

A ={a1,az,as}
B = {az, as, as}
C = {ai,as, aé}

Caicule P (A); P(B); P(AuUB)

3. En un cierto dado “cargado’’, !a probabili-
dad de obtener un nGamero par es el doble de
la probabilidad de obtener un nimero impar.
Si llamamos q la probabilidad de obtener
cada uno de los nimeros impares 1, 3, 5,
écudl es la probabilidad de obtener cualquie-
ra de los pares 2, 4, 6?

Discuta con los alumnos la ambigliedad de ia
pregunta anterior. .
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