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In t r o d u c c i6 n

A traves de sucesiones y series, se desarrollan en
esta unidad temas como la nocion intuitiva de
limite, las progresiones tanto aritmeticas como
geometricas y sus aplicaciones en la expresion de
decimales infinitos periodicos, en las paradojas
de Zenon, y en los prestamos a interes simple y a
interes compuesto.

Se comienza a trabajar con los alumnos las que
podriamos !lamar "ideas fuertes del calculo",
como son las aproximaciones a 10 continuo a
partir de 10 discreto, el estudio cualitativo de
curvas, sus pendientes y sus tasas de cambio; y
la relacion de estas con las tasas de interes simple
y de interes compuesto.

Con las actividades que conducen a estos temas,
se brinda la oportunidad a los alumnos de desa-
rrollar habilidades de detectar, reproducir ye x -

tender esquemas0 patrones y a pensar inductiva-

O b je t iv o s g e n e ra le s

Afinar habilidades mentales del pensamiento
inductivo, como detectar, reproducir ye x -

tender esquemas0 patrones que se repiten.

Ejercitar las habilidades de formular hipote-
sis, ponerlas a prueba, argumentar a favor y
en contra de elias, y modificarlas0 descar-
tarlas cuando no resisten la argumentacion.

Reconocer intuitivamente el concepto de I i-
mite.

Reconocer progresiones aritmeticas y progre-
siones geometricas.

Captar la importancia de matematizar situa-
ciones y procesos de la realidad y de la ima-

mente; especialmentecuando hay que buscar
expresiones generales para diversas situaciones
a partir de casos particulares.

Las discusiones sabre las Paradojas de Zenon
cautivan la imaginacion, ejercitan la capacidad
de argumentacion y ensefian mas sobre series y
sucesiones que todas las formulas matematicas
de los Iibros de calculo.

Finalmente, el tratamiento sistematico de los
prestamos a interes simple y a interes compues-
to a partir de las primeras experiencias que vayan
teniendo los alumnos sobre estas transacciones,'
evidencian la importancia de las matematicas en
la vida cotidiana, y preparan el estudio de temas
como la inflacion, la devaluacion, las UPAC's y
otros aspectos hoy d fa imprescindibles de las
mate mati cas financieras que se estudiaran en
10Q y 110 grados.

Estudiar algunas sucesiones y series especi-
ficas.

« ,P'

Analizar intuitivamente graticas rectas y cur-
vas, continuas y escalonadas, sus caracter is-
ticas generales y las pendientes de las rectas.

Reconocer distintos aspectos de las transac-
ciones comerciales a interes simple ya interes
compuesto.

Construir conceptos como tasa de cambio y
total acumulado para preparar el trabajo
futuro en las matematicas financieras y en
las ideas mas importantes del calculo diferen-
cial e integral.
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AI trabajar con conjuntos hemos dicho que en
ellos el orden de la lista de elementos no es una
propiedad importante. Asf los conjuntos {a, b} Y
{b, a} son dos conjuntos iguales, 0 sea dos nota-
ciones diferentes para el mismo conjunto.

Tambien hemos dicho que entre los elementos
de un conjunto no se admiten repeticiones. De
esta manera el conjunto {a, a, a, b} tiene los mis-
mos elementos que el conjunto {a, b} 0 que el
conjunto {b, a, b}. Asf:
{a,a,a, b}= {a, b}= {b,a, bl.

Ahora nos interesa considerar situaciones rela-

cionadas con conjuntos en las que es fundamen-
tal el orden en que estan dispuestos los elemen-
tos, es decir, que tengan que ver con sistemas
ordenados, 0 como se dice frecuentemente, con
"conjuntos ordenados", y extender estas ideas a
las sucesiones, en las cuales puede haber tambien

elementos repetidos.

A veces, el orden surge de la propia naturaleza 0

de la forma de produccion de los elementos que
forman el conjunto. Por ejemplo, cuando regis-
tramos hechos u operaciones que siguen un orden
cronol6gico, tales como los asientos contables en
un libro Diario, los resultados de una competen-
cia cicllstica, la sucesion de presidentes de un
paiS, etc. As I, el orden aditivo en sentido crecien-
te nos parece el orden natural para los numeros

naturales.

Otras veces el orden no es natural, sino que surge
de un criterio artificial convencionalmente acep-
tado. Por ejemplo el conjunto de los numeros
naturales {O, 1, 2, 3, 4, 5 .. .} puede ordenarse
convencionalmente con el orden multiplicativo
en sentido creciente; las letras del abecedario en
el orden alfabetico convencional A-Z 0 en el
opuesto al convencional; los estudiantes de un
salon de c1ase segun su estatura de menor a
mayor, etc. Si no existe un orden natural, debe
indicarse cual es el criterio de ordenacion y cua-
les son las propiedades especfficas que ha de
satisfacer el orden que se uti lice.

Hasta este grade los alumnos han trabajado con
parejas ordenadas, triplas ordenadas, cuadruplas
ordenadas y hasta qUlntuplas ordenadas cuando
han hecho arreglos de objetos en los que se re-
quiere atender al orden. Estos arreglos se cono-
cen con el nombre de permutaciones (Ver Uni-
dad IV, 8Q grado, objetivo numero 76, pcigina

160).

Ahora vamos a formar nuevos tipos de sistemas
ordenados 0 "conjuntos ordenados" de dos, tres,
cuatro, cinco, etc., hasta un numero infinito de
elementos, teniendo en cuenta el orden natural
de los numeros ordinales: primero, segundo, ter-
cero, ... , n-esimo ... En estos nuevos sistemas
esta de primero el elemento designado por a, de

se:gundo el elemento lIamado b, etc.



1. Pri mere se construye la d iada 0 pareja orde-
nadade elementos diferentes a y b, con a

de pri mero y b de segundo .

• Para indicar que este no es el conjunto {a, b}.
sino que esta ordenado, utilizamos los paren-
tesis. Escribimos (a, b) para indicar que a es
el primer elemento 0 primera componente, y
b es el segundo elemento 0 segunda compo-
nente del nuevo sistema que lIamamos pare-
ja ordenada 0 sucesi6n de dos terminos.

a) Para referirse a la hora en un momento deter-
minado podemos usar la pareja ordenada

(10,5) en laque la primera componente indi-
ca la hora y la segunda componente los mi-
nutos. lQue hora indica la pareja (5, 10)?

lSera la misma hora que la indicada por la
sucesi6n (10, 5)?

(De ahora en adelante no hace falta decir
que la pareja (a, b) es una pareja ordenada).
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b) En una firma comercial se establece para la
contabilidad de caja el orden convencional
"En tradas-sa Iidas".
lQue representa la pareja ($1000, $ 600)?
lY la pareja ($ 600, $1000) ?

c) AI referirse a una fecha especffica es usual
escribir un par de numeros, uno de los cuales
indica el d fa y el otro el mes: (d fa, mes). As(
las parejas (3, 4) y (4, 3) son diferentes.
lQue fechas representan estas dos parejas? Si
en la caja de ahorros usan el orden "mes-d fa",
lque fechas representan? Despues de cons-
truir parejas ordenadas con elementos dife-
rentes se ve que se puede construir una pareja
ordenada 0 sucesi6n de dos terminos con el
mismo elemento repetido.
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As( para referirse a una fecha podemos escri-
bir la pareja (3, 3) 0 (5, 5) etc. lQue fechas
indican estas parejas?

Para la pareja ordenada (a, b) el conjunto
subyacente es el conjunto {a, b} y para la
pareja ordenada con el mismo elemento
repetido (a, a) tendrfamos que aceptar que el
conjunto subyacente es el conjunto unitario
taL 0 especificar que va de primero a y de
segundo a, y escribir {( 1, a). (2, all.
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1,de 2. Se construye la tripla ordenada de elementos

diferentes (a, b, c) y luego se ve que se puede

construir una tripla ordenada 0 sucesi6n de
tres terminos con elementos repetidos, como

(a, b, a), (a, a, b), (a, c, c), etc.

Ejemplo: Para representar un numero menor
que mil se pueden construir triplas con el
orden (centenas, decenas, unidades).

lQue n'umeros representan cada una de las
siguientes triplas? (3, 4, 6). (1,3,3). (4,4,4)?

Volviendo a la contabilidad de caja, se puede
especificar que el orden es "Entradas-Salidas-
Saldos" .

lQue representa la tripla

($ 1000, $ 600, $ 400)?

lQue representa ($ 1000, $ 600, $ 1000)?
(Que hab fa $ 600 en caja, 0 sea que el saldo
anterior era $ 600. La tercera componente
de la tripla anterior a esta ten fa que ser
$ 600).

Si en las fechas el orden es dfa-mes-ano, las
triplas (3,4, 1992) y (4, 3, 1992) represen-
tan dos fechas diferentes. lPodra haber una
tripla (13,14, 1915)? lSi encuentra
(3,14,1993), lcucH es el orden convencional
de las fechas, d (a-mes-ano, 0 mes-d fa-ano?

Para la amplitud de los angulos en el sistema
tradicional el orden es grado-minuto-segundo.

lQue amplitud representa (57, 17, 45)?
(Piense en el radian, cuyo concepto fue intro-
ducido en 7Q grado).

EI conjunto subyacente a la tripla (a, b, c) es
{a, b, c} 0 {(1, al. (2, b), (3, c)} para especifi-
car que va de primero a, etc.

EI conjunto subyacente a la tripla (a, b, a) es
{a, b}, 0 especificandolo mejor,
{(1, a), (2, bl. (3, a)}.

lCual es el conjunto subyacente de la tripla
ordenada (a, a, a)?

3. Se construye ahora la cuadrupla ordenada de

elementos diferentes (al' a2, a3, a4) cuyo
conjunto subyacente es {al ,a2, a3, a4} 0

{(1, al), (2, a2), (3, a3). (4, a4ll, Y luego se
ve que se pueden construir cuadruplas orde-

nadas 0 sucesiones de cuatro terminos con

elementos repetidos como (a2, a2' a2, a2) 0



(ai, a3 , al , a3 ) a (ai, a2 , al , a3 ), etc., cuyos
conjuntos subyacentes respectivamente son
{a2}, {ai, a3} Y {ai, a2 , a3}, a especificando-
los mejor can el numero de orden
{(1 ,a2), (2, a2 ), (3, a2 ), (4, a2 )}
{(1, al), (2, a3), (3, at ), (4, a3 )},etc.

Un ejemplo de cuadrupla ordenada es la mac
nera· como se suelen presentar cuatro nume-
ros que forman una proporci6n: (1, 2, 3, 6),
(2, 3, 4, 6), etc.

Leyendo "a: b::c:d" como "aes a b como c
es ad", podemos escribir muchas sucesiones
de cuatro terminos (a, b, c, d) que cumplan
esa condici6n de formar proporci6n. Cuando
la sucesi6n (a, b, c; d) forma una proporci6n,
la cuarta componer:lte, en este casa d, se
llama "Ia cuarta proporcional". lCual es la
cuarta proporcional de (4, 6,8, d)?

Otro ejemplo de cuadrupla ordenada la for-
man los presidentes del perlodo lIamado
"Frente Nacional". Esta cuadrupla es: (L1eras
Camargo, Valencia, L1eras Restrepo, Pastrana).
Escriba otras sucesiones de 4 presidentes que
hayan gobernado consecutivamente.

4. Ahara construyamos la qufntupla ordenada

de elementos diferentes (ai, a2, a3 , a4, as ).
lCU<ll es el conjunto subyacente de esta
qufntupla? (Escrlbalo como conjunto de ele-
mentos sueltos y como conjunto de parejas).

Tambien se ve que se pueden construir qufn-
tuplas ordenadas a sucesiones de cinco ter-
minas can elementos repetidos.

lCuales son los conjuntos subyacentes a
cada una de las siguientes qufntuplas ordena-
das: (a, a,a, a, a), (a,a, b, c, a), (a, b, b, b, b)?

Un ejemplo de qufntupla ordenada es:
(a, e, i,D, u). Otra es (v, w, x, y, z). Escriba
otras sucesiones de cinco letras del alfabeto.
Compare can las palabras de cinco letras.

5. Asf sucesivarnente se sigue construyendo la
sextupla, la septupla, etc. . .. ordenada de

elementos diferentes hasta que se ve que esta
construcci6n es general, y se construye la
n-pla ordenada (aI, a2, a3, a4, as, ... , a ).
La '"!otaci6n "n-pla" se puede leer "enepl;',
"enlJpla", etc. Se ve tambien que se pueden

construir n-plas ordenadas a sucesiones de n
terminos can elementos repetidos. Si se olvi-
da el orden de la sucesi6n, el conjunto sub-
yacente puede quedar muy pequeno, pues
desaparecen las repeticiones. Para recordar
las repeticiones, utilizamos el numero de
orden:
{(1, al), (2, a3), (3, al L (4, a2), (5, al),
(6, a2 )),.etc.

lCual es el conjunto subyacente de cada una
de las n-plas ordenadas siguientes:

(a, b, c, d, d, a, b, b), (a, b, c, a, b, c, a, b, c),

(a, b, b, c, c, c, d, d, d,d)?
Escriba el conjunto de las letras y el conjun-
to de parejas numero-Ietra.

6. Si se sigue extendiendo esta construcci6n, se
tiene la sucesi6n infinita

(ai' a2, a3, ... ,an, ••• ), que notamos

"oo-pla ordenada" (10 que se podrfa leer "infi-
nftopla ordenada" a "infin(tupla ordenada")
de elementos diferentes.

Tambien se ve que se pueden construir sucesio-
nes infinitas a oo-plas ordenadas can elementos
repetidos.

EI conjunto subyacente a una sucesi6n infinita
a oo-pla ordenada puede ser un conjunto infinito,
a si hay suficientes repeticiones, puede ser un
conjunto finito: (a, b, a, b, a, b, ... , a, b, ... )
que tendrfa como conjunto subyacente {a, b},
a menos que 10 especificaramos can el numero
de orden:
{(1, a), (2, b), (3, a), ... , (2n-1, a), 12n,b), ... }.

Hemos constru fdo pues nuevas sistemas ordena-
dos a conjuntos ordenados en los que esi mpor-
tante el orden de sucesi6n de sus elementos y
puede haber repeticiones. Par eso a estas n-plas a
oo-plas ordenadas las hemos lIamado SUCESIO-
NES FINITAS a INFINITAS.

Son ejemplos de sucesiones: La septupla forma-
da par 105 dfas de la semana: (lunes, martes,
miercoles, jueves, viernes, sabado, domingo).

La n-pla formada par: las letras del abeceda-
ria; la sucesi6n de los presidentes de Colom-
bia, los 20 primeros numeros pares.

Las oo-plas formadas par: los numeros impa-
res, los numeros primos, los numeros natura-

les, etc.



Hemos considerado pues las sucesiones como
una extensi6n de las parejas, ternas, ... , n-plas

ordenadas.

Veamos ahora otra manera de considerar las su-
cesiones.

Consideremos la funci6n f , definida de la siguien-
te manera:

f : 2f+-6t,

X.....- x2 - 1, es decir f ( x ) = x2-1

Hallemos algunas de las primeras imagenes de los
enteros positivos bajo f .

f : 2f~tR
1..--P-1=0 f ( 1 ) = O

2..-- 22 - 1 = 3 , f (2) = 3
3..--32 -1 =8 , f (3) =8
4_42 -1 =15, f ( 4 ) = 1 5

5_52-1=24 1(5)=24

EI conjunto de las parejas (argumento, valor) 0
(preimagen, imagen) de esta funci6n es:
{(1, 0), (2,3), (3,8), (4, 15), (5,24), (6,35)... ,
(x, x2 -1), ... }.

lEncuentra una similitud con los con juntos de
parejas ordenadas que especificaban las suce-
siones?

lCual es el dominie de f? lCual es la primera
imagen de f? lCual es la segunda? lCual es la
tercera? lCual es el enesimo termino de la suce-
si6n de i magenes?

na-
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Se observa que las parejas estan presentadas en
forma ordenada, y que el orden esta dado por las
preimagenes. Asf la pareja cuya preimagen es 1,
es la primera; la pareja cuya preimagen es 2, sera
la segunda; la pareja cuya prei magen es 3, sera
la tercera pareja y as f sucesivamente: la pareja
cuya preimagen es n, sera la enesima, etc.

da-
lm-

Si nos olvidamos de las preimagenes y formamos
la sucesi6n infinita, 0 "co-pia o'rdenada" 0 "con-
junto ordenado" de las imagenes por orden de
sus prei magenes:
( f ( 1 ) , f ( 2 ) , f ( 3 ) , f ( 4 ) " f( 5 ) , f ( 6 ) , . . . ,f(nl, ... ),

obtenemos la sucesi6n infinita.
(0,3,8,15,24,35, ... , n2-1, ... ), en donde

pa-
Ira-

el orden de ubicaci6n (primero, segundo, ter-
cero, ... , n-esimo, ... ) indica cual era la pre-

imagen.

Una sucesi6n infinita se puede pues considerar
tambien como una funci6n cuyo dominie es el
conjunto de los enteros positivos, y cuyo reco-
rrido puede ser ese mismo u otro conjunto de
numeros, letras, palabras, figuras, personas, etc.
En algunos Iibros definen la sucesi6n como una
funci6n cuyo dominio es 2f+, pero no parecen
caer en la cuenta de que al dar los ejemplos s610
se refieren al conjunto de las i magenes. En estos
casos se puede decir que en cada termino se sub-
entiende una pareja, en la que la preimagen se
representa por el lugar 0 puesto que ocupa la
imagen respectiva, y se escribe s610 la imagen.

En otros libros definen la sucesi6n como una
funci6n de 0\1 en tR, pero al dar los ejemplos co-
mienzan hallando las imagenes desde 1. En este
caso la funci6n ser fa de IN+ en tR 0 de 2f+ en (f{,

y no podrfa haber sucesiones de letras, ni de
dfas, ni de figuras, etc. (No habrfa problema en
comenzar desde cero, mientras se recuerde que
ai' ya noserfael primer termino sino el segundo,
etc.).

Para denotar una suceslon se usan sfmbolos

como (an)' (an) , en donde la n del subfndice
indica que n varfa ordenadamente en el conjunto
de los enteros positivos. Esto mismo se puede

simbolizar asf: (an )~=1' (an)':1 0 nan
n=1

En este caso ai, es el termino inicial y an es el
termino generico 0 general de la sucesi6n

(an )~=1. Asf pues, (an )~=1 (an), (an)':1
00 •

(an) , Uan es la sucesi6n, y {an};=1 o'{an} es
n=l

el conjunto subyacente. (Con frecuencia se con-

funde el conjunto subyacente con la sucesi6n,
pero as f se olvidarfa el orden y se borrarfan las
repeticiones) .

Tambien se usa el valor de una funci6n para el
enesi mo termino 0 termino general. Para nues-
tro ejemplo, serra (n2 -1) 0 (n2 -1) 0 mas

precisamente (n2-1)n:1 0 (n2-n;=1 .

SUCESIONES FINITAS Y
SUCESIONES INFINITAS

Si el dominio de una funci6n es un subconjunto
finite de 2f+, cuyos elementos son enteros suce-
sivos desde 1 hasta n, podemos decir que la fun-
cion misma, 0 la n-pla ordenada 0 "conjunto



ordenado" de sus imagenes en una sucesi6n FI-
N ITA. Una n-pla ordenada que tiene ulti mo ter-
mino an es pues una sucesi6n finita
(ai, R2, ... , ak, ... , an). Tambien podemos
decir que es una funci6n definida en el dominie
{k€ ~+ I 1 ~ k ~ n}. Tambien simbolizamos una
sucesi6n finita de las siguientes maneras:

< a I , a2 , a3, . . . , ak, ... an > ' 0

(ak )~=1 0 (ak) ~=1

(ai' a2 , a3 , a4 , as , ... , al2 ) con

{

al = Enero

ak = el k-esimo mes
al2 = Diciembre

(3m _1)6 0 (1,2.5,4, 5.5, 7,8.5).
2 m=1

Si el dominie de una funci6n es el conjunto infi-
nito de los numeros enteros sucesivos ~+, en-
tonces la sucesi6n es INFINITA.

Una co-plaordenada no tiene pues ultimo ter-
mino, yes una sucesi6n infinita
(ai, a2, a3, ... , ak, ... ). Tambien simboliza-
mos una sucesi6n infinita de las siguientes mane-

ras: (ak )k=1 ( ai, a2, . . . , ak, . . . ) ,

( ak) k:.l . En una expresi6n como
(ai, a2 , a3 , ... , an, ... ) los tres puntos despues
del termino general 0 generico an indican que ta
sucesi6n no tiene ultimo termino.

Son ejemplos de sucesiones infinitas las si-
guientes:

(2,..l,j" ... _'1 , ••• ),O(..l....)~
2 4 6 2n 2n n-l

( n2 -1) n:1 ,0 ( 0,3,8, ... ,n2 -1, ... > .

SUCESIONES CRECIENTES Y
SUCESIONES D.ECRECIENTES

Consideremos las sucesiones:

(an) = ( ~' + i ' +...'2~ ,... ).

(b )- (..1....1.1.. 2,-.2..... ,n , ... )
n-2'2 22"

En fa sucesi6n (an )se observa que

,1/2> 1/4 > 1/6> ... , es decir a medida que n
varia ordenadamente en 105 enteros positivos, el

valor 1/2n decrece 0 disminuye; por esto se dice

que (an) es una sucesi6n decreciente. Una su-
cesi6n (at, a2, a3, ... , an, ... ) es decreciente si
al aumentar el valor de n, el valor de cada termi-
no d~ la sucesi6n decrece, es decir

al > a2 > a3 > a4> ... > an> an+1 > ...

En la sucesi6n (bn) se observa que:

1/2 < 1 < 3/2 < 2<5/2< ... es decir que a medi-
da que n aumenta, el valor de n/2 crece 0 aumen-

ta; por esto se dice que (bn) es una sucesi6n
creciente.

Una sucesi6n (bl, b2 , b3 , b4, ••• , bn, .,. ) es
creciente si al aumentar el valor de n, el valor de
cada termino de la sucesi6n crece, es decir

bl < b2 < b3 < ... < bn-1 < bn < bn+1 < ...

Una sucesi6n como

( 0 ' .2, .3., ~, ~ .2., ~, ... , n + (-1 t , . . . )
. 234567 n

que crece y decrece sucesivamente es una suce-
si6n oscilante.

Una sucesi6n oscilante como

( -1. ~._~.t. --§- ..... (~~ )n , ..• )

en la que 105 signos de sus terminos estan alter-
nados, es una sucesi6n alternante: sus terminos
caen alternadamente a lade y lade del cero.

Una co-pia ordenada con el mismo elemento re-

petido como (2,2,2, ... ,2, ... )es una sucesi6n

constante.

Busque ejemplos de: sucesiones infinitas cte-
cientes, decrecientes, oscilantes y alternantes.

Los alumnos pueden formar sucesiones siguien-
do algun patr6n, esquema 0 regia que ellos se
inventen, 0 siguiendo alguna expresi6n general
dada por el profesor 0 sugerida por ellos mismos.

Algunos ejemplos de estas expresiones generales
o genericas que sirven para generar 105 terminos
de una sucesi6n, son 105 siguientes: '

2n -1--'
n2

(_1)n. n, n +1
n

En los casas anteriores n es una variable para nu-
meres enteros positivos: n € ~+. Estas expresio-
nes generan las sucesiones

(1, 2... 2-, . . ., 2n - 1 , . . . ),
4 9 n2

(-1, +2, -3, +4, ... , (-1 )n. n, ... ),

(2, ~. ; ..... n~1 , ... ).



Otro ejerclclo interesante que pueden haeer es
detectar 0 descubrir el esquema 0 patron que se
repite en una sucesion, para formularlo inicial-
mente a traves del lenguaje ordinario, y luego
con expresiones con variables para105 numeros
enteros positivos.

(1, 3, 5, 7, 9, ... , ? , ... ),105 alumnos pueden
detectar que 105 terminos van de dos en dos y
que comienza por un impar. V erbalmente pue-
den expresar esta sucesion como: "La sucesion
de 105 numeros impares". Luego trataran de
explicitar las correspondencias con105 numeros
enteros positivos hasta lIegar a deducir que una
expresion general para esta sucesion es 2n-1 :
(1, 3, 5, 7, ... , 2n -1, ... ).

lCual seda una buena expresion verbal para
cada una de las siguientes sucesiones? lCual seda
una buena expresion simbolica?

(1,4,9, 16,25, , ? , ),
(1,8,27,81,243, , ? , ).

lCual es la expresion para el enesimo termino de
cada una de las siguientes sucesiones?

a) (' ,.1. . .1.,_'_, ...,? , ... )
2 4 8 '6

b) (O .1 .·2 . ·2 . . . i . , . . . ,? , ... )
, 2 3 4 5

c) (-1, -}. - j 'T ' - i ,t, ..., ? , ... ).

Lo importante no es aprender formulas ni mani-
pular s!mbolos, sino construir 105 esqu:mas con-
ceptuales que se van detectando en105 calculos
mentales de terminos sucesivos.

Ejercicios como estes conducen a105 alumnos a
formular hipotesis sobre la forma de la expresion
general, a comprobarlas para aceptarlas0 refu-
tarlas 0 a reformularlas si es el caso, a partir de
105 aciertos y fracasos previos.

V eamos el raionamiento que pod ria hacerse para
encontrar la expresion general de la sucesi6n:

EI numerador siempre es 1, luego en la expresion
general estaria el 1 en el numerador. En el deno-

minador aparecen 2, 4, 8, 16, ... que son las
potencias de2, as!: 21,22,23,24

, •••

La potencia enesima de 2 es 2n
, y as! una expre-

sion general seda: -'-
2n

Ensaye para n= 1, n = 2, n = 3, n = 4, etc. para
verificar si salen Ins terminos de la sucesion dada.

Ensayemos ahora a formar sucesiones con ele-
mentos de otra sucesion.

Tomemos la sucesi6n infinita
(1,4,9, 16, ... , n2 , ••• ).

Hallemos las sumas parciales de sus elementos
de la siguiente manera:

SI = 1
82 = 1
83 = 1
84 = 1
8n = 1
8n+1

+4
+4+9
+4+9 +16
+ 4 + 9 + 16 + + n2

1 + 4 + 9 + 16 + + n2

Formemos una nueva sucesion con estas sumas
parciales as!:
81 , 82 , 83, 84, ... , 8n, 8n + 1 , ...

Una serie es la sucesion formada por la suma de
105 terminos de una sucesion.

Tambien podemos simbolizar 105 terminos de
esta serie de la siguiente manera:

81 = 1, 82 = 1 + 4, 83 = i k2
, 8n = £ k2

,
k=l k=l

10 que se lee "Ia sumatoria de terminos como
k 2 en donde k va de 1 hasta n".

Si una sucesion es finita, la serie correspondiente
es una serie finita.

Si la sucesi6n es infinita, la serie correspondiente
es una serie infinita.



C O N T E N ID O S B A S IC O S Y S U G E R E N C IA S METODOLOGICAS _

L IM IT E D E S U C E S IO N E S C R E C IE N T E S

< 1,2,3,4, ... , n , ... )

< 1,4,9, 16,25, ... , n2
, o •• )

(}' ~' ~'"'"O n+n
1

' ••• )

( 0' ~' ~o ~' 1~ 0 " 0, n2-;; 1 )

LQue pasa con los terminos de cada sucesi6n a medida que n crece? Representemos cada una
de las sucesiones en el plano cartesiano.
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Se observa que unas sucesiones crecen sin limite,

como < n) y < n2
) y otras, como < ~) y

( n2~ 1) crecen como si estuvieran acercandose

a un numero determinado, y por10 tanto hay
muchos numeros reales que estan por encima de
todos los terminos de la sucesion.

De estas ultimas se dice que son acotadas por en-
cima, 0 que tienen cotas superiores. En estos dos
casos, el 1. es cota superior de ambas sucesiones,
y por supuesto 10 son el 2, el 3, etc. Cuando una
sucesion crece sin limite se dice que "no tiene
limite", 0 tambien se dice en lenguaje metafori-
co que "el limite de fa sucesion es infihito(00)",
como si el s(mbolo "00 "representara un punto
extremo de la recta real mayor que todos105

numeros reales.

lA que numero se acercan los terminos de la su-
cesion (n~1) a medida que n crece? (Ensaye

con valores muy grandes de n).

lA que numero se acercan los terminos de la su-

cesion ( n2~1 ) ?

lPara algun valor de n el correspondiente ter-
mi~o de la sucesion ( n~ 1) sera igual a 1? lPor
que?

Se observa que a medida que n crece, los termi-
nos de esta sucesion se acercan tanto cuanto
uno quiera a 1, en el sentido de que por pequeiia
que sea la distancia fija que uno escoja por de-
bajo del uno (por ejemplo una millonesima,
0.000001 ). Ilega un momenta en que de cierto

numero m en adelante (por ejemplo
m :::::1'000000), todos 105 demas terminos para
n > m estan mas cerca del uno que la distancia
fija escogida:

1'000000 1
1 - 1'000001::::: 1'000001 < 0.000001

1 _ 1'000000 + 10:::::
1'000000 + 11

1
1'000011 < 0.000001, etc.

En otras palabras los terminos de esta sucesion
"tienden hacia 1", pero en ningun momento la
sucesion tiene un termino cuyo valor sea 10 este
por end ma de 1.

EI 1 es pues el numero tope0 limite superior de
la sucesion, y esa la vez su minima cota superior.

La minima cota superior de una sucesion cre-
ciente acotada por encima es pues limite. Eillmi-
te de la sucesion (n n+ 1 ) es 1.

lCual es eillmite de la sucesion ( n2~1 ) ?

Represente graficamente cada una de las siguien-
tes sucesiones y halle su limite:

(
1,3,7,15'''''1 1 )
24816 -2i1""

< - + -:' -~ - ~'...,- 2~ ••.. )



Ahora consideremos las siguientes sucesiones
decrecientes:

( 1,~, -}' ~, ,+ ... )
(

1, 1, 1, ,1 ... )
"2 "4 8' 2lT"'

I I
I I-3

.•...
I I
I I I

-5
4.__ J

II

-7
~. ___ oJ I

I I

-9 ..- -- _oJ I
I

-11
A. __ -

___ J
I I
I I

-13
"' _________ 1

I

-15 "'. - - - -- - __ J
I

-17 - - - - - - _J

-19 .... -- - - - - - -- - J

-21 .&- -- - - - - -
____ J

Se observa que unas sucesiones decrecientes
como (-(2n + 1) disminuyen sin limite, y

otras como (+- ) y ( ~n) tienen cotas inferio-

res que estan por debajo de todos sus terminos.

De las primeras sucesiones se dice que no son
acotadas por debajo,0 que no tienen cotas infe-
riores, 0 que decrecen sin limite,0 que "ellimite
es menos infinito (-00 )", aunque no tengan
limite.

De las segundas se dice que son acotadas por de-
bajo, 0 que tienen cotas inferiores,0 que decre-
cen hacia un limite inferior, 0 que "tienden a un

lQ u e pasa con los terminos de la sucesi6n a me-
dida que n crece?

Representemos grcificamente cada una de las
sucesiones

( ~) 1

1 /2 - --t

I

I
1 /3 -i" _..J_.,

I
1 / 4 l _ . . • _ l _ ~
1 /5 L--t_L_

'
__

1 / 6 -t-j-T""-'-_L_,- - ~ ~ - ~ -.- - . •
1 /7 ,£=L:-':' -:1..-:..•.._- •••- l. "":.1--.
1 / 8 -;-.:a"\..",:I~a.:;;:~~-=-=""F-__ ::I ::1~_ n

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

( ~n)
.,
I
I
I

I
I
I

I
i -.,
I I

I I

I_L-t--,
I I I_1.._+-1-"

_ ~ - T" .::. T_ -:1-_ "'l..

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

limite" 0 que tienen limite (que es la maxima
cota inferior).

lA que numero se acercan los terminos de la
sucesi6n ( + ) a medida que n crece? lYa que

numero se acercan los de la sucesi6n(21n) ?

(Tome valores muy grandes de n).

lPara algun valor de n el correspondiente termi-

no de la sucesi6n (*") sera igual a O? lPor que?

Se observa que a medida que n crece, los termi-
nos de la sucesi6n se acercan tanto cuanto uno



quiera a a, en el sentido de que por pequeiia que
sea la distancia fija que uno escoja por encima del

cero (por ejemplo 0.001), lIega un momento en
que de cierto numero m en adelante (por ejem-
plo m = 1000), todos los demas terminos para
n > m estan mas cerca del cero que la distancia
fi ja escogida:

1
1001

1
1000 + 10 - 0=

1
1010

En otras palabras, los terminos de la sucesion
"tienden a 0", pero en ningun momento la suce-
s.i6n tiene un termino cuyo valor sea a 0 este por
debajo de O. EI a es el numero tope 0 limite infe-
rior de la sucesion, y es a la vez su maxima cota
inferior.

La maxima cota inferior de una sucesi6n decre-
ciente acotada es pues su limite. EI limite de las

sucesiones ( ~ ) v( ~n ) es O.

Represente graticamente cada una de las siguien-
tes sucesiones y halle su limite:

EI limite de una sucesion oscilante como:

(
O /~ /1 . I ,§ / . i I ' " .1 n + (-1t I ' . . )

2 3 4 5 n

(si 10 tiene), es el numero al cual va acercandose
la sucesi6n por lado y lade todo 10 que uno quie-
ra, en el sentido de que por pequeiia que sea la
distancia fija que uno escoja alrededor de este
numero, lIega un momenta en que de cierto
numero men adelante, todos los demas terminos
para n > m estan mas cerca de este numero que
la distancia fija escogida.

En este caso el limite de la sucesion es 1. Veriff-
quelo en la representaci6n gratica de la sucesion;
tome una distancia de 0.01 alrededor del uno, y
compruebe que de m = 100 en adelante, si
n> 100, la distancia de n + (-1 )n al 1 es menor
que 0.01. n

Antes de estudiar el concepto de limite el profe-
sor puede indagar con sus alumnos sobre la no-
cion intuitiva de limite que ellos traen. Muy

segura mente se sorprendera con que han tenido
experiencias y situaciones que les han permitido
explorar este concepto. A partir de estos siste-
mas concretos podemos acercarnos al concepto,
y en grados posteriores, a la definici6n formal
que traen los libros.



Consideremos la sucesi6n:

(3,7,11,15,19, ... )

l S e puede saber cual es el sexto termino? lY

el septi mo? l C 6 m o se halla cualquier termino
despues del primero?

La sucesi6n anterior es una PROG R E SION
ARITMETICA.

Una sucesi6n (aI, a2, a3, ... , an -I, an> es
una progresi6n aritrnetica si existe una cons-
tante d., tal que

an = an -1 + d, para todo n >1.

La constante d se llama diferencia cornun 0

simplemente diferencia, y se puede hallar
restando un termino cualquiera del que Ie pre-

cede: d = an - an -I.

Si la diferencia entre dos terminos consecuti-
vos cambiara la sucesi6n no ser fa una progre-
si6n aritmetica.

Teniendo en cuenta la definici6n de progre-
si6n aritmetica busquemos un procedimiento
para calcular el ultimo termino de una progre-
si6n aritmetica finita.

Veamos:

Conocemos al Y d.

a2 = al + d
a3 = a2 + d = (al + d) + d = al + 2d
~ = a3 + d = (al + 2d) + d = al + 3d
as = a4 + d = (a\ + 3d) + d = al + 4d
a6 = as + d = (a\ + 4d) + d = al + 5d

Asf se ha encontrado un procedimiento para cal-
cular el ultimo termino de una progresi6n arit-

metica firiita conociendo el primer termino al I

la diferencia d, y el numero de terminos n.

an = al + (n -1 )d

Se ha lIegado a esta f6rmula por un cierto tipo
de inducci6n, que podrfamos lIamar ordinaria 0

empfrica ("al tanteo"). Su demostraci6n rigurosa
necesitarfa una inducci6n matematica, la cual se
vera en grados posteriores.

Ejemplo: Si el primero y el decimo terminos de
una progresi6n aritmetica son 6 y 42 respectiva-
mente, lCual es el termino 40 de la sucesi6n?

an = al + (n -1 ) d ; 42 = 6 + (10 -1 ) d;

42 = 6 + 9d ; 42 - 6 = 9d; 36 = 9d ;

36 = d = 4
9

A h ora h allamos a40

a40 = 6 + (40 -1)· 4 = 6 + (39)'· 4 =

= 6 +156 = 162

Cuando se desconoce uno de los tres datos al ,
n, 0 d, con esta f6rmula tambien se puede hallar
ese dato si se conocen los otros dos.

l C 6 m o se hallarfa el ultimo termino de una pro-
gresi6n aritmetica infinita? lCual es el ultimo
termino de la progresi6n (3, 7, 11, 19, >
lYdeiasucesi6n (3,1,-1,-3,-5, >?
Se observa que una progresi6n aritmetica infinita
es unasucesi6n que no tiene ultimo termino, es
decir que no tiene limite. Si va creciendo (d> 0),

se puede decir en. sentido figurado que "tiene
limite infinite (00)". Si va decreciendo (d < 0),
se puede decir que "tiene limite menos infinito
(- 00)".

La sucesi6n formada por las sumas finitas formadas por los n primeros terminos de una progre-
si6n aritmetica se llama serie aritrnetica.

(1,1+3,1+3+5,1+3+5+7,1+3+5+7+9,1+3+5+7+9+11,

1+3+5+7+9+11+1.3, 1 +3+5+7+9+11 + 13+ 15, 1 +3+5+7+9+11 +13+15+17,

1 + 3 +'5 + 7 + 9 + -J1+ 13 + 15 + 17 + 19 > 0 sea la sucesi6n : (1, 4, 9, 16, 25,36, 49, 64, 81, 100 )



EI ultimo termino de esta serie corresponde a la suma de todos los terminos de la progresion finita

dada.

Expresemos 1,3,5,7,9 en terminos del primer termino (0 sea en terminos de 1) y los cinco ulti-

mas 11, 13, 15, 17, 19 en terminos del ultimo termino (0 sea en terminos de 19), as(:

1 = 1
3 = 1 + 1.2
5 = 1 + 2.2
7 = 1 + 3.2
9 = 1 + 4.2

11 = 19 - 4.2
13=19-3.2
15=19-2.2
17 = 19 - 2.2
19 = 19

8 = 1 + (1 + 1'2) + (1 + 2·2) + (1 + 3,2) + (1 + 4·2) + (19 - 4·2) + (19 - 3·2) +

(19 - 2·2) + (19 - 2'1) + 19 (1)

8 = 19 + (19 - 1,2) + (19 - 2,2) + (19 - 3'2) + (19 - 4·2) + (1 + 4·2) + (1 + 3·2) + (1 + 2·2)

+ (1 + 1'2) + 1 (2)

28 = (1 + 19) + (1 + 1·2 + 19 - 1'2) + (1 + 2·2 + 19 - 2'2) + (1 + 3·2 + 19 - 3·2) +

(1 + 4·2 + 19 - 4·2) + (19 - 4·2 + 1 + 4·2) + (19 - 3'2 + 1 + 3·2) + (19 - 2·.2+ 1 + 2·2) +

(19 - 1·2 + 1 + 1,2) + (19 + 1)

28 = (1 + 19) + (1 + 19) + (1 + 19) + (1 + 19) + (1 + 19) + (1 + 19) + (1 + 19) + (1 + 19) +

(1 + 19) + (1 + 19)

8=10(1 +19)= 100
2

lQue data representa 10?
lQue representan 1 y 19?

Esto significa que la suma de los terminos de la progresion aritmetica finita dada se puedehallar
conociendo el numero de terminos, el primero y el ultimo terminos, asi:

8 - n (al + al0 )
10- 2

Busquemos un procedimiento general para hallar la suma Sn de los terminos de la progresi6n arit-

metica fin ita

( al , a2 , a3 , r an '>

8n = al + a2 +a3 + + an -2 + an-l + an



a2 = at + d

a3 = at + 2d

an -I = an -d

an-2 = an-t -d = an -d-d = an- 2d

Sumemos miembro a miembro las dos igualdades anteriores, asi tenemos:

2Sn= (at + an)+ (at + d + an - d) + (at + 2d + an - 2d) + .. , + (an - 2d + al + 2d) +

(an - d + al + d) + (an + al )

2Sn = (at + an) + (at + an ) + (at + an ) + , .. + (at + an ) + (al + an ) + (at + an ),

(at + an) se tiene como sumando n veces 2Sn = n(at + an)

Mediante esta f6rmula podemos hallar fa suma
de los terminos de una progresi6n aritmetica
finita, conociendo el primer termino, el ultimo
termino, y el numero de terminos. Teniendo tres

de los cuatro datos at , an, n, Sn,podemos averi-
guar el cuarto.

an = at + (n - 1) d, ; 50 = :2 + (n - 1) .2
50 - 2 = 2n - 2
48 + 2 = 2n

48 = n = 24
2

Obtenga otro procedimiento para Sn sabiendo

que an = at + (n -1 ) d. Son 24 numeros impares. Ahora hallamos la suma

Ahora bastarfan tres de 105 cuatro datos aI, n, Sn= 224(2 + 50) = 12(52) = 624
d, Sn para poder averiguar el cuarto,.

lCual es fa suma de todos los numeros impares
desde 2 hasta 50?

Debemos hallar la suma de los terminos de la

progresi6n aritmeti ca:

< 2, 4, 6, 8, 10, 12, ' . . , 50>

Teniendo en cuenta que una serie se forma con
sumas sucesivas defos primeros terminos de una

sucesi6n, lde que sucesi6n se obtendria la serie
de los numeros de contar (0 sea de los naturales
sin el cero), es decir fa sucesion

< 1,2, 3,4, ... > ?



( 1, 1 + 2, 1+ 2 + 3, 1 + 2 + 3 + 4, ... )

< 1, 3, 6,10,15,21,28, ... )
es la serie de los numeros triangulares. lExiste
un ultimo numero triangular?

Los Pitag6ricos obtuvieron series aritmeticas
interesantes de numeros a partir de progresiones
aritmeticas infinitas. Estas series no tienen limite.
Veamos: La figura que se forma al disponer adecuada-

mente los puntos es un tric~ngulo. Veamos c6mo
se forman esos triangulos- A partir de la progresi6n aritmetica

( 1, 2, 3, 4, .. "~) obtuvieron la serie de los nu-
meros triangulares as!:

- A partir de fa progresi6n aritmetica que se empieza en 1 y cuya raz6n es 2, es decir de los nu-

meros i mpares: (1,3,5,7,9, ... , 2n - 1, ... )obtuvieron la serie de los n umeros cuadrados as!:

( 1, 1 + 3, 1 + 3 + 5, 1 + 3 + 5 + 7, 1 + 3 + 5 + 7 + 9, ... )

( 1,4,9, 16,25, 36, ... , n2 , ••• )

• • • • •
Las figuras que se forman al disponer adecuada- • • •• •

IS mente los puntos son cuadrados. • • • • •
lCual es el ultimo numero cuadrado? • • • • •

• • • • •
• • • • •

A partir de la progresi6n aritmetica que empieza en 1 y cuya raz6n es 3 :

( 1,4,7,10,13,16, ... )obtuvieron la serie de los numeros pentagonales as!

La serie de los numeros pentagonales no tiene
((mite, lPor que?



lQue serie de numeros obtuvieron a partir de la
sucesi6n (1,5,9,13,17,21,25, ... )?

l D e que sucesion obtendrfan los numeros hepta-
gonales?

Los numeros: triangulares, cuadrados, pentago-
nales, hexagonales, heptagonales, etc., fueron Ila-
mados por los pitagoricos numeros poligonales.

En general, cada pOl(gono regular como figura
formada por puntos al estilo pitagorico corres-
ponde a uno de los terminos de una serie de nu-
meros obtenidos de una progresi6n aritmetica
cuyo primer termino es 1 y cuya razon es el nu-
mere de lados del pol(gono menos dos.

A partir de los numeros poligonales los pita-
g6ricos obtuvieron los numeros piramidales,

asf:

a) De la suceslon de los numeros triangulares
obtuvieron la serie de los numeros tetraedros
o de cuatro caras.

( 1, 3, 6, 10, ... )

( 1, 4, 10, 20, . . . >
numeros triangulares

numeros tetraedros

EI numero figurado correspondiente al segundo
tetraedro (4) se obtendria tomando un triangulo
equilatero de tres puntos y poniendo otfO sobre

cada lade del triangulo de base, demanera que
los vertices libres de los triangulos laterales se
encuentren en un punto, formando asf una pira-
mide de cuatro puntos y de cuatro caras (tres

laterales y una de base).

Esta piramide puede considerarse como formada
por un punto en el vertice, y debajo un piso en
el numero triangular 3.

EI siguiente numero
tetraedro tendria

tres pisos, etc. + 6
".-,,'

b) De la sucesi6n de los numeros cuadrados ob-
tuvieron la serie de los numeros pentaedros
o de cinco caras.

( 1,4,9, 16, 25, )

( 1, 5, 14, 30, 5E;, )

numeros cuadrados

numeros pentaedros

EI numero figurado correspondiente al segun-
do pentaedro (5) se obtendrfa tomando un

!f\'\ -----+ 1

K Y - - -+ 4

5

cuadrado de cuatro puntos y poniendo un trian-
gulo equilatero sobre cada lado del cuadrado de
base, de manera que los vertices 1 ibres de los
triangulos laterales se encuentren en un punto,
formando asf una piramide de cinco puntos y de
cinco caras (cuatro laterales y una de base). Esta

piramide puedeconsiderarse como formada por
un punto en el vertice y debajo un piso con el
numero cuadrado 4.

ex,
de
eql
de
de

La
tri(



c) De la sucesion de los numeros pentagonales

formaron la serie de 105 numeros exaedros 0

de seis caras.

< 1,5, 12,22,35, ... ) Numeros pentagonales

< 1, 1 + 5,1 + 5 + 12,1 + 5 + 12 + 22,

1 + 5 + 12 + 22 + 35, . . . )

< 1,6, 18,40,75, ... ) Serie de los numeros exaedros.

EI numero figurado correspondiente al segundo
exaedro (6) se obtiene tomando un pentagono
de cinco puntos y ajustando cinco triangulos
equil,heros a cada uno de los lados del pentagono

de base, formando una piramide de seis puntos y

de seis caras.

Diagrame el siguiente exaedro de tres pisos y 18
puntos.

Los alumnos pueden ampliar la informacion
sobre otras series de numeros que fueron de
especial interes para los pitagoricos.

Consideremos ahora la sucesion :

< 3, 6, 12, 24, 48, . . . )
La constante r se lIa ma "razon comun" 0 si mple-
mente "razon", y se halla dividiendo un termino
cualquiera por el termino que Ie precede:

l C o m o se halla cualquier terminG despues del
pri mero?

La sucesi6n anterior es una progresion geome-
trica. Si la razon entre dos terminos sucesivos cambia-

ra, la sucesion no serfa una progresion geometrica.

Una sucesion < a\ , a2, a3 , a4, . . . an) es una
progresion geometrica si existe un-a constante- r,
r 7= 0, tal que

Teniendo en cuenta las propiedades de una pro-
gresion geometrica, busquemos un procedimien-



to para calcular el ultimo termino de esta pro-
gresi6n.

V eamos:

a2 = al' r = al r2 - I

a3 = a2·r= (al.r). r= aI.r2 = aI·r3-I

a4 = a3·r= (aI.r2) ·r= aI·r3 == al·r4-1

·as = a4.r= (al·r3) ·r= aI.r4= al·rS-1

As! podemos calcular el ultimo termino, 0 un
termino cualquiera an. de una progresi6n geome-
trica conociendo el primer termino (al ) la raz6n
(r) y el numero de terminos (n).

lSi se sabe n, an y r, c6mo se hallar(a al a partir
de esta f6rmula?

Ejemplo: Encontrar el 80 termino de la progresi6n: ( 1,t~'~,...)

as = 1 . (_1 )7 = 1 . _1_ = 1
2 256 256

Consideremos las siguientes progresiones geome-
tricas:

(
n·l

(an) = 1,3,9,27, ,3 , )

( bn) = (1, 1, .1.L. , _1_, )
3927 3n.1

(cn) = (1,-3,9,-27, ... ,(-3)n.l, ... )

( dn) = ( 1, - ~' ~' -2
1
7' ... (_3~n.1 ' •. -)

Represente graticamente cada una de las sucesio-
nes y trate de hallar su limite, lTodas tienen li-
mite? lCual es ell(mite en caso de que 10 haya?

Se observa que ( an) crece sin I(mite; que
( bn) es acotado por debajo y tiene un I(mite
inferior que es 0; que (cn) es una sucesi6n
alternante que no tiene I(mite (lpor que?), y que
< dn ) es una sucesi6n alternante que parece
tener tambien limite O.

lCual es la raz6n de < an ) ? Busque otras pro-
gresiones geometricas cuya raz6n sea mayor que
1 (r> 1) y trate de hallar su limite.

lCual es la raz6n de (bn). Busque otras pr6gre-
siones geometricas cuya raz6n.este entre0 y 1
(0 < r < 1) ytrate de hallar su limite.

lQue puede concluir?

lCual es la raz6n de (en> ? ly de < dn ) ? Halle
el limite de otras progresiones geometricas cuya
raz6n sea menor que0 (r < 0).

lQue observa?

(Estudie r < -l,r = -1, -1 < r < 0).

lSe puede sacar alguna conclusi6n sobre el limi-
te de una progresi6ny su raz6n? lCual?

lQue pasa con el I(mite de una progresi6n geo-
metrica cuando la raz6n es 1?

Todas estas observaciones nos permiten concluir
que el I(mite de una progresi6n geometrica s610
existe cuando la raz6n de la progresi6n esta
entre -1 y + 1. M as precisamente, -1 < r ~ 1

Cuando r > 1, la progresi6n crece sin I(mite.
Cuando r ~ -1, la progresi6n es alternante y
no tiene I(mite
Cuando r = 1, se tiene una progresi6n cons-
tante que tiene limite.

La sucesi6n formada por las sumas parciales fini-
tas de los n pri meros terminos de una progresi6n
geometrica se llama Serie geometrica.

Si (a 1 , a2 , a3, . . . an )
es una progresi6n geometrica finita, la serie geo-
metrica correspondiente es:



< at, at + a2, at +a2 + a3, at + a2 + a3 + a4, ... ,

al + a2 + aJ + a4 + ... + an )

Restemos ahora miembro a miembro las dos
ecuaciones:

EI ultimo termino de esta serie corresponde a la
suma de los terminos de la progresi6n geometri-
ca finita dada. Notemoslo :

n

8n = at + a2 + a3 + ... + an = L ak
k=1

8n - r· 8n = at- at. rn

n
8n (1 - r) =at -at . r

Busquemos un procedimiento para calcular esta

suma 8n:

n
8 _ at - at· r =
n- 1-r

Expresemos a2, a3, a4, ... , anen terminos
de at: Mediante esta f6rmula podemos hallar la suma

de los terminos de una progresi6n geometrica
finita, conociendo el primer termino at, la raz6n
r y el numero de terminos n.

a2 = al.r

a3 = at.r2

a4 = at. r3

as = at. r4
Ejemplo: Hallar la suma de las potencias de 2
menores que 1000.

Tenemos que hallar la suma de los terminos de
la progresi6n geometrica:
< 1,2,4,8,16,32,64,128,256,512)

at = 1, r = ~ = 2, n = 10, 810 = ?

Reemplacemos en 8n
2 3 n -t8n =at + at·r + at·"!' + at.r + ... + at;r (1) 8to = 1 -1 (2)tO = 1 - 1024 = - 1023 - 1023

1 -2 -1 -1

r . 8n = at . r + at . r2 + at . r3 + at . r4 +

at . rS + ... + at . r" (2)
810 = all -1. Ensaye otros casos de sumas de "
potencias.

Veamos ahora si la sucesi6n formada por la suma de los terminos de una progresi6n geometrica
tiene limite, y en que casos 10 tiene.

Consideremos las progresiones geometricas < an ), < bn >, < en > y < dn > . Hallemos para
cada una de ellas la correspondiente serie geometrica.

< 1, 1 + 3, 1 + 3 + 9, .,., 1 + 3 + 9 + 27 + ... + 3n-1 "" >
k n-1 >o sea: < 1,4,13,40, ... ,L 3 , ...

n=1

_ < b ) = (1.1-1,_"1, ... ,_1_, ... )
"n , 3 9 27 3n-1

con r = _1_
3



(1 1 +1. 1 +1.+~. 1 +-1+1 +-!- •...• 1 +..1+~+_1_+ ... +_1_ •... )
• 3 3 9 3' 9 27 3 9 27 3n-l

k

osealasucesi6n: (1.~.g40.121 •...• ~ _1_ •... )
3 9 27 81 n=l 3n.1

( 1.1-3.1-3 + 9.1..,..3+ 9-27 •...• 1-3 + 9-27 + ... + (_3)n.l •... )
k

o sea ( 1. -2. 7, -20 •...• ~ (_3)n.l •... )
n=l

lTiene limite esta serie?

- (dn) = ('1 - ~.~. - _1 •...• 1 •... ) con r = - -31
• 3 9 27 (_3)n'1

k
La serie geometrica correspondiente es:(1 ..2. •.1.20 •.. '. I ~ ....) lTiene limite esta serie?

3 9 27 n=l(-3) lSi silo tiene, cual es?

Los alumnos pueden ayudarse de la representa-
ci6n grcifica en el plano cartesiano de cada una
de las series geometricas. para ver si tiene limite.
cuando 10 tiene y cual podrfa ser.

Se observa que:

La sucesi6n formada por la suma de los ter-
minos de ( an ) crece sin Ifmite. Recuerde
que la raz6n de (an ) es mayor que 1(r = 3).
Podemos tambien decir que "limite de< Sn )
es 00". aunque en realidad no tiene Ifmite.

3/2
~~~¥_i=-::;=~r--'---

4/3 - --,
I
I

I
I
I
I
I,,
I
I
I,,

f<

< 1 •.1.~.40, 121•...• I 1 •... )
3 9 27 81 n=l 3 n·l

Esta sucesi6n es acotada por encima y su limite
es~

2

La sucesi6n formada por la suma de los ttk-
minos de (cn ) es alternante y no tiene limi-
te. La raz6n de (cn) es menor que-1
( r = -3). Decimos que (Sn ) no tiene If-
mite.

La sucesi6n formada por la suma de los tar-
minos de (bn) y < dn) tienen limite. La
raz6n de < bn ) esta entre 0 y 1 ( r= ~) y la

de < dn ) entre -1 y 0 (r = - ~ )

1 .,

I
I

7/9 I
3/4 :i=_=:.:!~-~-~...
2/3 ..J- 1

I I

I I
, I

I I
I I
I I
I I
I I
I I

k

(1.1...1.20·····I ~ .... )
3 9 27 n=l (-3) n-

Esta sucesi6n se acerca por lado y lado a1. • su
r' 3 4,mite eS

4



Busque otras sucesiones con r> 1, con r < -1
y con -1 < r< 1;forme la serie geometrica res-

pectiva y halle su limite.

Se concluye que la sucesi6n formada por la suma
de los ttkminos de una progresi6n geometrica
cuya raz6n esta comprendida entre-1 y 1
(-1 < r < 1), tiene limite. A ese limite 10 Ila-
mamos fa suma total de la serie. Pero, lCucit es
ese limite y c6mo se halla?

Consideremos ahora progresiones geometricas

infinitas como < bn'> Y < dn > en las que la
sucesi6n formada por la suma de sus terminos
tiene limite.

Los ttkminos de las respectivas series geomthri-
cas infinitas son sumas parciales de los terminos

de < bn > Y < dn > .

lCual es la suma total de cada una de estas series?
V eamoslo.

La primera progreslon geometrica 0 sucesi6n
geometrica es:

< b > = (1,.L ..L ...,_1_, ... )
n 3 9 3 "-1

La serie geometrica respectiva es:

( 1, 1+ ~, 1+ ~ + i-' 1+ ~ + i- + 2~ , •. . ,

1 , ... )
3k

-
1

.

La suma total de los terminos de una serie infini-
ta es el limite de la sucesi6n de sumas parciales

< 8n > 0 ( ~1 31k
_1 )

lC 6 m o se halla esta suma total?

Empleemos la expresi6n 0 termino general de la
!:uma de los terminos de una progresi6n geome-
trica finita.

8 _ al (1 - rn)
n- 1-r

V eamos a traves de algunos vatores de8n dis-
puestos en una Tabla, cOmo la suma 8n va cre-
ciendo a medida quen crece. Hallemos

81 , 82 , 83, 84, •••

n 1 2 3 4 5 6 ... 12

8n 1 1.333 1.444 1.48148 1.4938 1.4979 ... 1.49999

V eamos ahora que pasa con la f6rmula 8n de la
suma en este caso. Hallemos algunos valores de
8n Y analicemos el valor de rn cuarido n crece.

Se observa que ( ~)n se hace cada vez mas pe-

queno a medida quen aumenta. Es decir que el
termino rn puede hacerse tan pequeno como se
quiera, escogiendo n suficientemente grande.

Como estamos trabajando con series geometri-
cas infinitas, podemos decir que rn se aproxima
a 0 cuando n crece sin limite(0 cuando n "tien-
de a00"). Pero recuerdese que sir"* 0, rn nunca
es cero.

8 = al - al r" _ (_a_I_) _ ( al ) r"
n 1":""r - 1-r 1-r

A medida que n crece, el primer termino de la
derecha no varia, y el segundo se va achicando
por ser cada vez mas pequeno.

Por 10 tanto las sumas parciales 8n se acercan a
1 ~Ir todo 10que uno quiera, en el sentido de que
por pequena que sea la distancia fija d que uno
escoja, de cierto m en adelante, sin > m, 8n

esta a menor distancia de ~que la distancia d.
. 1- r

Por 10 tanto, podemos decir que et limite de 8n

cuando n crece sin limite (0 "cuando n tiende
a 00") es ~ .

1-r

8 =-!L
~ 1 - r

N6tese que aunque n nunca es"oo"y rn nunca
es cero, obtenemos et mismo resultado si por
una manipulaci6n formal de los sfmbolos en la



f6rmula de Sn para seriesfinitas, reemplazamosa
:rn por cero y i3 Sn por S_.

S = al (1-0) = _a_l_
- 1-r 1-r

cuando 1:1:'1 < 1 (es decir -1 < r < 1).

Esto quiere decir que si Ir I < 1 y n lIega a ser
suficientemente grande, entonces Sn tiende a

at .
1-r .

Simb6licamente escribimos la suma total de la
serie as!:

S al ~ al-=-- 0 ~ an=--
l-r 1-r

n=1

De esta manera podemos calcular el lImite de la

serie geometrica dada inicialmente (3 ~'1 ):

S - = _1-1 = 1- = ~ = 1.5
1-- -

3 3

Este resultado coincide con el obtenido por ex-
trapolaci6n a partir de la tabla, y de la represen-
taci6n gratica.

Mediante esta f6rmula podemos hallar el limite
de una serie geometrica infinita si Irl < 1.

lCuales el limite de la serie geometrica corres-
pondiente a < dn) ? (tenga cuidado con la resta
1 -r).

Halle la suma total de los terminos de la progre-
si6n geometrica infinita:

Como Ir 1< 1 entonces la suma total de la serie
geometrica infinita esta dada por:

1 1
2" 2'

--=-=11-..1... ..L
2 2

Esto se enuncia mas precisamente diciendo que
el lImite de la sucesi6n de sumas parciales

n 1
~1 2K

Si se tiene la progresi6n geometrica

( 1~ ,1go '1g o o ' . . . , 1gn' . . . )
o su equivalente que es la progresi6n

< 0.3, 0.03, 0.003, 0.0003, ... , 3 x lO-n
)

y forma mos la respecti va serie geo metri ca :

< 0.3, 0.3 + 0.03, 0.3 + 0.03 + 0.003, ... ,

0.3 + 0.03 + 0.003 + ... + 3 x lO-n
, ••• )

o < 0.3, 0.33, 0.333, 0.3333, ., . ,0.333333, ... , ... )
se observa que la suma total de esta serie geome-
trica infinita corresponde a un decimal infinito
peri6dico. Veamos

0.3 = 0.3+0.03+0;003+0.0003+0.00003+ ...

= ~ 3 x lO-n

n=1

Hallando esta suma total encontramos el numero
racional que se expresa por el decimal infinito
peri6di~ 0.3. Como se trata de una serie geome-
trica infinita, empleamos la f6rmula:

3 3

S- = 1 ~. = 1 0 1 = 1~ = ~ = .1r 1- _ _ : :J 3
10 10

Esto significa que el limite de las sumas parciales
de la serie geometrica infinita es..l. y que

- 1 3
q = 0.3= 3"

Compruebe la respuesta dividiendo 1 entre 3 con
varias cifras decimales.

Encuentre el numero racional q' que es igual a

2.323232 ...

Como 2.32 = 2 + 0.32 + 0.0032 + 0.000032 + ...

= 2 + ]£ + 32 + 32 + ...
100 10000 1000000

= 2 + [32 + 32 + 32 + + ..].L + ] =
102 104 106 • • • 102n •••

2+ ~ 32
n=1 102n

La suma que aparece dentro del corchete corres-
ponde a la suma total de una serie geometrica
infinita con

a- 32'r=_1_
1- 100 102



32 32

S ~= 2L. = 100 TOO 32
1 - r 1 1 -99= 99

- 100 'iOO

Asf q' = 2 32 = 2 + 32 = 2 ~ = 230 ,
. 99 99 99

que son distintas maneras de expresar el mismo
numero racional. (Ver objetivo 13 de 8Q.grado)

a) 0.65252 b) 1.11111. .. c) 9.999 ...

LAS PARADOJAS DE ZENON DE ELEA

Como una aplicacion de Iimites de sucesiones y
series infinitas presentamos dos de las cuatro
paradojas 0 aporias del filosofo griego Zenon de
Elea (aproximadamente 495-435 A.C.).

Zenon nos presenta cuatro razonamientos contra
la posibilidad del movimiento, que son una fuen-
te de dificultades para todo el que los quiera re-
futar. Estas cuatro paradojas se Ilaman: la dico-
tom(a, Aquiles y latortuga, la flecha yelestadio.
Solo estudiaremos las dos pri meras.

Dice Zenon que todo movimiento es imposible
a causa de la dicotomfa, pues si un movil va a
recorrer una distancia fija, antes de lIegar al ter-
mino de esta debe recorrer la mitad del trayecto;

~

Sf>-\-~f>- ---1/4

1 §.4 ---~I
o I' I
.~ 1 1/4

1/16 8

Veamos ahora la distancia .total recorrida por el
movil en cada momento 0 instante, arrancando

en el punto 0 a la hora to.

y Ie queda aun la mitad por recorrer; luego debe
recorrer la mitad d,e esa mitad restante, y as!

sucesivamente hasta el infinito. De esta manera
el movil nunca Ilegara al final de esa distancia,
porque siempre Ie faltara por recorrer la mitad
de la distancia que Ie quedaba en el instante an-
terior.

Hallemos los trayectos recorridos en cada instan-
te por el movil~

EI primer trayecto hecho por el movil serfa: ~ de

la distancia total.

EI segundo trayecto es:.1 (1.) = .1.de la distancia
2 2 4

total

EI tercer trayecto sera;.1 ( .1.) = .1. = _1
2 4· 8 23

EI enesimo trayecto hecho por el movil es: ~
2

Con los trayectos hechos por el movi I en cada
momento podemos formar la progresion geome-

trica ( t 1, ~, ... , dn' .• ") , lCual es la razon

r ? lTiene limite esta sucesion? lCual es ese li-
mite?

A esta sucesion vamos a lIamarla "Ia sucesion de
Zenon".

Representemos esta sucesion. La· distancia total
que va a recorrerse la lIamamos 1 Unidad. Vea-
mos la mitad, la cuarta parte, etc., de esa dis-
tancia.

Cuando ha transcurrido el pri mer instante 0 sea
en el tiempo t 1 , ha recorrido.1. de la distancia: ~

2 2

1
I

Le queda ; de la distancia por recorrer



Luego enh ya avanz6tmas de la distancia, y el recorrido total es: ~+t .
to
r

01
J/Z

-l.. + . . ! .J
2 4

Le queda lde la distancia por recorrer, que es

la mitad de 10 que Ie faltaba en tl

tl
l
i

1/2

Despues en t3 recorre ~ mas de la distancia y hasta ese instante ha recorrido: ~+ ~ + ~

to
!

01
t ~~3

.L + .11 .1 +..!. +.1)
2 4 2 4 8

Le queda ~ de la distancia por recorrer, que es la

mitad de 10 que Ie faltaba en tz.

Cuando ha transc:urrido el enesimo instante,0 sea

distancia, y el recorrido total es:

1+1+1+ ... +1
"2 "4 "8 2n

en el tiempo tn el m6vil avanz6 _1_ mas de la
2n

l.+1.
2 4

En tn Ie queda 1n de la distancia por recorrer, que es la mitad de10 que Ie faltaba en el instante an-

terior 0 sea en tn-1

Y as f el m6vil se sigue acercando a la meta tanto cuanto uno quiera,pero siempre Ie faltara por reco-
rrer la mitad de10 que Ie faltaba en el instante anterior.

Con 105 recorridos totales hechos por el m6vil se forma la serie geometrica siguiente:

( ~' ~+~' ~ + ~ + i ". ." ~+ ~ + ~ + ... + ~n'''') 0 sea (~ ik)

I
...... I

........I
..•...
.!.~
2



De la discusion de esta paradoja podrfan quedar
las siguientes observaciones:

Aunque fa sucesion de Zenon, que esta for-
mada por los trayectos recorridos en cada
instante, es decreciente, sin embargo la serie
de Zenon es creciente.

La sucesion de Zenon trene limite cero, por-
que cada trayecto va siendo cada vez mas
pequeno, y lIega un momento en que por
pequena que sea la distancia fija desde el ori-
gen que uno quiera esti pular, todos los demas
terminos van a estar mas cerquita del origen
que 10 que se estipulo.

En cambio la serie de Zenon es ascendente y
se va acercando a 1, de tal manera que su li-
mite es 1 en el sentido de que por pequena
que sea la distancia fija hasta el 1 que se esti-
pule, el movil va a lIegar mas cerca dell que
esa distancia fija estipulada.

Por 10 tanto uno podrfa responderle a Zenon
que el limite de la serie de los puntos en don-
de se encuentra el movil es 1, y que por 10
tanto el movil sf lIegarfa a 1.

Pero esto no tendrfa en cuenta la posible res-

puesta que nos podrfa dar Zenon quien pro-
bablemente dirfa que el ya sab fa que el limi-
te de la serie es 1, pero como ningun termino
finito de la serie Sn es igual a 1, entonces en
ningun tiempo finito lIegarfa el m6vil al otro
extremo. Parece que esto solo ocurrirfa si el
movil corriera durante un numero infinito
de perfodos de tiempo.

Esta sigue siendo una pregunta que muestra
la dificultad de conceptualizar 10 continuo
a partir de puntos 0 de trocitos discretos de
fa longitud y de conceptualizar el tiempo a
partir de instantes 0 de trocitos discretos de
la duracion.

Esa pregunta filosofica la dejamos para la discu-
sion en clase. l T e n d r a razon Zenon en decir que

en ningun tiempo finito puede lIegar el movil
al otro lado? l S e r a respuesta suficiente que uno
se mueva y lIegue de hecho at otro lado, como
dicen que 10 hizo Socrates? l O sigue pendiente
el problema de analizar que es 10 continuo"en el

movimiento, en la recta real, en el tiempo, en el
espacio y que es 10 discreto, 10 separado, 10 gra-
nular?

Esas preguntas no las podemos resolver solo
desde la perspectiva de las Matematicas.

Aquiles, el de los pies ligeros quiere apostar una
':::arrera con una tortuga. La tortuga que era muy
inteligente penso que habfa una manera de lograr
que Aquiles nunca la pudiera alcanzar. Le pidio
que Ie diera una distancia de 10 pasos de ventaja
al comenzar la 'carrera y que Aquiles ten fa que
pisar el punto en donde ella habfa estado,cuan-
do Aquiles estaba en el punto anterior. La tor-
tuga (que es el movil mas tento) y Aquiles (que
es el movil mas rapido) parten al mismo tiempo.
Antes de que Aquiles alcance a la tortuga tendra
que lIegar a la posicion que ocupaba esta cuando
Aquiles estaba en el punto anterior.

Pero mientras Aquiles recorre este primer trayec-
to, la tortuga, continuando su movimiento, habra
tomado de nuevo una ventaja. Habra por tanto
un nuevo punto por el que debera pasar Aquiles
antes de alcanzar a la tortuga. Siguiendo as f,
deda Zenon que Aquiles se aproximarfa cada vez
mas a la tortuga, pero que nunca la alcanzarfa.

Supongamos que Aquiles corre a una velocidad
que es 10 veces mas rapida que la velocidad de la

tortuga. La tortuga arranco 10 unidades de longi-
tud mas adelante que Aquiles. Aquiles empezo
su carrera al mismo tiempo que ella.

To = 10

A__ --+---+-----+---+----+----+----I-----+-~J
o 10

Posicion inicial
. (en to)



Mientras Aquiles recorre las 10 unidades de longitud de la ventaja, la tortuga recorre 1 unidad de
longitud. I

En el momento t1 la tortuga esta situada a 11 unidades de longitud, y Aquiles s610a 10 del punto
inicialO.

tl=11

me Posicion:
11 en t 1

Sigue la carrera: AquiJes avanza una unidad, y la tortuga un decimo, 0 sea 0.1 de la unidad. En el
momentot2, la tortuga ha avanzado 10 + 1 +0.1 = 11.1 unidadesde longitud, y Aquiles 10 + 1 = 11.

A2 = 11

1 t2=11.1

11/ I
11 11.1

Posicion
en h

En el tiempo entre t2 Y t3, Aquiles avanza 0.1 unidad de longitud, mientras que la tortuga avanza
0.01 unidad de longitud. Enseguida, entre t3 Y t4, Aquiles avanza 0.01, al mismo tiempo que la
tortuga avanza 0.001. EI recorrido total que habra hecho la tortuga hasta este momento t4 es:

10 + 1 + 0.1 + 0.01 + 0.001 = 11.111, Y el de Aquiles es: 10 + 1 + 0.1 + 0.01 = 11.11

A3 = 11.1

1/h=11.11

I II 11.11

11 11.1

A4= 11.11

1 t4= 11.111I III •••.••.•.•..

11 1 "-11.111

11.11

Con la distancia total recorrida par la tortuga en cada instante formamos la siguiente serie, que
corresponde alas sumasparciales de terminos de la sucesion anterior < Rn )

< Sn) = ( 1, 1 + 0.1, 1 + 0.1 + 0.01, ... , i 1O-k
+

1
, ••• )

k=1



Instante Posiciones
de Aquiles Posiciones de la tortuga

1:0 1\0 =0 To= 10
/

/
tl Al = 10 = To TI = 10+ 1 = 10+ 10-1+I = 10+ 81

/
A2 = 10+ 1 =

,/

t2 T2 = 10+ 1+0.1 = 10+ [ 1()IH + 10'2+1] :: 10: ~
11 =TI /

I I '

t3
~ = 10+ 1+ 0.1 =

T3 = 10+ 1+ 0.1 + 0.01 = 10+ [10'1+1 + 10'2+1+ 10-3+1] = 10+ ~
11.1 = T2 /

,/

/ .
/ 0

~ An = Tn-I Tn = 10+ [10-1+1+ 10-41 + 10-3+1+ .... + 10'0+1J = 10 + I 1O-k+1
= 10+ 8n

/ ~1

,/ ] ~,
tn+1 An+ I =T Tn+I = 10+ [10-1+1+10-2+1+.... + 10-0+1+10'(0+1)+I = 10+ I 10 -k+l = 10+8riii0

kIol

Con las POSIClones de la tortuga formamos la siguiente serie:

(Tn) = (10,10+1,10+1 +0.1,10+1+0.1 +0.01, ... ,10+ i 1O-k
+

1
, ••• )

k=l

que lIamamos "Ia serie de la tortuga".

Con las posiciones de Aquiles formamos la serie.

( ~
(An) = 10,10+1,10+1+0.1,10+1+0.1+0.01, ... ,10+ I

kIol
que lIamamos "Ia serie de Aquiles".

, ... )

Se observa que la serie de la tortuga empieza en To = 10, TI = 10 + SI , Tn = 10 + Sn, y como la

serie ( Sn) tiene Hmite 1.1, la serie de la tortuga (Tn) = ( 10 + Sn ) tiene I(mite 10 + 1.1 = 11.1.

La serie de Aquiles empieza con Ao = 0, Al =To= 10, A2 = TI = 10 + SI, ... , An = Tn-1 =

10 + Sn -I, An+1 = Tn = 10 + Sn Y la serie ( An) = (Tn -I )tiene el mismo I(mite que ( Tn)

o sea 11.1.

La discusion sobre esta paradoja se puede orientar sobre las siguientes consideraciones:

Como la serie de la tortuga en cada instante donal que representa un ciertopunto a la
tn, tiene un termino mas de (Rn ) que la derecha del 11. Ese numero es precisamente

serie de Aquiles, l se r a que ese pequeno ter- el punto 11~ . lEs ese el punto en donde
mino adicional siempre hace que en cual- Aquiles debe alcanzar a la tortuga?

quier momenta tn, An < Tn'? Si eso es asr,
parece que Zenon ten la razon al decir que
Aquiles nunca alcanzar(a a la tortuga.

Los I(mites de las dos series, aunque parecen
ser diferentes, son iguales a 11.1, numero ra-

De nuevo Zenon nos podda decir que el ya

sabra que el limite de las dos series era 11 ~ ,
y que ese era el punto en donde Aquiles
alcanzar(a a la tortuga; pero precisamente,
dirra el, LJstedes me han dado la razon, por-



que en ningun tiempo finito tn Aquiles pue-
de haber alcanzado ya a la tortuga.

Sigue pendiente el problema de pensar en el
movimiento, en la distancia yen la recta real
como continuos, 0 a partir de trozos 0 pun-
tos discretos, sueltos0 separados, y de pen-
sar en el tiempo como un fluir continuo0

como compuesto de pequeiios saltos discretos
de mih~simas0 millonesimCls de segundo.

blema que no podemos resolver solo desde la
perspecti'va de lasM atematicas, sino que
tiene resonancias ffsicas, filosoficas y episte-
mologicas.

De todas maneras, la discusion sobre estas
paradojas de Zenon cautiva la imaginacion,
ejercita la capacidad de argumentacion y
enseiia mas sobre sucesiones, series y Ifmites
que todas las formulas matematicas de los
Iibros de calculo.

Para que este tema resulte significativo e intere-
sante para los alumnos, conviene que tanto estos
como los profesores consulten en sus regiones y
localidades que transacciones comerciales se ma-
nejan con interes simple e identifiquen proble-
mas y situaciones concretas que allf se presenten,
traten de formularlas como problemas de mate-
maticas financieras, los resuelvan, y asf mismo
formulen otros para complementar las activida-
des realizadas en c1ase.

Pueden visitar entidades como la Caja Agraria,
las Cajas de Ahorros, los bancos y las corporacio-
nes, para averiguar sobre prestamos, cuentas de
ahorros, y (segun las circunstancias socio-ecbno-
micas de losalumnos) sobre certificados de depo-
sito a termino, compras y avances con tarjetas
de credito,etc. Tambien podrfan visitar los alma-
cenes de electrodomesticos para saber sobre los
descuentos por pago de contado, sobre las tasas
de interes, los intereses, los plazos, las cuotas,
etc. en las ventas a plazos.

Tambien pueden visitar los sitios en donde se
deja empeiiado un objeto de valor por un pres-
tamo de dinero (prenderfas0 casas de compra-
venta) e informarse sobre los intereses, las san-
ciones por mora y demas condiciones de este
tipo de presta mo. Las personas que prestan di-
nero a interes (0 prestamistas) son otra fuente
de informacion para que se amplfen las aplica-
dones del interes simple.

Luego los alumnos pueden hacer un intercam-
bio de experiencias, comparando las distintas
transacciones, sus tasas de interes, las condicio-
nes y buscando cual serfa la mas favorable en
una situacion especffica real.

A partir de esta investigacion de su realidad y de
ese intercambio de experiencias, cobran sentido
!as definiciones y precisiones de vocabulario,
como las diferencias entre interes simple, tasa de
interes e intereses, entre plazos0 perfodos y
plazo total, etc.



As( pueden tambien formularse por parte de pro-
fesores y alumnos problemas mas realistas y

adaptados al medio.

S e r (a contrario a todo et esp(ritu de la renovaci6n

curricular comenzar esta unidad con una serie de
definiciones y de f6rmulas seguidas de ejercicios
rutinarios y desconeetados de la realidad local.
Veamos algunos contenidos que pueden ayudar
a orientar el desarrollo de estos objetivos:

Todas las actividades comerciales se basan en la
costumbre de pagar un interes par el uso del di-
nero prestado. La mayor parte de 105 ingresos de
105 bancos y compan(as inversionistas se derivan
de 105 intereses sobre prestamos.

En general todas las operaciones comerciales
estan relacionadas con 105 intereses sobre 105
capitales en juego. Este interes pude ser simple 0
compuesto. (En la unidad III de 7Q grado, pagi-
na 100, comenz6 a estudiarse el tema de in teres
simple).

Cuando es unicamente el capital dado en presta-
mo (y no 105 intereses intermedios producidos)
el que gana intereses por todo el tiempo que
dura la operaci6n, esta se conoce como "presta-
mo a interes simple".

La palabra "interes" es una palabra ambigua: se
usa a veces indistintamente para referirse a la
tasa de interes y al monto de 105 intereses. (Este
monto se llama tambien simplemente "105 inte-
reses").

EI interes entendido como la TASA DE INTERES
es el operador que se Ie aplica al capital para cal-
cular el precio pagado por usar el dinero presta-
do durante un determinado plazo 0 per(odo, que

representa una unidad de duraci6n. La simboli-
zaremos con i. Por ejemplo el 24% anual es una
tasa de interes porcentual (0 en porcentaje), con
per(odo de un ana; el 3% mensual es una tasa de
interes porcentual con per(odo de un mes, etc.
Hay que tener cuidado de que el valor numerico

de i no es 24 ni 3, sino 12~ Y 10
3

0 respecti-

vamente, y que siempre debe leerse dando expre-
samente el per(odo.

EI interes entendido como el monto de 105 inte-
reses, 0 simplemente 105 intereses, puede enten-
derse por per(odo 0 por plazo total.

EI primero es el dinero que produceet capital en
un 5610 perlodo, y secalcula como el resultado

de aplicar la tasa de interes al capital que habra
al comienzo del perlodo.

EI segundo es la suma de 105 intereses por pe-
rlodo correspondientes a todos 105 perfodos del
plazo total.

EI monto de 105 intereses por plazo total 10 sim-
bolizaremos con It6t. EI monto de 105 intereses
por perfodo 10 simbolizaremos con II para el
primer perfodo, 12 para el segundo, etc. Como
en las transacciones a interes simple estos intere-
ses por per(odo son iguales, 105 simbolizaremos
simplemente con I.

Veamos un ejemplo: Si se ha solicitado un pres-
tamo de $ 100000al 3% mensual, prestados du-
rante cinco meses. lCuanto debera pagarse de
intereses por cada mes?

lCuimto debera pagarse al finalizar el tiempo del
prestamo?

EI capital inicial es $ 100000, la tasa de interes
es 3% mensual, el per(odo 0 unidad de duraci6n
es un mes, y el tiempo total del prestamo es
5 meses.

Cuando se habla de tiempo es necesario pues dis-
tinguir entre 105 plazos de pagos intermedios y el
plazo total 0 tiempo total del presta mo. En
nuestro ejemplo 105 plazos para hacer 105 pagos
intermedios son de 1 mes y el tiempo total del
prestamo es de 5 meses.

Hallemos 105 intereses por perfodo, 105 intereses
totales y el monto total del capital.

Para encontrar el manto de 105 intereses en un
mes, I,apli camos el operador 190 al capital inicial.

1= 1 9 0 x (100000) = 0.03 x 100000=

100000x 0.03 = 3000

AI finalizar cada uno de 105 meses el que obtuvo

el prestamo debera pagar $ 3000, de tal manera

que al finalizar el tiempo total del prestamo, que

son 5 meses, el monto total de 105 intereses que

1tot = 3000 + 3000+ 3000 + 3000+ 3000=

I + I + 1 + 1 + 1= 5.1

I tot = 5 x 3000= 15000= 5.1



L1amemos Co al capital0 cantidad prestada ini-
cialmente, i a la tasa de interes por perfodo0
unidad de duraci6n, y n al numero de perrodos;
as! el monto de los intereses Itot estara dado
mediante la siguiente expresi6n:

Cuando se ha vencido el tiempo del prestamo, la
persona que 10 ha solicitado termina entregando
al prestamista, ademas del capital inicial, que son

$ 100000, los intereses por el prestamo de ese
capital durante los5 meses, que son$ 15000.
En total devolvera $ 11,5000.Esta nueva canti-
dad se llama el monto total, y las simbolizare-
mos con Ctot 0 Cn en donde n es el numero
de perfodos que hay en et plazo total.

EI monto total de un capital a interes simple

C tot 0 Cnes el valor acumulado del capital al
final del plazo total. Se calcula agregando los
intereses totales al capital inicial Co.

V eamos el desarrollo de la operaci6n financiera
de nuestro ejemplo, y busquemos una expresi6n
general para calcular Ctot·

No. de Capital al principio Interes producido M onto al final de cada periodo
Periodos de cada periodo en cada periodo (cada mes)
(meses) (capital que gana (en cada mes)

interes)

1 100000 = Co 100QOOx 0.03 = C1 = 100000 + 3000 = 103000= Co + 11 =

3000= 11 = I Co+1

2 100000 =Co 100000 x 0.03 = C2 =103000+3000= 106000=Co+I+I=
3000 = I Co + 2.1

3 100000 =Co 100000 x 0.03 = C3 = 106000 + 3000 = 109000= Co + 21+ I =
3000 = I Co+3.1

4 100000 = Co 100000 x 0.03 = C4 = 109000 + 3000 = 112000 = Co + 3 I + I =

3000=1 Co + 4.1

5 100000 = Co 100000 x 0.03= I Cs = 112000 + 3000 = 115000= Co + 41+ I
= Co+ 5.1

I
tot

= 5.1 = 15000 C = Cn =Co+ n·1
tot

= n· 1 Ctot = Co +n . Co . i = Co. (1 + n . i)

Hemos encontrado asr una expresi6n qu.e relacio-
na el capital inicial (Co), el numero de perfodos
del tiempo total del prestamo (n), la tasa de inte-
res (i), y el monto total (Cn). Esta expresi6n nos
permite averiguar uno de los cuatro valores cuan-
,do se conocen los otros tres. lCual serfa la expre-
si6n para i, cuando se conocen Cn, Co y n?,

lCual serra la expresi6n para Co, cuando se co-
nocen i, Cn y n? lCual serfa la expresi6n para n
cuando se cohocen Cn, Co, e i?

< Co, Ct, C2, C3, C4, Cs) : < 100000,103000,106000,109000,112000,115000 )

lEs esta sucesi6n una progresi6n aritmetica? lCual es la diferencia?



Representemos en el plano cartesiano estos
datos. Coloquemos en el eje y el monto en cada
perfodo 0 intervalo de tiempo (en nuestro caso
cada mes) V en el eje x, los intervalos de tiempo
o numero de perfodos de tiempo. Durante el pri-

mer mesel monto es $ 100000 cuando finaliza
este mes V comienza el segundo mes, el monto
sube a $ 103000 V permanece as f durante todo
el segundo mes. AI finalizar este segundo mes V
comenzar el tercer mes, el monto sube a $ 10600
V permanece constante todo el mes hasta que
este finaliza, V comienza el cuarto mes, etc ...

Ctot (en pesos)

115000 • 0
I

I
I

112000 • 6
I

I

109000 • 6
I

I,
106000 • 6

I,
I

103000
~
I
I

100000

-{ t (en meses)
I I I I I ~
2 3 4 5 6

Esta graticacorresponde a un prestamo en el que
hay que pagar los intereses al finalizar el mes. Es
una escalera con escalon uniforme, pero la parte
vertical del peldaiio esta dibujada con una linea
discontinua pues no pertenece a la gratica de la
fun cion Ctot• En muchos libros se dibujan com-
pletos los peldaFios, pero esa gratica no carres-
ponderfa a una funcion. Si se omiten los segmen-
tos verticales, la gratica si corresponde a una fun-
cion del tiempo medido con un perfodo como
unidad, 0 sea del numero de perfodos.

Veamos otro ejemplo para analizar la gratica:
Una Corpora cion me paga el 3% mensual por un
certifi~ do de deposito a termino de $ 100000
durante 6 meses. Si el contrato dice que solo se

causan los intereses al final de cada mes cumpli-
do, l C u a n t o me producira de intereses en cada
mes? l C u a n t o dinero recibire al finalizar el tiem-
po del ahorro?

lQ u e pasarfa si tuviera que vender el certificado
a otra persona por su valor equivalente fa vfspera
de cumplirse el cuarto mes? lV al dfa siguiente?

Veamos:

Co= C = 100000 i = 190 = 0.03

II= 1= 100000 x 0.03 = 3000

Cada mes que finaliza se causan $ 3000 de inte··
reses.



Ctot (en pesos)

1'18000 - 0

115000 - 0

112000 - , 0
I

109000 --,01
I I

106000 - 0 I I
I I
I103000 ~ I I
I I

100000 I I
I I

. r (
I I ' I I I I ••
2 3 4 5 6 t (en meses)

La gratica muestra c6mo varfa el monto cuando
los intereses se causan al finalizar cada mes; por
eso se presenta un saito entre el ultimo dfa de un
mes y el primer dfa del siguiente meso

Supongamos que se tiene que vender el certifi-
cado la vfspera del ultimo dfa del cuarto meso
Como el contrato dice que los intereses se cau-
san al finalizar cada mes, en este caso perder fa
todos los intereses del cuarto meso Pero si 10
vendo al d fa siguiente de finalizar el cuarto mes,
el certificado ya gan6 los intereses del cuarto
mes (ver I fneas verticales discontinuas de las
graticas). EI valor equivalente salta pues de
$ 109000 a $ 112000.

Supongamos ahora que el que me compra el
certificado acepta que los intereses se paguen

I

I
0.. I
----l

. I
I
I

60 90
I I
2 3

106000
Z'

proporcionalmente al numero de dfas en que
estuvo depositado el dinero; es decir, que si la
tasa de interes por un. mes es del 3% y retiro el
dinero a los 10 dfas (es decir a la tercera parte
del mes) me pagarfan el 1 % (que es la tercera

parte de 3% ) 0 sea $ 101000. Si retiro el dinero
a los 15 dias me pagarfan ell.5% 0 sea $ 101500.
lCuanto dinero me pagarfan si retiro el dinero a
los 20 dfas? lAI mes y medio? lA los dos meses?
lCual serfa el monto en cada uno de estos casos?
La escala en que esta dibujado el tiempo en dfas,
harfa que la gratica saltara peldanos muy peque-
fios y por eso la gratica parecerfa una linea recta,
que nos muestra c6mo va variando el monto pro-
porcionalmente con el tiempo del dep6sito.
lCiJal es la pendiente de esta recta?

Esta gratica nos muestra c6mo se comporta el
monto de un certificado en el que el contrato
estipula que losintereses se causan proporcio-
nalmente al tiempo depositado.

t (en d fas)

t (en meses)



Para finalizar, los alumnos pueden formular y

resolver algunos problemas tornados de situacio-

nes reales, como las siguientes:

Haga un cuadro 0 tabla del desarrollo de la
deuda mes por mes. Trace la gratica cartesia-

na correspondiente a esa tabla. Haga una re-
flexi6n sobre la tasa de interes efectiva a
interes simple sobre el total del saldo finan-
ciado.

EI primero de Enero se firm6 un pagare de
$ 160000 con 5% mensual de interes. lEn
que fecha el monto de los intereses sera la

mitad del capital?

EI precio de lista de una lavadora es $560000.
Se vende a plazos con el siguiente plan: cuo-
ta inicial: el 20% del precio de lista, y 12
cuotas mensuales de $ 45820 cada una. Cal-
cular la totalidad de los pagos y la tasa de
interes real.

En los problemas de interes simple, el capital
que genera los intereses permanece constante
durante todo el tiempo de duraci6n del presta-
mo. Supongamos ahora que en cada perfodo de
tiempo convenido en una obligaci6n se agregan
los intereses al capital, formando asf un nuevo
monto sobre el cual se calcula"ran los intereses
en el siguiente perfodo de tiempo, y asf sucesi-
vamente. En este caso se dice que los intereses
se capitalizan, y que la operaci6n financiera es a
interes compuesto. A diferencia de las transac-
ciones a interes simple, en las que los intereses
por perlodo son iguales, en las transacciones a
interes compuesto los intereses por perfodo son
diferentes, y se calculan sobre un capital diferen-
te en cada perfodo.

segundo pe r10d 0 , 13 para el tercero, etc., hasta
In para el n-esimo perlodo. En los prestamos

a interes simple 11 = h = h = ... = In, pero en
los prestamos a interes conpuesto

11 *- h *- 13 *- ... *- In

EI monto de los intereses por plazo total es la
suma de los intereses por per fodo correspondien-
tes a todos los perfodos del plazo total. Lo sim-

bolizaremos con Itot.

Analicemos un caso parecido al ejemplo anterior,
pero ahora a interes compuesto:

Se han prestado $ 100000 al 3% mensual duran-

te 5 meses, lCuanto debera pagar el deudor por
concepto de intereses si el prestamo se hizo a
interes compuesto?

EI monto de los intereses por perfodo 10 simboli-
zamos con 11 para el primer perfodo, h para el



No. de Capital al principio Interes producido durante M onto al final
meses de cada mes cada mes al 3% mensual de cadames

1 100000 = Co 100000 x 0.03 = 3000 = II 100000 + 3000 =
103000 = CI

2 103000 = CI 103000 x 0.03 = 3090 = 12 103000+ 3090 =
106090 = ~

3 106090 = ~ 106090 x 0.03;;: 3182.70 = 13 106090+ 3182.70 =
109272.70 = C3

4 109272~70= C3 109272.70 x 0.03 = 3278.18 = 4 109272.70+ 3278.18 =
112550.88 = C4

5 112550.88 = C4 112550.88 x 0.03 = 3376.52 = Is 112550.88+ 3376.52 =
115927.40 = Cs = Ctot

Total de inteieses= 15927.40
Itot = II + 12+ ... + Is

EI interes eompuesto pagado por el prestamo del dinero ($100000) en 5 mesesal 3% mensual fue de
$15927.40, mientras que el interes simple fue de $15000.
En general si C es el capital inicial puesto a interes, i la tasa de interes yn el numero de perlodos,
l e o m o se ealeula In? l e o m o se caleula el monto total? Veamoslo en la siguiente tabla.

Numero
de Capital al principio Interes en M onto al final de cada perlodo

perrodo de cada perlodo el perrodo

1 Co =C Co j = II . Co + Cj = C. (1 + i) = CI

2 Co . (1 + i) = CI Co . (1 + i) .i = 12 C. (l+i)+C. (1+i). i= (1+i) (C+C.i) =
(1 + i) C. (l + i) = C (1 + i)2 = C2

3 Co . (1+ i) 2 = C2 Co. (1 + i) 2 . i = h C.(1+i)2+c.(1+i)2 .i=(1+i)2 (C+C.i)=
(1 + i)2 C. (1 + i) = C (1 + i)3 = C3

4 Co . (1 + i )3 = C3 Co. (1+i)3 .i= 14 C (1+ i) 3 + C (1 + i )3 . i = (1 + i) 3(C + Cj) =
C. (1 + i)4 = C4

. .• .
.

.
n Co' (1 + i) n-1 =Cn_

1
Co' (1+ i)"'1 . i = In C. (1 + i) n·1 + C. (1 + i) n-1 .i = (1 + i)"'1 (C+ C l) =

(1 + i)"'1 Co (1 + i) = Co (I +il n = Cn=Ctot

I tot = II + 12+ 13+ ... + In

As! para caleular el interes eompuesto en cada uno de los perlodos se utiliza la siguiente expresion:

In = Co (1 + i ) n-1 • i.



V erifiquemoslo para nuestro ejemplo. Hallemos
los intereses para el quinto mes,0 sea Is :

Is = 100000 x (1 + 0 .0 3 )5 - ' x 0.03 =
100000 x (1.03)4 x 0.03 =
100000 x (1.1255) x 0.03 = 3376.52.

lCual fue el valor que se obtuvo en la tabla para
el quinto mes?

EI monto total de los intereses se halla sumando
los intereses en cada pedodo.

I tot = I, + h + I3 + 4 +. " + -h

Busquemos una expresi6n general para calcular
el monto total a interes compuesto en n per fo-
dos de tiempo. V eamos su desarrollo en laTabla
2. De acuerdo con esta tabla, si se quiere saber el
valor de en conociendo Co, i Y n, se debe multi-
plicar el capital inicial del-prestamo por el factor
(1 + i)n :

Esta f6rmula, que determina la valorizaci6n de
una suma con base en una tasa compuesta de in-
teres, durante un numero de per fodos cualquie-

ra, es la base para establecer las relaciones de
equivalencia entre sumas de dinero a10 largo del
tiempo. (1 + i)n se conoce con el ndmbre de
"factor de la cantidad acumulada a interes com-
puesto" 0 "factor de acumulaci6n". Para calcu-
lar este factor se utiliza la calculadora, los loga-
ritmos, 0 se desarrolla el teorema del binomio.
En la practica existen tablas financieras en las
que estan calculados hasta con diez decimales los
valores de (1 + i)n para las tasas mas utilizadas
y para valores de n desde1 hasta 100 per fodos.

SUCESION DE LOS MaNTaS
A INTERES COMPUESTO

Formemos ahora la sucesi6n de los montos a in-
teres compuesto de$100000al 3% mensual du-
rante 5 meses.Tomemoslos de la tabla 1 que se
elabor6 anteriormente: (100000, 103000,
106090, 109272.70, 112550.88, 115927.40 ) .

Esta es una progresi6n geometrica. lCual es la
raz6n?

En general la sucesi6n de los montos a interes
compuesto forman una progresi6n geometrica:

(C.(1+i)',C.(]+i)2,C.(1+i)3, C.(1+i)4, ... , C.(l+i)n, ... )

lCual.es la raz6n de esta progresi6n?

Ahora representemos en el plano cartesiano los montos a interes compuesto.

Consideremos primero el caso en que en el contrato del prestamo se exige que los intereses se pa-
guen cada mes vencido. De esta manera durante el primer mes elmonto son los$100000,y al fina-
Iizar este mes el monto salta a$103000 y permanece asf hasta el ultimo dfa del20. mes que salta a
$106090,etc. L a grcifica es la siguiente:

115927.40
Ctot (en pesos)

•.
I
I
I

112550.88 • /)
I

I
I.

109272.70
e---b
I
I
I

106090 • b
I
I

103000 , 6
I
I

100000

6n:

l' I I I I I
0 1 2 3 4 5

La grcifica es una escalera con escal6n creciente,
aunque no lIeva el peldafio vertical.

Cuando finaliza el 50. mes el monto total es
$115927.40.



Consideremos ahora el caso en que en el contra-
to del prestamo se permite la proporcionalidad
con el tiempo intermedio de 105 plazos, es decir,
se pagan intereses por cualquier fracci6n del pe-

150 180
I

5 6

Un tercer caso para la representaci6n gratica 10
constituye una situaci6n como la siguiente: Se
tiene una cuenta de ahorros, y cada 3 meses se
esta retirando parte del monto producido por la
acumulaci6n diaria de intereses (y correcci6n
moneta ria ).

En 105 3 primeros meses el dinero empieza a ga-
nar intereses, y el monto crece en raz6n geome-
trica; al finalizar este tiempo se hare un retiro
menor que el monto de 10 que habla ganado. En "
105 3 meses siguientes el dinero restante vuelve"a
ganar intereses, etc.

dodo. A la escala en que"esta dibujada,el tiem-
po en d las haria que la grcifica saltara peldanos
muy pequefios y por eso la gratica parece la gra-
fica de una funci6n exponencial.

Se observa que el monto a interes compuesto
crece en raz6n geometrica.

En realidad esta curva .s610 resultarfa aSI en una
situaci6n en la que en cualquier momenta se
puede pedir fracci6n de plazo diario, por ejem-
plo en 105 prestamos a largo plazo 0 en una hipo-
teca con correcci6n monetaria diaria, que en
cierto senti do es equivalente a interes compuesto

t (en d ias)
po

(en pesos)

Y as I se pueden seguir haciendo retiros cada 3
meses. Si se desea que el capital no se agote, hay
que fijarse bien en la cantidad que se retira, pues
hay veces en que la ganancia es aparente, porque
la inflaci6n es superior a la ganancia. Estos temas
se ampliaran en los grados10Q y ll Q•

V A L O R P R E S E N T E Y V A L O R F U T U R O

D E U N C A P IT A L

l S e r a 10 mismo recibir una cantidad determina-
da de dinero hoy, que la misma cantidad al cabo
de cierto tiempo, por ejemplo, al cabo de un
ano? lPor que 51'0 por que no?

Esta discusi6n nos puede lIevar a observar que es
necesario encontrar una forma de comparar las
cantidades en diferentes momentos para poder
establecer relaciones de equivalencia entre capi-
tales a traves del tiempo. Esta relaci6n esta dada
por la f6rmula para el monto total a interes com-
puesto, en la que el capital inicial ser fa el valor
presente del capital, que simbolizaremos con P,
y el monto total sera el valor futuro del capital,
que simbolizarernos conF. De esta manera se
tiene:



Empleando esta expresion se puede responder a
la pregunta: lCuanto voy a recibir despues de n

per fodos de 'mantener invertida la suma P, a
una tasa de interes i?

Ejemplo: lCuanto recibire despues de 3 anos de
mantener invertidos $12000 al 25% anual con
acumulacion de los intereses al fin de cada ano
("ano vencido")?

p = 12000, F = ? , n = 3, i = 2 5 ? f o = 0.25,

F = 12000 (1+ 0.25)3 = 12000 (1.25)3

12000 (1.953125) = 23437.50

(Compruebese calculando el 25% al fin de cada
ana y sumandolo al capital anterior).

Parece que el 2% mensual fuera menos que el
25% anual. Pero si el banco me acumula ese 2 %
al fin de cada mes ("mes vencido"), lcuanto reci-
bire despues de los mismos 3 anos?

p = 12000, F=?,n=36,i=2% =0.02

F = 12000 (1 + 0.02)36 = 12000 (1.02)36==

12000 (2.039887) == 24478.64

Un banco ofrece la tasa del 15% anual .(ano
vencido) para los depositos en cuentas de
ahorros. Si deposito $100000 este ana y no

retiro nada, lcuanto recibire al cabo de 10

aiios? Si me ofrece el 1% mensual (mes ven·
cido), lcuanto recibire al cabo de los mismos
10anos?

lCuanto recibire despues de 3 trimestres de
mantener invertidos $50000 al 14% trimes-
tral (trimestre vencido)? lAI 3% mensual
(mes vencido)?

lComo se ha/la el valor presente del capital a
partir de el valor futuro (F),la tasa de interes (i)

que se ha de aplicar a la inversion y el numero de
periodos (n) que dura la misma?

p= F
(1+i)"

lCuanto debo ahorrar hoy, a una tasa de in-
teres del 3% mensual para obtener $60000
dentro de cinco meses?

p = 60000

(1 + 0.03)5

60000

1.159274

lCuanto debo ahorrar hoy, a una tasa de in-
teres del 27 .46%anual para obtener $1000000
dentro de 10 anos?
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In t r o d u c c i6 n

Lo mas importante de la geometr(a para .Ia
Secundaria es la exploracion activa del espacio
tridimensional en la realidad externa V en la ima-
ginaclon vias maneras de representar objetos
solidos ubicados en ese espado.

Continuando con este proposito a traves de esta
unidad, los alumnoslograran plasmar el espacio
en modelos tridimensionales V en dibujos bidi-
mensionales, habilitandose aSI para expresar su
creatividad V ejercitar su imaginacion.

Es posible que al comienzo al profesor Ie parezca
diflcil dibujar con las convenciones usuales del
dibujo tecnico V artfstico. No hay que desani-
marse por las dificultades iniciales ni por los re-
sultados poco esteticos: se va aprendiendo al
mismo tiempo con los alumnos. Se puede distri-
buir el contenido de la unidad a 10 largo del ano
para que los alumnos combinen diferentes activi-

O b je t iv o s g e n e r a le s

dades matematicas, no se cansen V se mantengan
motivados.

Es conveniente coordinar desde el comienzo del
ano las actividades de la unidad de Geometr la V

Medicion con las de las demas unidades del pro-
grama de Matematicas, con las del area de Edu-
cacion Estetica, ysi en el colegio se cultiva, con
las de dibujo tEknico. Es posible que muchas'de
las actividades de esta unidad va havan side cu-
biertas en clase de pintura (por ejemplo los dis-
tintos tipos de perspectivas) 0 en clase de
Dibujo Tecnico (por ejemplo las vistas multiples
V los cortes).

Los profesores de Matematicas del plantel pue-
den tambien distribuirse la geometr(a vias
demas unidades en horas diferentes V presentar-
las por profesores diferentes.

•-
•,...

Efectuar representaciones planas de solidos a
traves de axonometrfas, perspectiva conica V

vistas multiples.

Ejercitar la imaginaclon tridimensional
mediante cortes imaginarios de s6lidos V sus
representaciones grati cas.

Reconocer que las representaciones graticas
tienen una serie de convenciones que nos
permiten representar tos objetos de la
manera mas proxima a la realidad, e interpre-
tar correctamente dichas convenciones.

Visualizar el paso de lH3 a lH2 V viceversa a
traves de provecciones paralelas V de provec-
ciones puntuales.

Encontrar procedimientos para calcular el
area lateral, el area total V el volumen de al-
gunos solidos geometricos.

Emplear unidades de volumen V de capaci-
dad en diferentes sistemas V convertirlas de
unos a otros. _

Estimar los valores aproximados de areas,
volumenes V capacidades en las unidades del
sistema metrico decimal V en otros utiliza-
doslocalmente.



O b je t iv o s e s p e c i f ic o s , c o n te n id o s y s u g e r e n c ia s
m e to d o lo g ic a s

e
. Fi~tn". -1

~.C;(Jf' ObJefo real 6mcrdeJo

F!i'w-- 2 . (Dibojo .mpUlldo)

Cuando se realiza el dibujo de un objeto, el
tamafio de este puede hacerse ampliado, reduci-
do 0 con las mismas dimensiones lineales del
objeto real.

Si la distancia entre dos puntos cualesquiera del
dibujo es 2, 3, 4 , etc. veces mayor que la distan-
cia entre los dos puntos correspondientes en el
objeto real, se dice que el dibujo es una amplia-
ci6n del objeto real.

La distancia entre los puntos A' y B' del dibujo
ampliado es el doble de la distancia entre sus
puntos correspondientes A y B del objeto real 0

modelo. Esto mismo ocurre con cualquier par de
puntos del dibujo ampliado y sus correspondien-
tes en el objeto real. Se qice entonces que el di-
bujo esta hecho en una escala de 2 a 1 y se sim-
boliza as!: escala 2:1. Esto significa que por cada
2 unidades de longitud que se toman en el dibu-
jo hay una de las mismas unidades de longitud
en el modelo. En nuestro ejemplo, por cada 2

em del dibujo hay 1 em en el objeto.
\

Si la distancia entre dos puntos cualesquiera del
dibujo es la mitad, la tercera parte, la cuarta par-
te, etc. de la distancia entre los puntos corres-
pondientes en el objeto real se dice que el dibujo
es una reducci6n del objeto real.

Si consideramos la figura 1 como el objeto real 0

modelo, la figura 2 es un dibujo en el que se ha
ampliado el modelo y la figura 3 es un dibujo en
el que se ha reducido el modelo.

"~C'
~.

c.,;. 6"1)'

Fi§ura3
(D ibl1jo r e d v d d o )

Una escala como 2: 1 nos permite formar una
proporci6n de la siguiente manera: .

"La distancia entre dos puntos del dibujo as a la
distancia entre sus punt os correspondientes en el
objeto c o m o 2 as a 1".

Veamoslo en nuestro ejemplo:

dist ( A ' , B') 2
=

dist ( A , B) 1

5 em =..1-
2.5 em 1

5

2.5

2
=-

1
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De esta manera se puede verificar que se cumple
la proporci6n para otros puntos tanto del dibujo

como del objeto.

La distancia entre los puntos A" y B" del dibujo
reducido es la mitad de la distancia entre sus
puntos correspondientes A y B del objeto real 0
modelo. Esto mismo ocurre con tualquier par de
puntos del dibujo reducido y sus correspondien-
tes puntos en el modelo.

En este caso se dice que el dibujoesta hecho en
una escala de 1 a 2 y se simboliza as(: Escala 1 :2.

Cuando se tiene una escala de 1 :2, significa que
por cada unidad de longitud que se tome en el
dibujo hay dos de las mismas unidades de longi·
tud en el objeto real. En nuestro ejemplo por
cada em del dibujo hay 2 em en la realidad.

Esta escala nos permite formar la siguiente pro-
porci6n:

"La distancia entre dos puntos del dibujo es a la
distancia entre sus puntos correspondientes en el
objeto como 1 es a 2".

En nuestro ejemplo tenemos:

dist. ( B " , e " ) 1
------=--
dist. (B , e ) 2

0.875 em

1.75 em

0.875

1.75

1
=

2

1
=

2

Cuando un objeto se dibuja con las mismas di-
mensiones lineales de la realidad, es decir se con-

serva el tamano, se dice que esta en escala de 1 a
1,0 sea 1: 1.

En general, decir que un dibujo esta en escala de
man 0 sea m:n, significa que por cada m uni-
dades de longitud que se hagan en el dibujo hay
n de las mismas unidades de longitud en la reali-
dad.

Eseala m: n )

Unidades de 10ngitud/ . Unidades de longitud
en el dibujo en el objeto real

(Muy esquematicamente, "Ia escala es siempre
DIBUJO: REALlDAD").

Ejemplo: Si se encuentra que en un mapa la
escala es de 1:1'500000, significa que por 1cm

del dibujo hay 1'500000 em en la realidad, 0
que por 1 m del dibujo hay 1'500000 m en la
realidad, etc.

En general la escala m:n nos permite formar la
siguiente proporci6n:

"La distancia entre dos puntos cualesquiera A y
B del dibujo es a la distancia entre sus puntos co-
rrepondientes A' y B' en la realidad como m es
an".

Conviene analizar con los alumnos que una
raz6n no es necesariamente un operador ni
ampliador ni reductor. Una raz6n nos da infor-
maci6n sobre la relaci6n entre dos numeros, 0
entre dos longitudes (como en las escalas).

Cuando se tiene una raz6n se pueden formar dos
operadores: uno ampliador y uno reductor, de-
pendiendo del orden 0 de la orientaci6n, que Ie
demos a los dos 1;erminos de la raz6n segun el
contexto.

Porejemplo: Si se tiene una escala 2:1, esto sig-
nifica que por 2 unidades de longitud del dibujo
tenemos 1 unidad en el objeto real. AI compa-
r,ar las dimensiones lineales, encontramos que las
del dibujo son el doble de las del objeto y en
este caso se obtiene un operador ampliador; pero

tambien encontrarfamos con la misma escala que
las dimensiones del objeto ser(an la mitad de las
del dibujo y as( se obtendr(a un operador reduc-
tor tx a partir de la misma raz6n (2: 1).

1-x
2



Se pueden hacer algunos ejercicios como 105

siguientes:
a) Para cada uno de 105 siguientes modelos

hacer 105 dibujos correspondientes segun las
escalasdadas.

Escala 1:2

Escala 3:1

Escala 1:3

Escala 2:1

Escata 3:2

Escala 1:4

c) Decir en que escala fueron hechos cada uno
de 105 siguientes dibujos.

Dibujo 1



La representaci6n en el plano de cuerpos s6lidos
o de objetos de la realidad, puede hacerse m e-

diante dibujos de vista (m ica0 dibujos de vistas

m ultiples.

Los dibujos de vista (m ica son aquellos en los

que se ilustran las 3 dim ensiones del objeto en

una sola vista, con 10 cual se logra presentar el

Hay dos m aneras de hacer estos dibujos: m edian-

te axonom etr fa y m ediante perspectivas conicas.

Los dibujos de vistas m ultiples representan los

objetos a traves de una serie fragm entada de vis-

tas relacionadas.

D ibujos

1-----1------1
V ista unica V istas m ultiples

I
I

Axonom etr fas
I

Perspectivas conicas

A traves de esta unidad verem .os los dibujos

tanto de vista unica com o de vistas m ultiples.

Com enzarem os con los dibujos de vista unica
hechos a traves de axonom etrfas,0 dibujos axo-

nom etricos.

Los dibujos que aparecen a continuaci6nson

dibujos axonom etricos. Veam ossus caracterfs-

ticas.

1. Estan construidos sobre tres ejes im aginarios

que representan las tres dim ensiones del

espado. En la figura 1, estos ejes estan sena-

lados con linea m as gruesa y sim bolizados

con las letras x,y, z.

2. Todas las aristas y caras que son paralelas en
el objeto aparecen paralelas en el dibujo, es

decir, el paralelism o se conserva en la repre-

sentaci6n grafica. En la figura 2 las aristas m ,

fi~Uia4

n, t, p, r, s son paralelas. La carasom breada

en form a de L invertida tiene su respectiva

cara paralela. lCual es esta cara? lQue aris-

tas son paralelas en la figura 1?

3. Las dim ensiones lineales del objeto se tom an

en los tres ejes con la m ism a escala, perm i-

tiendo esto que en el dibujo se conserven las

proporciones entre estas dim ensiones.



En las figuras que estamos tomando como
ejemplos no podemos ver la escala con que
fueron dibujadas, pues necesitarlamos del
objeto real; pero en la figura 3 Sl podemos
observar como el objeto representado tiene
2 unidades de longitud en el eje X , 6 de esas
mismas unidades en el eje y y 3 en el eje z.

4. AI observar el objeto para ser dibujado,
aquellas aristas que no pueden verse se repre-
sentan con Iineas punteadas siguiendo la
convention usual para los dibujos axonome-
tricos.

En la figura 4, las aristas c, d, ye estan repre-
sentadas con linea punteada porque corres-
ponden a aristas que no se ven, 0 aristas
ocultasdel objeto real.

comprender mejor el objeto utilizando Iineas
punteadas.

En todos los dibujos axonometricos el eje que se
dibuja vertical en la hoja (eje yen nuestro caso),
cae perpendicularmente sobre una recta horizon-
tal de base (I (nea Q ) con la que los otros dos
ejes (x, z) forman angulos a y {3. Estos dos angu-
los tienen el vertice comun, que es el" punto de
intersection de los tres ejes (Punto 0).

Resumiendo podemos decir que el dibujo axono-
metrico se caracteriza por ser una representacion
gratica de un objeto, construida sobre 3 ejes
principales, en los que se toman medidas a escala
que conservan laproportion del objeto, las
I rneas paralelas permanecen paralelas en el 0
dibujo y las aristas ocultas se representan para

Segun la relacion que hay entre estos dos angulos a y (3 en cada dibujo, 105 dibujos axonome-
tricos se c1asifican en dos grupos. Veamos:

1) DE AN G ULO S IG UALES: Son los dibujos
en los que los angulos a y (3 tienen la misma
amplitud 0 medida y se conocen con el nom-
bre de dibujos ISO M ET R ICO S0 ISO M E-
T RIAS.

2) DE AN G ULO S D IFEREN T ES: Son105 di-
bujos en los que 105 angulos a y {3 tienen
diferente amplitud 0 medida.



En este grupo los tipos de dibujos mas conocidos Los casos mas conocidos 0 representativos son:
o mas representativos son:

Este tipo de isometrfa, la mas conocida, se utili-
za cuando se quieren representar las caras visi-
bles con igual importancia.

b) Cuando los angulos a y {3 miden 450
.

.~

Este tipo de isometrfa se conoce conel nombre
de "Perspectiva militar" y se utiliza cuando se
quiere resaltar la cara superior, por ejemplo en
un techo.

I
I
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Esta axonometr fa se conoce con el nombre de
"Perspectiva caballera" y se utiliza para repre-
sentar una de las caras sin distorsi6n, es decir, en
su verdadera magnitud (a escala) forma y pro-
porci6n. Esta cara corresponde a la mas significa-
tiva, 0 a la mas compleja 0 a la que da mayor in-
formaci6n acerca del objeto. (Se usa para la
representaci6n de tuberfas, perfiles metalicos u
otros objetos en los que la vista de una de las
caras es muy importante, y la forma del corte
paralelo a esa cara no varfa).



c) Cuando los angulos a y (3 tienen una ampli-
tud diferente de30° 0 de 450

. Estos casos
son menos utilizados.

b) Otros casos menos utilizados: Cuando a *(3,
a * 00

y (3 * 00 .

Para cualquier caso de axonometr (a entre mayor es la amplitud de un angulo, mayor sera fa dis-
torsion en la cara representada sobre el eje que forma ese angulo.

Para desarrollar estos objetivos se recomienda
tener en cuenta 10 siguiente:

Hasta el momento los alumnos han trabajado
en el plano cartesiano que queda determina-
do por 2 ejes que se cortan perpendicular-
mente en un punto lIamado origen.

Estos ejes representan las dos dimensiones
lineales del plano: por ejemplo, el largo yel
ancho de una lamina, 0 el ancho y la altura
de un muro, etc.

•..

""X

Por convencion el eje que va de· izquierda a
derecha representa la horizontal, y sa marca
con una X , y el otro eje representa la vertical
y se marca con una y. (Por eso a veces se
~abla de la base y la altura). EI origen se sue-
Ie marcar con una O.

En el espacio hay 3 dimensiones lineales: por
ejemplo, anchura, espesor y altura, 0 largo,
ancho y profundidad, etc. Para representar el
espacio tridimensional en el plano se necesi-
tar (an 3 ejes que se corten en un punto de
origen.

En el tablero solemos marcar el eje X en la
horizontal, con sentido hacia laderecha. (Esa
vaa ser la recta de base t en el dibujo axono-
metrico y tambien el eje X en la lIamada

"perspectiva caballera").

EI eje y se representa vertical mente en el ta-
blero con sentido hacia arriba, pero podr(a
ponerse el sentido hacia abajo. (En el dibujo
axonometrico se usa la misma convencion
para la direccion vertical: tambien se llama
"eje y"). EI problema es como representar el
tercer eje z, que debeda ser perpendicular al
plano determinado por los ejes x y y.



Ttrnemos que simular un eje que salga del tablero hacia· afuera, 0 que se meta dentro de la

pared. Veamoslo en las siguientes figuras:

--:k:
/'. X

, / I

• •

H a cla adentroHacia afu.era

"I" X
I "
I "

•I
• z

HaaA afu.-era..

La ultima de las seis figuras es la que se usa para la perspeetiva caballera. Para los demas dibujos
axonometricos seconsidera que la figura se rotar(a un angulo (3 sobre el eje vertical y, para que
tanto el eje x como el z aparezca como entrando en la pared del tablero.

Con base en estos 3 ejes se puede hacer
cualquier representaci6n plana de objetos de
la realidad.

Conviene que para comenzar a hacer estos
dibujos, los alumnos visualicen las 3 dimen-
siones del espacio y las representen a traves
de los ejes.

La convenci6n de que los ejes diagonales
representan J (neasque salen de, 0 entran a la
superficie del tablero 0 el papel no es obvia
para los alumnos: es muy artificial y requiere
entrenamiento visual y comparaci6n con
objetos tridimensionales reales.



Tambien conviene repasar con los alumnos la
medici6n de angulos. Ojal~ desarrollen la
habilidad de estimar a ojo la amplitud de un
cingulo y dibujarlo sin usar el transgortador,
especialmente los angulos de 3) y 450.

Esto es muy importante para construir los
dibujos axonometricos a mana alzada.

Aunque en los nombres con que se conocen
algunas axonometr (as aparezca la palabra
"perspectiva" (perspeetiva caballera y pers-
pectiva militar), esto no significa que se es-
ten haciendo dibujos en perspeetiva c6nica.
Estos se haran mas adelante en esta unidad.
Mencionamos losnombres porque as{ se
conocen en los libros de dibujo tecnico.

Las caracter {sticas de un dibujo axonome-
trico deben ser redescubiertas por el alumno,
orientado por el profesor. Paraesto es nece-
sario disponer de objetos reales 0 modelos
(como cubos, cajas, prismas) y sus respecti-
vos dibujos, para ir observando el paralelismo
de las aristas en los modelos y en los dibujos,
y verificar que este se conserva. Tambien
para medir las dimensiones lineales del obje-
to 0 modelo y las del dibujo, buscar la escala
con que fue hecho el dibujo, y comprobar
que esta escala se conserva en cada una de las
3 dimensiones paralelas a los ejes x, y, z.
Mentalmente pueden visualizar las aristas
que no se ven en el modele y verificar que
estas aparecen con I {neas punteadas en ef
dibujo.

En forma parecida la palabra "Isometrla" en
Geometda es utilizada para referirse a los
movimientos r(gidos en el plano. Las trasla-
dones,las rotaciones ylas reflexiones son
isometrlas, pues son movimientos que con-
servan el tamano y la forma. La palabra "iso-
metria" en dibujo designa un tipo de axono-
metrfas: las que tienen igual angulo de des-
viaci6n delos ejes x, z con respecto a la I {nea
de base @ ( a = (3 ).

En las axonometr{as conviene observar que
entre mas selevanta el angulo, mas se ve la
cara superior y menos las caras laterales.
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Para representar formas s61idas simples como
prismas (especialmente cubos y paralelepfpedos),
piramides, conos, cilindros y esferas hacemos la
siguiente diferenciaci6n:

A- Formas s61idas con s6101 fneas reetas y caras
planas (cubos, paralelepfpedos, otros prismas
y piramides).

B- Formas s61idas con I (neas rectas V curvas V
caras planas y curvas (conos ycilindros).

c- Formas s6lidas con solo 1fneas y caras curvas
(esferas).

Veamos el procedimiento para hacer dibujos de formas s6lidas simples que tengan s610 I fneas
rectas. Comencemos con el cubo.

1) Marcar los ejes x, y, z, determinando el tipo
de axonometr fas que se va a utilizar. Para
nuestro caso vamos a utilizar una isometrfa
de 300•

(Recuerdese que el tipo de axonometr faesta
definida por los angulos que forman los ejes
x y z con la linea horizontal'de base).

2) Establecer las unidades de medida sobre los
3 ejes. En la figura hay 3 unidades sobre
cada eje que representan el ancho (eje x), el
alto (eje y) y la profundidad 0 grosor (eje z).

3) Representar la base del cubo trazando la
linea a paralela al eje x y la b paralela al
eje z.

4) Levantar paralelas al eje y con la misma
- medida marcada en este.



5) Representar la base superior de 1 cuba uti Ii-
zando el procedimiento marcado en el paso
3.

6) Asegurarse de que las 1(neas visibles esten re-
presentadas con trazo continuo y las ocultas
con I (nea punteada. Listo!

Para representar un paralelepfpedo se sigue el mismo procedimiento teniendo en cuenta variar las
dimensiones medidas en los ejes hasta alcanzar la forma deseada. Veamoslo:

Para fa representaci6n de prismas y piramides podemos partir del dibujo de un cuba 0 de un para-
lelepfpedo insertando la Figura 'deseada en algunos de ellos. (EI cuba es la representaci6n mas sen-
cilia del espacio). .



1) Dibujar el paralele-

p fpedo de referencia

2 ) Definir las bases en 3) U nir los vertices res-

las caras superior e pectivos.

inferior del paratele-

pfpedo.

4) Chequear I(neas

continuas y I(neas

punteadas.

Notese como debe utilizarse el rectangulo de referencia para construir la base del prisma deseado.

(La unidad de medida siempre se conserva para cualquier medicion en la direcci6n de uno de los
ejes).



Si los prismas no son rectos, sus aristas ya no

seran paralelas al eje y sino que seran inclinadas.

Para lograr que las aristas queden inclinadas se traza el pol fgono de la base superior como si el

prisma fuera recto, y se traslada ese pol fgono de tal manera que las aristas ya no sean perpendicu-

lares a la base. Luego se unen los vertices respectivos para formar el prisma.

1) Dibujar el cubo de 2 ) Definir la base de la

referencia. piraniide en la base

inferior del cubo.

3) Establecer el vertice

en la cara superior

del cubo (cruce de

diagonales) y unirlo

con los de la base.

4) Lfneas visibles, tra-

zo continuo. Lfneas

ocultas, 1 fnea pun-

teada.



En general la base de

la piramide debera

inscribirse en la base

rectangular que mas

convenga. Asf tendre-

mos piramides como

las siguientes:

Si la pinimide es recta, el vertice siempre estara

ubicado en el centro del polfgono que forma la

base superior del paralelepfpedo. La linea recta

que une los centros de los dos pol fgonos de las

bases y que es paralela al eje y, es la altura de la

pinimide.

Si las piramides no son rectas, el eje central no

sera paralelo al eje Y J sino inclinado, y para su

representaci6n se sigue el mismo procedimiento

que se utiliza en los prismas no rectos.

B. Representaci6n de formas s61idas con IIneas rectas y curvas y caras planas y curvas (cilindros y
conos).

Primero veamos c6mo se representa un

cfrculo en dibujo axonometrico. En un
plano que esta sin distorsi6n el cfrculo con-

serva su forma, mientras que en uno distor·

sionado aparece como una elipse.

EI cfrculo conserVa su forma s610 cuando se

dibuja en perspectiva caballera, en el plano

frontal, y en perspectiva militar cuando se

dibuja en el plano horizontal superior. Para

dibujarlo siempre se inscribe en un cuadrado.

P V = V b \ o ~ ·
~p= l'tano s(n dlS/cf5ioh.

fbspecliVG ca\Qqe.ta.
(Plano fta\tat.) ";2

PD I



EI cfrculo aparece como una elipse cuando
se dibuja en cualquier axonometria, excepto
los dos casos mencionados anteriormente. EI
dibujo se puede hacer al timteo inscribiendo
el cfrculo dentro de un cuadrado. Esto gene-
ra unos puntos de referencia que sirven para
dibujar la elipse en el plano distorsionado.
Veamos:

Observe los puntos de referencia
leomo se obtienen? .

1) Dibujar el paralele- 2 ) Dibujar los cfrculos 3) U nir los vertices res- 4) Verificar las I ineas
pipedo de referen- correspondientes a pectivos con I ineas visibles e invisibles.
cia. las basesdel cilindro. J iaralelas al eje y.



1) Dibujar el Cfrculo

Ecuatorial.

2 ) Determinar los puntos de toque 3) Trazar el meridiano.

en las caras superior e inferior.

4) Trazar el c(rculo que

pase por los puntos de

toque y los bordes del

cfrculo ecuatoriaJ.

5) Revisar I fneas visi-

bles y ocultas.
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En general para dibujar cual-quier objeto se trata de asemejarlo a una forma simple y representarlo
a descomponerlo en formas simples, e ir adicionando 0 quitando una por una de esasformas.



Para desarrollar con m ayor exito estos objetivos se hacen necesarios algunos pre-requisitos desa-

rrollados en los anos anteriores com o los siguientes:



v Sl

Manejar el concepto de solido geometrico regular, las c1asesde ellos, sus alturas, sus bases,sus
aristas, sus ejes, sus caras laterales, etc.

Conviene que se haga un sondeo previo para ver
cOmo estan los alumnos; si no manejan algul'los
de estos pre-requisitos, se puede dedicar una se-
sion previa para repasarlos, 0 se puede ir repasan-
dolos durante el desarrollo de los objetivos, de
acuerdo con las necesidades y sin hacer perder el
interes.

Puederi resolver algunos ejercicios como los
siguientes:

Asemejar objetos a formas solidas simples
por ejemplo un lapiz se asemeja a un cilindro.

A que forma solida simple se asemeja: una
caja de colores, un pocillo, un cuaderno, un
jarron, un balon, un gorro de payaso, una
matera, etc.

Hacer diferentes representaciones para· un
mismo solido.



bros especializados, para aquellos alumnos
que esten interesados en este tipo de dibujo.

U na isometda de 300, en una isometria de
450

, en una perspectiva caballera, en una
axonometr fa con (l. = 2 00 y (3 = 400

.

EI dibujo axonometrico es un arte dif feil.
No hay que desanimarse por las dificultades
ni los resultados pobres y poco esteticos. Se
debe estimular al alumno por el progreso que
vaya logrando y no por la calidad del dibujo
final. EI profesor no debe avergonzarse de
que sus dibujos tampoco Ie queden perfec-
tos, y de estar aprendiendo a la par que sus
alumnos, algunos de los cuales lIegaran a su-
perarlo en las habilidades de dibujo. Como
maestro, esa debe ser su mayor satisfacci6n.

Oar algunos dibujos hechos en distintos tipos
de axonornetrfas, decir el tipo de axonome-
trfa en el que fue dibujado cada dibujo.

Para representar un cfrculo en una axonome-
trfa se hizo al tanteo buscando algunos pun-
tos de referencia. Hay un procedimiento mas
precise que puede consultarse en algunos Ii-

Siguiendo con el enfoque de Geometrfa activa,
estudiaremos otro tipo de transformaciones:
aquellas que transforman un objeto en su som-
bra, que son las proyecciones. Para esto tome un
objeto cualquiera, por ejemplo un cubo; en una
habitaci6n que tenga un bombillo encendido en

el techo, col6quelo de tal manera que reciba los
rayos de Iuz, lque observa en el piso?

Cambie de posici6n el objeto y observe nueva-
mente.



Se tiene un foco puntual y un objeto que recibe

los rayos de luz. Observamos que en el piso 0 su-

perficie de proyecci6n se ha proyectado una

sombra del objeto; se dice que se ha hecho una

proyecci6n puntual que transforma el objeto en

su sombra.

Teniendo en cuenta que la luz se propaga en 11-

ner~ recta y en sentido radial, si pudieramos

aislar el hciz de rayos que ilumina un objeto, ve-

rfamos perfecta mente un cono formado por los

rayos del haz, como A, B, C, DyE en nuestro

ejemplo, con vertice en el foco de luz. Este cono

de rayos al dirigirse a la superficie y ser interrum-

pido por el objeto proyecta en el suelo la sombra

del mismo. Los rayos del haz divergen del foco

para caer sobre el objeto y proyectar as ( fa som-

bra; por esto, a estas proyecciones puntuales se

les llama "proyecciones puntuales divergentes".

Dependiendo no solo de la forma del objeto,

sino de cOmo caigan los rayos de luz sobre el

objeto, as ( seran las figuras de las sombras.

Veamos.

En los casos anteriores se ha proyectado un objeto (con tres dimensiones) y se ha obtenido una

sombra 0 regi6n plana (con dos dimensiones).

Veamos otras proyecciones puntuales divergentes. U tilizando alambres 0 palos, y laminas u hojas

delgadas, se puede observar aproximadamente el efecto de proyecciones divergentes de un seg-

mento 0 de una regi6n plana.



Veamos ahora otro tipo de proyecciones puntua-
les, para las cuales les sugerimos la siguiente
actividad.

Consiga una lamina transparente cuadriculada, y
unas hojasde papel con la misma cuadrlcula de
la lamina. Busque un objeto para ser observado;
haga un agujero en un palo 0 en un pedazo de
carton para mirar el objeto a traves del agujero.
Coloque la lamina transparente entre el agujero
por el cual mirara el objeto y el objeto mismo.
Mire ahora el objeto a traves del agujero. lQ ue
observa en la lamina? lComo es la imagen del
objeto en la lamina?

Trate de dibujar en una hoja de papel cuadricu-
lado 10 que observa en la lamina transparente
aprovechando la cuadrlcula. Cambie de posicion
el agujero y observe nuevamente; tambien cam-
bie de posicion la lamina.

En cada caso compare el objeto con su imagen
proyectada en la lamina.

Si elobjeto que se va a observar es un arbol, se
puede obtener una situacion como la siguiente:

, ' . c I o je ~ '.

Se observa que 105 rayos de luz que vienen del
objeto convergen a un punto, que es el ojo, y al
ser interrumpidos por la lamina transparente,
forman una imagen de dicho ,objeto en esta.
lComo es el tamafio de esa imagen con respecto

al tamano del objeto? En este caso se dice que se
ha proyectado una imagen del objeto en la lami-
na transparente. A estas proyecciones puntuales
se les conoce como "proyecciones puntuales
convergentes".



Las provecciones puntuales divergentes vias

convergentes son la base para el estudio del dibu-

jo enperspectiva que veremos en los siguientes

objetivos.

bombillo, 0 a el convergen dichos ravos para for-

mar la imagen en el caso del ojo.

EI foco puntual ser (a como el punto que vamos

a lIamar "punto de fuga" en el dibujo en pers-

pectiva; del foco divergen los ravos de luz que

determinan la forma de la sombra en el caso del

A medida que se aleja el foco en las proveccio-

nes tanto divergentes como convergentes, los ra-

vos aparecen cada vez mas como si fueran para-

lei os. Habrfa un caso intermedio de provecci6n

en el que los ravos sedan efectivamente parale-

los. Este caso particular de provecci6n paralela
se vera en el objetivo 11.
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Se pueden enriquecer las actividades propuestas

en los contenidos, variando los objetos provec-

tados, la posicion de estos, la distancia del obje-

to a la superficie de proveccion, alejandov acer-

cando el objeto al foco puntual, V de otras

maneras que a los alumnos se les ocurran.

Hav que animarlos a que se anticipen a la forma

de las sombras, a que formulen sus propias hipo-

tesis, a que refuten otras hipotesis, V a que se

atrevan a hacer generalizaciones.

Gada vez que hagan una proveccion, pueden

comparar el objeto provectado V su imagen me-

diante la proveccion, observando la forma, el ta-

mafio, la longitud de aristas V de lados, los angu-

los, la perpendicularidad V el paralelismo de

lados V aristas, V sacar algunas conclusiones

sobre 10 que se conserva V 10 que no se conserva

en estas transformaciones.

Tambien podran caer en la cuenta en que las

homotecias (ampliaciones V reduccionesl vistas

en afios anteriores son provecciones puntuales

con algunas condiciones especiales. lCuales

sedan esas condiciones?

La perspeetiva conica es uno de los tipos de

dibujo de vista unica para representar objetos

tridimensionales en el plano bidimensional.

Generalmente se comprende mas rapidamente

que cualquier otro tipo de dibujo, va que repre-

senta la realidad dando la forma de tres dimen-

siones tal como la percibimos natural mente. Esta

naturalidad can la que interpretamos los dibujos

en perspectiva conica supone una educacion vi-

sual para interpretar ciertos artificios de la repre-

sentaci6n en perspectiva c6nica V para reconocer

algunos elementos del dibujo, como la I fnea de

horizonte, el punta a puntas de fuga, la 1fnea de

tierra, V el punto 'de vista del observador. Estos

elementos vias tecnicas de disefio en perspecti·

va c6nica dan a los dibujos asf disefiados una

serie de caracter fsticas que conviene analizar en

detalle.

EI dibujo que aparece a continuacion esta hecho

en perspectiva c6nica, observemoslo V estudie-

mas sus caracter fsticas.



1. Superposici6n de formas. Los cuerpos que se

encuentran mas cerca del observador cubren

a aquellos que estan mas lejos. N6tese que

no se hace uso de las Ilneas punteadas como

en las axonometrlas. En el dibujo se observa

c6mo la casa B oculta una de las caras latera-

les de lacasa C y al mismo tiempo las caras

lateral y frontal de esta, ocultan sus caras

posteriores.

lEn el dibujo, d6nde mas puede apreciarse

esta caracterlstica?

2 . Oisminuci6n del tamaFio. AI ser representa-

dos cuerpos de igual tamaFio apareceran di-

bujados mas pequeFios en la perspectiva c6ni-

ca en la medida en que se alejen del observa-

dor. En el dibujo las casas C y 0, teniendo

en la realidad el mismo tamaFio que las

demas, se ven mas pequeFias por estar mas

lejos del observador.

SeFiale otros ejemplos de disminuci6n de ta-

maFio en el dibujo.

3. Convergencia de las Ilneas paralelas. Las 11-
neas que serlan paralelas en la realidad, con-

vergen en el dibujo a un punto al alejarse

aparentemente del observador.

En este gratico observe c6mo 105 andenes de

la calle, que normal mente tienen bordes

paralelos, pareciera que se fueran a juntar

un punta muy lejano. lQ ue otras IIneas

paralelas cumplen esta caracterlstica en el

dibujo?

4. Oistorsi6n de 105 objetos. U na misma forma

puede verse de diferentes maneras, enoca-

siones muy distorsionada, segun el lugar

donde se encuentre el observador. Mire en el

dibujo como 105 pisos y techos de las casas A

y F ,que tienen la misma forma en la reali-

dad, aparecen distintos unos de otros depen-

diendo de c6mo 105 mira el observador. EI

piso es mirado por encima, el techo es

mirado por debajo y el 20. piso es mirado

casi de frente. En el dibujo estas tres super-

ficies aparecen sombreadas.

EI frente de la casa G y el de la casa B po-

drlan ser iguales en la realidad.

Pero el de la casa G se ve rectangular, y el de

la casa B, aparece trapezoidal por el escorzo.

lQ ue otras distorsiones 0 escorzos puede ob-

servar en la figura?

Ampliemos el estudio de estas caractedsti-

cas con otros dibujos.

Observe c6mo el bloque 0 la barra que apare-

ce dibujado completo es el que esta mas cer-

ca del observador en la realidad.

La superposici6n de 105 objetos nos da la idea de

profundidad. A diferencia de las axonometrfas,

10 que no se ve no se pinta.



A diterencia de las axonometrfas, en que las paralelas de la realidad se conservan paralelas en el

dibujo. En perspectiva conica se representan por rectas que convergen a un punto.

Estos pianos horizontales de igual tamano y for-

ma en la realidad, se ven diferentes en el dibujo.



Para construir un dibujo en perspectiva c6nica se consideran los siguientes elementos:

La I inea de horizonte

EI punto de vista

EI punto 0 los puntos de fuga

Las 1ineas de fuga

La I inea de tierra

Estudiemos cada uno de ellos

La I inea del horizonte

linea del horitD t\re (LH)

En el dibujo se ve una persona mirando comple-

tamente al frente sin agachar la cabeza ni subir

o bajar la mirada.

Aquella I inea horizontal que pasa a la altura de

sus ojos y que se situa en el lugar mas distante

que el observador pueda mirar (en este caso,

donde se encuentra el mar con el cielo), se cono-

ce como linea de horizonte (LH).

La I inea de horizonte siempre se encuentra al

frente del observador y a la a Itura de la vista.

Note c6mo en los siguientes dibujos, la I inea de

horizonte "sube" 0 "baja" en la medida en que

la vista del observador se encuentra mas cerca 0

mas lejos del suelo.

. l:A»:,

flAnto de. Vista ( PV)

~~~

.~-.
, .'. .. ..., ....

'.

Aquel punto de la I inea del horizonte que se en-

cuentra j usta mente al frente de la vista del obser-

vador, se conoce como el punto de vista (PV).

Es un puntoimaginario,noapareceen la realidad.

Su importancia radica en que aquellas cosas cer-

canas a el pueden ser abarcadas por la vista del

observador sin mayor distorsi6n, de tal manera

que al hacer un dibujo se puede seleccionar 10

que se quiere ver mejar, ubicanda este punta.



Si se prolongan en el dibujo las I fneas que debe-

rfan ser paralelas en la realidad, observamos que

convergen a un punto. Este punto imaginario se

conoce como punto de fuga (PF). En los casos

de representaci6n grafica mas usados, este punto

se en cuentra en la I fnea de hori zonte.

En algunos casos como en el siguiente, el punto

de fuga y el punto de vista pueden coincidir
aunque conceptual mente son diferentes.

Pueden hacerse dibujos en perspectiva COnica

con 1,2 6 3 puntos de fuga, dependiendo de la

relaci6n de posici6n entre el objeto observado y

el observador.

CON U N PU NTa

DE FU GA

(perspectiva paralela)

CON DOS PU NTaS

DE FU GA

(perspectiva oblicua)

CON TRES PU NTaS

DE FU GA

(perspectiva aerea)

Las rectas que convergen a un punto de fuga se IIaman I fneas de fuga. Se trazan completas como

I fneas auxiliares para el dibujo, Y luego se borran las que no correspondan a bordes, I fneas 0 aris-

tas visibles al observador.



Observe la I fnea imaginaria que pasa a los pies de

la persona par el sitio donde se encuentra para-

da. Es paralela a la I fnea del horizonte. Se cana-

ce can el nombre de I fnea de tierra (L T). Cada

objeto tiene su propia linea de tierra, que esta

ubicada en el plano que representa el piso del

dibujo.

T ados los objetos situados sabre esa I fnea, debe-

ran ser medidos can la misma unidad para lograr

un dibujo proporcionado.

3 seres en la misma I fnea

de tierra, se dibujan a la

misma escala.

Situemos el punta de

fuga y unamoslo can los

extremos de la altura de

la persona dibujada.

Todas las personas locali-

zadas can la cabeza y los

pies sabre estas 2 I fneas

tendran la misma altura

en la realidad pero se iran

disminuyendo de tamano

proporcionalmente en el

dibujo.

(Cada uno tiene su I (nea

de tierra).

Puesto que el dibujo en perspectiva conica es el .

dibujo que mas se aproxima a la realidad, se

puede pedir alas alumnos que observen en la

calle, en el campo y en el salon de c1ase, objetos

y paisajes que traten de pintarlos, y luego que

los comparen can dibujos hechos en perspeetiva.

Esto les ayudara a reconocer las cuatro caracte-

rfsticas y a ubicar los elementos de este dibujo.

Otras ayudas valiosas para entender los dibujos

en perspectiva son la television y el cine.

Los codigos de representacion en el plano que se

usan en los medias populares y que reinventan

los ninos son diferentes de los codigos de la pers-

pectiva c6nica.

Estos codigos diferentes tienen una larga histo-

ria en el arte antigua, y revivieron como pode-

rosos medias de expresion en el arte modemo.



Si se pide al alumno que dibuje una mesa con EI dibujo en perspectiva c6nica podria ser asr:

una botelfa y un plato, probablemente dibujara

algo como 10 siguiente:

EI plano de las patas, ef de la superficie de la

mesa con el plato, y el de la botella, se confun-

den en uno solo. Las patas de atras no se ven, y

no se puede distinguir si la botella esta acosta-

da 0 parada sobre la mesa. Ese cambio de pianos.

fue utilizado per Picasso y reaparece en los pri-

mitivistas.

AI alumno Ie puede parecer extrano que las

patas de atnls"sean mas cortas" que las de ade-

lante, y que el plato no se vea redondo. Este es

el tipo de educaci6n visual que el profesor debe

ir cultivando en el alumno, sin rechazar como

err6neos otros c6digos y estilos de dibujo.

Estas comparaciones entre dibujos sirven para

motivar al alumno a reconocer, apreciar y utili-

zar la perspectiva c6nica.
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Buscar semejanzas y diferencias entre las axonometr (as y la perspectiva c6nica, comparando

dos dibujos de! mismo objeto con distintos c6digos de representaci6n.

Intentar dibujar un cubo 0 caja en forma axonometrica yen perspectiva, para apreciar la difi·

cultad de hacerlo, y motivarse a dominar las tecnicas presentadas en las aetividades siguientes.
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Hay 3 tipos basicos de perspectiva c6nica,

segun el numero de puntos de fuga.

1) Perspectiva paralela (con 1 punto de fuga)

2 ) Perspectiva oblicua (con 2 puntos de fuga)

3) Perspectiva aerea (con 3 puntos de fuga)

Es aquella en que el observador se situa en frente

de la cara principal del objeto, permitiendo esto

que las I (neas paralelas horizontales y verticales

se conserven paralelas en el dibujo. Aquellas 1(·

neas de las caras laterales que determinan la pro·

fundidad del objeto son las que convergen al

punto de fuga.

Lasensaci6n de volumen es poco acentuada y el

modelo resulta un poco estatico.

AI estar frente a una cara de las cajas, podemos

ver completamente la cara frontal sin distorsi6n,

y una 0 dos mas, pero distorsionadas.



A diferencia de la anterior, es aquella en que el

observador no se encuentra en frente de la cara

principal del objeto sino frente a una arista ver-

tical del mismo. Esto hace que solo las I fneas

verticales se conserven paralelas en el dibujo.

Las I fneas que determinan el ancho y la profun-

didad convergen a 2 puntos de fuga en la I fnea

de horizonte.

La sensaci6n de volumen es mejor que en la an-

terior. De ah (que sea el tipo de perspeetiva mas

utilizada. (N6tese c6mo entre mas separados

estan los puntos de fuga menos distorsionados
seran los dibujos).

En este caso el observador se situa frente a una

arista 0 vertice del objeto y muy por encima de

este.

No se conserva el paralelismo ni en las Ifneas ver-

ticales ni en las horizontales.

Todas las I fneas convergen ordenadamente a su

punto de fuga. Todas las Ifneas que son parale-

las en el objeto convergen a un punto de fuga
particular.

En esta perspeetiva 2 puntos de fuga se ubican .

en la I fnea de hori zonte y uno fuera de ella.

Estamos situados frente a una arista vertical de

las cajas. Podemos ver dos 0 tres caras, todas dis-
torsionadas.

Estamos observando las cajas desde arriba (por
encima)



Recortar de un peri6dico 0 de una revista objetos representados en perspectiva c6nica y decir

que tipo de perspectiva es.

Comencemos representando s61idos simples como cubos, paralelepfpedos cuadrangulares, prismas,

piramides, conos, cilindros y esferas.

Representacion del cubo: EI procedi miento

que se puede seguir es el siguiente:

1. Trazar una I fnea horizontal que tomaremos

como linea de horizonte y ubicar un punto

sobre esta, que sera el puntode fuga, y que

coincidira con el punto de vista en este caso.
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2 . Trazar un eje vertical que

pase por el punto de fuga.

3. Dibujar un cuadrado de tal

manera que la I (nea ante-

rior sea un eje de simetr (a

del cuadrado (Este serla la

cara frontal del cubo).

4. U nir todos los vertices del

cuadrado con el punto de

fuga.

PF LH
I

-

f \

5. Trazar al tanteo el segmen-

to GH II AB, para delimi·

tar la cara superior del

cubo.

NOTA IMPO RTANTE : La distancia entre los segmentos GH y AB es primordial para la correcta

proporcion del cubo. Si se traza demasiado retirada 0 cercana, el cubo queda desproporcionado.

6. U nir los puntos Gy A, H Y

B para completar la cara
superior de 'l cubo.

C lA b o desplDporcionodo

7. Borrar las 1ineas del dibujo

que no representen aristas

que se ven.

CI~bo de$proporcionado



Con base en el procedimiento anterior se puede hacer la representaci6n de cualquier otro paralele-

p,pedo:

p~t LH

I
I
I

\

I
I

1. Dibujar la cara frontal del

paralelep ,pedo (en este

caso es un rectangulo).

2 . U nir los vertices del rec-

tangulo con el punta de

fuga y trazar el segmento

GH, GH 1 I AB que deter-

mina la cara superior del

paralelep fpedo.

Borrando las 1 j'neas que no corresponden a aris-

tas que se ven, el dibujo del paralelepj'pedo es el

siguiente:

De la misma manera se hizo en dibujo axo-

nometrico, para representar prismas, piramides y

cilindros en perspectiva c6nica, se hace inscri-

biendolos en un cubo 0 un paralelepfpedo de re-

ferencia, que se considera como una caja trans-

parente dentro de la cual esta el prisma, pirami-

de 0 cilindro.

R e p r e s e n ta c io n d e u n p r is m a h e x a g o n a l.

Pri mero se representa la caja transparente 0

parale lep ,pedo de referencia.

3. Unir los puntos G y A, Y H

con B para completar la

cara superior.



.3. Inscribir el hexagono de la
cara superior.

2. Paralelep fpedo de referen-
cia. Se traza GH paralela a

CD, se bajan paralelas a CA

y DB hasta las I fneas de
fuga que term inan en Ay

B, Y se unen los puntos
para deli m itar la cara infe-
rior 0 base.

4. De los vertices frontales

del hexagono bajar parale-

las a los s~gm entos CAy

DB hasta AB y reteiiir la
arista frontal de la base.

5. De los vertices laterales

bajar paralela~ los seg-

m entos CA y DB hasta las
I ineas de fuga que term i-

nan en A y en B, y unir los

puntos de corte con los

extrem os de la arista fron-

tal de la base.

6. Sorrar las I frieas que no

corresponden a aristas que

se ven.



Partiendo del dibujo del prisma correspondiente, se determina en la base superior el vertice de la

piramide. Veamoslo:

1. Paralelepfpedo de referen-

cia.

2 . Dibujar el prisma triangu-

lar.

3. Localizar el vertice

en la cara superior y

unirlo con los verti-

ces visibles de la

cara inferior.

4. Borrar las I fneas que

no corresponden a

aristas que se ven.

(En esta perspectiva

no queda sino un

triangulo). Si en e I

paso 2 hubieramos

pintado la base con

el vertice hacia el

frente, obtendrfam-

mos una figura co-

mo la siguiente:



- Representaci6n de cilindros y conos:

Primero veamos la representacion de un c1rculo.

E5tas line.as e n e! dibujo no
c:lebe.n te"er Ia. 1'I'li5 lY \CL lO I'l~ i'tud I

1. Dibujamos el cuadrado en
el que se inscribira el cfrcu-

10 (cuadrado de referencia).

2 . Trazar I fneas auxiliares. 3. Trazar cfrculo al

tanteo (se ve

ovalado).

A diferencia de las axonometrfas en esta representaci6n se ve menos pronunciada la curvatura en

la parte mas cercana al observador.

1. Dibujar el paralelepfpedo

de referencia cuyas bases

sean cuadrados.

2 . Dibujar el cfrculo de

la cara superior y

bajar paralelas desde

los puntos de tan-

gencia laterales has-

ta las·1 fneas de fuga

inferiores.

3. U nir los puntos late-

rales de tangencia

inferiores con un ar-

co elfptico que toque

la arista frontal de la

base y borrar las 1f-

neas que no corres-

pondan a aristas que

se ven.



1. Dibuj~r el para le-

lep rpedo de refe-

renda.

2 . Inscribir el drculo 3. Fijar el vertice en 4. Borrar las I rneas

de la base. la cara superior y que no correspon-

unirlo. den a aristas que

se ven.

1. Cuba de referencia can las

diagonales de las caras para

encontrar puntas de tan-

gencia.

2 . Inscribir un drculo en el

plano vertical central y

transversal al cuba, y un

area el rptico que toque los

puntas laterales de tangen-
cia y el frontal.

Q
3. Borrar las 1 rneas

reetas.

Igual que en axonometrras en las perspectivas el borde de una esfera siempre se representa como

un drculo, porque un cono siempre toca una esfera en un c1rculo. Para acentuar la perspeetiva se

suelen incluir par 10 menos partes del drculo ecuatorial de la esfera y de un meridiana.



1. Dibujar la cara de
enfrente (verdade-
ra magnitud)

2. Unir vertices can
punta de fuga.

3. Determinar al tan'- 4. Revisar las I ineas
tea la prafundidad.

.. 7~
En la profundidad n o puede usarse la escala de la cara
frontal pues el, objeto ya esta distorsionado.t Las medidas se pueden tomar a

escala en la cara frontal



1. Prismas de referen-
cia.

1. Dibujar la cara
frontal a escala.

2. Colocar el segundo
prisma de referen-
cia.

3. Inscribir los cfrcu- 4. Unir las tangentes
los de las caras y borrar las 1 fneas
superior e inferior. que no se ven.

2. Unir el punto de
fuga con los verti,-
ces.

3. Determinar la pro- 4. Revisar las 1 fneas.
fundidad.

PF' LH PF LH PI: LH PF, LHI

\
I
1

I
1



2. Unir vertices con
punto de fuga.

Note que en este dibujo la I (!lea del horizonte
esta debajo del objeto representado.

LEn que posicion estarfa el objeto con relacion

al observador?

. ~-:.
. .

" .

3. Determinar pro-
fundidad.

EI procedimiento que se ha seguido en los dibu-
jos anteriores nos permite hacer el dibujo pro-
porcionado, pero este puede omitirse cuando ya
se tiene suficiente praetica y hacerlo en un solo
dibujo.

De la misma manera que se hizo en dibujo axonometrico, en perspectiva c6nica se asemejan los
objetos a solidos conocidos y se agregan estos 0 se quitan segun la necesidad.

En perspectiva c6nica la profundidad se reconoce en que las I (neas horizontales que se van acercan-
do a la I (nea del horizonte se dibujan mas juntas. Estas I (neas en la realidad tendrfan una separacion
constante.



Note como 105 cuerpos que sobrepasan la I fnea del horizonte son mas altos que la altura desde la
que mira el observador.

\ /
. 1

.~ ~",,":. ... .
. . . . , . '" .

. .

Dibujar objetos en perspectiva conica es una
gran oportunidad para que 105 alumnos expresen
su creatividad y ejerciten su imaginacion. EI pro-
fesor puede dibujar al tiempo con ellos y entre
todos revisarse 105 dibujos que van haciendo para
hacer las correcciones que sean necesarias. No
hay que avergonzarse de hacer "dibujos feos".
Es la (mica manera de aprender, y es una oportu-
nidad de lograr una relacion mas fraternal con
105 alumnos, sobre todo cuando algunos de ellos
empiezan a superar a su maestro.

Pueden hacer algunos ejercicios como 105

sig uientes:

Dibujar prismas inclinados en perspeetiva

conica.

Dibujar un mismo s61ido en perspeetiva coni-
ca y en dibujo axonometrico y hacer compa-
raciones.

Observar en laminas y cuadros, dibujos y

decir que tipo de dibujo es (en perspectiva
o en axonometrfa).

Si es un dibujo en perspectiva, determinar cuan-
tos puntos de fuga tiene y en donde estan ubica-
dos. Para esto podemos ayudarnos de las 1fneas
del dibujo que no van paralelas a la 1fnea del
horizonte, prolongandolas se obtiene el punto de
fuga.

Para 105 alumnos que esten interesados en pro-

fundizar un poco mas en este tema, incluimos a



continuaci6n algunas bases para efectuar dibu~

jos con dos puntos de fuga,

Recordemos que en la perspectiva can dos pun-
tas de fuga, el observador no se encuentra en

.PF1

1. Localizar la I (nea del horizonte y los 2 pun-
tas de fuga sabre esta 10 mas separados posi-

ble.

3. Trazar el segmento CD paralelo a AB, mar-
cando al tanteo la profundidad que permite
observar el cuadrado en perspeetiva ABDC.

5. Trazar el segmento EF paralelo a AB, mar-
cando al tanteo la profundidad que permita
observar el cuadrado en perspeetiva ABFE.

frente de la cara principal del objeto sino enfren-

te de una arista del objeto.

P ro c e d im ie n to p a ra d ib u ja r u n c u b o . (No mate-
maticamente sino al tanteo).

2. Determinar la arista que vere de frente y unir
sus vertices can los puntas de fuga segun el
dibujo lQue observa?

4. Unir los vertices C y D can el punta de fuga
2.

6. Unir los vertices E y F con el punta de fuga
1 y determinar la arista GH como se indica
enel dibujo. (Esta I (nea no se vera).



(Note como en nuestro ejemplo, la arista AB es
equidistante de los puntos de fuga, por eso

7. EI resultado final, mostrando las I fneas de
construcci6n. y todas las aristas.

Compare este dibujo del cuba con el que se
obtuvo con un punto de fuga. lQue observa?

EI procedimiento para representar prismas, pira-·
mides, cilindros, conos, esferas y otros cuerpos
se rigen por los mismos principios empleados en
los dibujos de un punto de fuga. Este se puede
resumir asf:

existe simetr fa y los puntos D y F estan sobre
una I fnea paralela a la I fnea del horizonte.

8. Borrar las I fneas de construcd6n del dibujo
y aquellas aristas que no se ven. EI resultado
es un dibujo "mas real".

a) Dibujo de un cubo 0 prisma de referenda.

b) Inscripci6n de los pol fgonos 0 cfrculos
correspondientes en 105 rectangulos de las
bases.

c) Uni6n de las bases.

d) Revisi6n de las I fneas visibles del dibujo.



Observe que el cuerpo representado sobrepasa
la altura de la I (nea del horizonte. Esto significa
que el cuerpo representado sobrepasa la altura a
la que mira el observador.



Si en un dibujo no aparecen formas simples con I fneas rectas y curvas es muy diffcil determinar si el
dibujo esta hecho con uno 0 con dos puntos de fuga.

/

/



son paralelos entre sf y van cayendo en forma
oblicua 0 en forma ortogonal sobre la superficie
de la tierra, segun sea la hora del d fa (y segun la
latitud del sitio de observacion.

La luz del solo luz natural, al igual que la luz ar-
tificial (Iuz que da u'n bombillo prendido), se
propaga en I fnea recta y en sentido radial. Pero
el sol es mucho mas grande que la tierra y se
halla a millones de kilometros de la tierra, a dife-
rencia de una fuente de luz artificial que esta si-
tuada a escasos metros del objeto 0 modelo que
ilumina. Ese descomunal tamano del sol y esa
enorme distancia entre el sol y la tierra, eliminan
practicamente la propagacion en sentido radial;
por eso se puede considerar que los rayos del sol

Teniendo en cuenta esto, tome un objeto y
expongalo a los rayos del sol en diferentes horas
del d fa (manana, mediod fa, tarde) y observe las
sombras que se proyectan en el piso. lC o m o son
esas sombras? lCon que angulos parecen caer los
rayos del sol?

Veamos 10 que ocurrirfa si el objeto fuera un poste que recibe los rayos del sol en diferentes
momentos del d fa.

8a.m.
A esta hora el sol esta como
acostado con respecto al poste
y los rayos caen en una forma
oblicua. Se obtiene una som-
bra alargada similar a la forma
del poste.

10:30a.m.
Los rayos del sol caen oblicuos
al paste pero menos inclinados
que en el caso anterior. La
sombra es un poco mas corta
que la sombra anterior.

12 m.
En algunos d fas del ano, los
rayos del sol de mediod fa son
perpendiculares a la tierra y en
este caso paralelos al poste. No
se ve sombra. (Serfa un c frcu-

10 del mismo diametro del
poste que no se alcanza aver,
pues se confunde con la base
del poste).



Se observa que en todos los casos .excepto uno
los ravos paralelos del sol caen en forma oblicua
sobre la superfide de la tierra, provectando una
sombra en el piso. Se dice entonces que se ha
efectuado una provecd6n con ravos paralelos
oblicuos al plano.

En el caso del sol de mediod fa los ravos para le-
los del sol caen ortogonalmente sobre la super-
fide de la tierra. A otras horas, podemos utilizar

3p.m.
Los ravos del sol son de nuevo
oblicuos, V la sombra es un
poco mas larga que el poste.

una superficie plana e inclinada para que los
ravos caigan perpendiculares a ella. Se dice
entonces que se ha efectuado una provecci6n
con ravos paralelos ortogonales al plano.

Fijemonos ahora en la forma de las sombras pro-
vectadas. Para ello tome un cubo con una de sus
caras paralelas al piso, como se indica en el dibu-
jo, V observe la sombra que prove eta el cubo
sobre el piso a distintas horas del d fa.

I
I
I--~: . .•,



Se observa que al hacer la provecclon de un
objeto (con 3 di mensiones) se obtiene siempre una
figura plana (con 2 di mensiones), es deci r que se
ha hecho una proveccion del espacio (tR3) al pIa-
no (lH 2). Tambien se observa que la sombra del

cubo provectada alas 12 del d fa (cuando los ra-
vos son ortogonales a la superficie de la tierra) es
la (mica que conserva la forma vel tamafio de la
cara provectada. En los de mas casos estas som-
bras tienen figuras diferentes a las de las caras
provectadas.

Detengamonos ahora en las provecciones de
ravos paralelos que son ortogonales al plano (en
este caso al piso).

Para esto provectemos el cubo sobre el piso al
mediod fa en diferentes posiciones 0 a otra hora
sobre una superficie inclinada V observemos las
sombras que provecta en cada posicion, cuando
se expone a los ravos del sol que caen perpendi-
culares al plano don de se proveete la sombra.

A estas provecciones de ravos paralelos ortogo-
nales al plano las vamos a lIamar de aqu f en ade-
lante "Provecciones Ortogonales". Elias son la

base del dibujo de vistas multiples 0 de vistas si-
multaneas que. veremos mas adelante. Veamos
otras provecciones ortogonales.



Observando los dibujos anteriores podemos iden-
tificar algunos elementos que estan en todas las
proyecciones ortogonales. Veamos:

1) Un objeto para ser proyectado (puede ser un
punto, una I rnea, un plano 0 un solido).

2) Un plano, en el que se proyecta el objeto lIa-
made plano de proyeccion.

3) Unas Hneas tenues que saliendo de los verti-
ces del objeto caen perpendicularmente so-
bre el plano de proyeccion. AI ser perpendi-
culares al plano son paralelas entre s r. Las
Ilamamos Hneas de proyeccion 0 proyeetan-

tes.

4) AI efectuar la proyeccion ortogonal, obtene-
mos el resultado lIamado imagen 0 proyec-
cion sobre el plano de proyeccion P.

EI pol rgono A', B', C', D', es el resultado de
proyectar ortogonalmente el polfgono ABCD

sabre el plano P.

D e un p la n o

Objet"o

Linta~~
r"'~uaon

ReSl1ltado
a ( , fa
ptrJ~eGClofl

PlaM 4 t Id.,
fl11'{W'AOf\



As f como efectuamos la provecclon ortogonal.
de un objeto sobre un plano horizontal (como el
piso), tambien podemos hacerlo sobre otros pIa-
nos, por ejemplo pianos verticales (como las
paredes).

Sabre pianos verticales perpendiculares al plano
horizontal (es como si acostaramos los ravos del

sol).

Para que el alumno lIegue por sf mismo alas
conclusiones deseadas, es conveniente que reali-
ce todas las experiencias propuestas, que siga
explorando con otros objetos, que vea que va
pasando si se cambia de posici6n el objeto 0 si se
Ie coloca en diversos angulos con respecto, a los
ravos solares V que dibuje las sombras en el piso.
Ojala logre anticiparse a la forma V al tamano de
cada una de las sombras.

Estas actividades son una buena oportunidad
para que los alumnos formulen V refuten hip6te-
sis V para que acumulen experiencias que les per-
mitan hacer generalizaciones.

Conviene que tambien hagan provecciones orto-
gonales de un plano V de una I fnea para que vean
los pasibles resultados (un plano 0 una I fnea, en
el caso del plano V una I fnea 0 un punto, en el
caso de la I fnea).

Pueden hacerlo con los ravos solares antes de ha-
cerlos en el plano.

Cada vez que hagan una provecci6n de ravos
paralelos tanto oblicuos como ortogonales, se
puede comparar el objeto provectado con su
sombra V ver que se cambi6 V que se conserv6,
par ejemplo revisar el paralelismo, la perpendicu-
laridad V la longitud de los lados V aristas, la di-
recci6n de los vertices, la forma vel tamano, etc.,
para sacar algunas caraeter(sticas de estas nuevas
transformaciones lIamadas "provecciones".

Pueden comparar la proyecci6n ortogonal de un
objeto con una provecci6n puntual del mismo V
sacar conclusiones.

Este tema de las provecciones se puede ampliar
pidiendo a los alumnos que consulten en un
Atlas 0 en un libro de geograf fa sobre otros ti-
pas de provecciones puntuales V ortogonales V
su importancia en la elaboraci6n de mapas.

Entre estas conviene destacar las provecciones
con ravos ortogonales a un cilindro, 0 provec-
ciones cil fndricas, vias provecciones con ravos
divergentes a un cono, 0 provecciones c6r1icas.



Hasta ahora hemos hecho la representaci6n de
objetos en el plano a traves de dibujos de vista
(mica, 0 sea aquellos dibujos en los que de una
sola vista se perciben las tres di mensiones del
espacio (esto es axonometr (a y perspectivas
c6nicas).

Ahora veremos fa representaci6n a traves de vis-
tas multiples (0 de vistas simultaneas) en la que
se necesitan varias vistas para percibir el objeto.

Para empezar, fabrique una caja con caras trans-
parentes (con una caja de cart6n y acetato 0

papel transparente, 0 una pecera, etc.j, que
Ilamaremos "cubo de cristal". Coloque un
objeto dentro, como un cubo mas pequeno, que

Ilarnaremos "cubito", con sus caras paralelas a
las paredes de la caja.

Observe directamente frente a cada una de las
caras del cubo de cristal, fa cara del cubito que
se ve a traves de ella. Trate de dibujar en cada
cara del cubo de cristal la cara del cubito tal
como se ve.

As! Ie resulta la proyecci6n ortogonal del cubito
en cada una delas caras del cuba de crista!.

Cambie de posici6n ef cubito y observe c6mo
cambia la forma de la cara que se ver (a proyec-

tada en la pared transparente. Vuelva a la posi-
ci6n inicial, en la que fa proyecci6n conserva el
tamano y la forma de la cara proyectada.

Se observa que cuando una cara del cubito es
paralela a una cara del cubo de cristal 0 plano de
proyecci6n, la proyecci6n ortogonal de dicha
cara conserva el tamano y la forma de la cara ori-
ginal.

De la proyecci6n resultante en el plano de pro-
yecci6n, se dice que esta en verdadera magnitud
(V .M.). (Intente representar la situaci6n anterior

en dibujo axometrico. Ver figural.



Teniendo en cuenta las caraeter fsticas del cubo

de cristal, especialmente que las caras que se cor-
tan son ortogonales (es decir forman angulos die-
dros de 900

), se facilita hacer en ellas proyeccio-
nes ortogonales de objetos colocados en su inte-
rior.

Por esto en dibujo tecnico se ha convenido
tomar el cubo como punto de partida para la re-
presentaci6n de vistas multiples de un objeto, su-
poniendo un gran cubo de cristal en el que se
inscribe el objeto quese quiere representar.

fSSl
LllJ

Si nos olvidaramos del cubito, que esta por den-
tro y vieramos solamente el dibujo anterior, lpo-
dr famosdecir que se trata de un cubo? La res-
puesta es NO!. Pues muchos cuerpos podrian
verse igual en esta cara, pero ser diferentes de un
cubo como se muestra en los dos dibujos siguien-
tes.

Vemos que se hace necesario examinar el cuerpo
por otra cara para tener mayor informaci6n
acerca de este. lCucil cara?



Tomemos una cara vertical (V2 ),. perpendicular a la anterior (VI) y hagamos la proyecci6n ortogo-
nal de los dos objetos representados anterior mente.

Vemos que aunque la proyecci6n en la cara VI de estos dos objetos es la misma que la del cubo,
la prayecci6n en la cara vertical V2 es diferente para <;ada uno de los tres objetos.

Pero puede resultar que el cuerpo sea un poco mas complicado y dos proyecciones no sean sufi-
cientes para reconocerlo, como ocurre en el caso de un cubo y de un cilindro en el que su diame-
tro es igual a su altura y a la arista del cuba:

Inscribiendo el cilindro en
"n uestro cuba de cristal".

AI proyectar este cilindro en
las caras verticales VI Y V2
obtenemos cuadrados.



Es necesario usar una tercera proyeccion, esta vez sobre una cara horizontal HI (por encima) para

obtener informacion adicional. Examinemos 105 resultados para el cilindro y el cubo considera-

dos anteriormente.

Mirando las proyecciones en las caras V I Y V 2 pareciera que se
tratara del mismo cuerpo, pero la proyeccion en la cara HI nos
permite dames cuenta de que no es asi, pues mirando esta tapa
horizontal de frente veriamos /0 siguiente: . ~

:::: ..
Parael ~

cilindro' U" ~

.:.:-::.:.:.:.
Para e I :~:..':{~~..........

cubo U 1

Se observa que para tener informacion suficiente de un cuerpo, como minimo se necesitan tres pro-
yecciones ortogonales del cuerpo en pianos ortogonales entre sf. (En algunos casas se necesitan mas
de tres vistas) .

A esta serie de proyecciones ortogonales sobre pianos perpendiculares entre si que nos dan infor-
macion sobre el objeto para representarlo, se Ie conoce con el nombre de DIBUJO DE VISTAS
MULTIPLES 0 DIBUJO DE VISTAS SIMULTANEAS.

En este dibujo isometrico podemos apreciar c1a-
ramente tanto el cuerpo proyectado como las

'v'4

II Vi5ta d~
U n la d if r J II

tf
~\~"'"~

\\ o~~~
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proyecciones de este en cada una de las caras de
nuestro "cubo de cristal".



Pero la idea en el dibujo de vistas multiples es no
hacer uso del dibujo axonometrico, sino exami-

nar el conjunto de las distintas proyecciones y
verlas relacionadas entre sf. le o m o ?

sea mas facil determinar el sitio desde el cual
fueron vistas e identificar el objeto plenamente.

Las normas del dibujo comunmente utilizado en

el pars (norma ASA) proponen tomar "EI cuba
de cristal" y desdoblarlo de la siguiente manera:

-)

Para representar las tapas de nuestro "cubo de
cristal" bastara con dibujar la arista que limita
2 pianos de proyeccion adyacente, asf:

jllll~11111

PHs
PVF PPD

PH&

PVF PPD



Simplifiquemos los nombres de los tres pianos y
simbolicemoslos de la siguiente manera:

PHS - H "Horizontal"
PVF - V "Vertical Frontal"
PPD - P "Vertical Perfil".

Estas tres figuras son las que se verfan si uno se
ubicara al frente de cada una de las respeetivas
caras del "cubo de cristal". Observe las dimen-
siones lineales del objeto que aparecen en cada
plano.

NOTA: Los pianos V y P contienen alguna linea
que es paralela a la altura y al diametro del cilin-

Observe cOmo en el dibujo de vistas multiples, al

trazar fa diagonal e se pueden transportar las di-

mensiones lineales del plano H at plano P y vice-
versa.

dro, par tanto la proyecclon ortogonal de esa
altura y de ese diametro en los pianos V y P ,
aparece en verdadera magnitud.

ASI como desdoblamos las tres caras principales
del cubo tambien podemos hacerlo con las
demas. Veamos:

~I fPI PVF .fPD

pHI

Y f~Ja (a rerr~aaoh
~ ui~~ ~ultirl67:

{}

M" PPD

PHI

{}
AI .:IibuJarls ell el
rapel sin ~sar I~
a)(Df\O~l;t1a se l ; ie n e :



Veamos un dibujo de vistas multiples en el que
se haren proyecciones en las seis caras del cubo.
AI igual que en axonometrfas, las aristas visibles

se dibujan Con I inea continua y las que no se ven
con linea discontinua.

O bse r ve e l ~ 1 (O 'lue.
p r e - s e n t a 1 0 . f 1 '~ llr a

d e € 5 t a ca r a compa·
r a d a con f a f r O n t a l.

PIIP f'fl PIA" PPD

PHI

CD

Note como en el PPD, el segmento AB se dibuja con I (nea continua, pues la arista -que represen-
ta al plano sombreado en la axonometria- se ve, mientras que en el PPI, al no verse esta arista en
esta proyeccion se representa punteada mediante el segmento ~.



Con este dibujo, al estar las caras en verdadera
magnitud se pueden tomar medidas a escala y
ver la forma real de las piezas.

Conviene motivar a los alumnos para que consul-
ten en la historia del arte algunos aspectos rela-
cionados con el dibujo de vistas multiples, por
ejemplo, las ilustraciones medievales 0 los codi-
ces de los mayas, representah en un mismo dibu-
jo varios acontecimientos sucedidos, inclusive en
espacios y tiempos muy distanciados.

AI mismo tiempo que van estudiando las caracte-
risticas del dibujo de vistas multiples pueden ir
viendo su importancia y su utilidad. Sirven para
dar informaci6n para construir algunos objetos y
son muy utilizados en modisterfa, en carpinte-
r ia , en mecanica, en construcci6n, etc.

Para hacer la representaci6n de un objeto en
vistas multiples bastaria con ubi carlo convenien-
temente dentro del "cubo de cristal" y situarse
al frente de cada una de las tres caras, horizon-
tal (H), vertical de perfil (P) y vertical frontal
(F). y dibujar 10 que all i se ve.

Sin embargo, para facilitar el trabajo daremos a
continuaci6n un procedimiento simplificado y
algunas normas para ser tenidas en cuenta. Vea-
moslo con el siguiente objeto:



Lo que se verla a traves de las caras del
"cubo de cristal", se podria representar me-
diante el siguiente dibujo axonometrico
(esta no es todavia la representaci6n de vis-
tas multiples).

2. Determinar los tres pIa-
nos de proyecci6n, bus-
car la cara mas fiki I y
representarla.

3. Trazar el croquis
de la segunda cara,
ayudandose de la
cara anteri or.

H

4. Trazar la diagonal y hacer las proyecciones
de las aristasque hay en las dos caras repre-
sentadas anterior mente.
Esto nos ayuda aver el croquis y las 1ineas
sobrl;! las cuales esta construido todo el
dibujo.

5. Representar la tercera cara, para10 cual en
este caso se puede ir barriendo como con
una delgada cortina de luz perpendicular a la
cara superior del cubo de cristal las superfi-
cies que se ven desde arriba, y representando
esas superficies que se ven as{:
Caras perpendiculares al plano de proyecci6n
se representan con una I{nea recta y I{neas
perpendiculares al plano de proyecci6n se re-
presentan con un punto.

Observe c6mo al igual que en dibujo axonome-
trico, las aristas visibles van con trazo continuo
y las ocultas van punteadas.



Representemos algunas formas s61idas simples en

un dibujo de vistas multiples en las que los pIa-
nos de proyecci6n son paralelos a las caras prin-
cipales del objeto.

Aunque este paso no es necesario para la repre-
sentaci6n de vistas multiples, inicialmente

Dibujo axonometrico de un
paralelepfpedo con sus pro-
yecciones en las caras del cuba
de crista!.

presentamos un dibujo axonometrico del cuerpo

con sus proyecciones en las caras del "cubo de

cristal", para simular 10 que nos imaginamos que
verfamos si nos ubicciramos al frente de cada una

de las tres caras.

Dibujo de vistas multiples con
la ayuda de la diagonal y de las
prolongaciones de las di men-
siones lineales.

Dibujo final de vistas multi-'
pies del paralelepfpedo.
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N6tese como las superficies c6ncavas y convexas se proyeetan sobre algunos pianos de proyecci6n
como reetangulos, siendo necesario observar otras proyecciones para comprender la curvatura del

plano.



ten fa como objetivo Ilevar al estudiante a que se
imaginara frente a cada cara y dibujara 10 que

viera.

Hay que tener en cuenta que no es necesario
hacer la representaci6n en dibujo axonometrico
del objeto con sus proyecciones en las caras del
"cubo de cristal" , como se hizo en los conteni-
dos basicos. Este fue un paso intermedio para
explicar mejor el dibujo de vistas multiples, que

Puede complementarse la actividad haciendo los
siguientes ejercicios:

Q, Q
DVPD OJTIJ]

a b

! V p
I I
I I
! I

:
I I



Para desarrollar uno de los ejercicios anteriores se puede seguir el procedimiento que mostramos
a continuad6n con el ejercicio g.

1. Dibujar el paralelepfpedo de referencia con
las dimensiones maximas dadas en el dibujo
de vistas multiples e inscribir la proyecci6n
horizontal.

3. Inscribir la proyecci6n de perfil en la cara
vertical de perfil correspondiente y hacer al
tanteo el cruce de I fneas proyectantes.

2. Inscribir la proyecclon vertical en la corres-
pondiente cara vertical.

4. "Limpiar" el dibujo y verificarlo 0 revisarlo
"Ieyendo" las vistas otra vez.



Hasta el momento hemos visto proyecciones

ortogonales de cuerpos sobre un plano recto, as(: "-

C o r t e
Ob\i(,llD

As f como cortamos el cuba del ejemplo anterior
con un plano vertical y paralelo a una cara,
podemos hacer cortes horizontales y oblicuos en
cualquier parte de los cuerpos.

Para representar el corte podemos valernos del
dibujo axonometrico 0 de una proyecci6n orto-
gonal.

N o t eC O M O s e v e I
distinto at C t l. a d r a c J o .



Es necesario recalcar que usual mente en el dibu-
jo tecnico en el plano que carta el objeto no solo

se ve el corte plano del objeto, sino tambien las
proyecciones de otras partes que seguirfan sien-
do visibles si el plano de corte fuera transparente:

Observemos c6mo los planas deproyecci6n, en
los que se proyeetan las figuras n o to e a n al obje-
to (en este caso al cubo).

Estos pianos pueden estar paralelos 0 no a sus

caras principales, pero siempre a cierta distancia.

lQue pasar fa si uno de estos pianos corta la

figural

Cortemos un paralelepfpedo con el plano C y
retiremos la parte de este que qued6 delante
del plano.

En este caso la distancia entre el plano de proyecci6n C y el objeto cortado es nula (el plano de
proyecci6n coincide con un plano del objeto).

A la "proyecci6n" del objeto cortado sobre este plano C, la lIamamos dibujo en corte 0 corte C
delobjeto.



A esta piramide la va- Pasamos el plano que
mos a cortar con un corta al objeto como si
plano horizontal (Para- fuera una cuchilla.
lelo a la base). Veamos:

El plano d e ' p\'O~eu.i6n
e~e .\ plano (;Ie C a 1 " e -

Dibujo del plano que Dibujo de I ineas "cor-
carta el objeto solo tadas". proyecci6n de
can el corte plano visi- las partes inferiores.
ble.

~IrlanoOeCQf'1t! es
un "pl al\O de cri'$ta\'I
pd(a \a!o aris¥as. a ~b.

En algunos casos puede ser necesario representar las proyecciones completas para evitar ambi-

guedades.



1[0]
2.

D

Hasta el momento se ha empleado un plano de
corte transparente. Este plano situado entre el
observador y el objeto ha permitido que las su-
perficies del objeto no cortadas aparezcan pro-
yectadas, con I(nea fina, en el plano de proyec-
cion del corte. Ademas, siendo fiel alas tecnicas
de representacion de los pianos de proyeccion en
dibujo tecnico hemos dibuj'ado con I(neas pun-
teadas las aristas que no se ven.

En este objetivo queremos que el alumno
adquiera la capacidad de imaginar y dibujar las

secciones cortadas haciendo caso omiso de las
partes proyeetadas y de aquellas I(neas puntea-
das que representen aristas ocultas.

Olvidemos pues las I(neas punteadas e imagine-
mos que el plano cortante "no es de cristal"
-sino opaco- y que por esto solo nos permitira
ver las partes cortadas, as ( tendremos: las repre-
sentaciones de "10 cortado" solamente.

- --...
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Para visualizar los cortes los alumnos pueden fa-
bricar modelos de solidos en plastilina 0 en greda
y cortarlos con los pianos respectivos.

Antes de hacer cortes a un solido, pueden ade-
lantarse a decir cual es el resultado de cada corte.

Se desea que los alumnos puedan imaginarse los

cortes sin tener que cortar y mas aun sin tener

presente el objeto, con esto estariamos contribu-
yendo al desarrollo de fa imaginacion tridimen-
sio'nal quP. es uno de los objetivos de la geometria.

Los afumnos pueden discutir sobre la utilidad de
los cortes, sobre todo para obtener informacion
mas detallada de alguna seccion de un objeto
que no se alcanza a percibir con un dibujo de vis-
tas multiples.

A traves de esta unidad los alumnos han trabaja-
do con solidos geometricos regulares. Han mani-
pulado objetos con forma de cubos, de paralele-
pfpedos, de prismas, de piramides, de cilindros,
de cubos y de esferas; los han fabricado en di-
versos materiales, los han representado en el pia-
no bidimensional y sobre todo los han construi-
do en fa imaginacion.

Teniendo en cuenta estas experiencias y fa
exploracion que hagan con los materiales, los
alumnos pueden caraeterizar y clasificar cada
uno de estos solidos orientados con preguntas
como estas:

lC o m o son esas caras? lQ u e clase de pol f-
gono es cada cara? lQ u e caras son congruen-

tes?

le o m o son los angulos de cada uno de estos
pol fgonos?

lQ u e relacion hay entre las aristas laterales y
los pianos de las bases?

Cuando se tengan caracterizados los diferentes
solidos, se puede orientar a los alumnos para que
observando que c1ase de polfgono es cada cara
del solido, encuentren procedimientos para
hallar tanto el area lateral como el area total.

Situaciones como pintar las paredes de un cuarto,
forrar una caja, determinar la cantidad de cartu-
lina que necesito para fabricar cada uno de estos
solidos, nos lIevan a hallar el area lateral y el area
total de un solido.

Busquemos un procedimiento para hallar estas
areas en una piramide regular cualquiera.



Veamoslo en una piramide de base triangular
equilatera.

Puesto que en una pinimide con muchas regularidades,
las caras laterales son triangulos congruentes, el area de
cada uno de estos triangulos es la misma.

Supongamos que a es la medida de una arista de lQue pol fgono forrna la base de esta piramide?
la basey h la altura de cada cara lateral.

EI area de cada triangulo es: AIJ. _ a·h
- 2

Si lIamamos B al area de la base, el area total
sera la suma del area lateral con el area de la
base:

Como las caras laterales son tres triangulos, el
area lateral de la piramide es tres veces el area de
uno de estos triangulos:

A
L

= 3 (a.h)
2

lQue cambia en los procedimientos cuando la
base de la piramide es cuadrangular? lQue, cuan-
do es pentagonal: lV cuando es hexagonal?

V eamoslo: Supongamos que las bases son pol fgonos regulares.

Area de una cara lateral:AIJ. _ (a.h)
- 2

AL = 4 (a.h)
2

AL = 5 (a.h)
2

AT = 5(a.h)+ B
2

lC o m o se halla el area de la base?

AT = 6(a.h) + B
2

lC o m o se halla el area de la base?



En general, lComo se hallan el AL y el AT de una piramide regular cuya base es un pol (gono regular
de cualquier numero de lados?

Supongamos que el pol (gono de la base tiene n lados, y cada uno tiene a como longitud.

EI area de la base es B, y la altura de cada cara lateral es h.

Area de una cara lateral: a.h
2

(n.a) h
2

Pero n veces la longitud del lado a es el
perimetro p de la base,

EI area lateral de cualquier piramide se puede
hallar sacandole la mitad al prod ucto del per i-

metro de la base per fa altura de una cara lateral.

Experiencias como guardar libros de diferente
tamaiio en cajas, en escritorios, etc. y ver
que de un tamaiiocaben mas que de otro
tamaiio, etc., nos lIevan al concepto de volu-
men, y a distinguir que hay objetos que
ocupan mas, menos 0 el mismo espacio que
otros, es decir hay objetos que tienen mayor,
menor 0 el mismo volumenque otros.

Para medir el espacio que ocupan los cuerpos
empleamos las unidades de volumen. Estas uni-

. dades nos permiten comparar el volumen de dos
cuerpos.

Las unidades mas conocidas son las del sistema
metrico decimal que han side estudiadas en gra-
dos anteriores. Las mas usadas son: m3 , dm3,

cm3 y mm3
•

EI dm3 es el volumen que tiene un cubo de un
dm de arista. Pero no es el cubo mismo: puede
haber cilindros 0 esferas (tarrQs, balones) de un
dm de volumen.

Hay otras unidades de volumen que no pertene-
cen al sistema metrico decimal, como las si-
guientes:

pulgada cubica = 16.3872 cm3 (algo mas de 16.
Pienseen un cubito de 2.5 cm de lado).

Pie cubico = 28.3170 dm3 (muy utilizado en ne-
veras y frigor ificos, y para carga internacional.
Piense en un cubo de 30 cm de lado: Ie cabrfan
27 de un dm3 ).

Yarda cubica: 764.559 dm3 0 0.76 m3 (algo
mas de ~ de m3 ).

Construya un cubo que tenga un pie cubico, y
calcule cuantos de ellos cabrfan en una nevera,
en un congelador, en un cami6n de reparto, en
un contenedor, etc., y compare con el numero
de cubos de un dm que cabrfan all I. No es facil
imaginar volumenes y aproximar los valores que
darfan al medirlos con una unidad espeC(fica
("cubicar a ojo de buen cubero". EI cubero es el
que sabe cuanto vi no cabe en las distintas cubas
o barriles de una bodega).

Para hallar el volumen de objetos que son soli-
dos geometricos regulares se pueden buscar pro-
cedimientos para ahorrar tiempo y evitar errores
al calcularlo.
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..EI area de la base del prisma indica el numero de
cubos en cada capa y la altura del prisma indica
el numero de capas.

En general, si a, b y h son las aristas de un pris-
ma donde a y b son las medidas de 105 lades del
rectangulo de la base y h su altura, tenemos:
V = a x b x h,

Como a x b es el area de la base que lIamaremos
B, B = a x b, se tiene que el volumen de un pris-
ma se halla multiplicando el area de la base por
la altura del prisma.

De la misma manera podemos hallar el volumen
de un cilindro considerandolo como un prisma
con un numero infinite de caras laterales y cuya
area de la base es 1 T r2,

".---........1,; ..••.

V= B.h

V = IT r2 h

Cada capa de cubos
que se agrega para for-
mar el prisma aumenta
su volumen en 6 cm3 :

como hay 4 capas de
cubos, el volumen del
prisma es

4 _6cm3 = 24 cm3 •

Para hallar el volumen de una piramide, se
puede construir un prisma y una piramide
rectos con la misma base y con la misma al-
tura y realizar la siguiente experiencia:

L1enar la piramide de arena y vaciar este conte-
nido en el prisma.

lCuaritas veces hay que vaciar el contenido de la
piramide para lIenar el prisma?

De esta experiencia se puede concluir que el vo-
lumen de la piramide es la tercera parte del
volumen del prisma de la misma base B y de la
misma altura h.

V
., 'd B'hp,raml e =-3-

N6tese que esta h es la altura dela piramide, no
la del triangulo lateral que usamos para el area.

EI volumen del cono se puede hallar mediante
una experiencia similar construyendo un cilin-
dro y un cono que tengan la misma base y fa
misma altura y lIenandolos de arena. lCual es la

conclusion?



A partir de los procedimientos para calcular el

volumen del cono y de la piramide pueden bus-

car la manera de hallar el volumen de troncos de
cono y de troncos de piramide.

Experiencias como echar Iiquidos en recipien-
tes, trasvasar Ifquidos de un recipiente a otro,
y darse cuenta de que en unos recipientes
cabe mas Ifquidos que en otros; nos lIevan al
concepto de capacidad de un recipiente como
la cantidad de Ifquido que puede contener.

La unidad mas conocida para medir· la capacidad
de un reci piente es el Iitro ( Q ) .

Recordemos que el litro es la capacidad de un
cubo que tiene un decfmetro de arista, es decir
la capacidad de un dm3 es un litro.

A partir de esta equivalencia podemos establecer
otras:

La capacidad de un cm3 es un ml
La capacidad de un m3 es un kl

Asf la capacidad y el volumen estan relacionados
puesto que la capacidad se considera como "el
volumen interior" de los recipientes 0 sea el
volumen del Iiquido que les cabe en su interior.

Hay otras unidades para medir capacidad que no
pertenecen al sistema metrico deci mal como la
Ollza, la botella, el gal6n y el bartil. lCuales son
sus equivalencias en unidades de capacidad del
sistema metrico decimal?

Finalmente para verificar que tanto han com-

prendido los conceptos pueden resolver algunos
problemas, formular otros y resolverlos.

Algunos ejemplos pueden ser lossiguientes:

1. lCual serfa la unidad mas adecuada para
medir el volumen de: una alberea, de un li-
bro, de una easa, de un dormitorio?

2. Las piezas cubi eas de 1em de arista de un
rompeeabezas se coloean en eajas cubieas de
7 em de arista. lCuantas piezas eaben? lQ u e

volumen ocupan?

3. lCual es la altura de una piramide triangular
de 250 cm3 de volumen si su base tiene de
area 31 .36 cm2 ?

AI cortar la piramide se obtiene un tronco de
piramide cuyas bases miden 31.36 cm2 y
13.17 cm2 y su altura mide 8.42 em.

lCual es el volumen del tronco resultante?
lC u a l es el volumen de la piramide efimina-
da? Expreselo en m3•

4 . lQ u e profundidad hay que dar a un pozo de
3m de diametro para que pueda almacenar
2750 hi de agua?

5. Una esfera tiene un radio 3 veces mayor que
otra. lQ u e raz6n hay entre sus volumenes?

EI tema de la medici6n de volumen y eapacidad
se presta para integrar con Ciencias Naturales
cuando se vean los temas del peso, masa, densidad
y peso espec ffi co.

Por considerar que el tema esta tratado ampfia y
convenientemente en muchos Iibros yes bastan-
te conocido por el profesor y manejado por los
alumnos; no hemos desarrollado detalladamente
10 relacionado con eada tema. Corresponde al
profesor ampliar y complementar los conteni-
dos, asf como seleccionar un buen numero de
ejercicios de aplieaci6n e integrarlos con los
demas sistemas.

Conviene observar que las f6rmulas para calcu-
lar el volumen de s61idos que traen los libros son
la expresi6n simplifieada de un procedimiento
que se ha seguido para lIegar a ellas. Lo impor-
tante en esta aetividad es que los alumnos mis-
mos razonen, busquen los procedimientos y lIe-
guen a conclusiones. Si ellos mismos han cons-
truido las f6rmulas las entenderan, las recorda-
ran faci Imente y si se les olvidan puedan recons-
truirlas rapida mente.
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In t ro d u c c io n

En la primera parte de esta unidad se retoma y
ampl fa el estudio de algunos temas de estad IS-
tica que fueron propuestos en septimo grado. Es
asf como las rnedidas de tendencia central:
media, moda y mediana de un sistema de datos,
se estiman e interpretan con base en los diagra-
mas de distribucion de frecuencias para luego
hallarlas de manera precisa.

Se privilegia la importancia de propiciar en los
alumnos el desarrollo de las habilidades para esti-
mar y ubicar "a ojo" dichas medidas, dandoles
significacion y sentido dentro de la situacion que
contextualiza el sistema de datos.

Con este mismo enfasis se avanza el estudio con
distribuciones de frecuencias de datos agrupados
aprovechando sus representaciones graficas (his-
tograma de frecuencias acumuladas, pol Igono de
frecuencias relativas acumuladas) para estimar e
interpretar la media, la moda, la mediana yade-
mas los cuartiles,deciles y percentiles.

Para la elaboracion de las tablas de distribucio-
nes de frecuencias de datos acumulados se hace
necesario reconocer el maximo y el mfnimo de
los datos y hallar e interpretar el range 0 recorri-
do de dichos datos. ASI iniciamos elestudio de
las medidas de dispersion.

Recomendamos muy especial mente que la cons-
truccion de estos conceptos estadlsticos se haga
con base en datos relevantes que interesE!n a los

O b je t iv o s g e n e ra le s

alumnos. Los informes de tipo economico que
trae la prensa, con sus graficas y comentarios,
podr fan ser un. material valioso para motivar el
estudio y significado de estos temas y propiciar
una actitud critica frente a ellos.

En Iii segunda parte de la unidad se proponen
juegos que desarrollan procesos de pensamien-
to de tipo probabilistico y que permiten deter-
minar primero cualitativamente, en un conjun-
to de casos posibles, una ordenacion por mayor
o menor probabilidad. Posteriormente se lIega a
la asignacion de numerosentre 0 y 1 a la proba-
bilidad de un evento 0 conjunto de eventos rela-
cionados con un conjunto finito de eventos cla-
ramente delimitado.

En los juegos es muy significativo ver como la
suposici6n de eventos mas 0 menos probables
que esta detras de la asignacion numerica de la
probabilidad, no garantiza en la realidad que el
que apuesta a 10 mas probable gane siempre.

Esto es caracter fstico de los experimentos "alea-

torios" 0 "al azar", en los cuales los resultados
no pueden predecirse con exactitud.

Esta segunda parte de la unidad se presta para
hacer un agradable repaso de los fraccionarios y
para despertar en los alumnos el gusto por las
matematicas; Ie dejamos al profesor la opcion de
decidir cuando y donde disfrutarla con su grupo
de alumnos.

•-II,..

Esti mar, interpretar y l")aH(lrde manera pre-
cisa algunas medidas de tendencia central y
de dispersion.

Interpretar algunos informes estad fsticos (de
la prensa 0 de revistas especializadas) y ela-
borar crfticamente algunas conclusiones para
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compararlas con las del informe mismo 0
con las de otra fuente diferente de aquella
que lanza la informacion .

Reconocer en el lenguaje ordinaria expresio-
nes que indiquen probabilidad y orden arias
segun el mayor 0 menor gradode probabi-
lidad que ellas expresen.

Distin'guir y realizar descripciones de even-

tos posibles, eventos seguros, eventos igual-
mente probables y eventos imposibles, y en
el conjunto de los casos posibles determinar

cualitativamente una ordenacion por mayor

o menor probabilidad.

Disfrutar e inventar situaciones ludicas que
permitan vivenciar 10 imprevisible del "azar"
y a modificar aquellas reglas que no garanti-
zan igualdad de oportunidades en el juego.

En un conjunto finito de eventos clara men-
te delimitado, asignar numeros entre 0 y 1 a
la probabilidad de un evento 0 conjunto de
eventos.

O b je t iv o s e s p e c if ic o s , c o n te n id o s y s u g e re n c ia s

m e to d o l6 g ic a s

-•1IIIIIIII

En septimo grade (objetivos 100 y 101) se pro-
puso el estudio de las medidas de tendencia cen-
tral en sistemas de datos, denominados en la
mayoria de los textos "conjuntos" 0 "coleccio-
nes" de datos ordenados. (Serfa conveniente re-

flexionar sobre la inexactitud que conlleva la uti-
lizacion de la palabra "conjunto" para designar
una lista de datos; por ejemplo, no podrfa haber
datos repetidos, y las unicas frecuencias posibles
serian001,pues {3,4,4,4,5,5}={3,4,5}).

Para recordar 10 visto se puede proponer un ejer-
cicio que consista en hallar la media, la mod a y
la mediana en un sistema de datos. Cuando estos
se recolectan entre los mismos estudiantes, las
conclusiones obtenidas tienen una amplia signi-
ficacion para todos.

Ejemplo 1:

Si tomamos las estaturas de los nueve primeros
alumnos de la !ista del grade gQ podemos obte-
ner datos (en centlmetros) como:

Preguntemonos ahora: Si debemos escoger, entre
los 9 alumnos, a uno cuya estatura sea represen-
tativa de liJs alturas del grupo, es decir que
represente mas 0 menos un valor promedi'o La
cual escogeriamos? iAnotemoslo!

Para verificar la anterior estimadon hagamos pri-
mere una representaci6n gratica de la distribu-
cion de frecuencias de estos datos en la forma

como se propuso en 6Q grade (objetivos 73 a 76).



Estatura Numero de
(em) alumnos

162 1

160 3

159 1

158 2

155 1

153 1

Total 9
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DIAGRAMA DE.L1NEAS

Figura 1

Distribuci6n de Frecuencias Absolutas

DIAGRAMA DE BARRAS

Figura 2

Observemos cuidadosamente el diagrama de
I fneas 0 el de barras, con mitas a responderla
pregunta anterior. Se trata de ubicar "a ojo" en
d6nde quedarfa la media (0 promedio) de la dis-
trib4ci6n de fre~uencias.

barra), estarfamos escogiendo al unico alumno
que tiene esa estatwa, y ql.le adem~s es el mas
bajito. Si optamps por la estatura que tiene ma-
yor frecuencia, 0 sea por la I fneade mayor lon-
gitud (por la barra mas ,!Ita), nos alejamos
mucho de las estaturas menores como 153 y 155.

Si nos decidimos por la primera estat0r~ que esta
en la base de la pri mera 1fnea (0 de la pri rnera



Vemos que hay una linea (0 una barra) que par
su posicion nos Ileva a pensar que l ie I alumno
promedio" que buscamos debe tener una estatu-
ra aproxi mada de 158 em.

Este valor promedio que andamos buscando se
puede hallar mas preeisamente de varias maneras
equivalentes:

153 + 155 + 158 + 158 + 159 + 160 160 + 160 + 162

9

1425
=--

9

b) Sumamos los produetos de eada dato por su freeuencia respeetiva y dividimos por ei numero
total de datos:

153 x 1+ 155x 1 + 158 x 2 + 159 x 1 + 160 x 3+ 162 x 1

9

Media = 1425 = 158.33
9

Vemos que la estatura que habfa'mos estimado
inicialmente, 158 em, esta muy eerea de 158.33
em. Un' alumno euya estatura es de 158 em
representa muy bien la media (0 promedio) de
las estaturas del grupo. N6tese que aunque no
haya ningun alumno que tenga esa estatura, sf
podemos decir que un "alumno promedio" ten-
drfa 158.33 em.

,
En este caso la media es pues un valor bastante
representativo de las estaturas; pero euando la
diferencia entre las freeueneias de los datos
extremos es grande, la media aritmetica puede
eonducir a eonclusiones err6neas pues resultar (a
poco representativa de esos datos en el sentido
intuitivo de representatividad antes indicado.

Hallemos la moda: Una nipida mirada al diagra-
ma de I fneas 0 al de barras permite eneontrarel
dato de mayor freeuencia. La tabla tambien per-
mite hallar rapidamente este dato. En nuestro
ejemplo la moda es 160 em.

Cuando la moda es unica, como en este ejemplo,.
la disti"ibuci6n de freeuencias se dice unimodal.

Si la maxima freeuencia aparece dos veces, la dis-
tribuci6n se dice bimodal, etc ..

Para hallar la mediana hagamos las tablas y las
graticas de las distribuciones de freeuencias aeu-
muladas, tanto de las absolutas como de las por~
centuales.

Por comodidad las resumimos en una sola tabla

y una sola gratica:

Freeueneias Freeueneias
Estaturas Aeumuladas Aeumuladas

(em) Absolutas Porcentuales

1530 menos 1 11.11 "I.
1550 menos 2 2 2.2 2 " 1 0

158 0 men os 4 4 4 .4 4 " 1 0

1590 menos 5 55.55%

1600 menos 8 88.88%

1620 menos 9 9 9 .9 9 "1 0
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Distribueion de Freeueneias Acumuladas

Figura 3

Observando la tabla 2 nos podemos dar euenta
de que menos .deI50"lo de los nuevealumnos tie-
nen una estatura igual 0 menor que 158 em, y
que mas del 50% tienen una estatura igual 0

menor que 159 em, yaque la frecuencia aeumu-

lada hasta aqu f es del 5 5 .5 5 " 1 0 .

' fi

r"
I '



Como n = 9, n es impar y alineandolos en orden
de estatura quedar fan 4 alumnos por debajo del
de 159· em y otros 4 por en cima.

Entonces la mediana de la distribucion es 159
em, la estatura del alumnointermedio que divi-
de la poblaci6n, alineada por orden de estatura,
en dos partes iguales de 4 alumnos a cada lado
del alumno mediano.

Con base en la figura 3, tratemos tambien de
estimar hasta que valor de la estatura se necesita
avanzar para tener el 50% de losalumnos por
debajo (0 por encima) de el. AI avanzar mas alia
de 158 em, eneontramos que ya habrfamas de la
mitad de los alumnos con estaturas eorrespon-
dientes a 159 em0 menos.

En esta misma figura, a la l;lereeha, hemost r a la -

do otro ejevertical para las freeuencias aeumula-
das porcentuales, y es faeil ver e6mo la pre-ima-
gen del 50% es 159 em. Por observaei6n, esta
pareee ser pues la mediana.

Ahora hagamoslo de otra manera: lCual es'el
dato de estatura que af ordenar la poblad6n por
orden de estatura dividiria esa poblaei6n en doo
mitades, en donde la mitad del numero de suje-
too estaria en0 por debajo de ese dato, y los
demas quedarian por encima? Dieho de otra
manera, leualseria la "estatura rnediana"0 sea
la estatura del "sujeto mediano" que dividirfa
esa poblaci6n en dos mitades?

Como en nuestro ejemplo se trata de un numero
impar de sujetos, eseogemos la estatura de aquel
que deja por debajo y por encima de el un nume-
ro igual de sujetos en este easo 4 y4. Este dato
es 159 em.

Esto quiere deck que el 50% de los sujetos tie-
nen estaturas que estan en a par debaja de159
em, y los demas tienen estaturas por encima de
este valor.

Cuando se tratade un n umero par de datos se
toman los dos valores de las estaturas de los dos
sujetoo centrales, y se halla fa media aritmetica
de ellos. Aunque no halla ningun sujeto que ten-
ga esa estatura, de ese valor para abajo quedarfa
la mitad de la poblaci6n.

Ejercicios:

Agregue a los datos del ejemplo un alumno
mas de estatura 158 em, y halle la media, la
moda y la mediana. .

Si los salarios de 6 empleados son: $55000,
$55000, $55000, $67000, $68000 y
$300000, halle la media, y analice si ese
salario medio representa apropiadamente los
ingresos de los empleados de esa firma.

- { Halle ahora fa mediima 0 salario mediano y
analice si representa la situacion salarial de
los empleados de la firma mejor que elsala-
rio promedio. (Reeuerde que el numero de
empleados es par).

Proponga eriterios para saber si en una distri-
bucion de freeuencias, la mediana0 la media
es ef valor mas representativo de la situaci6n
real reflejada en esa distribucion.

Busque los datos de ingreso promedio fami-
liar y de ingreso promedio "per capita" en el
pafs y en fa region, analicelos con la ayuda
del profesor del area de Sociales. '



intervalo de c1ase0 sea la anchura 0 amp Ii-
tud de cada clase es:

CuanQo hay muchos datos, casi todos con bajas
frecuencias V quedifieren poco unos de otros,
es mas conveniente agruparlos en c1ases0 inter-
valos. Decimos pues que vamos a trabajar "con
datos agrupados" ..

Para trabajar con datos agrupados, conviene tam-
bien \ obtener estos a partir de situaciones que
sean familiares e interesantes para los alumnos,V
ojala recogidos por ellos mismos,V no tomar
ejemplos de libros.

Estos datos podr fan estar relacionados con los
salarios, con las estaturas, con las notas, con las
edades, con los deportes, etc.

Vamos a considerar ios salarios mensuales de 35
empleados de una fabrica de calzado "Z".
Dichos salarios,en mile~ de pesosV va ordena- .
dos,quedanasf: .

50 54 54 54 54 58 58

60 60 63 65 65 65 69

70 72 72 75 78 78 80

81 81 81 83 83 85 88

90 90 90 95 100 110 121

Para elaborar la tabla de distribuci6n de fre-
cuencias procederemos de la siguiente manera:

Hallamos el range 0 recorrido de los datos
que es la diferencia entre el mayorV el
menor de estos (max - mfn):

Se reparte este int~rvalo total (el rango) en
c1ases0 intervalos de c1ase de la misma lon-
gitud.

Se determina el numero de clases0 interva-
los de clase teniendo Em cuenta. que este
valor puede estar entre 5V 20, dependiendo
del numero de datos. En este caso trabaje-
mos con seis c1ases. Entonces la longitud del

Para facilitar los calculos aproximemos este
valor a 12000.

Procedamos a construir la tabla de frecuen-
cias.

Salarios de trabajadores de la fabrica de calzado
"Z" :

Salarios Numero de
Clases (en miles de pesos) trabajadores

1a. 50 - 61 9

2a. 62 - 73 8
I

3a. 74- 85 10

4a. 86- 97 5

5a. 98 - 109 1

6a. 110-121 2

n = 35

·AI analizar esta tabla encontramos que entre la
primera c1ase, "50 - 61" que se lee "de cincuen-
ta a sesentaV uno", V la segunda c1ase "62 - 73"
queda un hueco" pues se excluven los salarios
entre $61000 V $62000; 10 mismo entre $73000
V $74000, etc., por esto conviene cambiar la
descripci6n de las c1asesV para la primera, por
ejemplo, pensarla como la que contiene los sala-'
rios "de cincuenta a menos de sesentaV dos" V
simbolizarla asf: "50 - -< 62"; para la segiJnda
consideramos los salarios "de sesentaV dos a
menos de setentaV cuatro": "62 - -< 74", etc.

Teniendo en cuenta las reflexionesanteriores

construyamos una nueva tabla de frecuencias:



Salarios Numerode
Clase (en m Hes de pesos) trabajadores

1a. 50 --< 62 9 ,
2a. 62 --< 74 8

3a. 74 --< 86 10

4a. 8~ --< 98 5

5a. 98 --< 109 1

6a. 109 --< 121 2

n = 35

Para hacer la representacion gratica de la distri-
bucion de frecuencias par media de barras debe-
mas tener en cuenta que ahara los datos estan
agrupados en c1ases y que conviene evitar que
algunos salarios caigan en los bordes de las barras.

Si tomamos los datos como aparecen en la.Tabla
4 0 en la Tabla 5 no podrfqmos evitar esto ulti-
mo, entonces es necesario hacer una leve modifi-
cacion,' en los extr~mos de las c1ases, Como en la
primera c1ase queremos los salarios de $50000 a

menos' de $62000 los tomamos de $49500 a
$61500; 105 de la segunda c1ase de $61500 a

$73500, etc.

Ahora vamos a tener una nueva tabla de distri-
bucion de frecuencias:

Salarios Frecuencias
Clase (en miles de pesos) ,

1a. 49.5- 61.5 9

2a. 61.5 - 73.5 8·

3a. 73.5 - 85.5 10

4a. 85.5 - 97.5 5

5a. 97.5 -109.5 1

6a. 109.5 -121.5 2

n= 35

Vemos que lasfr~ecuenciasde c1ase nl, n2,' .. , n6,

son las mismas en las tres ulti mas tablas.

Lbsnumeros 49500 y 61500, (tabla 6) extre·

mos de la primera c1ase se denominan respectiva-
mente I {mite real inferior, ~ I' Y I {mite real
superior, LI , de esta c1ase.

La anchura de clase es la diferencia entre los 1f·
mites reales de clase que forman la c1ase. Asf
para la 1a. c1ase, esta es LI - ~I , a sea.

61500 - 49500 = 12000, como 10 habfamos
dicho en paginas anteriores.

Hay un data que vamos a necesitar para las grati-
cas y que es el promedio (mitad de la suma) de
105 I fmites reales de clase. A cada uno de estos
datos se Ie llama marca de clase. As{ para la 1a.
cl.ase tendremos que su marca de c1ase, XI es

49500 + 61500

2

61500 + 73500

2

Si analizamos la Tabla 4 facilmente podemos
verificar que las marcas de c1ase obtenidas can
base en la Tabla 6 son iguales a las que se obten-
drfan a partir dela Tabla 4. Asf para la primera
c1asetendr famas :

50000 + 61000

2

62000 + 73000

2

. Como ejercicio se pueden hallar las marcas de
.c1aseX3 , X4 , Xs , Y X6 Y las anchuras de clase:

~ - Q 2 ; ~ - Q 3, etc.

Alas graticas de barras, como la que viene a con-
tinuacion (Figura 4), se les denomina histogra-

mas de frecuencias.

Can base en el histogr'a'ma de frecuencias trate-

mas de esti mar "a ojo" en don de q uedar fa la
media (0 promedio) de la distribucion de fre-
cuencias, a sea et data que representa mas a
menos un valor promedio de los salarios.·
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Fclcilmente se descartan las clases donde no po-
dr fa estar la media:

La 1a. c1ase contiene en la base de fa barra
que la representa el salario de $55500, que
es su marca de c1ase; dicho salario es muy
bajito y se aleja de aquellos que pertenecen a
la 4a., 5a., y 6a. c1ase.

A su vez las marcas de c1ase de fa ., 4a., 5a.,
y 6a., c1ase:91500, 103500 y 115500 res-
peetivamente, estcln muy por encima de los
salarios contenidos en la 1a. clase y aun de
algunos contenidos en la 2a. clase.

Parece pues que la media0 promedio estarfa
entre 675000 y 79500, marcas de clase ubi-
cadas en la base de las barras que represen-
tan fa 2a. y 3a. c1ase respeetivamente, enton-
ces podemos afirmar que:

\
\
\
\
\

\
\

\
\

,/ \

\

85.5 ~-m
Salarios

(Miles de pesos)
~ 1 0 9 . 5
M
o-

U'l 121.5 ~
tti "
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Ahora hallemos la media mas precisamente; para
ello es necesario considerar la marca de clase de
cada intervalo y r;nultiplicarla por la frecuencia
correspondiente. La suma de estos produetos se
divide por el numero total de datos (suma de fre-
cuencias absolutas).

En la figura 4 tenemos indicados los valores de
las marcas de clase (en miles de' pesos) y las co-
rrespondientes frecuencias. Como ya representa-
mos las marcas de clase por Xl, X2, ... , X6,y las
frecuencias por nl , n2, ... , n6,. tendremos105 si-
guientes productos:

xlnl=
x2n2 =
x3n3=
x4n4 =
Xs ns =
x6n6=

55500 x 9 = 499500
67500 x 8 = 540000
79500 x 10 = 795000
91500 x 5 = 457500

103500 x 1= 103500
115500 x 2= 231000

2'626500



La suma de las frecuencias absolutas

nl + n2 + ... + n6 = 35 entonces la media arit-
metica es el cociente entre estos dos valores:

En efecto el rectangulo de mayor altura es el que

representa la 3a. c1ase; en la tabla la mayor fre-
cuencia, 10, corresponde a la misma c1ase. Se
puede afirmar que 73500 < moda < 85500.

2'626500

35 Precisar cual es el dato de estaclase que puede
considerarse como la moda de la distribuci6n de

frecuenGias de datos agrupados, requiere 'de un
procedimiento interesante.

Dicho procedimiento se basa en el histograma de
frecuencias (ver figura 5).

En el histograma (Figura 4) 0 en fa Tabla 6 es fa-
dl detectar cual es la clase que contiene la
moda (c1ase modal).

Se determina el punto P como 10 indica la figu-

ra 5 y'se define la moda como la abscisa Xo de
dicho punto.

11 ~

10 -- -----1-

r
I

\ /
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I
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~1 Q2
~

49.5 61.5 97.5 109.5 121.5
(e

frecuencia de
I sobrela cla-

e la izquierda.

frecuenda de
I sobre I,acia-
e la derecha.

Salarios

n miles de pesos)

Xo - ~I

~2 - Xo



~ Yt n2 - Xo ) = ~ Y2 (Xo - ~ t )

Xo (~Yt + ~Y2) =~Yt Q2 T ~Y2 L
~Y1 ~2 + ~Y2 ~1

~ Y1 (~1+ C ) + ~ Y2 Q 1

~Yt + ~Y2

n ~ Y1 C
(1 + ------

~Y1 + ~Y2

Xo = 73500 + 10 - 8 x 12000
(10 - 8) + (10 - 5)

2 .
Xo = 73500 + 2 + 5 x 12000 == 76928.57

Para estimar el valor de Ia mediana hagamos,
como en el ejemplo 1, la tabla de la distribuci6n
de frecuencias relativas acumuladas porcentuales
(Tabla 7) y la representaci6n grafica correspon-
diente (Figura 6), donde hemos trazado el polf-
gono de frecuencias, relativas acumuladas, u
ojiva porcentual.

Salarios FrllCuencills En forma
(en miles de pesos) acumuladas porcentual

61.50 menos 9 25.71 %

73.50 menps 17 48.57%

85.50 menos 27 77.14%

97.50 menos 32 91.42%

109.5 0 menos 33 94.28%

121.50 men os 35 100%
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Observando la Tabla 7 es facil darse cuenta que
el 50"10 de los empleados esta en 0 por debajo de
los que devengan. un salario de $85500 por
tanto se puede afirmar que fa mediana :0;;;;; 85500.

Si miramos el eje vertical de la derecha y subi·
mos hasta et 50% para buscar luego el punto co-
rrespondiente en la ojiva, vemos que la pre-ima-
gen (de esta frecuencia acumulada) en el eje ho-
rizontal donde hemos representado los salarios,
esta muy cerca de 73500 pero en la tercera c1ase.
Ademas el 50% de las frecuencias es 17.5 cuya
pre-imagen esta te6ricamente en la tercera c1ase
ya que la suma de las frecuencias de las dos pri-
meras c1aseses 9 + 8 = 17.

Con base en esta observaci6n podemos asegurar
que la mediana es mayor que 73500 y menor 0

igual que 85500:

73500 < mediana :0;;;;; 85500

Para precisar el valor de este dato a 73500
debemos sumarle 0.5 del camino entre 73500 y
85500. 10

Mediana = 73500+ ~~ (85500- 73500)

Esto significa que el 50% de los salarios esta en 0

. por debajo de $74100 y el otro 50% en 0 por
encima del mismo.

Con base en el histograma (Figura 4) tambien se
puede estimar este valor trazando la vertical que
divide la grafica en dos partes de igual area. La
abscisa de esta linea es la mediana.

Las frecuencias acumuladas anteriores represen-
tad as en eje vertical izquierdo yen el eje vertical
derecho de la figura 6 se conocen como distri-
buciones "menor que" porque se van obtenien-
do sumando 0 acumulando las frecuencias que
estan por debajo de un salario dado inclu Ido el
mismo. La ojiva correspondiente se denomina
ojiva "menor que".

Como ejercicio se puede hacer la tabla y la ojiva
de la distribuci6n de frecuencias acumuladas "0

mas". En este caso la primera pregunta serfa:

lCuantos empleados devengan un salario de
$49500 0 mas?

Cuantiles, deciles y percentiles: Vimos como fa
mediana divide una lista de datos ordenados (0
agrupados) en dos listas que tienen igual numero
de sujetos.

Tambien podemos pensar en aquetlos valores
que dividen la poblaci6n en cuatro, en diez y
hasta en cien partes igualmente numerosas. La
busqueda de dichos valores es de mayor interes
cuando se tiene un numero grande tanto de
intervalos de clase como de datos y se requiere
fijar la atenci6n en una parte de la poblaci6n que
presenta alguna caraeterfstica especial.

Por ejemplo: a) Nos interesa conocer el salario a
partir del cual es menor el salario devengado por
el 75% de los empleados de la fabrica de calzado
"Z ".

Observemos la ojiva porcentual de la figura 6 y
busquemos fa pre-imagen correspondiente al 75%
de las frecuencias acumuladas, esta preimagen es
un poco menos qUb 85500.

EI 75% corresponde a los tres cuartos del nume-
ro de empleados:

3 x 35 = 26.25
4

Observando la Tabla 6 vemos que la 1a. y 2a.
c1asecontienen 9 + 8 = 17 casos, luego debemos
tomar 9.25 (0 sea 26.25 -17) de los lO casosde
la 3a. clase.

EI valor que buscamos estara a 925 de la ampli-
tud del intervalo, es decir 10

925 x 12000 = 0.925 x 12000 = 11100
10

Para hallar el salario que iguala 0 que deja por
debajo el 75% de ros salarios, lesumamos al lImi-
te real inferior de la 3a. clase el valor hatlado an-
teriormente, entonces tenemos

EI 75% de los empleados devengan un salario de
$84600 0 menos.



Tambien podemos asegurar 'que el 25% de 105
empleados devenga un salario de $84600 0 mas.

Comparese este valor con el que hab famos esti-
made inicialmente.

b) Podrfamos preguhtar lcual es el salario en
o por debajo del cual esta el 25% ?

Nuevamente observemos la Figura 6 y busque-
mos la pre-imagen correspondiente al 25% de las
frecuencias acumuladas, encontramos que esta se
ubica muy cerca de 61500, pero a la izquierda,
luego el salario que buscamos es menor que
61500.

EI 25% corresponde a un cuarto del numero
total de salarios:

x 35

4

estos casos estan conteni-
= 8.75, dos en la 1a. c1asecuya

frecuencia absoluta es 9.

siguiendo el procedimiento anterior, tene-
mos:

49500 + 8;5 x12000= 49500+ 11664 =61164

EI 25% de los trabajadores devenga un salario de
$61164 0 menos.

c) Cual es el salario en 0 por debajo del cual
esta el 50% de 105salarios? '

Ya vimos que es la ~'ediana, $74100.

Los valores que hemos hallado para el 25% , el \
50% Y el 75% que en ese orden son: $61164,
$74100 y $84600 se denominan cuartiles y se
acostumbra simbolizarlosas f:

.
Los cuartiles significativos son estos tres, el cuar~
to Q4 igualarfa 0 dejarfa por debajo de el los
salarios inferiores a:

109500 + 12000 = 121500 (I fmite real superior
de la UIti ma c1ase).

Dividamos ahora la distribuci6n en diez partes 10
mismo de numerosas; a cada uno de 105valores
que marcan esas partes se les llama deciles y se
acostumbra simbolizarlos por Dl • D2 •... , 1\ .

Volvamos a trabajar con la ojiva (Figura 6) fijan-
do la atenci6n en el eje vertical de la derecha
donde hemos marcado entre otros, 10% , 20% ,
30% , ... ,90% Y tratemos de estimar "a ojo" la
pre-imagen de cada una de estas frecuencias acu-
muladas porcentuales, sobre el eje horizontal 0
de los salarios.

Este ejercicio resultara muy intereljante para los
alumnos y los motiva para hallar estos valores
con precisi6n.

Conviene que cada uno escriba los resultados de
sus estimaciones, ,es decir los valores aproxima-
dos para D1 , D2, D3 ' ••• , 1\ .

En nuestra gratica, por ejemplo, hemos ubicado
en la ojiva el punto (D1 , 10% ) y al trazar la ver-
tical vemos que carta al eje horizontal en un
punto que nos permite afirmar que D} , esta mas
cerca de 49500 que de 61500 y afinando un
poco mas esta observaci6n se puede decir que
D1 < 49500 + 6000 0 sea 49500 < D1 < 55500.

Reflexiones como la anterior pueden hacerse
para estimar el valor de los demas deciles.

Calcui'emos algunos de ellos en forma mas pre-
cisa.

Hallemos los cinco primeros deciles, comenzan-
do por la c1asede mas bajos salarios (ver Tabla
6).

Veamos cual es el valor que se obtiene para
~~ = 3.5, esto quiere decir que el primer

decil contiene 3.5 de los'salarios que estan
en la 1a. c1ase cuya frecuencia absoluta
es 9.

EI decil estara a 395 de la amplitud del in-
tervalo es decir '

3.5 x 12000 = 4666.66
9



AI limite real inferiOl~ de la 1a. c1ase Ie
sumamos el resultado anterior y asf obtene·
mos el valor del primer decil:

Comparese este resultado con las estimaciones

que los alumnos hicieron "a ojo".

Simplifiquemos el procedimiento para los otros
deciles:

2 x 35 = 7.5
10

que estan en los 9 casosde
la primera clase.

~ = 49500 + 7.5 x 12000 = 59500
9

3 x 35 = 10.5

10
debemos tomar 1.5 de los 8
casosde la segunda c1ase.

D3 = 61500+ 1.5 x 12000 = 63750
8

4x35= 14

10
debemos tomar 5 de los 8
casosde la segunda c1ase.

D4 = 61500 +.§.x 12000 = 69000
8

5 x 35 = 17.5
10

debemos tomar 0.5 de los 10
casosde la tercera c1ase.

DS = 73500 + 0.5 x 12000 = 741 00
10

Cuando la poblaci6n se divide en cien partes 10
mismo de numerosas, hablamos de percentiles,
que se simbolizan con PI, P2, ••• , P99 •

Trabajando cuidadosamente sobre la ojiva (Figu-
ra 6) los alumnos pueden continuar ejercitando
la habilidad 'para estimar los valoresde algunos
percentiles, hacer sus anotaciones y despues veri-

ficarlas haciendo los calculos respectivos. De
hecho ya tienen calculados algurJos, los equiva-
lentes con los cuartiles y con los deciles.

En la Figura 6 hemos sefialado sobre la ojiva el
punto (P8S, 85% ) y vemos ql,ileen el eje horizon-
tal P85 esta casien el punto medio de la 4a. c1ase,
pero "corridito hacia la derecha" es decir ligera-
mente mayor que 85500 + 6000 0 sea
91500 < P8S < 97500.

EI decimo quinto percentif sera el valor que
obtengamos para

15 x 35 = 5.25 de los salarios comenz~ndo
100 por la c1asemas baja.

PIS = 49500 + 5.25 x 12000 = 56500
9

25 x 35 = 8.75 estan contenidos en la
100 pri mera clase.

Continuando con el calculo lIegaremos al valor
del primer cuartil:

lA cual deci I es igual el cuadragesimo per-
centil?

85 x 35 = 29.75; hasta la 3a. c1aselIevamos
100 27casos.

Debemos tomar 2.75 de los casosde la 4a. clase;
el I [mite real inferior de esta clase es 85500.

P85 = 85500+ 2.75 x 12000 = 92100
5

Comparemos este resultado con la estimaci6n
que se hizo con base en la ojiva.



EI le,nguaje ordinario contiene toda una varie-
dad de expresiones en las cuales subyace la
noci6n de probabilidad, aunque el significado de
tales expresiones suele ser impreciso.

Veamos algunas frases que expresan probabili-
dad y senalemos en ellas la expresi6n que la
designa.

A. ~Con frecuencia me sorprendo pensando en

mi misma.

B. / En muy raras ocasiones la esperanza se

esfuma total mente.

v ' ,
C. Cuando hay mar de leva es casi seguro que

se inunda la ciudad.

E. Detn3s de un gran hombre casi siempre hay
una gran mujer.

F. r Nunca seras tan pobre como para no tener

algo d~ ti mismo Que ofrecer. I

H. EI turismo hacia la costa esta bastante

escaso.

I. Encontrar un aguila real por aquf es casi
imposible.

J.' Es raro que yo me aprenda una poesfa
completa.

K. Son muy frecuentes las quejas de los veci-
nos.

L. C Durante el d fa me encuentras en la casa 0

en la oficina, miti-miti.

Frases como las anteriores pueden proponerlas
los mismos alumnos, hasta tener en el tablero
unas doce 0 quince. Una vez sefialadas las expre-
siones que expresan probabilidad, se propone la
tarea de ordenarlas segun la mayor "fuerza" con

que la expresen. A cada una de estas expresiones
se Ie asigna la letra de la frase que la contiene.

En nuestro ejemplo muy frecuentes es K.



Los estudiantes pueden organizarse en grupos.
Cada grupo tiene la Iista de las expresiones y

trata de c%ear /as letras en una eseala horizon-
tal de 0 a 1.

I
0.5

Enla Iista de nuestras12 frases, tratemosde ubiear a/gunas de las letras que representaran las
expresiones en la eseala horizontal.

F ID H BJ
I
o

L
I

0.5

A K CE
I
1

Seguramente al hacer la apuesta en comun resulten, para una misrna lista de expresiones, diferentes
maneras de ordenar las letras en la escala.

F DI BHJ
I
o

La letra G que representa la expresi6n "es posi-
ble" no se pudo ubiear en las esealas por ser muy
gEmeriea, pero algunos alumnos podrfan ubiearla
dentro de un intervalo a la derecha del cero y
antes de0.5.

De esta aetividad 10 mas interesante son las dis- .
cusiones entre los relatores de eada grupo y sus
argumentaciones para justifiear el orden que Ie
dieron alas letras.

Se dan a eada grupo una serie de eajas grandes de
f6sforos (u otro tipo de cajeti lias 0 er1vases durosJ,
y dos bolsitas con fichas 0 con bolitas de dos
c010res (rojo y azul).

Es deseable que grupos diferentes trabajen con
diferente numero de fichas en eada eaja, pero

L
I

0.5

A K EC
I
1

que dentro de eada uno de los grupos se use
siempre el mismonumero de fichas por eaja. En
caso de que esto no suceda espontanearnente,
conviene sugerirlo para que el trabajo posterior
resulte mas interesante.

Se trata de coloear fichas () bolitas primero en
tres cajas, de tal manera que en la primera sea
imposible que salga una ficha 0 bolita azul,en la
segunda que la probabilidad sea la misma de que
salga azul 0 roja, y en la tercera de que necesaria-
mente salga una azul. Estas tres cajas se ponen
en los tres puntos de la eseala de cero a uno.
Ojala las I fneas sobre las que se construye la es-
eala tengan la misma longitud.

Luego se trata de poner las mas cajas posibles
entre esas tres primeras,de manera que tengan
probabi Iidades intermedias de que salga una
ficha 0 bolita azul. EI profesor podra organizar
la actividad con tres 0 seis grupos de alumnos,
previendo con anticipaci6n el material requertdo.
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c) Grupo que trabaj6 con 6 fichas en cada caja:
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e) Grupo que trabaj6 con 12 fichas en cada caja:

r a a a a a a a a a a a a
r r a a a a a a a a a a a
r r r a a a a a a a a a a
r r r r a a a a a a a a a
r r r r r a a a a a a a a
r r r r r r a a a a a a a
r r r r r r r a a a a a a
r r r r r r r r a a a a a
r r r r r r r r r a a a a
r r r r r r r r r r a a a
r r r r r r r r r r r a a
r r r r r r r r r r r r a
I I I I I I I I I I I I I

0 -l 2 3 4 5 0.5 7 8 9 10 11 1
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12

Cada grupo puede hacer una representaci6n de
su trabajo en una hoja de papel.

Para despertar la intuici6n de los alumnos se
pueden formular preguntas como:

La probabilidad de sacar una ficha azul
ld6nde es mayor, en la caja donde hay 3
azules y 5 rojas 0 en la caja donde hay 5 azu-

les y 7 rojas?

La probabi Iidad de sacar una fi cha azul ld 6 n -

de es mayor, en la caja donde hay 4 azules y
2 rojas 0 en la caja donde hay 5 azules y 3

rojas?

lEn cuales cajas es igualmente probable
sacar una ficha azul 0 sacar una ficha roja?

(AI finalizar la actividad se pueden retomar estas
mismas preguntas con el fin de verificar que tan
acertadas fueron las primeras respuestas).

Ahora se reunen dos grupos que hayan utilizado
diferentes numeros de fichas, en un grupo
mayor, para tratar de ponerse de acuerdo sobre
cual caja va primero y cual despues en la ~scala.

En esta tarea de reun ir y ordenar las cajas en una
sola escala se deja que los alumnos ensayen y
ubiquen las cajas segun sus primeras intuiciones.
Luego se les puede orientar para que comparen
las fracciones que expresan la raz6n entre el nu-
mero de fichas azules y el numero total de fichas
de cada caja y con base en esto revisen el orden
que inicialmente dieron a dichas cajas.

Si en nuestro ejemplo reunimos el grupo c con el
grUPO d, que trabajaron con 6 y 8 fichas respec-
tivamente, se vera c6mo todas las cajas interme-
dias de la escala del grupo d se pueden ubi car en
sitios intermedios entre los ya senalados por el
grupo c en su escala, as(:

(d) (d) (d) (d) (d) (d)

1 (c) 1 (c) 1 (c) 1 (c) 1 (c) 1
a 1 a 1

a
1

a
1

a 1 a
r a a a a a

r r a r a a a a a a a a a
r r r r a r a a a a a a a
r r r r r r a II a a a a a
r r r r r r r r a a a a a
r r r r r r r r r 'r a a a
r r, r r r r r r r r r r a
I I I I I I I I I I I I I

0 ..1. 1. 2 ' 2 3
0.5 5 4 6 i 2 1

8 6 8 6 8 8" '6 8" 6 8
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L as tres cajas iniciales del grupo d ocuparan el
m ism o sitio de las tres cajas iniciales del grupo c.

Si ahora se reune el grupo b con el e, se puede
ver faci Imente .c6mo todas las cajas intermedias
delgrupo b se pueden colocar en la escala del
grupo e, en sitios donde ya hay una caja. La caja
en la cual la probabilidad de sacar una azul es de
"una -sobre cuatro" se debe colocar en el mismo
sitio donde esta la caja en la cual la probabilidad
de sacar una azul es de "tres sobre doce". Lo

'mismo podemos decir de las cajas "tres sobre
cuatro" y "nueve sobre doce", en las cuales la
probabilidad de sacar una azul es la misma. Las
tres cajas iniciales del grupo b se colocanin, en la
escala del grupo e en los sitios correspondientes.

Resumamos 10 que pas6 con los grupos y las
escalas:

EI grupo a que no se ha movido tiene en su
escala las 3 cajas iniciales.

Todas las cajasdel grupo b pasaron a la esca-
la del grupo e; en adelante bye forman un
solo grupo y su escala tiene18 cajas.

. EI grupo c recibi6 todas las cajas del grupo d

. y asi la escala, que ahora es del grupoc y d,
cuenta con 16 cajas.

I I
o 0.5

Imposible

Se trata de leer con cuidado frases como las seis
que vienen a continuaci6n, y escribir10 que
intuitivamente se siente sobre ellas: si se las con-
sidera verdaderas 0 falsas y por que. Luego se
trata de poner a prueba esos juicios intuitivos
con algunos experimentos de dados y monedas,
o con programas de probabilidad en computador
si se tiene acceso a ellos.

1. Si tiro un solo dado, 10 mas diffcil es sacar

una sena (un seis).

Tenemos pues tres nuevos grupos con sus respec-
tivas escalas: el primero sigue siendo el a; el se-
gundo, bye, y el tercero, c y d.

Es el turno para que trabaje el primer grupo (a),
bajo ·Ia vigilancia de dos "fiscales", uno del se-
gundo grupo (by e) y el otro del tercero (c y d).

La tarea para los integrantes del primer grupo
(a) es la de lIevar a su escala todas las cajas, y .
ordenarlas segun la mayor0 menor probabilidad
de sacar una ficha0 bolita azul.

AI finalizar el ordenamiento de las cajas en la es-
cala se puede insistir en que relacionen el cero de
la escala con los eventos imposibles, el uno de la
escala con 105 eventos de ocurrencia segura, y la
ubicaci6n mas arriba 0 mas abajo de la escala
con el aumento 0 la disminuci6n de la probabili-
dad de que el evento ocurra. Se pide a los grupos
que traten de representargraficamente estas
ideas. Una de las posibles representaciones puede
ser la siguiente:

2. Un amigo tir6 una moneda diez veces, y
escribi6 las caras y los sellos as!;

. Luego volvi6 a tirar la moneda diez veces y
Ie sali6 as!:

lCual de las dos tiradas de a diez es mas pro-

bable?



3; Si una m oneda se tira diez veces seguidas, el
resultado mas probable es que salgan cinco
caras y cinco sellos.

4. Mientras mas veces se tire una moneda que
no este cargada, la probabilidad de caras a
sellos se va acercando a 0.5.

5. SI se tiran dos dados, sacar senas (12)0

sacar siete (7) es 10 m ism o de probable.

6. Supongamos que hay un "chance" de
cada seis de sacar una sena (un seis) tiran-
do un dado que no esta cargado, por10
tanto, tiene que haber un "chance" de
cada tres de sacar por10 menos una sena
cuando se tiran dos dados que no estan
cargados.

Los alumnos se distribuyen en grupos y a cada
grupo se Ie entrega una hoja con doce pistas
marcadas de uno a doce, cada pista con diez
casillas. EI profesor comenta que se trata de
carreras de caballos, y que se avanza tirando
dos dados.

Se ponen fichas de colores que sirvan de caba-
llos; el profesor advierte que el escoge los

carriles seis y siete, y pone una ficha en cada
uno de ellas. Tambien dice que cuanda salga
un seis 0 un siete al tirar los dos dados, sus ca-
ballos avanzan una casilla. Pide a los alumnos
escoger pistas de manera que el juego sea
equilibrado, y dice que se pueden hacer equi-
pos para reservar varias pistas para el mismo
color.

Por ejemplo un equipo puede jugar con las
pistas del 1 al 5, y otro con las pistas 8 a 12,
o que si quieren jugar todos contra el. Mas
aun, que si todavfa no les parece equilibrado,
el cede tamqien el caballo de la pista 6.

Luego se juegan varias carreras. AI ganar el 7,
se vuelve a preguntar como se puede equi li-
brar el juego, hasta que se descubran varias
maneras de equilibrarlos, como las ventajas0
los "handicaps": Por ejemplo, para tener bue-
nas oportunidades de ganar el dos y el doce
tienen que arrancar muy arriba, etc. La pre-
gunta es: lQue tan arriba deben arrancar los
caballos laterales? T am bien se puede descartar
el siete, y aparear 2-6y 8-12, 0 pedir que
todos los caballos de un color tengan que
entrar a la m eta para que el equipo gane, o.
que los que tienen menos probabilidad salten
mas casillas cada vez, etc. No es facil decidir
cuando esta equilibrado el juego.
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E I desarrollo de esta actividad seguram ente posibles resultados al lanzar dos dados y a c1a-
Ilevara a los estudiantes a encontrar todos los sificarlos segun la sum a.

6 (1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6)

5 (1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5)

4 (1A ) (2,4) (3,4) ( 4 A ) ( 5 A ) ( 6 A )

3 (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3)

2 (1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2) (6,2)

1 (1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1)

'-- 1 2 3 4 5 6

Suma Posibilidades

1: .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

2: (1,1) · 1
3: (1,2), (2,1) 2
4: (1,3), (3,1), (2,2) 3
5: ( 1 A ) ' (4,1), (3,2), (2,3) 4
6: (3,3), (4,2), ( 2 A ) , (5,1), (1,5) 5
7: (6,1), (1,6), (5,2), (2,5), (4,3), (3,4) 6
8: (2,6), (6,2), (5,3), (3,5), ( 4 A ) 5
9: (3,6), (6,3), ( 5 A ) , (4,5) 4
10: (4,6). ( 6 A ) ' (5,5) 3
1 1 : (6,5), (5,6)....................... 2
12: (6,6) .

Para este juego, que se realiza entre parejas de
alumnos, se necesita un dado por pareja, una
hoja para registrar los resultados y9 fichas para
cada jugador.

Un jugador P escoge las canis donde esta repre-
sentado un numero par y el otro jugadorI esco-
ge las caras de los impares.

Cuando una de las caras es n r ; - ; r 1 ·" 1l.!..-J l.L.!J - • •

r:I Gl... M._••
Cuando una de las caras es L:.J l!:.J l!.:.!J

Cada partida de "Pares e Impares" se juega hasta
cuando uno de los dos jugadores haya perdido
todas sus fichas.

Cada pa.reja juega cinco0 seis partidas, y registra
los resultados de cada partida en dos renglones
de una hoja, marcados as(:

Resultado
en el
dado

Jugador que
gana

fichas



EI profesor puede hacer un inventario para

saber, dentro del grupo total, entre Pares e Impa-
res, quienes ganan mas partidas.

lCuantas caras Ie permiten a P ganar algunas fi-

chas?

La discusi6n al respecto puede orientarse con
preguntas como las siguientes:

lQuien gan6 mas partidas? lPor que, siel nume-
ro de caras es el mismo?

lC u a n ta s caras Ie permiten a I ganar algunas

fichas?

lLas reglas de este juego garantizan igualdad de
oportunidades a ambos jugadores?

R esultado en 5 6 2 6
eldado

Jugador que

gana fichas C A A A

R esultado en 3 2 3 6 4 1 6
el dado

Jugador que

gana fichas C A C A A C A

R esultado en 3 6 4 5 1 1 5 2 1 5
eldado

Jugador que

gana fichas C A A· C C C C A C C

R esultado en

eldado 6 2 2

Jugador que

gana fichas A A A

R esultado en

el dado 5 6 3 6 5 5 1 3

Jugador que

gana fichas C A C A C C C C

Se espera que los alumnos lIeguen a concluir que
las reglas de este juego no son justas, ya que los
dos jugadores no tienen igualdad de oportunida-
des: aunque todas las caras tienen la misma pro-
babilidad de salir, los pares permiten ganar mas
fichas.

Puede suceder que en la praetica ganen los impa-

res, ya que la mayor probabilidad para los pares
no garantiza que en la realidad sean estos quie-
nes siempre ganen. Esta diferencia entre "Muy
probable" y "Segura" es muy importante.



Inventese unas reglas que ofre;zcan igualdad
de oportunidades en el juego.

(EI juego serfa justo, en el sentido de igual-
dad de probabi Iidades de ganar para cada
uno de los participantes, si cada cara par da
derecho a ganar una sola ficha, y cada cara
impar, 10 mismo. Pero hay otras soluciones!)

Actividad 6. Sumando en dos dados.

Este es un juego para dos. Se necesitan dos da-
dos por pareja, y cada jugador debe tener 7
fichas. Los dados se lan;zan y se suman los resul-

tados.

Sum a de
los dados

Jugador que
gan6 una ficha

Si la suma es 2, 3, 4, 5, 10, 11 0 12, un jugador
toma una ficha de la pila de su compafiero.

Si la suma es 6, 7, 8 0 9, el otro jugador toma
una ficha de la pila del compafiero.

La partida se termina cuando uno de los dos
jugadores pierde todas sus fichas.

Los resultados de cada partida pueden irse regis-
trando en una hoja, marcando parejas de renglo-
nes asf:

Sum a de 7 8 6 4 4 9 6 7 9
los dados

Jugador que gan6
una ficha F F F D D F F F F

Suma de
los dados 7 6 7 9 5 11 6 8 5 4 3 6

Jugador que gan6
una ficha F F F F D D F F D D D F

Suma de 6 6 5 10 12 12 3 4 4
los dados

Jugador que gan6
una ficha F F D D D D D D D

Seguramente en algun momenta del. juego se pre-
sentara en algunos alumnos la inquietud de hacer
un analisis parecido al que hicimos en la activi-
dad 4 (Las carreras de caballos), para saber por

que algunos ganan mas partidas que otros.

Si este analisis no se da espontaneamente, el pro-
fesor puede motivarlo preguntando si las reglas
de este juego garanti;zan igualdad de oportuni-
dades para ambos jugadores.



Se vera que el jugador que escoge las sum as 2, 3,

4, 5, 10, 11 0 12 tiene "dieciseis oportunidades
sobre treinta y seis" de ganar una ficha, m ientras
que el jugador que escoge las sum as 6, 7, 80 9
tiene "veinte oportunidades sobre treintay seis"
de ganar una ficha.

Sin embargo, el hecho de que para unos la pro-
babi Iidad sea de16/36y para otros de20/36, no
quiere decir que necesariamente seran estos ulti~
mos quienes ganen; de hecho en algunas parejas
segura mente ganaron los otros. Es decir, la supo-
sicioli de ser mas0 menos probables que esta
detras de la asignacion numerica de la probabili-
dad, no garantiza en la realidad que el que apues-
te a 10 mas probable gane siempre.

Con base en el trabajo realizado hasta aquI,
hagamos algunas precisiones:

Lanzar una moneda, un dado', dos dados,
sacar una ficha azul entre undeterminado
numeto de fichasetc., son actividades que
hemos realizado con cierta intenci6ny con
miras a asignarle una medida al resultado;
tales actividades reciben en teorla de proba-
bilidad el nombre de "experimentos".

Como los resultados de tales experimentos
no se pueden predecir con exactitud se dice
que estos experimentos son "aleatorios"0
"a lazar" .

En las actividades donde se lanzaban dos
dados, vimos que el numero total de los po-
sibles resultados igualmente probables es 36;
al conjunto formado por estos 36 resultados
se Ie denomina "espacio muestral"y a cada
uno de ellos "evehto simple0 atomico".
Cuando se lanza un solo dado, el espacio
muestral asociado a este experi mento10 po-
demos representar por el conjunto de los
posibles resultados:

{1, 2, 3, 4, 5, 6, }que vamos a IIamar el con·
junto S. Cada uno de los seis eventos simples
o atomicos tiene la misma, probabilidad de
ocurrir. -

Dado un espado muestral con sus eventos
simples, y una regia0 condicion que especi-
fiquela observod6n que se va a hacer en el
experimento, esta determina un subconjunto
del espacio muestral que se llama "evento
compuesto 0 molecular". ASI por ejemplo, el
evento asociado a "sale un numero par"
clJando' se lanza un dado esta compuesto por
los eventos simples "sale 2", "sale 4"y "sale
6", y 10representamos porSI = { 2, 4, 6} ; al
evento asociado a "sale un numero impar" Ie
corresponde el subconjunto ~= { 1, 3,5 }.
Observese que tantoSI como S2 son subcon-
juntos del espacio muestral S. Los eventos
compuestos 0 moleculares son pues las par-
tes del espacio muestral,p I S ) .

Ya hemos visto que la probabilidad de que
ocurra el evento SI es de "tres sobre seis":
3/6; la probabilidad de que ocurra el evento
S2 tambien es de "tres sobre seis": 3/6,y
que la probabilidad de que al lanzarun dado
salga una sena es 1/6.

lCual es en general la probabilidad de un
_evento compuesto 0 molecular?

L a idea basica es la de asignarle a cada evento
com puesto 0 m olecular, un num ero entre cero
(para los eventos im posibles)y uno (para los
eventos que ocurren con seguridad).

Para el caso de un espacio muestral con un
numero finito n de eventos simples0 at6micos,
se Ie asigna a cada evento compuesto0 molecu-
lar un numero fraccioFlario que refleje la razon
entre el numero de eventos simples que contri-
buyan al evento complejo y el numero total de
eventos simples del espacio muestral, pues se su-
pone siempre que los eventos simples son igual-
mente probables.

Para calcular este numero que IIamamos "Ia pro-
babitidad de que ocurra el evento S. ", ponemos_ 1

en el numerador el numero m de eventos simples
que conforman aSi, y en el denominador el nu-
mere n de eventossirpples del. espacio muestral
S. '

'# de eventos si mples deSi =.nL
# de eventos simples de S ' n



Comparando ahora con las probabilidades
que va habfamos asignado a 81 ("sale un
numero par") V 82 ("sale un numero impar"),
vemos queefectivamente;

EI evento "sale una sena" se puede conside-
rar como un evento simple de 8 = {1, 2,3,4,
5, 6 } . Como los eventos simples son igual-
mente probables V la probabilidad de que
ocurra alguno de ellos es 1 , a cada uno-de los
simples Ie corresponde la probabilidad 1/6.

Si 10 consideramos como evento compuesto
o molecular, a el Ie corresponde el subcon-

Como 83 tiene un solo elemento,

# de eventos simples de 83 _ 1
P (83) = -----------

# de eventos simples de 8 6

1. Algunos ejercicios que pueden proponerse a
losestudiantes consisten en trabajar sobre
unas ruletas, que podrein construir ellos mis-
mos. A continuaci6n proponemos algunos
tableros para dichas ruletas.

Para construir el tablero de la ruleta (e) primero
se divide en 4 cuadrantes; luego dos cuadrantes
opuestos se dividen en cuatro partes, V los otros
dos en terceras partes ..

Los eventos simples n o SOn "sale 1", ... , "sale
14", pues no son igualmente probables!

Hav que buscar los ,simples: sectorcitos de 1/48
de vuelta! "cae en el n-esimo seetorde 7.50" •.

':-. -



St={1,2,3}

82 {4,5,6}

87 = {21, 22, 23, 24 }

Ss { 25,26,27 }

8t4 = {45, 46, 47, 48}

2. EI espacio muestral de un experimento
consta de cinco elementos:

8 = {at , ~, a3, a4' as}Y sus probabilidades son:

P (at) = i-; P (a2 )= +; P (a3) = 2~ ;

P (a4 )= 2.... P (as) = _1
10 ' 10

A = {at, 32, as}

B = {a2, a3, as}

3. En un cierto dado "cargado", la probabili-
dad de obtener un numero par es el doble de
la probabilidad de obtener un numero impar.
Si lIamamos q la probabilidad de obtener
cada uno de los numeros impares 1, 3, 5,
lcucil es la probabilidad de obtener cualquie-
ra de los pares 2, 4, 6?

Discutacon los alumnos la ambigGedad de la
pregunta anterior.
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