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PRESENTACION

Al entregar a los maestros colombianos la programacion correspondiente al noveno
grado del drea de Matemadticas, el Ministerio de Educacion Nacional completa la serie de
programas curriculares correspondientes a los nueve afios de Educacion Bdsica Secun-
daria.

En el caso especifico del area de Matemdticas donde a lo largo de varios aios se han ido
introduciendo modificaciones y permanentes innovaciones con el animo de acercarse a
los desarrollos mds actualizados de su ensefianza, se ha elegido el enfoque de sistemas
pues tiene tres ventajas fundamentalmente ‘“Una en el interior de la matematica, otra en
el campo de la integracion o la articulacion de la Matemdtica con otras ciencias y otra
respecto a la metodologia propuesta para desarrollar los contenidos”.

Es asi como a lo largo de la Educacion Bdsica Secundaria, en los diferentes sistemas ya
sean numericos, geomeétricos, métricos, de datos, |6gicos, de conjuntos, de operaciones y
relaciones y analiticos, se avanza en el estudio de los nUmeros enteros, los racionales, los
reales y los complejos, se desarrolla una exploracion activa del espacio tridimensional,
se propone estudiar las inferencias directas e indirectas, las falacias usuales y las condi-
ciones necesarias y suficientes, etc., en la perspectiva de orientar la formacién del ado-
lescente colombiano hacia el desarrollo de habilidades que le permitan un razonamiento
I6gico, critico y objetivo, e igualmente busque utilizar la matematica para interpretar
y solucionar los problemas de la vida cotidiana, de la tecnologia, el arte y la ciencia.
Se espera que la metodologia propuesta dentro de la pedagogia activa, logre la meta de
activar la mente y desarrollar sus potencialidades, de tal manera que esa misma expe-
riencia fisica permita a la vez el desarrollo de la experiencia |6gico-matematica.

Dentro de la metodologia activa irrumpe en los Gltimos tiempos el constructivismo
como una corriente que plantea en general como el comportamiento inteligente de una
persona no depende de unos procesos de razonamiento abstractos, sino que depende
intimamente de la clase de conocimientos que la persona tiene acerca de la situacion
particular en cuestion.

Asi considera:

— Lo que hay en el cerebro del que va a aprender tiene importancia.
— Encontrar sentido, supone establecer relaciones.

— Quien aprende, construye activamente significados.

— Los estudiantes son irremplazables en su propio aprendizaje.

Tanto el enfoque de sistemas como la metodologia de pedagogia activa y la corriente
del constructivismo, son los pilares que permiten invitar a los padres de familia, a los
profesores, a los alumnos, a los investigadores, a los autores de textos y a la comunidad
en general a estudiar esta propuesta, trabajarla, adecuarla a sus propias realidades y nece-
sidades para hacer sugerencias que permitan su enriquecimiento permanente.




Se hace necesario tomar conciencia de la presencia continua y la constante influencia
de la matemdtica en la cultura y en la sociedad; por esto se espera que los nifios y el ciu-
dadano colombiano en general comprendan y construyan el conocimiento matematico
que les permita tener un gusto por el descubrimiento, tener un saber auténomo y apreciar
sus aplicaciones en ciencia y tecnologia.

- Sefiores maestros, el Ministerio de Educacion estd abierto a recibir de ustedes, comenta-
rios, sugerencias y recomendaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matema-
ticas. Solo asi, en este proceso de doble via, podemos avanzar en la renovacién curricular
y ofrecer al pais una educacion de calidad como es el anhelo de todos los Colombianos.

Rafael Rodriguez Rodriguez
Jefe Divisidon de Disefio y Programacion
Curricular de Educacién Formal
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Introduccién

Este documento contiene el-Marco General del
Programa de Matemdticas para. la Educacion Bésica.
En él se presenta un enfoque global de los conteni-
dos acorde con el desarrollo de las Mateméticas y
se sugiere un enfoque metodoldgico que se adecle

al elegido para los contenidos, a las.caracteristicas
de los estudiantes colombianos y a las diversas
transformaciones por las que pasa el conocimiento
humano de los 6 a los 18 afios.

Enfoque

A. JUSTIFICACION

La historia de las Matemdticas no puede aislarse de
la historia de la humanidad,, puesto que el desarro-
llo de la una ha avanzado paralelamente con el de-
sarrollo de la otra. Es innegable el impulso que las
Matemdticas le han dado al progreso de la humani-
dad, tanto en el aspecto cientffico como en el tec-
noldgico.

Las aplicaciones que actualmente tienen las Ma-
temdticas no se circunscriben a las de las Ciencias
Naturales. En la psicologia, la sociclogia, la eco-
nomia, la geografia, la antropologia, la linglistica,
etc., se van encontrando cada vez mds situaciones
tratables con nuevos modelos matemdticos, y apli-
caciones de modelos generados en otras dreas o
producidos creativamente al interior de las mate-
méticas llamadas "‘puras’’.

Todos en nuestra préctica cotidiana necesitamos, a
menudo, efectuar cédlculos y estimar rdpidamente
algunos resultados. Esta utilidad de las Matemati-
cas es tan antigua como lo es la historia del hom-
bre. Es, por tanto, indispensable insistir en la ope-
ratoria y el cdlculo mental, sin volver a las rutinas
tediosas de antafio que provocaban en la mayoria
de los alumnos una aversién permanente hacia las
Matemdticas; se insiste mds bien en la comprensién
de los conceptos y el desarrollo de los procesos, y
en la formulacién y solucién de problemas, para
apoyar y motivar el ejercicio de los algoritmos de

e

calculo. Se introducen también explicitamente ex-
periencias y ejercicios de estimacién aproximada
de los resultados de célculos y de mediciones, y se
desarroilan habilidades tan importantes como las
de encontrar los resultados exactos a través de
procedimientos de rutina. Las calculadoras y las
computadoras hardn cada vez mds importantes las
primeras que las segundas.

Para la comprensién de conceptos, procesos y sis-
temas matematicos se requiere un minimo de cierta
teoria de conjuntos, al menos implicita, la que co-
mienza con el manejo concreto de colecciones
figurales y no figurales, necesarias para la compren-
sion del concepto de nimero natural, y continda,
gradualmente, con un minimo de simbolismo for-
mal, a lo largo de toda la Educacién Bésica, para
proporcionar un lenguaje comun al estudio de los
diversos sistemas matemdticos y preparar el paso
al estudio de la teorfa axiomdtica de conjuntos,
que segun las circunstancias, podria tratarse en los
grados 102 y 112, »

La mayoria de las profesiones y oficios, y ain el
desempefio exitoso en muchas circunstancias de la
vida ordinaria, exigen un adecuado manejo del
espacio y de sus representaciones pldsticas, gréficas
o simplemente imaginativas. Por una falsa reaccién
contra la geometri{a euclidiana y por falta de alter-
nativas, el estudio de la geometria en la Educacion
Bésica se habfa hecho cada vez mds limitado, hasta
llegar a desaparecer en muchos planteles, con resul-
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tados muy negativos en las habilidades de manejo
del espacio. En este programa la geometria aparece
enfatizada en todos ios grados, como una explo-
racién sistemdtica del espacio. Esta exploracién es
primordialmente activa, dindmica y sélo secunda-
riamente un estudio de figuras trazadas en el table-
ro, 0 en el papel, que ya han perdido su carécter

" dindmico.

Los computadores encarnan en sus circuitos la
l6gica de Boole. Esta légica, que en la época de su
creacién, a mediados del siglo X1X, s6lo interesé a
unos pocos especialistas, ocupa hoy un sitio privile-
giado en el disefio y en el manejo de las calculado-
ras y los computadores y, en general, en todas las
dreas de la informdtica. Por lo tanto, aparecen desde
el primer grado algunos objetivos relacionados con
la l6gica y el seguimiento de instrucciones légica-
mente estructuradas, que preparen a los alumnos
para una facil transicion a la programaciéon de cal-
culadoras y computadores, cuando puedan tener
acceso a ellos.

Hay otro aspecto muy importante, es el relaciona-
do con el rigor y la precision en la formacién inte-

"lectual, y la contribucién de las Matemdticas a esa

formacién. Se busca favorecer el desarrollo de pro-
cesos y habilidades de pensamiento; entonces, no
se trata de trabajar el programa simplemente por-
que las Matemdticas se consideran importantes por
si mismas, sino también porque las actividades
propias de esta drea del conocimiento pueden: esti-
mular la actividad y las operaciones mentales,
activar la capacidad de razonamiento y de pensa-
miento critico y creativo, generar procesos menta-
les superiores, contribuir a organizar la mente y a
formar para la toma de decisiones y para la formu-
lacion, andlisis y solucién de problemas.

El lenguaje de las Matemdticas intenta ser, esencial-

mente, preciso y general, en contraste con la ambi-
guedad v la particularidad del ienguaje usual. Mien-
tras que el primero est4 sujeto a reglas estrictas que
limitan su significacion para disminuir las interpre-
taciones subjetivas, el segundo permite toda una
serie _de interpretaciones mediante las cuales el
sujeto puede manifestar sus sentimientos e intui-
ciones. Es de la sintesis de estos dos lenguajes de
donde surge el factor de formacién intelectual que
permite distinguir lo preciso de lo ambiguo vy lo
particular de lo general.

En el curriculo de Educacién Basica se incluye el

estudio de todos estos aspectos de las Matematicas

con el fin de contribuir decididamente a la educa-
cién integral .del individuo, y llevarlo a participar

activamente de ese gran patrimonio de la humani-

kdad, que son las Matemdticas.

~

B. ENFOQUE DE SISTEMAS

En la Matemdtica como en todas las ciencias, ha
habido diversas tendencias o enfoques que de algu-
na manera buscan organizar los contenidos, corre-
lacionarlos, jerarquizarlos, etc., que han constitui-
do ""escuelas matemdticas’’.

Actualmente hay una corriente muy notoria que se
propone presentar fa Matematica como una ciencia
unificada, en la cual las diversas ramas tienen es-
tructuras comunes, afines, que pueden expresarse
en el lenguaje de la Teoria de Conjuntos.

Este enfoque unificador de todas las ramas de la
Matemdtica (o sea de las Matemdticas} puede arti-
cularse o establecerse, de manera coherente, alre-
dedor de un concepto clave mds amplio que el de
conjunto, que es el concepto de Sistema.

El enfoque por sistemas contrasta con el enfoque
por conjuntos de la llamada ‘Nueva Matemética’’
0 “"Matemética Moderna’ (‘New Math™), con el
enfoque por habilidades algoritmicas basicas de Ia
corriente de ““Volver a lo Basico’’ (*‘Back to Basics"),
y con el enfoque por resolucién de problemas
("*Problem Solving Approach’’).

Ei concepto de sistema tiene la ventaja de no ser
exclusivo de la Matemadtica, ya que es empleado en
una u otra forma en todas las ciencias. Cada cien-

cia se ocupa de sistemas especiales; por consiguien- -

te, se deben establecer reglas especificas para inter-
pretarlos y manejarios, y garantizar, ademds, una
utilizacion adecuada del lenguaje de los sistemas v
de la teoria general de sistemas.

El enfoque elegido para el actual programa oficial
de Matemdticas correspondiente a! nivel de Educa-
cién Basica, es -el enfoque de sistemas; por eso
conviene analizarlo detalladamente.

En circulos dedicados en Colombia a la docencia vy
a la investigacién matemdtica, es ya conocida la
obra ““Un nuevo enfoque para la diddctica de las
Matemaéticas’ en cuyos dos volimenes el asesor del
Ministerio de Educacion Nacional en la elaboracion
de los programas de Matemdticas para la Educacion
Bésica, Carlos E. Vasco U., desarrolla el enfoque
de sistemas, analiza los conceptos asociados a
dicho enfogue (como los de conjunto, objeto, rela-
cién, operacion, sistema y estructura), y trata espe-
cificamente los sistemas matemdticos.

{Ver bibliografia. Las obras se citaran con la primera
palabra del titulo y el afio de su publicacién).




1. CONCEPTOQ DE SISTEMA

Para definir un sistema hay que establecer previa-
mente el significado de las palabras que se vana
emplear. Esas palabras son: conjunto, objeto, rela-
cién, operacion. Quien intente definirlas, se con-
vencerd de que no es posible hacerlo en términos
de conceptos mds fundamentales, pues lo Unico
gue es posible encontrar, para cada una de esas
palabras, es una lista de sinénimos, con diversas
connotaciones y de que, con base en esos sind-
nimos, todo el mundo parece entender qué quieren
decir esas palabras, sin detenerse a pensar si existe
una definicién precisa para cada una.

Los sinbnimos mds usuales para esas palabras son:

Conjunto: coieccion, clase, agrupacion, agfegado,
montén, grupo (rebafio, jauria, banda-
da...).

Objeto: cosa, elemento, individuo, entidad, ser
{persona, animal, planta, mineral. . .}.
Relacion: referencia, respecto, “'ser hacia’’ (Aris-

: tételes), nexo, lazo, vinculo, conexién.

Operacidn: accién, transformacion, modificacién,
intervencion, conversién (Relaciones
1978).

A partir de estas cuatro palabras, o de sus sinéni-
mos, es posible expresar el concepto clave del cu-
rriculo de Matemdtica: el concepto de sistema.

Sistema es un conjunto de objetos con sus
relaciones y operaciones

" Con base en esta definicién, pueden identificarse y
analizarse sistemas en diversos campos de la activi-
dad cientifica, econdémica, politica, etc.

2. SISTEMAS ESPECIFICOS
DE LA MATEMATICA

En particular, para describir un sistema determina-
do de la Matemdtica hay que especificar un con-
junto de objetos, un conjunto de operaciones y un
conjunto de relaciones. Un ejemplo puede ser un
sistema estudiado en la Aritmética, en el cual:

— el conjunto de objetos es el formado por los
nGmeros enteros.? ' .

— el conjunto de operaciones es el formado por
la adicién y por la multiplicacién, y

— el conjunto de relaciones es el formado por
las relaciones de orden: “. .. es menor o igual

{Conviene recordar que el conjunto de los nimeros

~ enteros se simboliza mediante una Z y sus elementos
son: el cero, todos los enteros positivos: 1,2, 3...y
todos los enteros negativos: -1, -2, -3, .. .).

12

que... .. es mayor o igualque...”’,”...es
estrictamente mayor que. . ."”.

oar
r

Si cada uno de estos conjuntos se simboliza
por una letra mayuscula, se tiene:

— Conjunto de objetos:
z={....-2,-1,0,1,2,...}

— Conjunto de operaciones: §2={+,x}
—  Conjunto de relaciones: R = {<, <, >, >}

Es posible, pues, representar este sistema de los
nUmeros enteros asi:

(Zz{+x},{<<>2=}

Para nombrar mds abreviadamente este sistema, se
puede establecer la convencion de emplear sola-
mente las letras mayusculas, que simbolizan los
conjuntos de objetos, de operaciones y de relacio-
nes, en ese orden,

(Z,. Q. R)

Por las propiedades que cumplen las operaciones y
las relaciones definidas en este conjunto especifi-
co de los enteros, se suele o se acostumbra mencio-
nar este sistema indicando la estructura gue tiene.
Como en este caso el sistema tiene estructura de
anillo ordenado, se denomina anillo ordenado de
los niUmeros enteros.

En forma similar pueden describirse otros sistemas
de la Aritmética, de la Geometria, de la Teor{a de
Conjuntos, de la Légica Matemdtica, etc. En gene-
ral, cada sistema queda perfectamente determina-
do por tres conjuntos:

a. Un conjunto de objetos, simbolizado por una
letra mayuUscula latina, por ejemplo A. Este
“conjunto, llamado conjunto subyacente, no
‘puede ser vacio. '

b. Un conjunto de operaciones, simbolizado or-
dinariamente por una letra may(scula griega,
por ejemplo §2 (omega). Este conjunto puede
ser vacio en el caso de sistemas puramente
relacionales, como el lamado conjunto pareial-
mente ordenado, en el que se tienen: A # ¢,
Q=¢, R={<} v que se puede simbolizar
asi:

(A 9,{<}).0,
(A, {<}).o,
(A, <€)

¢.  Un conjunto de relaciones, simbolizado ordi-
nariamente por una letra mayuscula cursiva,
por ejemplo & . En este conjunto, se suelen
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indicar Gnicamente lasrelaciones binarias entre
elementos dei conjunto A.

Ademds de estas relaciones en A, se dan otras rela-
ciones en las que intervienen elementos de A, ope-
raciones de §2 y relaciones de .

Estas relaciones se suelen enunciar en el lenguaje
propio del sistema, y constituyen su teorf{a.

Abreviadamente, cualquier sistema especifico de la
Matematica puede simbolizarse por medio de una
terna o tripla ordenada de conjuntos:

3=(AQ &)

A : el conjunto de objetos del sistema
Q : el conjunto de operaciones del sistema
& : el conjunto de relaciones del sistema }

3. VENTAJAS DEL ENFOQUE DE SISTEMAS

El enfoque de sistemas contenido en Ios estudios
mencionados anteriormente, contribuye al logro
de los objetivos del Programa de Matemdticas
porque organiza y unifica los diversos contenidos y
las diversas ramas de la Matemdtica, a través de
unos conceptos y un lenguaje coman; facilita la
articulaciéon.de la Matemdtica con las demds dreas
del Curriculo, y permite desarrollar los contenidos
atendiendo a las caracteristicas de los alumnos
del Ciclo Bésico y de la realidad en que viven, sin
caer en el énfasis desmedido en los conjuntos,
que se hace en cierto tipo (ya no tan moderno) de
la llamada ‘'"Matemdtica Moderna’’,

Son, pues, tres las ventajas del enfoque de sistemas:
una en el interior de la Matemdtica, otra en el cam-
po de la integracion o articulacion de la Matemati-
ca con otras ciencias y otra respecto a la metodolo-
gia propuesta para desarrollar los contenidos.

Conviene analizar las implicaciones que tiene este
enfoque en la articulacion de la Matemética con las
demdés ciencias. Basta una’rdpida revision de los
contenidos tratados en Ciencias Naturales, en Cien-
cias Sociales, en Administracion, etc., para concluir
que todas estudian determinados sistemas, y que,
por consiguiente, hay en este concepto una fuente
de articulacion e integracién,

Ejemplos de esos sistemas, no estrictamente mate-
méticos, son: el sistema ecoldgico (unoc de los con-
ceptos de mds actualidad), el sistema respiratorio,
el sistema circulatorio, el sistema social, el sistema
econdmico, el sistema solar, etc. Sistemas como el
social o el circulatorio son muchisimo mds comple-
jos que los sistemas matemdticos.

Los sistemas matemdticos son muy simplificados.
Los sistemas reales son siempre més complejos.
Esta es la regla clave para la articulacién de la Ma-
temdtica con las demds ciencias. El dominio del
concepto de Sistema en Matemdtica prepara para
el dominio de ese concepto y sus aplicaciones en
las Ciencias Naturales y Sociales, en el Lenguaje, y
en la solucion de problemas de la vida real. (Ver:
Relaciones, 1978; Concepto, 1980).

Las otras dos ventajas de este enfoque se explicita-
rén posteriormente en la estructura conceptual del
area.

Objetivos

A. OBJETIVOS GENERALES DEL AREA

El estudiante debe:

— Desarrollar habilidades que le permitan razo- .

nar ldgica, critica y objetivamente.

— Adquirir independencia en la actividad intelec-
tual.

— Adquirir profundidad y perseverancia en la
basqueda del conocimiento.

— Ampliar su capacidad para realizar generaliza- .

ciones. .

— Desarrollar habilidades en los procedimientos
operativos aritméticos y geométricos.

— Familiarizarse con conceptos basicos de la Ma-
temaética.

— Adquirir precisién en la expresién verbal y
familiaridad con el lenguaje y expresiones sim-
bélicas.

— Interpretar la realidad a través de modelos ma-
temdticos.

— Utilizar fa Matematica para interpretar y solu-
cionar problemas de la vida cotidiana, de la
tecnologfa y de la ciencia, .

— Ejercitar la agilidad mental para encontrar
soluciones a problemas de diferentes tipos.

— Reconocer y valorar algunas de las funciones
de la Matemdtica en el desarrollo de la ciencia
y en el mejoramiento de las condiciones de
vida.

B. OBJETIVOS GENERALES DEL AREA
EN LA EDUCACION BASICA

—_ Construir el conjunto de los nimeros naturales
a partir de colecciones, de objetos concretos vy,
en él, efectuar fas operaciones y reconocer las

)




relaciones que correspondan a las situaciones
aditiva, multiplicativa y potenciativa.

— Adquirir habilidad para el cdiculo aritmético
mental y para el célculo escrito, con ayuda de
la calculadora y sin ella.

— Construir el conjunto de los nimeros fraccio-
narios a partir de operadores sobre magnitudes
concretas y, en él, efectuar las operaciones y
reconocer las relaciones que correspondan a
las situaciones aditiva y multiplicativa.

— Resolver situaciones de la vida diaria que re-
quieran el uso de los nOmeros fraccionarios y
de las operaciones entre ellos.

— Construir algunos subconjuntos de nimeros
reales a partir de situaciones geométricas e ini-
ciar el estudio del conjunto de los nimeros
reales y, en él, efectuar las operaciones y reco-
nocer las relaciones que -correspondan a las
situaciones aditiva y multiplicativa.

— Resolver situaciones de la vida diaria que re-
quieran el uso de los nimeros reales y de las
operaciones entre ellos,

— Realizar céiculos numéricos utilizando las pro-
piedades de las operaciones fundamentales
estudiadas en el conjunto numérico respectivo.

— Adquirir habilidades y destrezas para formular,
plantear y resolver problemas que permitan la
aplicacién de modelos matematicos.

— Explorar el espacio en dos y tres dimensiones
y construir modelos imaginativos y pictéricos
del mismo y desarrollar algunos sistemas con-
ceptuales y simbdlicos que permitan manejar
esos modelos.

— Calcular tongitudes, dreas y volumenes de figu-
ras en el espacio. '

~

— Identificar diferentes sistemas métricos y ejer-

citar las conversiones de unidades.

— Analizar sistemas de datos estad (sticos, calcu-

lar frecuencia y promedlo y representarlos gré-
ficamente.

— ldentificar y utilizar correctamente las conec-

tivas del lenguaje ordinario: y; o; si,
ces; si, . . . entonces. .. y si no, no.

. enton-

— Reconocer y utilizar correctamente los cuanti-

ficadores del lenguaje ordinario: todos, cada
uno, algdn, alguno, algunos, ningln, ninguno,
nadie, algunos no, hay, no hay.

— Determinar y representar conjuntos y subcon-

juntos.

— Realizar operaciones entre conjuntos: unidn,

interseccién, diferencia, complemento y pro-
ducto cartesiano; analizar algunas propiedades
de estas operaciones y utilizar correctamente
sus sfmbolos més usuales.

— Reconocer relaciones de pertenencia, conte-

nencia, disyuncion y equinumerosidad; anali-
zar algunas propiedades de estas relaciones y
utilizar correctamente sus simbolos mds
usuales.

— Generar todas las permutaciones y combina-

ciones de objetos tomados de conjuntos de
pocos elementos, -atendiendo ‘a condiciones
previamente determinadas.

— Reconocer, analizar y representar relaciones

en sistemas especificos. y en partlcular relacio-
nes de orden y de equivalencia.

— BReconocer, analizar y representar operaciones

en sistemas especificos y en particular opera-
ciones conmutativas y asociativas.

Estructura

Es facil comprender ahora la ventaja del enfoque
de sistemas, como organizador de los contenidos
de Mateméticas (ver Cuadros Nos. 1 a 6). Este en-
foque suministra una organizacién o estructura de
caracter general para el drea y un esquema de pre-
sentacion de cada sistema, los cuales proporcionan

minimos del programa, para abordar otros temas
de las diversas ramas de la Matemdtica, y aun de
otras ciencias.

La estructura del drea de Matemdtica, debe sefia-
lar, como minimo, algunos aspectos, tales como:
organizacién de los contenidos, grandes temas,
secuencia, grado de profundidad, interrelaciones y
desarrollo del enfoque. Los cuadros 1 a 6 que apa-
recen en las pdginas siguientes constituyen una
aproximacion a dicha estructura.

&2

las bases necesarias para desarrollar los contenidos .

CONTENIDOS

Los contenidos del &rea para la Educacion Bésica
Primaria {1Q a 52 gradas) se han organizado, bajo
los siguientes titulos: sistemas numéricos, sistemas
geométricos, sistemas métricos, sistemas de datos,
sistemas 16gicos, conjuntos, relécnones y operacio-
nes. (Ver cuadro No. 1}.

Las tres Gltimas columnas (5, 6,7) de donde salen
flechas' que apuntan hacia los otros sistemas, pre-
sentan contenidos que apoyan la construccién,
comprensién vy estudio de éstos: la de sistemas
l6gicos explicita las expresiones del lenguaje usual
cuya utilizaciéon vy significados se pueden trabajar
a lo largo de la Educacién Basica Primaria; la de
Conjuntos vy la de Relaciones y Operaciones pre-
sentan los conceptos .minimos que se requieren
tanto para la construccion del concepto de nu-




mero como para la.de los sistemas propuestos en
cada grado. Estas dos Gitimas columnas son una
gufa que le permite al docente conocer los temas
indispensables para escudrifiar la formacién de los
sistemas mencionados y orientar con mayor acier-
to el trabajo de los alumnos sin pretender ninguna
formalizacion con respecto a dichos temas.

Los contenidos para la Bésica Secundaria (6Q a 92
grados) se han distribuido asi: sistemas numéricos,
sistemas geométricos, sistemas métricos, sistemas
analfticos, sistemas de datos, sistemas ldgicos, sis-
temas de conjuntos y sistemas de relaciones y ope-
raciones. {Ver cuadro No. 2).

1. SISTEMAS NUMERICOS

Estos se estudian de manera gradual. En la Educa-
cién Bésica Primaria, el de los nimeros naturales,
comenzando con los nimeros de O - 100 en primer
grado y ampliando en .cada grado el conjunto
numérico. En cada‘'uno de estos conjuntos se van
introduciendo progresivamente las operaciones co-
menzando con la-adicién y la sustraccidn en primer
grado, hasta llegar a las primeras nociones de
potenciacién, radicacion y logaritmacion en quinto
grado y ademds las relaciones de orden aditivo vy de
orden multiplicativo. También en la Primaria se
inicia el estudio de los nimeros fraccionarios y de
los decimales. En la Educacién Basica Secundaria
se avanza en el estudio de los nimeros enteros, los
racionales, los reales y los complejos, vistos como
sistemas numéricos con sus operaciones y las rela-
ciones que hay entre sus elementos. Se hace mucho
énfasis en la solucién y formulacién de problemas,
como aplicacién de los algoritmos de fas operacio-
nes y en ejercicios de célculo mental. Con ésto se
espera que, a medida que los nifios vayan trabajan-
do con diferentes sistemas, puedan identificar-las
semejanzas y diferencias en su funcionamiento y
acumular experiencias que mds adelante les permi-
tan integrar conocimientos y hacer generalizaciones.

2. SISTEMAS GEOMETRICOS

Se incorpora toda la parte de Geometria activa a

través de la exploracién del espa'cio.‘De esta ma-
nera se estudian los sélidos, fas figuras planas, las
lineas, los &ngulos, etc.; destacando relaciones
como paralelismo, perpendicularidad, congruencia
y semejanza, y transformaciones como rotaciones,
traslaciones, reflexiones, reducciones y amplia-
ciones.

Para la Basica Secundaria sigue siendo importante
la exploracién activa del espacio tridimensional en
la realidad externa y en la imaginacidn, y las mane-
ras de representar ese espacio en el papel. Se insiste

\_

)

* en las distintas representaciones gréficas, los distin-

tos tipos de proyecciones y el dibujo técnico.
3. SISTEMAS METRICOS

Se estudia el sistema métrico decimal siguiendo lo
més posible el sistema internacional IS (o Sl), v
otros sistemas no decimales. En dichos sistemas se
expresa el resultado de medir longitudes, dreas, el
volumen de un cuerpo, la capacidad de un recipien-
te, el peso y la masa de un objeto, la duracién de
un evento y la amplitud de un dngulo. Los patro-
nes estandarizados se utilizan después de realizar
mediciones con unidades arbitrarias y sentir asi la
necesidad de una unidad comiin de medida aplica-
ble en todos los casos. En los diferentes sistemas se
realizan conversiones con sus aplicaciones y se
hacen comparaciones.

En todos los casos se trata de desarrollar la habiti-
dad para hacer una estimacion perceptual {a ‘‘0jo"’)
del rango en el que se halla una magnitud concreta
dada para hacer una rapida seleccién de las unida-
des mds apropiadas para ese rango especifico, y
para obtener un valor aproximado al menos del
orden de magnitud que resultaria si se hiciera una
medicién mds exacta.

4. SISTEMAS DE DATOS

Se estudian algunos conceptos fundamentales de
estadistica que sirven para interpretar algunos mo-
delos de la realidad. Se inicia con la recoleccion de
datos, su organizacién en tablas de frecuencia y su
representacion en diagramas. Se hace algin andlisis
de los datos recogidos y tabulados mostrando lo
que puede deducirse de ellos y cémo pueden com-
pararse entre si; para ello se estudian al final de la
Bésica Primaria algunas medidas de tendencia cen-
tral y al final de la Bdsica Secundaria se comple-
mentan estas medidas y se introducen las medidas
de dispersién, '

En cuanto a la probabilidad, inicialmente se traba-
ja en forma cualitativa y posteriormente se avanza
estudiando sus aspectos cuantitativos.

Se propone ejercitar la lectura inteligente y critica
de los informes estad{sticos comerciales y financie-
ros gque aparecen en la prensa y en revistas especia-
lizadas. '

Hay que ejercitar al alumno en la interpretacion
critica y en fa transformacién de datos.

5. SISTEMAS LOGICOS

No se pretende hablar de l6gica matem4tica abs-

_tracta, sino de ciertos aspectos del lenguaje en los

)
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que se notan regularidades que se pueden manejar
matemdticamente. Por eso se parte de las expresio-
nes que manejan los alumnos para ir introducién-
dolos poco a poco en un lerguaje mds riguroso,
que tiene por objeto, entre otros, evitar las frecuen-
tes ambigiiedades del lenguaje usual, y més tarde,
desarroliar las habilidades del pensamiento deduc-
tivo.

En la Bésica Secundaria se propone estudiar las
inferencias directas e indirectas, las falacias usuales,
las condiciones necesarias y suficientes. Con esto
se quiere desarrollar el esp(ritu critico, fa deteccién
de supuestos ocultos y de inferencias no vélidas.

6. SISTEMAS DE CONJUNTOS

Como_ya se dijo en la justificacion, se trata de la
teorfa minima necesaria para introducir algunos
conceptos fundamentales de la Aritmética, de la
combinatoria y de la probabilidad, y para preparar
una posterior formulacién unificada de las diversas
ramas de las matemdticas.

7. SISTEMAS DE OPERACIONES Y
RELACIONES

Se analizan algunos fundamentos tedricos sobre
estos conceptos. Dicho anéalisis se insinla empfrica-
mente desde la Bésica Primaria hasta llegar a una
conceptualizacidn mds general al finalizar la Bésica
Secundaria. Las operaciones se estudian como
transformaciones sobre los elementos de un siste-
ma, mientras que las relaciones corresponden a la
teoria acerca de los mismos. Se estudian también
las propiedades, tanto de las operaciones como de
las relaciones y se presentan algunos aspectos teé-
ricos sobre las funciones, que preferiblemente se
consideran como operadores, aunque pueden tam-
bién considerarse como relaciones univocas.

Una vez afianzado el dominio de ciertos operado-
res, ellos mismos empiezan a consolidarse en un
nuevo sistema, en el cual sirven como elementos
sujetos a nuevas operaciones de orden superior,
como la composicién, la inversién, etc. Tendria-
mos pues un sistema de operaciones. Algo seme-
jante ocurre con la conformacién de nuevos siste-
mas de orden superior, cuyos objetos son las
relaciones del nivel anterior, sobre las que actlan
nuevas operaciones, y entre las cuales se establecen
nuevas relaciones. Tendriamos asi un sistema .de
relaciones.

8. SISTEMAS ANALITICOS

Se propone la utilizaciéon de las funciones, las gra-
ficas y las tablas para modelar situaciones de cam-
bio. Puede ser mds importante en un primer mo-

e

mento el andlisis cualitativo de las gréficas que el
trazado muy preciso de gréficas a partir de férmu-
las o de tablas.

Se trabaja con situaciones de la vida real y sus mo-
delos de puntos y lineas, modelos escalonados,
modelos lineales, polindmicos de 22 y 32 grado,
exponenciales, radicales y logaritmicos. Es impor-
tante ejercitar las traducciones.de una a otra de las

~ distintas representaciones de una funcién.

Se incorporan algunos temas de los que se habian
venido tratando en los programas tradicionales
bajo el nombre de “Algebra’’, y que en realidad
son s6lo el manejo de ciertas expresiones para las
funciones reaies o sus valores. A través de la funcién
lineal se cubren temas como la proporcionalidad y
todas sus aplicaciones. Paralelamente a las funcio-
nes se van estudiando las ecuaciones e inecuaciones.

En este programa se hace énfasis en el estudio de
sistemas numéricos, sistemas geométricos, sistemas
métricos, y en Secundaria ademds en el andlisis real.
En cuanto a los demds sistemas se hace un manejo
racional y prudente necesario para adquirir familia-
ridad con las matemdticas no numéricas y para
contribuir al desarrollo de la capacidad de andlisis,
y-a largo plazo,del pensamiento formal.

En sintesis, los contenidos bdsicos vistos en los
cuadros 1 y 2, permiten: Identificar los sistemas de
la Matemdtica en los cuales se ubican los conteni-
dos propuestos para el programa; identificar los
grandes temas que se proponen para cada grado;
reconocer la secuencia que debe seguirse al desa-
rrollar los contenidos; apreciar el grado de profun-
didad con que deben ser tratados los contenidos en
cada grado e identificar las correlaciones que hay
entre los temas de un mismo grado o entre temas
de diferente grado. El hecho de temer una visién
global del programa de cada grado favorece la
ensefianza correlacionada y permite ademds, obte-
ner informacion sobre lo que un alumno, que cursa
un determinado grado, estudié en el grado anterior
y lo que va a necesitar para el grado siguiente.

El cuadro No. 3, titulado Sistema, sefiala una for-
ma comun para la presentacion de los diversos sis-
temas. Seglin lo explicado anteriormente, es impor-
tante identificar en cada caso los elementos u obje-
tos, las relaciones y las operaciones, y dar priori-
dad a estas Ultimas. '

En el ejemplo tomado de la aritmética, los elemen- ‘
tos son nlmeros enteros, las operaciones son la
adicién y la multiplicacidon. y las relaciones son:
‘. . . es estrictamente menor que. . .”, ‘. .. es
menor. o igual que, . .”, etc. En el ejemplo tomado
de la geometria, los elementos son Iineas del plano,
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las operaciones son las rotaciones y las traslaciones,
y las relaciones son: “. .. es perpendicular a. . ."”,
“. ..es paralela a. . .”. En forma similar se expli-
can los ejemplos tomados de la Teor{a de Conjun-
tos y de la Légica. Los ejemplos podrian ser otros,
pero el esquema de presentacién es el mismo en
todos los casos.

No se pretende que los nifios conozcan e interpre-

ten ese cuadro. Pero si se espera que a medida .

que vayan trabajando con diferentes sistemas,
puedan identificar semejanzas y diferencias en su
funcionamiento y acumular experiencias que, mas
adelante, les permitan integrar los conocimientos y
hacer generalizaciones. Por ejemplo el ‘‘descubrir”,
en la primaria, que la adicién y la multiplicacion
de numeros naturales son conmutativas y que la
unidn e interseccién de conjuntos también lo son,
debe llevar al estudiante de secundaria a elaborar
un concepto mds general de conmutatividad. Asf
se propicia el desarrollo mental del estudiante,
se ahorra tiempo y se adquieren conocimientos
mds sélidos y duraderos. En esa forma, también,
la mente del nifio elabora progresivamente los con-
ceptos y no tiene necesidad de repetir férmulas
y definiciones abstractas carentes de significado
para él.

Ademds de los sistemas que se presentan en el cua-
dro No. 3 para la Aritmética, la Geometr(a, la
Teoria de Conjuntos y la Légica, podrian darse
muchos otros sistemas de esas y otras ramas de
las Matemdticas: por ejemplo, se puede hablar de
muchos sistemas numéricos diferentes, no sélo
cambiando el conjunto de los nimeros enteros por
los naturales, los fraccionarios, los reales o los

complejos, sino distinguiendo varios sistemas dife- -

rentes sobre cada uno de esos conjuntos.

)

Puede hablarse también de un sistema de numera-
¢ién como algo diferente de un sistema numérico:
en el sistema de numeracidn los objetos son los
sfmbolos, de los cuales hay primitivos (digitos) y
derivados, v la operacién bdsica es la concatenacion
o yuxtaposicién. Las relaciones son de cercania
y ubicacién espacial, y de compatibilidad para la
yuxtaposicion,

“También puede enfocarse en este sentido el estu-
dio de un sistema métrico, y comparar las presen-
taciones del sistema métrico decimal que dan los
libros de Matemdticas, con los sisteras que apare-
cen en los libros de Fisica (IS, MKS, CGS, FPS).

‘Se notara inmediatamente que ninguno de ellos es

el presentado por los libros de Matemdticas; que
las unidades de tiempo no son decimales; que la
teorfa de la dimensién se hace necesaria para en-
tender el sistema; que la muitiplicacién de unidades
produce multiplos y submultiplos, si es externa,
pero que la multiplicacién interna produce unida-
des de otra dimensién”’. (Concepto, 1980).

E! cuadro No. 4 titulado Enfoque de Sistemas indi-
ca que dicho enfoque es adecuado tanto para el
tratamiento de los contenidos como para la meto-
dologia con que se desarrollan.

€1 cuadro No. 5 titulado Relaciones entre Sistemas
muestra como a partir de las actividades sobre sis-
temas concretos y del lenguaje natural se pueden ir
construyendo los sistermas matemdticos. Muestra
también nexos entre ellos y la manera de avanzar
de los ya conocidos 0 mds familiares hacia los mds
abstractos.




/CUADRO No. 1

CONTENIDOS BASICOS PARA LA EDUCACION BASICA PRIMARIA

~

. Algoritmos con
. Orden aditivo

sustraccion y simbolizacién.

y bordes curvos.

... esmayor que. ..
... esmenor que. ..

. Ordinales
. Operadores como ~1, + 1,~2, etc.

. Intr ion a la simetria,
. Lineas (abiertas y cerradas)

<

\
\(
\

. Nocidn de unidn de conjun-

tos disyuntos,

. Representacién gréfica.
. Arreglos sencilios.

TEMA 7
1 2 3 L 5 6 RELACIONES Y
SISTEMAS NUMERICOS SISTEMAS GEOMETRICOS SISTEMAS METRICOS SISTEMAS DE DATOS SISTEMAS LOGICOS CONJUNTOS OPERACIONES
GRADOS .
10_ . Hacia el concepto de nimero. . Relaciones espaciales. . Intr ion a la medicit . ion a gréficas de . Clasificaciones. . Iniciacion a la representacion
. La decenay ia centena como unida- . Algt sdlidos étricos de itudes: pa! arbi- barras. . Nocién de conjunto; ele- de relaciones. N
des de orden superior. regulares, trarios, el dmy el m. , mento. . Diversas maneras de efectuar
. Naturales de 0 a 100 con adicién y | . Figuras planas. Bordes rectos | . Medicion de tiempo, Vi U . Conj i 050s. operaci
/ Cardinal.

20.

MNaturales de Q0 a 1000 con adicién,
sustraccibn y multiplicacidn, Divi-
sibn (iniciacidn).

. Numeros pares y niumeras impares.
. Algoritmos con aplicaciones.
. Orden multiplicativo.

... esmaltiplo de. . .
...esdivisor de. . .

- Rectas paralelas y perpendi-

culares,

. Rotaciones y.giras. Angulos.
. Formas geométricas regula-

res: cuadradas, triangulares,
rectangulares y circulares,

. Nocibén de perimetro.

. Longitud: m, dm,cm.

Arga: Unidades arbitrarias,
dm?

. Gréficas de barras.

. Significado de ls 'y’ y de la

"’ en una instruccién.

. Expresiones ‘‘todos’’,

*'algunos”’, *‘ninguno’’,

. Nocibn de sub
. Unién de conjuntos disyun-

. Pertenencia.

. Propledad.es: oonmuthtlva,

tos y no disyuntos.

. Cardinal de la unidn.
. Parejas con y sin orden,

. dulativa de al-
gunes operaciones. Distribu-
tiva de la multiplicacién con
respecto a la adiciéon (intro-
duccion).

Jo.

. Nuestro sistema de numeracion,

Numeracion romana,

. Naturales mayores de 1000 con adi-

cién, sustraccion, multipiicacién y
division.

. Algoritmos generalizados para adi-

cibn, sustraccion y multiplicacion
con aplicaciones.

. NOmeros primos,
. Operadores naturates.
. Introduccién a los operadores frac-

cionarios.

. Superficies {fronteras de soli-

dos). Superficies planas.

. Lineas {fronteras de super-

ficies).

. Puntos {fronteras de lineas)
. Caracterizacion de tridngulo,

cuadrado, rectangulo y
circulo,

. Volumen. Pationes arbitra-

rios.

. Capacidad: patrones arbitra-

rios. Litro.

. Unidades de duracidn: horas,
minutos.
oL itud, m, mattiplos y sub- . F leccion de datos.
maltiptos. . Tabulacion y representa-
. Yarday vara. cion de datos.
- Superficie. Area. Patrones
cstan;darizados: m?, em?, y
mm*,

. Diversos significados de

la ’y"' vy de 1a "o’  en el
tenguaje ordinario.

.- Diversas maneras de cuan-

tificar expresiones en el
{enguaje ordinario.

. Simbolizacion de las relacio-

nes de pertenencia y conte-
nencia.

. Unibn e interseccion.

Algunos sarreglos con y sin
orden.

. Relaciones de orden.
. Diagrama de flechas.
. Propiedades antisimétrica y

transitiva.

. Propiedades conmutativa,

asociativa y modulativa de
algunas operaciones. Distri-
butiva de la multiplicacion
con respecto a la adicidn.

40.

. Naturales con adicion, sustraccion,

multiplicacion y divisidén. M.C.D. y
M.C.M.

. Fraccionarios con adicién, sustrac-

cidn y multiplicacion.

. Decimales con adicidn y sustraccibn.
. Algoritmos con aplicaciones.
. Orden muhtiplicativo.

. Cuadritateros: tr
. Perimetro ( izado}

. Areas:

. Modelos de solidos.

. Recoleccion de datos.

. Area. Algunos Ultip Yy

Radios, didmetros.
trapecio, cuadrado,
rectangulo, triangulo.

. Cuadricula.

del m*,
. idas agrarias.
. Volumen: m’, dm’, em3,

. Peso: gramo, kilogramo.

. Tabulacién y representa-

ci6n de datos.

. Iniciacion al analisis de (’

datos.

. Frecuencias, moda.

U

. Proposiciones: Significa-

do verdad o falsedad.

Iapid

inversa.

F de
. lgualdad de conjuntos.
Coni " ot

g de pr
nes cuantificadas en et
lenguaije ordinario.

.. Complemento de un conjun-

to. Simbolizacion y represen-
tacion,

. Algunos tipos de arregios.

:Diagramas de flechas. Pro-

piedades antisimétrica y tran-
sitiva.

5o.

. Naturales con adicion, sustraccién,

multi division

cibn, radicacién y logaritmacion.

. Fraccionarios con adicién, sustrac-

cibn, multiplicacion y divisidon.

. Decimales con adicidn, sustraccion,

multiplicacién y divisidn,

. Algoritmos con aplicaciones.
. Razones y proporciones.
. Praporcionalidad Jirecta e inversa.

. Construcciones con regla y

compas,
Paligonos regulares.

. Construccion de algunos

solidos.

. Areadel circulo.
. Area y volumen de algunos

solidos.

. Conversiones con unidade:

. Nocibn de promedi9

de longitud, drea,
Y peso.

. Otras unidades de peso.
- Unidades de duracion,
- Conversiones.

en un
de datos.

. Proposiciones
. Conjuntivas, di

)

. R ilacién de las opera-

. ¥ comprension.
. Conij infinito N}, uni-

3 Y
y condicionales.

1ario, vacio,
. Unidn e interseccibn.
. Otros tipos de arreglos,

ciones conmutativas, asocia-
tivas, modulativas estudiadas,

. lguaidades.




CUADRO No. 2

CONTENIDOS BASICOS PARA LA EDUCACION BASICA SECUNDARIA

. Introduccién a los sisternas
con nimeros complejos.

. Construccién de 1, —1,i, —i,
coma: operadores rotores,
vectores, puntos del plano,
raices de ecusciones de la
forma x3 +¢ =0, conc >0.

. Representacién de numeros
en diterentes sistemas simbd-
ticos. .

. Coordenadas polares.

. Representacion de sblidos en
al plano; vista Gnica y vistas

. maltipies.

+ Planos ¥ cortes: chnicas.

. Volumen de sotidos.

pacidad.

ciones cuadréticas.

. Solucién ecusc. cuadriticas.

Factor comiin,
Cuadrado perfscto.
Diferencia de cuadrados.

. Funcién cibica v ecuaciones

cabicas

. Funcién exponencial.

Polinomios de una variable
Operaciones: +,

. Sucesiones y series: i{mites.
. Progresiones. Decimales infi-

nitos.

. Interés: simple, compuesto.

. Medidas de dispersién: mixi-
Mo, minimo, rango, rengo
intercuartilico.

TEMA 8
: 2 ErAS 4 5 s 4 SISTEMAS DE RELACIONES
SISTEMAS NUMERICOS SISTEMAS GEOMETRICOS SISTEMAS METRICOS SISTEMAS ANALITICOS SISTEMAS DE DATOS SISTEMAS LOGICOS SISTEMAS DE CONJUNTOS Y OPERACIONES
GRADOS B
6 o . Sistemas de numeracion: . Treslaciones. Parslelismo. . Unidades de longitud (sis- . Representacién en ila recta . F . C . Conjuntos tinitos s infinitos. | . Retaciones binarias.
M Historia . Rotacién, Angulos. tema métrico decimal y otros numérica (IN, @") (no “'recta | . Frecuencias relativas (porcen- | . Constantes y variables. . Conjunto K . P isi i 1
. i ( sistemnas). ceal”). tuales, fraccionariss), . Términos y i . j transitiva de algunas relacio-
. Triéngulos y cuadritéteros. . Repaso de de drea. £, <2 > . Diagromas de barray circulsr. | . Proposiciones abiertas y ce- | . Complemento de un con- nes.
%, 2) . Distancias. . Unidades de amplitud de én- . Frecusncias ordinarias o rradas. Sustitucion. junto. . Operaciones unarias y bina-
. Potenciacion, radicacién y | . Teorema de Pitdgoras. gulos {vueitas y grados), puntuales. . Operaciones entre conjuntos rigs.
logaritmacian. . Frecuencias acumuladas, numéricos, . Diferencia entre operacion y
1 retacion.
. Expresiones fraccionarias y
decimales.
70_ AZr, -, . Movimientas rigidos: - . Otros sistemas de. . F y decre- . did: central: . Afi i v . Conjunto de partes. . Operaciones binarias.
.G, +, Rotaciones de amplitud de dngulos, cientes. Correlacion. moda, media y mediana. verdaderas y feisas, Cardinal  del 1 de ied; idn clau-
. Valor absoluto. Refiexiones . Unidades de duracion, . Funciones lineales, . Proposiciones abiertas y ce- partes. surativa, asoci ., conmu-
. Algoritmos con aplicaciones: Traslaciones Conversiones {“Complejos’). Razones readas. C ificaci . i del tativa, invertiva.
P e , in- | . Cong ias v Proporciones . Expresiones con varisbles y de partes. C . Distributivid
terds, cambio de moneda. . Homotecias . Representacion grifica de paréntesis. . Linealidad de operadores.
. Algunos reales: . Poligonos funciones lineales y de gri- . Igualdedes,
2 . Circuto fica lineal.
. Perimetro Ejes, cortes, intercepto.
: . Ecuaciones lineales.
Solucién de scuaciones h-
neales,
80 R+ R, ) . Simetries activas. . Unidades de 4rsa en varios | . Funciones lineales. . Medicion . Predicados de uno y dos | . Colecciones finites de con- | . Relaciones binarias.
* . Potenciacion de: Rotacion, reflexiones. ejes sistemas, N . Funcionas de grifica lineal. . Musstreo. puastos, juntos, Reprasentacion grifica de re-
RxZen R de simetria, . Convarsiones. . Larecta, i . Disposicién y o . i ifi C i de laciones.
. Hacis el concepto de grupo. . Ecuaciones lineales. de datos. isy dos a i relacion total-
. Potigonos: caracterizacion, . Funciones cuadraticas, . Escala. dos. mente definida, sobreyecti-
perimetros y sress. . Representacion de funciones . del pi va, i inyectiva, bi-
. Circunterencia y circulo. cuadréticas. cartesiano. Permutacionss.
. Ralacion del perimetroy det . Ecuaciones cuadriticas. in reflexiva, antirefle
rérea de un poligono con la xiva, simétrica, antisimétrica,
longitud de su tado. transitiva, antitransitiva,
. Clasificacionss, particiones
y equivalencias.
. Seriaciones y drdenes,
! . Composicién e inversion de
relaciones.
- —>
\ 90. . Composicién de operadores | . Escalas . Unidades de volumen vy capa- | . Funciones de gréfica lineal y . Medidas de central: . Dy i directa, indi- | . Azar y . F
unarios. . Proyecciones: puntusies y cidad en varios sisternas. escuacionas lineales. media, moda, mediana, cuar- racts, refutacién, contra. ric de pr ' G ici de
L@, v x)y 6+, x), paralelas, . Relacion entre volumen y ca- | . Funciones cuadriticas y ecua- tiles, deciles y percentiles. ejemplos. . Eventos, sspacios mussirales. Funcién idéntica.
, 1o de N

Fun-

. Medidas sobre

conjuntos finitos.

cidn de dos varisbles,




CUADRO No. 3.

SISTEMA

CONJUNTO DE A CONJUNTO DE !!

CONJUNTO DE

[\

OBJETOS OPERACIONES RELACIONES
ARITMETICA
Ejemplo: Un sistema de nOmeros enteros (Z, 2, R)
{(...,—2,-1,0,1,2,...} { +,x} {<.<,> >}
GEOMETRIA
Ejemplo: Un sistema de lineas en el plano (£,7,P)
{LMN,...} { rotaciones, traslaciones } {/. L}
TEORIA DE CONJUNTOS
Ejemplo: Un sistema de conjuntos (P(U), 2, C)
{ABC,...$,U} {u.n,'} {c.co2l)
LOGICA
Ejemplo: Un sistema de proposiciones (Lo, K, R)
{prqlrl"'} {—1: V'A} {E.F_- }




CUADRO No. 4 \

ENFOQUE DE SISTEMAS

CONTENIDOS METODOLOGIA

NUMERICOS
GEOMETRICOS — CONCRETOS

—  METRICOS

g [  DE DATOS CONJUNTOS 2
] el RELACIONES CONCEPTUALES || &
‘= LOGICOS Y =
@| OPERACIONES | ®

ANALITICOS

DE CONJUNTOS

SIMBOLICOS fe—

| DE RELACIONES
Y OPERACIONES

CUADRO No. 5
RELACIONES ENTRE SISTEMAS
Actividades sobre sistemas concretos ,
Sistemas numéricos naturales —j 1
Lenguaje natural ’ . —» Sistemnas métricos
* \ Sistemas geométricos o de 4
modelacion del espacio .. . .
# Extensién a sistemas de racionales
' . ,‘L positivos
Extension a los enteros > l '
. l Extension a los
Lenguaje matemético Y . . . } racionales
lr Sistemas conjuntistas Extension a los
reales
Sistemas anal iticos -Extension a los
. : complejos
L Sistemas 16gicos
N ‘ \
Sistemas de datos Sistemas de relaciones y operaciones

— , o/
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Metodologia

Vistas ya las ventajas del enfoque de sistemas, tan-
to en el interior de las Matemdticas, como en la ar-
ticulacién de las ciencias, analicemos una metodo-
logfa coherente con este enfoque de sistemas elegi-
do para los contenidos.

Seleccionamos la metodologia propuesta por la Pe-
dagogla Activa, la cual si bien procura un aprendi-
zaje que se inicia y se nutre con la experiencia
ffsica y el contacto directo con objetos ya conoci-
dos, tiene como meta la activacién de la mente y
‘el desarrollo de sus potencialidades, de tal manera
que esa misma experiencia fisica sea a la vez expe-
riencia légico-matemdtica. A partir de las regula-
ridades de las reacciones de los objetos vamos cons-
truyendo los conceptos de las ciencias naturales, y
a partir de las regularidades de nuestras acciones
vamos construyendo los conceptos de las ciencias
formales. La actividad neuromuscular es un punto
de partida necesario pero no suficiente, y es s6lo
eso: un punto de partida en el cual no se puede
permanecer. Si la actividad corporal no obra como
activadora de procesos de pensamiento, puede
reducirse a un simple activismo.

La seleccién de esa metodologia requiere la opcién
por una determinada corriente sobre la Filosofia
de las Matemdticas. La corriente que nos parece
mds coherente con la mencionada Pedagogia es el
Constructivismo, y por eso lo empleamos para
abordar los distintos sistemas, seguros de que po-
demos aprovechar también, en una sfntesis integra-
dora, los beneficios de otras corrientes como el
Intuicionismo, el Logicismo y el Formalismo. El
Anexo ''¢Son las Matemdticas una construccion
de la mente humana?”’, presenta una sintesis de las
mencionadas corrientes e invita a maestros, alum-
nos y padres de familia a discutir el tema y a tomar
conciencia de su posicidn al respecto.

Ademds la metodologia propuesta para el desarro-
llo del programa de Matemdticas estd basado en la
teorfa sicoldgica de Jean Piaget, y en toda la discu-
sidn ulterior tanto post-piagetiana como neo-pia-
getiana, que se concreta en algunas técnicas de
aprendizaje de las Matemdticas, como las de Zol-
tan P. Dienes, Hans Aebli, etc. Entre las varias que
se podrfan proponer, es quizd esta metodologfa la
que resulta mds acorde con los descubrimientos de
la Sicologfa Evolutiva, con la Teor{a de Sistemas,
y con la realidad individual y social que vive el
estudiante.

\ o

A. ASPECTO SICOLOGICO

La Sicologia Evolutiva ha logrado establecer que
los nifios piensan en forma diferente a los adultos
y que la evolucién del pensamiento infantil al pen-
samiento adulto se logra a través de varios perio-
dos sucesivos ordenados, identificados por caracte-
risticas especfficas y diferenciados por el grado de
complejidad vy de generalidad de las estructuras del
pensamiento, propias de cada uno. Los periodos
de la evolucion del pensamiento .son el Sensorio-
motriz, el Preoperacional, el de las Operaciones
Concretas y el de las Operaciones Formales.

El avance y la consolidacion de las etapas o sub-
periodos de cada periodo, asi como la transicion
al siguiente, parecen ocurrir a distintos ritmos en
distintas personas, en distintos ambientes, con res-
pecto a distintos contenidos y como respuesta
a distintas necesidades..

Por consiguiente, un programa de Mateméticas que
procura el desarrollo integral del alumno debe
atender a sus caracter isticas, a sus posibilidades y a
sus necesidades. Si atiende a sus caracteristicas,
se adectia a su forma de pensar y a las capacidades
que le ha permitido desarrollar el medio en que
vive. Si atiende a sus posibilidades, establece metas
cuyo logro supone un progreso siempre renovado
hacia el nivel mds desarrollado del pensamiento
que sigue inmediatamente al nivel en que él se
encuentra, Y si atiende a sus necesidades, constitu-
ye un estimulo constante que hace que el alumno
se desarrolle dfa a dia y adquiera ias habilidades de
razonamiento, cédlculo y simbolizacién que le per-
mitiran desemperiarse con éxito en su medio.

Un primer requisito para conseguir lo anterior es
identificar los periodos y las etapas de desarrollo
mental por los que atraviesan los estudiantes, en
este caso, los estudiantes del Ciclo Bésico. En Co-
lombia puede decirse que los nifios inician la Pri-
maria aproximadamente a los 6 afios y terminan
la Secundaria hacia los 16. Segun Piaget, entre
estas edades el pensamiento, pasa por dos periodos:
el de las operaciones concretasde 7 a 11 afios, v el
de las operaciones formales de 11 a 15 afios.

En nuestro medio apenas se estan realizando estu-
dios exploratorios, que permiten conjeturar que
el desarrollo de las operaciones concretas en los
nifios s/ empieza hacia los siete afios, aunque el
perfodo de adquisicién de las operaciones formales
puede prolongarse hasta los 17 o 18 afios. En ciertos
casos y ambientes el dominio de las operaciones for-
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males no parece ser necesario, para enfrentar las
necesidades inmediatas por lo cual este periodo no
llega a estabilizarse ni siquiera en la edad adulta.®

Pero como condicion para desarrollar el pensamien-
to critico y la capacidad de argumentacién racio-
nal y solida, el maestro sf puede proponerse como
meta apoyar y estimular la adquisicién y consoli-
dacién de las operaciones formales por parte de
sus alumnos.

Vale la pena insistir en que el maestro necesita co-
nocer las caracteristicas del pensamiento de- sus

‘realizar acertadamente su trabajo.

Dada la magnitud vy la profundidad de la obra que
Piaget y su escuela han realizado durante el medio

_siglo que llevan dedicado al estudio de la inteligen-
cia, resulta muy dificil conocer completamente sus
planteamientos y, mds dif{cil aun, tratar de sinteti-
zarlos o de explicarlos en pocas péginas. Sin em-
bargo, dado que la metodologfa propuesta para de-
sarroflar el programa oficial de Matemdticas estd
basada en gran parte en ia Sicologia Evolutiva Pia-
getiana, es preciso intentar un esbozo de varias de
sus ideas. Por ejemplo, es importante mencionar
algunas caracter(sticas del desarrolio intelectuai en
los periodos de operaciones concretas y de opera-
ciones formales.

Una idea bastante general es que los nifios peque-
fios son muy distintos de los.adultos en aspectos
tales como: métodos para conocer la realidad, ideas
sobre el mundo y empleo del lenguaje. Un nifio
tiene una estructura mental diferente a la, de un
adulto y por eso muchas veces, aun cuand%) reali-
cen las mismas acciones o repitan las mismas pala-
bras, pueden pensar cosas muy diferentes. Por
ejemplo, cuando un nifio de menos de 7 afios pasa
un liquido del vaso a un plato, se fija solamente en
los estados inicial y final del liquido y cree que
hay mds {iquido en donde el nivel estd mds alto. Si
el nivel mds alto era el del vaso, dice que por pasar-
lo del vaso al plato se disminuy6 el liquido. Un
nific de 8 afios, por ejemplo, ya sabe que por el
s6lo hecho de pasarlo de un recipiente a otro no
disminuye el l{quido, pero no puede predecir acer-
tadamente cosas que no se cifian a lo que estd vien-
do. Un joven de 14 o 15 afios no tiene problema
con el trasvase del agua y puede hacer conjeturas y

Pre-escolar: Félix Bustos, Ministerio de Educacion

Nacional (MEN); Martha Arango, Centro Internacio-

nal de Educacién {CINDE); Primaria: Araceli de Te-

zanos, Universidad Externado de Colombia; Secun-

daria: Eloisa Vasco, CAFAM; Educacién Especial:

Miguel. de Zubiria, Martha Lucia Pérez, Etti Stiwark,
* Mariela Tobén, Universidad Javeriana.

alumnos, en cada una de estas edades, para poder-

formular hipétesis sobre cosas que no estd viendo,

y finalmente, los adultos pueden pensar que todo
eso es tan facil que no se justifica dedicarle tiempo.

Otro ejemplo: mientras un grupo de adultos puede’
realizar un didlogo o intercambiar diferentes opi-
niones, respetar puntos de vista diferentes, etc., los
nifios de pocos afios realizan mondlogos colectivos,
donde cada uno habla y ninguno escucha. Para
otros nifios hablar entre si puede constituir todo
un descubrimiento porque les permite darse cuenta
de que no todos piensan Jo mismo,

De esta y otras consideraciones se puede concluir
que el educador no puede suponer que lo que es
valido para él, es también vélido para el alumno. Y
si aceptamos que los nifios tienen una estructura
mental diferente de la de los adultos, entonces el
maestro debe estar-atento a la forma como reaccio-
nan los nifios ante lasdistintas actividades y hechos
de cada dia. Algo muy importante que debe tener
en cuenta el educador, es que los nifios, especial-
mente los de menos edad, aprenden a partir de
actividades concretas. El nifio necesita actuar sobre
las cosas para comprenderlas.

Mediante la actividad concreta y la manipulacién
de los objetos el nifio va progresando en su desa-
rrollo intelectual. Por eso en cada perfodo se com-
porta de manera diferente. En los primeros afios
simplemente los manipula, los redne o los separa,
los hace girar, los golpea, etc. Unos afios mds tarde,
no solo los manipula fisicamente, sino que repre-
senta mentalmente operaciones gue se puedan rea-
lizar con esos objetos y en un periodo posterior,
puede representar mentalmente las actuaciones
sobre los objetos, sin necesidad de mirarlos y pue-
de expresar, mediante oraciones, su pensamiento,
sus suposiciones y las consecuencias de las mismas.

Caracter {sticas como esas son las que se tienen en
cuenta para decir que un nifio estd en uno u otro
perfodo de su desarrollo intelectual. Si solamente
logra realizar ciertas manipulaciones coherentes,
se ubica en el periodo preoperacional. Si ademds
de las manipulaciones logra realizar representacio-
nes mentales de acciones organizadas de modo que
una accién puede combinarse con otra, y anularia
o reforzarla, se ubica en el perfodo de las operacio-
nes concretas. Y cuando el joven ademds de todo
lo anterior fogra formular hipétesis sobre objetos
que no estan presentes, predecir conclusiones y
trabajar con proposiciones en lugar de objetos con-
cretos, se ubica en el perfodo de las operaciones

- formales llamado también del pensamiento abs-

tracto o hipotético - deductivo.

En términos generales, puede decirse que cuando
el nifio inicia la Educacién Basica Primaria esta pa-
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sando del periodo preoperacional al de las opera-
ciones concretas y que en los primeros afios de
Educacién Basica Secundaria debe empezar a tener

comportamientos propios del periodo de las opera-
ciones formales.

En cada uno de estos periodos el pensamiento se
caracteriza por su habilidad para realizar ciertas ac-
ciones y por la propensidn a hacer ciertas deduc-
ciones que a los adultos les parecen erréneas, aun-
que sean muy coherentes con la légica predomi-
nante en ese periodo.

En el periodo de las operaciones concretas el pen-
samiento:

1) Adquiere propiedades como la reversibilidad,
la transitividad, la asociatividad.

2) Realiza composiciones.

3) Reconoce transformaciones.

4) Puede realizar operaciones aritméticas (como
la adicién vy la multiplicacion).

5) Realiza mediciones (de longitud, de duracién,
de drea, de masa, de peso, etc.).

6) Establece carrespondencias, clasificaciones y
seriaciones.

Resumiendo las caracter{sticas del pensamiento
operatorio concreto, podemos decir que se caracte-
riza porque:

1} No se detiene en los estados inicial y final de
las cosas o de los objetos, sino que tiene en
cuenta las transformaciones e incluso las ima-
gina.

2} Es reversible; esto es, razona de modo que
mentalmente puede imaginar una accién y
anularla con la accién contraria para regresar
al estado inicial.

3) Posee, en gran parte, las nociones de conserva-
cién. o )

4) No siempre requiere que las acciones que el
nifio realiza sobre los objetos o situaciones, se’
ejecuten ‘‘realmente’, sino que pueden reali-
zarse de manera imaginaria o mental. Por
ejemplo, son operaciones concretas las que
realizan los jugadores de ajedrez cuando frente
al tablero piensan o se imaginan las posibles
jugadas y sus consecuencias, tanto si tocan las
fichas como si no tocan ninguna.

"El nifio de 7 a 11 afios acta como si su principal
tarea fuera organizar y ordenar lo que estd inme-
diatamente presente: la extrapolacién limitada de
este organizar y ordenar hacia lo ‘‘que no est4 all{"’,
es algo que harad cuando sea necesario, pero que es
visto como una actividad restringida de casos espe-
ciales”. (Sicologia, 1978; p. 223).

El periodo siguiente es el de las operaciones forma-
les, llamado también del pensamiento hipotético-
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deductivo. ‘’La propiedad general mds importante
del pensamiento formal, aquella de la cual Piaget
deriva todas las restantes, concierne a la distincion
entre lo real y lo posible. A diferencia del nifio del
periodo de las operaciones concretas, el adolescen-
te, al comenzar la consideracién de un problema,
trata de prever todas las relaciones que podrian
tener validez respecto de los datos y luego intenta
determinar, mediante una combinacién de la expe-
rimentacion vy el andlisis 16gico, cudl de estas rela-
ciones posibles tiene validez real’”. (Sicologia,
1978; p. 224).

En la transicidn de las operaciones concretas a las
operaciones formales se registra un paso inicial e
importante, que equivale a una reorientacién fun-
damental respecto de los problemas cognoscitivos.
El adolescente ya no estd preocupado exclusiva-
mente por organizar aquello que llega de modo di-
recto a sus sentidos; gracias a esa reorientacién,
tiene la capacidad potencial de imaginar todo lo
que podria estar alli y de asegurarse, en mayor me-
dida, de que hallard todo lo que de hecho se en-
cuentra alli.

Esa reorientacién -implica algunas caracter fsticas
del pensamiento formal: ’

El pensamiento formal es fundamentalmente hipo-
tético-deductivo. El adolescente se mueve dentro
del ambito de lo hipotético con mucha mds auda-
cia que el nifio.

El pensamiento formal es, por sobre todo, pensa-
miento proposicional.

Las entidades importantes que manipula el adoles-
cente en su razonamiento ya no son los datos de la
realidad en bruto, sino afirmaciones o enunciados
{proposiciones) que - ““contienen’’ esos datos. El
adolescente también realiza operaciones de primer
orden, {(clasificaciones, seriaciones, corresponden-
cia), pero también hace algo mds, que es precisa-
mente lo .que hace a su pensamiento formal antes
que concreto. Toma los resultados de esas opera-
ciones concretas, los moldea en la forma de propo-
siciones, y luego sigue operando con ellos. Es decir,
establece diversos tipos de vinculos légicos entre
ellos,

Las operaciones formales son, pues, operaciones
realizadas sobre los resultados de operaciones (con-
cretas) anteriores y sobre las operaciones mismas
tomadas ahora como objeto de las nuevas opera-
ciones ("‘operaciones de segundo orden’’).

Estas ideas sobre los dos periodos finales de! desa-
rrolo, pueden complementarse con otras ideas de
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John H. Flavell, un estudioso de la teorfa Piagetia-
na y que ha sido ampliamente consultado en lo
referente al aspecto sicoldgico de este marco ted-
rico: “El desarrollo intelectual es un- proceso de
organizacion y lo que se organiza son operaciones
activas, intelectuales, su organizacién .en sistemas
con estructura definible es el sine qua non (indis-
pensable) para la ‘‘buena’ cognicién, vale decir,
la cognicion de mayor madurez genética’’. (Sico-
logia, 1978; p. 180).

“El desarrollo ontogénico de estructuras puede
verse como un proceso de aproximaciones sucesi-
vas a una especie de equilibrio, un estado final que
nunca se alcanza por completo. El desarrollo mis-
mo pues, constituye una totalidad con una meta o
ideal que subordina los medios”. (Sicologia, 1978;
p. 67). :

Al maestro no le basta conocer las caracter(sticas
del pensamiento en cada uno de los periodos del
desarrollo. Necesita conocer y emplear estrategias
metodolégicas que produzcan “‘desequilibrios’ o
“‘disonancias - cognitivas’'* motivadoras que propi-
cien el paso de un periode a otro. Hagamos una
breve reflexidn sobre diferentes procesos y tipos
de procesos cuyo desarrollo se puede estimular con
el aprendizaje de las matematicas.

B. TRABAJO CON PROCESOS

Es conveniente insistir en que los procesos que vive
el alumno forman una totalidad, que podriamos
llamar “‘proceso vital’’, ‘‘proceso de desarrollo
integral”, etc. y en que no se debe separar ese pro-
ceso en '‘proceso cognoscitivo”, “’proceso afecti-
vo'' y ''proceso sicomotriz'’, sino solo sefialar
aspectos espec(ficos de un Unico proceso global.

Por més que sea muy delicado tratarlos separada-
mente, los procesos que se han sefialado usualmen-
te en ¢l aprendizaje de las mateméticas provienen
principalmente de la teoria del desarrolio cognos-
citivo de Piaget. Tomemos primero los proce-
sos més importantes en el desarrolio de la aritmé-
tica, que también son claves en el desarrollo de las
ciencias naturales y de las sociales:

a  Procesos dé clasificacién (o de *‘fabricar cla-
“ses’’); es conocido el problema de las clasificacio-
nes “‘funcionales’” o por asociacién, y las "taxoné-
micas’’ o por criterio de pertenencia a una clase.
Estos procesos estdn basados en relaciones de se-
mejanza y relaciones de equivalencia.

b. Procesos de seriacién (o de ‘‘alinear ordenada-
mente objetos’’); entre las seriaciones estd el con-
teo, tanto el meramente verbal como el coordina-
do con objetos y con movimientos ("‘palmoteo’’,
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salto o “salteo’” de baldosas, sefidlamiento o
“dedeo’’ de objetos para contarlos). Se puede sefia-
lar la importancia que tiene el conteo de dos en
dos, de tres en tres, de cinco en cinco, de diez en
diez, etc., empezando de distintos nimeros, para
desarrollar estos procesos de seriacion, asf como
para apoyar los procesos de construccién de las
operaciones aritméticas y de sus algoritmos, del
sistema de numeracién en base diez (o en otras
bases), etc. Los procesos de seriacién son también
muy importantes en las ciencias sociales, sobre
todo para el dominio de las sucesiones temporales
en la historia y de los encajamientos espaciales en
la geografia; en espafiol y literatura para el orden
de ios episodios en una narracién, y en las ciencias
naturales para preparar los procesos de medicion.

¢. La reversibilidad se da primeramente en las.
seriaciones. El desarrollo de la reversibilidad es un
proceso nunca acabado. Se puede sefialar la impor-
tancia del conteo simple en reversa, y del conteo
por saltos en reversa. Es impactante dar un ejem-
plo no numérico: piénsese en la dificultad de bus-
car una palabra en el diccionario o un apellido en
el directorio telefénico cuando uno se pasa mds
alld de la letra inicial respectiva. ¢Qué letra estd
antes de la H? No nos sabemos el orden alfabético
en reversa: tenemos que recomenzar hacia adelante

con “F, G, H, I'", y entonces sf decimos: “Ah! Es
la GI” . :

Poco se ha caido en la cuenta de que esos dos pro-
cesos de clasificacién y seriacién corresponden
principalmente a la interaccién con objetos discre-
tos (que Piaget llama “‘experiencia pre-légica”), y
de que por eso estdn intimamente relacionados
con la aritmética. Hay pues que afiadir los procesos
correspondientes a la interacciéon con el continuo
espacial (que Piaget llama "‘experiencia infra-16gi-
ca”’) relacionados con la exploracion del espacio y
la construccion de la geometria y la medicién.

Estos procesos espaciales desbordan el drea de
matemdticas, y tienen que ver también con el drea
de sociales, especialmente en los aspectos geogra-
ficos y en la representacion espacial de la sucesion
temporal; con el drea de ciencias naturales, especial-
mente en la astronomia, la mecanica, etc.; y con
las dreas de educacion estética y de educacion
fisica.

a. Procesos de ubicacién espacial. Hay un proble-
ma sobre las coordenadas cartesianas y las polares
para la ubicacién de objetos distantes. Otro proble-
ma es el de inclusién de regiones espaciales dentro
de otras; esto es util para la inclusién de ciudades
en departamentos, y de éstos en regiones, paises

y continentes.
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b, Procesos de encontrar un camino para llegar

a un sitio. Aqui también se dificulta a los nifios el
desarrollo de la reversibilidad.

¢. Procesos de representacién de objetos tridi-
mensionales en dos dimensiones, y de reproyec-
cién de objetos tridimensionales a partir de su re-
presentacién en dos dimensiones.. Ver la investiga-
cibn de Germdn Marifio, ’Et dibujo espontdneo y
la concepcién del espacio en el-adulto popular”.
Bogot4: Dimensién Educativa, sin fecha (1986?).

d. Procesos de conservacién de cantidades o
““magnitudes concretas’”’ de una ““magnitud fisica
abstracta’: ’

—Conservacion de longitudes y distancias (el largo
es genéticamente distinto de la distancia: tas longi-
tudes son de lo ““lleno”’, las distancias de lo “vacio’’}.

—Conservacion de voliumenes y capacidades. Pare-
cen ser diferentes las conservaciones de volumenes
de sdlidos granulosos; de sélidos macizos; de séli-
dos maleables, como la plastilina, y de liquidos.
(De nuevo los volimenes son de lo ““lleno”, v las
capacidades de lo ‘vacio’’, por eso a veces las capa-
cidades son llamadas ‘‘volGmenes internos’’ de los
recipientes).

—Conservacion de dreas. Se suele confundir “‘grea’’,
que es un concepto métrico, con “superficie”’, que
es un concepto geométrico; sinembargo, no se con-
funde "“segmento’’ que es un concepto geométrico,

n “longitud”, que es un concepto métrico. La
conservacion de dreas se suele adquirir después de
la de los voltimenes y capacidades, por mds que
matemdticamente pareciera mds natural pasar pri-
mero de una a dos dimensiones (de longitudes a
dreas), y luego de dos a tres (de dreas a volimenes).
{También habria que explorar la diferencia entre
dreas de lo “lleno’’ vy de lo 'vacio’’; parece que no
se da el caso de denominar con palabras diferentes
el drea de lo “lieno’’, como la de un disco, y la de
lo "vacio”, como la de un hueco).

—Conservacién de las duraciones; masas/pesos; am-
plitudes angulares; temperaturas {consideradas por
los nifios en un primer momento como dos dimen-
siones de ‘‘caliente’” y ““frio’’; la temperatura es
dificil de diferenciar del calor en termodindmica);
etc. Nétese que "‘tiempo’ y “‘espacio’’ .no son mag-
nitudes sino estructuraciones mds generales de los
fenémenos.

e. Procesos de medicién. Se trata de imponerle
el conteo, proveniente de lo dlscreto a lo continuo,
para asi asignarle numeros o ‘cuantificarlo’. Ei
proceso comienza con unidades antropocéntricas
para las longitudes y distancias, como el dedo, el

L

geme, la cuarta, el pie, el codo, la brazada, el paso
simple o doble, etc. Cuando fracasa la conmensura-
bilidad directa con la unidad seleccionada, no se
acude a los fraccionarios, sino primero a las parejas
unidad grande - unidad pequefia, con nimeros natu-
rales para ambas: dos cuartas y tres dedos.

f.  Procesos de estimacién aproximada. Es impor-
tante para avanzar en los procesos de medicion
desarrollar la estimacién aproximada (o ‘“‘a ojo"’)
de las longitudes/distancias, 4reas, volimenes/capa-
cidades, duraciones, masas/pesos, amplitudes angu-
lares, temperaturas, etc. '

Procesos L6§ieo-Formalos

Respecto del pensamiento formal, se podrian des-
glosar todos o algunos de los siguientes aspectos o
sub-procesos del desarroilo del pensamiento en los
nifios y jévenes.

a. Procesos de abstraccién emp/rica (por regula-
ridad de caracter (sticas comunes a objetos, y olvi-
do de las caracteristicas que son diferentes).

b. Procesos de abstraccién reflexionante {por
regularidad de acciones y deteccién de los esque-
mas que se repiteny).

¢. Procesos de manejo proposicional (las 16
conectivas binarias y el grupo INRC, procesos de
manejo de condicionales y el grupo I KRC; procesos
de manejo de cuantificadores y el grupo INAC. Al
respecto recomendamos consultar ‘‘Dos nuevos
grupos piagetianos en la ldgica elemental’’. Revista
de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas,
Fisicas y Naturales, 17, n. 64 (1989), pp. 29-36).

d. Procesos de inferencia hipotético-deductiva.
e, Procesos combinatorios.

f. Procesos de estimacién cualitativa y precision
cuantitativa de las probabilidades.

g. Procesos de ahélisis y de sintesis.

En cuanto a los procesos de resolucion de proble-
mas, con la debida referencia al proceso global de
desarrollo de cada estudiante, se pueden desglosar
los siguientes aspectos 0 sub-procesos relacionados
con la resolucién de problemas, y que pueden ser
apoyados espec(ficamente a través de actividades
que contribuyan a su desarrollo; empecemos con
dos procesos piagetianos:

a Procesos de aislamiento de var/ab/es (en pro-

blemas fisicos).
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b. Procesos de captacién de correlacién y de pro-
porcionalidad.

Qtros procesos relacionados con la solucién de
problemas podrian ser:

¢. Procesos de previsién y anticipacién de difi-
cultades, peligros, etc.

d. Procesos de representacién imaginativa o dia-
gramada de situaciones de la vida real.

e. Procesos de formulacién de hipétesis.

f.  Procesos de experimentacién o puesta a prue-
ba de hipétesis.

h. Procesos de generacion de caminos de solu-
cion.

i.  Procesos de evaluacién de los posibles caminos
y de decisién por el camino mds prometedor.

J. Procesos de busqueda de soluciones por el
camino elegido. ' '

k.  Procesos de verificacién de soluciones.

Procesos Metacognitivos.
a.  Procesos de fijacién conciente de la atencién.

b. Procesos de apreciacién e incremento de la
propia motivacién para la tarea.

¢. Procesos de planeacién.

d. Procesos de activacién simultinea de procesa-
dores mentales.

e. Procesas de auto-monitoria ('‘mirar por enci-
ma de su propio hombro’’ en frase de David Per-
kins). La monitoria se refiere a la auto-evaluacion
periddica; a la verificacion de la distribucién y ad-
ministracion del tiempo disponible; a la perseve-
rancia en la tarea; a la flexibilizacién para salir de
rutinas poco promisorias, etc.

C. TRABAJO CON SISTEMAS

Lo expuesto acerca del enfoque de sistemas y de la
Sicologfa Evolutiva es muy util para orientar el tra-
bajo del maestro en el desarrollo de! programa de
Mateméticas.

Una de las funciones de la metodologfa es la de
- determinar la forma de presentar los contenidos a
los ‘estudiantes. Especificamente en el caso de las
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Matemdticas, los contenidos deben trabajarse
teniendo en cuenta las caracteristicas y la forma de
aprender propias del nifio en cada periodo del
desarrollo. En el Ciclo Bésico, el nifio aprende a
partir de la experimentacién y de la manipulacién
de los objetos.

E! nifio no encuentra los objetos en forma estatica
y aislada. E! nifio se encuentra siempre con siste-
mas. Pero, como se dijo al tratar las ventajas del
enfoque de sistemas, no se pretende que los nifios
durante la Educacién Bésica Primaria aprendan en
abstracto qué es un sistema ni qué estructura tie-
nen los que con mayor frecuencia se trabajan
{como serian las estructuras de grupo y anillo). La
razén es que en los grados 19, 2Q, 39, 49, y aun
59., no poseen los conocimientos necesarios para
entender lo que es un grupo o anillo. Es el maestro
quien debe saber, en cada caso, con cudl sistema
estan trabajando los estudiantes; as{ podra orien-
tarlos para que lleguen a conclusiones vélidas den-
tro de la situacidn que estdn trabajando y para que
cuando se encuentren ante otra situacién nueva,
no le apliguen. irreflexivamente las mismas conclu-
siones, sino que la analicen para ver en gué se pa-
rece y en qué se diferencia de la situacidn ya cono-
cida. '

El maestro acompafia al estudiante para que vaya
adquiriendo conceptos que en la secundaria le per-
mitirdn estudiar mds rigurosamente los sistemas vy
sus estructuras,

Tenemos, por ejemplo, el caso de un sistema for-
mado por subconjuntos de un conjunto referencial
(tapas de gaseosa). El nifio de 6 o 7 afios no tiene
la nocion abstracta de conjunto. Se encuentra con
una coleccidon de tapas que forman una figura o
agrupacién visual. "“Esa primera nocion de colec-
cion figural que desarrolla el nifio, es la de un sis-
tema de objetos con sus relaciones de cercania
espacial, en el contexto de la posibilidad de reunir-

“los o separarlos manualmente. No hay, pues, colec-

ciones de un solo elemento y mucho menos colec-
ciones vacias.

La nocién de coleccidn no figural que se va desarro-
llando poco a poco, es también la de un sistema de
objetos capaces de una descripcion comin. Todavia
aparecen las relaciones de cercania, pero empiezan
a predominar las relaciones de semejanza, en el
contexto de la posibilidad de manipular, comparar,
superponer, agregar y retirar objetos’’. {Concepto
1980). ’

So6lo mds tarde, hacia los doce, catorce o dieciseis
anos, se independiza el nifio de las colecciones fi-
gurales y no figurales y maneja un sistema con in-
clusiones, uniones e intersecciones. Asi llega al
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concepto abstracto de conjunto y al de los sistemas
formados por ellos con sus operaciones y relacio-
nes. Este progreso puede permitirlé pensar en con-
juntos vacfos, en conjuntos de un solo elemento,
y distinguir un elemento aislado del conjunto for-
mado por ese (nico elemento. Pero esa es una ad-
quisicién tardfa. Por eso, no hace falta darle al
nifio de primaria definiciones de sistema, ni de
conjunto, ni de la estructura de semigrupo o de
algebra de Boole. Pero si es conveniente que el
maestro sepa que los subconjuntos-de ese referen-

po { P(T), U), con la interseccién también, y con
la unién, la interseccién y el complemento forman
un 3lgebra de Boole (P (T), U, N,).

El enfoque de sistemas permite estudiar articulada-

consideramos que la ldgica, los conjuntos, las rela-
ciones, las operaciones y las estructuras sean cinco
regiones de las Matemdticas-que puedan ser ensefia-
das. sucesivamente y como temas completos y con-
sistentes entre sf. Nos parece que ellos deben apa-
recer conjunta y unificadamente-como un lenguaje
que permite no sélo expresar mds precisamente las
situaciones de la vida real, sino también compren-
deria. mds profundamente’’ (Légica 1976; p. 100).

En particular, el profesor debe preparar su. clase
estudiando cuidadosamente el sistema que va a
presentar a sus alumnos. No todo lo que sepa e
investigue sobre ese sistema se deberd explicar a los
alumnos v, especialmente, se evitard dar palabras
y definiciones abstractas, explicitar estructuras
formales, o ensefiar demasiados s{mbolos. Para
orientacién del profesor y para estructurar la pre-

preguntas:

— {¢Cudles son los objetos con los que estamos
trabajando?

— {Qué simbolos utlllzamos para representar
esos objetos? v

~ {COmo se agrupan esos objetos en conjuntos?

— ¢{Qué simbolos utilizamos para representar
esos conjuntos?

— . {Queé operaciones efectuamos con y entre esos
objetos?

— {Qué simbolos utilizamos para. representar
esas operaciones? .~

—~ ¢éQué relaciones descubrimos entre esos ob-
jetos?

— {Qué sfmbolos utilizamos para representar
esas relaciones? _

— ¢Qué sistema estamos estudiando?

— ¢{C6bmo lo representamos?

—  ¢Qué estructura tiene este sistema?

— ¢éCémo explicitamos simbdlicamente esa es-
tructura?

cial de tapas, T, con la unién, forman un semigru-

mente las diversas ramas de las Matematicas; ‘'no -

sentacién del materlal podran servir las siguientes .

Estas doce preguntas aclaran la situacién de cual-
quier célculo matemdtico, desde el célculo aritmé-
tico con ndmeros naturales, o el clculo Iégico con
proposiciones, el cdlculo de clases con los conjuntos
como objetos, hasta el cdlculo por antonomasia o
por excelencia: el cdlculo diferencial e integral en
8l cual los objetos son las funciones reales, o tam-
bién, el célculo geométrico sobre puntos, rectas,
ecuaciones, 0 vectores.

Estas preguntas son perfectamente generales para
todo tipo de descripcién matemdtica y hasta para
cualquier tipo de descripcién cientffica que qu1era
ser rigurosa.

En particular, para el estudio de la l6gica, todas
estas preguntas deben estar activas desde ‘el co-
mienzo. “Recuérdese que los objetos son las pro-
posiciones y las operaciones son la negaci6n y las
diez conectivas binarias. Para el estudio de las co-
nectivas, recomendamos la utilizacion de los juegos
légicos al estilo de Dienes-Golding, Papy, etc., por
coincidir con el enfoque que busca familiarizar at
estudiante con una situacion real hasta llegar a su
normal formalizacién o matematizacion’'. (Légica,
1976; pp. 100-101). '

Este paso de las situaciones reales y concretas a la
matematizacién conceptual y a algun tipo de for-
malizacién, asi sea una simple simbolizacidn, no es
exclusivo de la l6gica. Se trae este ejemplo porque
las situaciones del lenguaje ordinario, tanto e! de
tipo declarativo, formado por proposiciones, como
el de tipo imperativo, formado por instrucciones,
presentan suficientes regularidades para servir de
sistemas concretos, de los cuales puede construirse
un sistema conceptual, el cual a su vez puede ser
simbolizado con palabras, con simbolos, con cir-
cuitos, etc. La Gltima formalizacién simbdlica, con
definiciones, axiomas y teoremas, puede esperar al
102 y 11Qgrado, 0 a la Universidad; en la Educacién
Basica es suficiente una minima simbolizacién, asf
sea s6lo verbal y a lo. mas con algunos sfmbolos
que sirven de '‘taquigraffas’’ de las expresiones ver-
bales, para que esta simbolizacién ayude a manejar
los sistemas conceptuales, no para estorbar su
construccion,

La recomendacion fundamental es la de no empe-
zar por los sistemas simbdlicos para tratar de que
el alumno construya los sistemas conceptuales,
sino comenzar por los sistemas concretos que él
maneja, asf el profesor los considere. muy elemen-
tales, empfricos y pre-matemdticos, para que a
través de la familiaridad con las regularidades de
€sos sistemas concretos_vaya construyendo el siste-
ma conceptual respectivo; una véz iniciada la cons-
truccién.de éste, el mismo alumno puede desarro-
llar sistemas simbdlicos apropiados, aprender ios
usuales y adn traducir de unos sistemas simbélico
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a otros, puesto que ya comprenden lo que quieren
decir. Pero si se fuerza al alumno a manejar un sis-
tema simbdlico sin haber construfdo el sistema
conceptual a partir de los sistemas concretos, ese
sistema simbélico puede bloquear la construccién
del sistema conceptual. La concepcién de los sis-
temas matemdticos que motiva la recomendacion
anterior es la siguiente: cualquier sistema matems-
tico que el profesor vaya a presentar a sus alumnos
puede analizarse como un rayo de luz que pasa por

un prisma: si se observa cuidadosamente, se encon-
traréd que tiene un nucleo central, el que es verda-
deramente importante, que es el respectivo sistema
conceptual. Sobre él, a un nivel superficial, apare-
cen uno o varios sistemas simbdlicos para represen-
tar ese Unico sistema conceptual. Y bajo el sistema
conceptual, a un nivel profundo, casi diriamos
arcaico, aparecen uno o varios sistemas concretos,
de cuyas regularidades es posible construir el mis-
mo sistema conceptual. (Ver cuadro No. 6).

CUADRO No. 6
UN DOBLE ANALISIS DE SISTEMAS

SISTEMA
MATEMATICO

—

u :

Sistemas Simbélicos

Y,

cernos fos sistemas simbolicos: no se puede impri-
mir otra cosa ‘que palabras, sfmbolos y gréficas,
Por eso es fécil creer que el verdadero sistema ma-
-teméatico es el sistema simbdlico, y asf traté de ha-
cerlo creer la filosof{a formalista de las matemdticas.
Un buen matemdtico puede reconstruir el sistema
conceptual a partir del sistema simbolico, pero los
nifios y jovenes mas bien pueden experimentario
cemo un obstdculo para llegar al sistema concep-
tual. Etlos tienen una manera mucho més natural
de construir el sistema conceptual: jugando con
sistemas concretos que lleven a esa construccion.
Tarea importante del profesor es la de identificar
esos sistemas concretos, ojald de entre los sistemas

y en su edad especfficas, para organizar actividades
de juego, de ejercicio, de comparacién, que hagan
resaltar las regularidades que van a permitir la
construccién conceptual respectiva.

S

Desafortunadamente, los libros sélo pueden ofre-

que sean familiares para el alumno en su cultura

.Por ejemplo, con las colecciones figurales y no
figurales de dos 0 mds objetos puede organizarse
una serie de juegos que lleven al sistema conceptual
de los numeros naturales, resaltando las ordena-
ciones o seriaciones internas de cada coleccién y
las clasificaciones en colecciones iguales de nume-
rosas; la simbolizacién con palabras, palitos, cifras
indo-ardbigas o romanas vendra después. Pero los
mismos “juegos de colecciones pueden servir para
resaltar otras operaciones manuales como reunir y
separar, y otras relaciones como las de inclusion
y disyuncién, para permitir una construccién de
un primer sistema conceptual de tipo conjuntista,
asl no se simbolicen formalmente esas operaciories
y relaciones.

Sistemas concretos como los de avanzar o retroce-
der por las calles de la ciudad, observar subidas o
bajadas de temperatura en un termémetro, o jugar
con consignaciones y retiros de una caja de ahorros,
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son la base para la construccién del sistema con-
ceptual de los niUmeros enteros con las operaciones
de adicién y sustraccidén, y las relaciones de orden
aditivo. Obsérvese que las calles mismas, o el ter-
moémetro, o el estado de cuenta, no son buenos
modelos para el sistema conceptual: son los siste-
mas activos mencionados los que sirven de sistemas
concretos. para la construccién dei sistema concep-
tual de los enteros como operadores activos, en los
gue la adicién aparece como una mera composi-
cién o aplicacién sucesiva de operadores. En la
misma forma se aprovechan sistemas concretos
conocidos por el alumno, como el de vueltas y
fracciones de vuelta, el de los metros o pulgadas y
fracciones de las mismas unidades, el de los litros o
galones y fracciones de los mismos, para construir
el sistema conceptual de los fraccionarios como
‘operadores reductores o ampliadores sobre magni-
tudes. Los simbolismos vienen después: ia mitad,
1/2, 0.5 o el 50% nos muestran cuatro simbolos
posibles para el. mismo concepto. Nétese que no
hace falta ““dividir .un todo en partes’’ ni utilizar
rectdngulos o ponqués para dividirlos en partes de
dreas iguales, entre otras cosas, porque este sistema
concreto es el mds dificil para los nifios de 6a 9
afios. También podrfa utilizarse, si se estd seguro
de ‘que los nifios tienen suficiente familiaridad y
dominio del mismo, pero se recomienda no empe-
zar por este sistema concreto, sino por el de los
operadores o transformadores mentales que agran-
dan o achican las magnitudes.

En los ejemplos anteriores puede observarse que
siempre hay unos objetos o elementos de cierto
conjunto sobre el que estd montado el sistema res-
pectivo, unos operadores o transformadores acti-
vos que ectlian sobre esos objetos, y unas relacio-
nes o correspondencias entre elios.

Este segundo andlisis de cada sistema, asi sea con-
creto, conceptual o simb6lico en estos tres aspec-
tos: elementos, operadores y relaciones, se repre-
senta en el Cuadro No. 6 con los pequefios prismas
de la derecha. A diferencia de un rayo monocro-
mético que no se vuelve a descomponer si se pasa
por un segundo prisma, en nuestra analogia cada
tipo de sistemas s{ se descompone de nuevo en tres
franjas o aspectos:

— El aspecto “"material’’ de los elementos u ob-
jetos que forman el conjunto subyacente al
sistema.

— El aspecto '‘dinamico’’ de los operadores o
transformadores.

— El aspecto “‘estdtico’’ o "‘estructural’’ de las
relaciones que configuran el sistema.

28

Lo ideal, en cuanto a metodologla se refiere, es
que el maestro organice las actividades de aprendi-
zaje-de modo que el estudiante se enfrente siem-
pre con problemas apropiados para la etapa en-que
se encuentra, 0 sea aquellos que presentan situa-
ciones propicias para et desarrollo de las estructu-
ras de la etapa inmediatamente siguiente. La mani-
pulacién de objetos permite apreciar qué acciones
son capaces de hacer los nifios con ellos vy, a partir
de allf, disefiar actividades pedagégicas para llevar-
los a imaginar acciones posibles sobre ellos vy
prever los efectos de éstas. Conviene organizar el
trabajo escolar de modo que el estudiante pueda °
ir superando progresivamente las etapas del apren-
dizaje de las Mateméticas propuestas por Zoltan
P. Dienes. Es muy acorde con la teoria de Piaget
permitir el juego libre y el juego estructurado du-
rante un tiempo suficiente para la familiarizacién
con las operaciones y las relaciones, y para la inte-
riorizacién y reversibilizaciéon de las acciones con- -
cretas sobre los sistemas que inventa el nifio.

Pero “'sistema concreto” no se identifica necesa-
riamente con ‘‘material concreto’’.-Ef material es
a lo mds lo correspondiente a los objetos del siste-
ma concreto, mientras que lo mds importante, las
operaciones y relaciones no son objetos materiales.
Ademds, a medida que progresan las construccio-
nes imaginativas y abstractas de los alumnos, “‘con-
creto’’ debe entenderse mds como “‘familiar’ que
como ‘‘material”. )

Lo que para un alumno de primaria es muy abs-
tracto, como los fraccionarios puede ya haberse
vuelto concreto para el alumno de 102 grado. Y
lo que para é! es alin muy abstracto, como las fun-
ciones reales, es el sistema concreto para el estudio
del andlisis funcional en la universidad.

Una de las metas que puede proponerse el maestro
es la de proporcionar tantas oportunidades de
jugar con ciertos sistemas importantes desde distin-
tos puntos de vista, que se vuelvan concretos y
familiares para el alumno, y sirvan asi de punto de
partida para la construccidon de nuevos sistemas
conceptuales.

Asi como en el andlisis del sistema a través de! pri-
mer prisma lo mas importante y central era el siste-
ma conceptual, en este segundo analisis lo m4s im-
portante y central en cada sistema es la dindmica
conformada por los operadores o transformadores.

Esta prioridad a lo activo y operatorio sobre los
elementos vy las relaciones es lo que hemos Hamado
el enfoque de operadores’’. '

‘En los ejemplos anteriores los operadores binarios

de unién e interseccién y el operador unario de

/
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complementacién conforman la dindmica de un
sistema conjuntista; los enteros positivos y nega-
tivos aparecen como operadores activos sobre
otros sistemas, y aparecen también operadores
unarios que acttan sobre los enteros, como el cam-
bio de signo, ademds de los operadores binarios ya
conocidos; los fraccionarios aparecen primero
como operadores mentales que achican o agrandan
las magnitudes, y luego se organizan en sistemas
que a su vez tienen operadores unarios como el
opuesto © el reciproco, y binarios como la adicién,
sustraccion, multiplicacidn y division, etc.

La atencién prioritaria a los operadores o transfor-
madores, a los aspectos activos y dindmicos de los
sistemas, son mds acordes con la actividad del
alumno, y con la manera como en la historia va
progresando la construccién de nuevos sistemas
matemdticos.

Tratar de captar esos aspectos dindmicos Y activos,
de construir nuevos. objetos matemdticos a partir
de los operadores que reflejan la préctica, es lo que
pretende el enfoque de operadores.

En un grupo escolar puede suceder que el desem-
pefio de los estudiantes refleje grados diferentes de
su desarrollo cognoscitivo; que algunos reflejen
una mezcla de estructuras (propias del periodo an-
terior al que se supone que les corresponde por su
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edad), organizadas pero inadecuadas; que Otros
presentan ya el uso vacilante y esporidico de es-
tructuras nuevas que aun no se han organizado por
completo; y que otros reflejen una mayor organi-
zacién y estructuracién del pensamiento. El maes-
tro debe tratar de detectar esas diferencias, que, en
la mayor(a de los casos, pueden ser perfectamente
explicables, ya que si bien los perfodos y las etapas
del desarrollo se suceden en un orden riguroso, no
s presentan en todas las personas a la misma edad
cronolégica. En ese caso, no es preciso exigir a
todos el mismo nivel de desempefio intelectual,
sino tratar de que cada uno llegue al dominio de
las estructuras del nivel en que se encuentra y pre-
sentarle situaciones en las que se pueda empezar
a generar un avance al nivel siguiente. Ese avance
s6lo comenzard cuando la maduracién neuronal y
el -procesamiento mds 0 menos consciente de la
informacion ya adquirida, lo permitan, y el apoyo
de los compafieros y de los aduitos lo estimulen.

Una actitud permanente de busqueda, de observa-
cién, de andlisis de las respuestas de los estudian-
tes, de las dificultades que encuentran, puede dar
al maestro criterios y pautas para mejorar el pro-
grama, para adecuarlo al medio; en una palabra,
para lograr que sea lo que debe ser: un instrumen-
to que favorezca el desarrollo integral de los edu-
candos y que los prepare en la vida para la vida.




Anexo

¢SON LAS MATEMATICAS UNA CREACION DE LA MENTE HUMANA?

Una invitacion a explicitar la concepcion
matemdética que orienta nuestra accion
pedagbgj en esta area del conocimiento.

1. ¢PARA QUE ESTA LECTURA?

Uno de los factores determinantes de la metodolo-
gfa aplicada tanmto para ensefiar como para apren-
der una ciencia es la idea que cada uno tiene de
lo que es esa ciencia.

En el caso de Matemdticas hay diversas corrientes:
una que considera que ellas existen independiente-
mente de nosotros, otra que afirma gque son
creadas por algunos cerebros o grupos privilegia-
dos, otra que piensa que son fruto espontaneo de
las elaboraciones que la mente humana realiza v,
finalmente, otra que considera que son una crea-
cion de la mente humana y que esa creacién se
realiza mediante procesos que deben darse en cada
cerebro y en cada grupo. '

Cada una de esas formas de ‘‘concebir” las Mate-
mdticas determina una actitud y un método espe-
cifico para acercarse a ellas, para ensefiarlas y para
aprenderlas,

De ah{ la importancia y la necesidad de que maes-
tros y alumnos analicemos cudl es nuestra posicion
al respecto. Tal vez eso nos ayude a entender por
qué estamos dispuestos a revisar nuestros métodos
pedagdgicos o por qué queremos conservar ios
gue tenemos,

Esta lectura es ante todo una invitacién para que
los profesores tratemos este tema, para que refres-
kquemos nuestros conocimientos al respecto, y
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" pretende agotar el tema, por eso son valiosos-los

naturaleza de las Matemdticas; es decir, sobre si las

especialmente, para que nos cuestionemos sobre la
coherencia entre la concepcion que tenemos de las
Matemidticas y las teorias sobre Pedagogia Activa y
Psicologfa Cognitiva con las cuales decimos estar
de acuerdo. Una vez hecho esto entre los profeso-
res se puede ir suscitando la misma reflexién entre
los alumnos.

Como material para la discusién, la lectura incluye
una sfintesis muy apretada de cinco corrientes
sobre los Fundamentos de las Matematicas. No se

aportes de cada uno y los gue se obtengan en lec-
turas complementarias. Se incluye, al final, la
bibliografia consultada.

2. CORRIENTES SOBRE LOS
FUNDAMENTO DE LAS MATEMATICAS

La historia da cuenta de siglos y siglos de diversas
posiciones y discusiones sobre el origen y ia

Matemdticas existen fuera de la mente humana o si
son una creacidn suya; si son exactas e infalibles o
sin son falibles, corregibles, evolutivas y provistas
de significado como las demds ciencias.

2.1 El Platonismo

Considera las Matemadticas como un sistema de
verdades que han existido desde siempre e inde-
pendientemente del hombre. La tarea del matems-
tico es descubrir esas verdades matemdticas, ya que
en cierto sentido estd “sometido’ a ellas y las tiene
que obeceder. Por ejemplo, si construfmos un
tridngulo de catetos ¢, d y de hipotenusa h, enton-
ces irremediablemente encontraremos que:

h® =c* +d%.




El Platonismo reconoce que las figuras geométri-
cas, las operaciones y las relaciones aritméticas nos
resultan en alguna forma misteriosas; que tienen
propiedades que descubrimos s6lo a costa de un
gran esfuerzo; que tienen otras que nos esforzamos
por descubrir pero no lo conseguimos, y que tie-
nen otras que ni siquiera sospechamos, ya que las
Matemadticas trascienden la mente humana, v exis-
ten fuera de ella como una “realidad ideal” inde-
pendiente de nuestra actividad creadora y de nues-
tros conocimientos previos.

éCuantos de nuestros profesores y cudntos de
nuestros alumnos pertenecerén, sin proponérselo y
mds aln sin saberlo, al Platonismo? {Cudles impli-

caciones favorables y cudles desfavorables se pue- -

den -originar en esa situacién? {Cudl seria, para la
corriente del Platonismo, un concepto de Peda-
gogia Activa coherente con su posicion filosofica?

2.2 Ei Logicismo

Esta corriente de pensamiento considera que las
Matemdticas son una rama de la Légica, con vida
propia, pero con el mismo origen y método, y que
son parte de-una disciplina universal que regiria
todas las formas de argumentacién. Propone defi-
nir los conceptos matematicos mediante términos
l6gicos y reducir, los teoremas de las Matemdticas
a teoremas de la Légica, mediante el empleo de de-
ducciones l6gicas.

Prueba de lo anterior son afirmaciones como "‘La

Logica Matemdtica es una ciencia que es anterior’

a las demds, y que contiene las ideas vy los princi-
pios en que se basan todas las ciencias’’, (DOU,

1970, p. 59), atribufda a Kurt Godel (1906) y

que coincide, en gran medida, con el pensamiento
aristotélico y con el de la escolastica medieval.

-Claro que hay- que tener en cuenta que para los

antiguos, fa Ldgica era mds un arte que-una cien-
cia: un arte que cultiva la manera de operar vali-
damente con conceptos y proposiciones; un
juego de preguntas y respuestas; un pasatiempo in-
telectual, que se realizaba en la Academia de Pla-
t6n vy en el Liceo de Aristételes, en el que los con-
tendientes se enfrentaban entre si mientras el
publico aplaudia los ataques y las respuestas.

Esta corriente reconoce la. existencia de dos Légi-

cas que se excluyen mutuamente: la deductiva y la
inductiva. La deductiva busca la coherencia de las
ideas entre sf; parte de premisas generales para
Hlegar a conclusiones especf(ficas. La inductiva pro-
cura.la coherencia de las ideas con el mundo real;
parte de observaciones especificas para llegar a
conclusiones generales, siempre provisorias, que va
refinando a través de experiencias y contrastacio-
nesemplricas, C
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Una de las tareas fundamentales del Logicismo es
la “logificacién’’ de las Matemdticas, es decir, la
reduccién de los conceptos mateméticos a los con-
ceptos ldgicos. El primer paso fue la reduccién o
logificacion del concepto de ndamero. En este
campo se destaca el trabajo de Gottlob Frege
{1848-1925) quien afirma . . . espero haber hecho
probable que las leyes aritméticas son juicios
analfticos y por tanto a priori. Segin ello, la arit-
mética no serfa mds que una ldgica més desarrolla-
da; todo teorema aritmético serfa una ley l6gica
aunque derivada. Las aplicaciones de la aritmética
a la explicacion de los fendmenos naturales serfa
un tratamiento l6gico de los hechos observados;
computacién serfa inferencia. Las leyes numéricas
no necesitan, como pretende Baumann, una confir-
macion -prictica para que sean aplicables al mundo
externo; puesto que en el mundo externo, la totali-
dad del espacio y su contenido, no hay conceptos,

" ni propiedades de conceptos, ni numeros. Por

tanto las leyes numéricas no son en realidad apli-
cables al mundo externo: no son leyes de la natu-
raleza. Son, sin embargo, aplicables a los juicios,
los cuales son en verdad cosas de la naturaleza:
son leyes de las leyes de la naturaleza. . .”” (DOU,
1970, p. 62-63).

Frege hizo grandes aportes a lo que hoy conoce-
mos como Ldgica Matemitica: célculo proposicio-
nal, reglas para el emp‘leq de los cuantificadores
universal y.existencial, y el anélisis I6gico del mé-
todo de prueba de induccién matemdtica.

E! Logicismo, lo mismo que otras teorias sobre
fundamentos de las Matemdticas, tiene que afron-
tar el delicado reto de evitar caer en las paradojas,
sin que haya conseguido una solucion plenamente
satisfactoria, después de un siglo de discusiones y
propuestas alternativas. Entre los problemas que
reaparecen en la discusiéon sobre filosofia de las
matemdticas, estd el de la logificacién o aritmeti-
zacién del continuo de los nOmeros reales: ¢Se
puede entender lo continuo (los reales) a partir
de lo discreto (aritmética de los naturales)?

¢Cudl es, como docentes 0 como estudiantes, nues-
tra posicion frente a esta forma de concebir las
Matemdticas v la Légica?

2.3 El Formalismo

Reconoce ‘que las Mateméticas son una crea-
cién de la mente humana y considera que consis-
ten solamente-en axiomas, definiciones y teoremas
como expresiones formales que se ensamblan a
partir de simbolos, que son maripulados.o combi-
nados de acuerdo con ciertas reglas o convenios
preestablecidos. Para el formalista las Mateméticas
comienzan con la inscripcion de simbolos en el
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papel; la verdad de la matematica formalista radica
en la mente humana pero no en las construcciones
que ella realiza internamente, sino en la coherencia
con las reglas del juego simbdlico respectivo. En la
actividad matemdtica, una vez fijados los términos
iniciales y sus relaciones bdsicas, ya no se admite
nada impreciso u oscuro; todo tiene que ser per-
fecto y bien definido. -Las demostraciones tienen
que ser rigurosas, basadas Gnicamente en las reglas
de! juego deductivo respectivo e independientes de
las imdgenes que asociemos con los términos. y las
relaciones,

¢Qué tanto énfasis formalista hay en ia educacion
matemdtica en nuestros establecimientos educati-
vos? ¢Qué actitud produce este tratamiento forma-
lista en la mayorfa de nuestros alumnos? ¢(Qué
piensan ellos sobre esto? ¢Qué clase de implicacio-
nes tiene este hecho en el desarrolio integral y
pleno de los estudiantes?

2.4 El Intuicionismo

Considera las Matemdticas como el fruto de ela-
boraciones que hace la mente a partir de lo que
percibe a través de los sentidos y también como el
estudio de esas construcciones mentales: cuyo
origen o comienzo puede identificarse con la
construccién de los nimeros naturales.

Puede decirse que toda la Matemdtica Griega, y en
particular, la Aritmética, es espontaneamente
intuicionista, y que la manera como Kant concebia
la Aritmética y la Geometria es fundamentalmente
intuicionista, por mds que el Intuicionismo como
escuela de filosofia de las matematicas se haya
conformado s6lo a comienzos del siglo XX.

El principio bdsico del Intuicionismo es que las
Matemadticas se pueden construir; que han de partir
de lo intuitivamente dado, de lo finito, y que sélo
existe lo que en ellas haya sido construido mental-
mente con ayuda de la intuicion.

El fundador del Intuicionismo moderno es Luitzen
Brouwer (1881-1968), quien considera que en Ma-
tematicas la idea: de existencia es sin6nimo de
constructibilidad y que la idea de verdad es sinéni-
mo de demostrabilidad. Segan lo anterior, decir de
un enunciado matemdtico que es verdadero equi-
vale a afirmar que tenemos una prueba construc-
tiva de éi. De modo similar, afirmar de un enuncia-
do matematico que es falso significa que si supo-
mos que el enunciado es verdadero tenemos una
prueba constructiva de que caemos en una con-
tradiccion como que el uno es el mismo dos.

Conviene aclarar que el Intuicionismo no se ocupa
de estudiar ni de descubrir las formas como se
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realizan en la mente las construcciones y las intui-
ciones matemdticas, sino que supone que cada per-
sona puede hacerse consciente de esos fendmenos.
La atencién a las formas como ellos ocurren es un
rasgo caracterfstico de otra corriente de los funda-
mentos de las.Matemdticas: el Constructivismo, al
cual nos referimos enseguida.

2.5 El Constructivismo

Estd muy relacionado con el Intuicionismo pues
también considera que las Matemdticas son una
creacion de la mente humana, y que Unicamente
tienen existencia real aquellos objetos matemdti-
cos que pueden ser construfdos-por procedimien-

tos finitos a partir de objetos primitivos. Con las

ideas constructivistas van muy bien algunos plan-
teamientos de Georg Cantor (1845-1918): “La
esencia de las Mateméticas es su libertad. Libertad
para construir; libertad para hacer hipbtesis”.
(DAVIS, HERSH, 1988, p. 290).

El Constructivismo matemdtico es muy coherente
con la Pedagogia Activa y se apoya en la Psicolo-
gia Genética; se interesa por las condiciones en las
cuales la mente realiza la construccién de los con-

. ceptos matematicos, por la forma como los or-

ganiza en estructuras y por la aplicacion que_les
da; todo ello tiene consecuencias inmediatas en el
papel que juega el estudiante en la generacién y
desarrollo de sus conocimientos. No basta con que
el maestro haya hecho las construcciones menta-
les; cada estudiante necesita a su vez realizarlas;
en eso nada ni nadie {o puede reemplazar.

¢En qué medida el trabajo en clase de Matemdticas
tiene ‘un. enfoque constructivista? ¢Qué implica-
ciones se derivan de ese enfoque para el desarrollo
integral de los estudiantes?

¢Qué tanta compatibilidad o incompatibilidad hay
entre las corrientes mencionadas? ¢Qué relacion
tienen con los programas de matemdticas?

Tal vez resulte provechoso para docentes y estu-
diantes hacer una reflexién en torno a este tema de
las filosofias de las matemdticas, y en torno a pre-
guntas como las formuladas. Podria optarse por la
realizacion de mesas redondas con todo el curso o
varios cursos. Una reunién previa de los profesores
de Matemdticas, y una serie de lecturas y discusio-
nes entre colegas, pueden ayudar a que esas mesas
redondas sean mdas fruct(feras, mds animadas, y
més productivas para el cambio de actitud de pro-
fesores y alumnos hacia las Matematicas. j
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3. LOSPROGRAMASDE LA
RENOVACION CURRICULAR
FRENTE A LOS FUNDAMENTOS

. DE LAS MATEMATICAS

Estos programas de Matemdticas comparten am-
pliamente el enfoque constructivista y consideran
que las Matemdticas no se reducen al estudio de
una realidad preexistente e ideal, ni a un juego de
ajedrez con simbolos y férmulas preestablecidas,

~ sino que tienen que ver con las culturas, con las

formas de razonar, con el grado de desarrollo de
las mentes, con las necesidades que experimentan
las personas y los grupos frente a los problemas
que son imposibles de resolver con los conocimien-
tos que se tienen en un momento determinado.
‘Las Matemadticas son una creacién de la mente, una
obra del pensamiento a lo largo de los siglos.

De ahf la importancia del enfoque de operadores
que busca primordialmente estimular la actividad
mental, enfatizar los procesos mds que los resulta-
dos y acentuar los aspectos dindamicos de las Mate-
madticas. De ah( también la importancia del enfo-
que de sistemas que busca ante todo.generar en las
mentes las habilidades necesarias para crear y ma-
nejar nuevos. sistemas, con sus nuevos nimeros u
otros objetos matemdticos, sus operaciones y sus
relaciones internas y externas.

Esa creacion requiere que los nuevos objetos ma-
temdticos sean coherentes con los ya creados para
que no den lugar a contradicciones. Esa busqueda
de coherencia es un reto para el creador del nuevo
sistema, y lo gufa en la construccién y afinacién
de las operaciones y relfaciones que intenta exten-
der de los sistemas antiguos al nuevo que.estd
disefiando.
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Cuando se ha conseguido que los estudiantes, apo-
yados en sistemas concretos, desarrollen operado-
res mentales, construyan algunos sistemas concep-
tuales y los manejen con propiedad y clara concien-
cia de lo que hacen, se ve c6mo en ese proceso se
han ido introduciendo simbolos, proposiciones y
reglas de formalizacion, propios del Logicismo o
del Formalismo, y que en este momento no sola-
mente tienen sentido sino que resultan. necesarios
para acceder a niveles superiores del conocimiento.
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del lenguaje verbal y del simb6lico formal.

Pero las anteriores afirmaciones no constituyen ni
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Consideraciones y recomendaciones generales

ARl

El programa de matematicas para el noveno gra-
do completa la serie de estos programas, pro-
puesto por el Ministerio de Educacién, para los
nueve afios de Educacién Basica.

En este grado se deben evidenciar, de alguna
manera, y acrisolar, cuanto sea posible, los logros
obtenidos durante la Primaria y la Secundaria.
lgualmente importante es el poder detectar, tan
pronto como sea posible, las dificultades que no
se hayan superado y los vacios que hayan que-
dado. Esos elementos de la realidad de cada
grupo de estudiantes, son basicos para que maes-
tros y alumnos, en forma responsable y solidaria,
hagan la adecuacién del programa general, a su
caso especifico.

Los objetivos generales del drea, incluidos en el
Marco General del Programa, deben revisarse
y tenerse también como elementos orientadores
del trabajo en Matematicas para el noveno grado.
Como se indicd en 62, 79, y 89, esos objetivos
son los mas importantes ya que se orientan al
pleno desarrollo humano vy, por consiguiente, a
la educacion integral de los alumnos. En segundo
lugar estan los objetivos generales de nhoveno que
indican lo que es peculiar de los Sistemas Numé-
ricos, Geométricos, Métricos, etc., para este grado.
E! orden en que estan dispuestas las unidades
sugiere que el programa puede ser desarrollado
siguiendo esa secuencia. Pero es necesario tener
presente que simultdneamente se van desarro-
Hlando el lenguaje natural, el lenguaje matema-
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tico y los sistemas légicos conjuntistas operacio-
nales y relacionales.

Un detenido andlisis del Marco de los Progra-
mas, de los objetivos generales del drea y genera-
les del grado permite inferir que el énfasis de la
Renovacion Curricular en Matematicas esta:

— En la transformacion de ia concepcion y de
las practicas metodoldgicas. Se proponen
estrategias para desarrollar habilidades de
pensamiento y procesos de construccién de
los conocimientos.

— En la aplicacion del enfoque de sistemas que
determina una forma de acercamiento a los
temas del drea. Los sistemas se abordan
como totalidades con dinamica y estructuras
propias. Se parte de los sistemas concretos
como basicos para la construccion, organiza-
cion y sistematizacion consciente de los con-
ceptos. Por Gltimo se ilega a los sistemas de
simbolos para expresar, interpretar y tradu-
cir los conceptos que se han construido.

— En la importancia dada al desarrollo de pro-
cesos de pensamiento que permitan rempla-
zar e} aprendizaje mecanico y repetitivo por
el aprender a aprender durante toda la vida.

— En planteamientos y acciones orientadas a
transformar el ambiente de la clase de Mate-
maticas y de las relaciones maestro-alumnos,
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alumnos-alumnos, maestros-programas-alum-
nos, y de todos ellos con la vida.

— En la transformacion de la concepcion y de

las practicas evaluativas. Se trata de emplear

- la evaluacion como un instrumento de auto-

formacién y como fuente de informacion

para comprender y orientar los procesos
individuales y grupales.

Segun todos los aspectos enumerados anterior-
mente el énfasis no estd en el desarrollo de un
gran numero de temas. Muy posiblemente no
se desarrollen todos los temas que tradicional-
mente se incluian en 4Q de bachillerato. Tampo-
co se descartan todos. Se han seleccionado o
agregado los que se consideran bdsicos en la for-
macién humana y académica que se espera de un
estudiante que termina la Educacion Basica y se
enfrenta a otro tipo de estudios o directamente
a la vida en el mundo del trabajo.

Con los programas de la Renovaciéon Curricu-
lar se necesita dar mas tiempo, por lo menos al
principio, para el desarrollo de cada proceso y de
cada tema. Por consiguiente no se puede preten-
der {y no hay que angustiarse por ello) desarro-
llar todos los temas y todas las sugerencias inclui-
dos en los programas. La extension y el detalle
con que han sido disefiados se debe a que los
cambios que se proponen requieren encontrar
nuevas formas de trabajo. De nada serviria afir-
mar que hay que cambiar si no se participa en la
blsqueda de esas nuevas formas de abordar el

Objetivos generales

1. Tomar conciencia y apreciar en forma con-
junta los resultados obtenidos en cuanto a
educaciéon integral, desarrollo del pensa-
miento y formacion matematica en los nueve
afos de Educacion Basica.

2. Participar en y disfrutar la transformacion
positiva del ambiente de trabajo en mate-
maticas.

3. Desarrollar habilidades para construir y apro-
piarse de estrategias que ayuden a formular,
analizar y resolver problemas, de modo que
se logre una comprensién de los conceptos
y una organizacion cada vez mds fundamen-
tada y coherente del pensamiento.

aprendizaje de las Matematicas. Otra razon es la
dificultad para poner en marcha un sistema na-
cional de APOYO A LA FORMACION PERMA-
NENTE DE LOS EDUCADORES. Cuando ese
sistema se haya implementado podria pensarse
que bastarian unos lineamientos generales que
incluyeran el enfoque, la estructura, los objeti-
vos 0 propodsitos generales, una propuesta de los
contenidos y unas sugerencias para la evaluacion.
Las actividades sugeridas en los programas servi-
rian entonces como temas de talleres y jornadas
pedagogicas.

Desde esa perspectiva, tanto los objetivos es-
pecificos como las sugerencias metodoldgicas
tienen el caracter de propuestas que buscan faci-
litar la comprensién y aplicacion del enfoque.
No tienen un caracter de obligatoriedad molesta.
Si algunos profesores han elaborado propuestas
innovadoras mas acertadas, pedagbgicamente ha-
blando, pueden darlas a conocer a sus colegas y
ponerlas en practica en el aula.

La evaluacién como un proceso debe ser perma-
nente y participativa. Se espera que en este
grado sean posibles la evaluacion de cada alumno
por si mismo (autoevaluacién), la evaluacién
conjunta del grupo (coevaluacién) y la evaluacion
que hace el maestro respecto del trabajo de los
alumnos (heteroevaluacion).

El asesor y las programadoras agradecen los
comentarios y las sugerencias encaminadas a me-
jorar esta propuesta.

4. Avanzar en el desarrollo de procesos de infe-
rencia l6gica, de formulacion, experimenta-
cién y puesta a prueba de hipotesis, de
resolucion de problemas, de representacién
imaginativa o dibujada de situaciones, de
fijacion consciente de la atencién, de auto-
monitoria, de auto-evaluacién. . .

5. Vivenciar y analizar las caracteristicas y las
exigencias de una evaluacion que contribuya
a mejorar la educacion y tenga efectos posi-
tivos mas alla de la vida escolar.

6. Desarrollar la composicion de operadores
unarios como operacion béasica del analisis.
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7. Avanzar en la construccién y anélisis de sis-
temas numéricos construidos en el conjunto
de los reales e identificar la estructura de
algunos de ellos.

8. Construir los nimeros complejos a partir de
" varios sistemas concretos e iniciar el estudio
de algunas de sus propiedades.

9. Desarroliar elementos bésicos para la cons-
truccion de espacios vectoriales.

10. Avanzar en el conocimiento de funciones,
ecuaciones y polinomios.

11. Avanzar en la exploracion activa, la compren-
sién, la representacion y el manejo del espa-

CONTENIDOS

cio tridimensional, en la realidad externa y
en la imaginacioén.

12. Construir conceptos I;ésicos sobre sucesiones
y sus aplicaciones.

13. Avanzar en ei estudio de sistemas métricos
referidos a volimenes, pesos y masas.

14. Avanzar en la construccién de las ideas bési-
cas sobre medidas de tendencia central, de
dispersioén y probabilidad.

15. Avanzar en el desarrollo del pensamiento cri-
tico y argumentativo a través del estudio de
distintas formas de razonamiento y métodos
de argumentacion.

FORMAS DE RAZONAMIENTO Y
METODOS DE ARGUMENTACION

— Conjeturas, pruebas y refutaciones

— Métodos de demostracion de conjeturas
. Médoto directo
. Método indirecto
. Métodos de refutacion
. Contraejemplos, reduccion al absurdo.

— Métodos de encontrar demostraciones {mé-
todos heuristicos).

SISTEMAS CON NUMEROS REALES

— Otros operadores reales.

— Diversos empleos de los simbolos en élgebvra.
— Operadores unarios.

— Composicion de operadores como funcion
basica del analisis.

— Estructuras de algunos sistemas con niameros
reales.

— Procesos de formulacion, analisis, critica y
solucion de problemas.

INTRODUCCION A SISTEMAS
CON NUMEROS COMPLEJOS

— Posibilidad de construirlos.
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— Construccién. Diversos enfoques:
raices de algunas ecuaciones de segundo gra-
do, operadores rotores ampliadores o reduc-
tores.

— Coordenadas rotacionales o polares.

FUNCIONES, ECUACIONES Y POLINOMIOS

— Repaso sobre lo visto de funciones y de ecua-
ciones.

. Funcién lineal, funcién idéntica, funcién
opuesta, funcion constante.
. Funciones de grafica lineal y ecuaciones
lineales.
. Funciones cuadraticas y ecuaciones cua-
draticas.
. Solucion de ecuaciones cuadraticas por
factorizacion.
Factor comudn
Cuadrado perfecto de un binomio
Diferencia de cuadrados.

— Funcion chbica y ecuaciones clbicas.

. Solucién de ecuaciones cubicas.

. Cubo perfecto de un binomio.

. Raices reales y raices imaginarias de ecua-
ciones cubicas..

— Funciébn exponencial.

. Comparacion entre el inverso y el recipro-
co de una funcién (problemas de notacion).




or

0-

1).

. Repaso de las propiedades de las funciones:
inyectiva, sobreyectiva, totalmente definida
y biyectiva.

— Polinomios (de una variable) como combina-
ciones de las funciones constante, idéntica,
cuadratica, clibica, etc.

. Operaciones: adicidn, sustraccién, multipli-
cacion y division. -

. Comparacion entre funciones, ecuaciones,
polinomios y gréficas.

SUCESIONES Y SUS APLICACIONES

— Sucesiones finitas.

— Progresiones como sucesiones.

— Sucesiones infinitas.
— Limite de sucesiones.
— Aplicaciones,

. Interés simple

. Interés compuesto
. Decimales infinitos

GEOMETRIA Y MEDICION
— Escala

— Proyecciones

. Proyecciones puntuales: divergentes y con-
vergentes.

. Proyecciones de rayos paralelos: oblicuas y
ortogonales al plano de proyeccién.

Representacion de cuerpos sélidos en el
plano:

. Dibujo de vista Gnica: axonometrias y pers-
pectivas cOnicas.

. Dibujos de vistas multiples.

Planos y cortes

. Cortes del cono recto: conicas

Volumen de sélidos

Capacidad

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Medidas de tendencia central: media, moda,
mediana, cuartiles, deciles y percentiles.

Medidas de dispersion: méximo, minimo,
rango, rango intercuartilico.

Nociones de probabilidad:

. Eventos probables, seguros, imposibles,
igualmente probables.

. Conjunto de casos posibles.

. Conjunto de casos igualmente probables.

. Medicion de la probabilidad de un evento.






Unidad |

FORMAS DE RAZONAMIENTO
Y METODOS DE ARGUMENTACION

Introduccién

Debido al caracter tan general de los sistemas
légicos y a su utilizacion en el tratamiento de
todos los demds sistemas, esta primera unidad
también podria ser la G(ltima del programa de
matemdticas de 99 grado; mds adn, tal vez lo
mds conveniente podria ser que el profesor par-
celara el afio escolar de manera que al menos el
Gltimo mes del curso quedara reservado para tra-
bajar sistematicamente con los alumnos sobre
formas de razonamiento y métodos de argumen-
tacion, ademds de dedicarle algunos periodos
agrupados al comienzo, en la mitad y al fina! del
curso, o distribuidos a lo largo de todo el afio.

En esta unidad no se trata de “ensefiar l6gica ma-
temdtica”, ni de aprender a utilizar los simbolos
de la I6gica formal o memorizar las tablas de ver-
dad. El propo6sito principal de la unidad es mas
bien el de proporcionar a los estudiantes mualti-
ples experiencias positivas y gratificantes que les
hagan sentir, admirar y ejercitar el maravilloso
poder l6gico de su cerebro para lanzar hipotesis,
formular conjeturas, confirmarlas o refutarlas,
argumentar en favor y en contra de una tesis,
realizar inferencias, detectar supuestos ocultos,
demostrar teoremas, generar y transformar infor-
macién en forma rigurosa y extraer de ella otra
informacion no percibible a primera vista.

Este propédsito se logra en forma mucho mds
eficaz si se distribuye el material en todo el
noveno grado, y ojala desde el de octavo, y se
van aprovechando los diversos temas del progra-
ma de matematicas, y ojala de todas las demas
areas.

Hoy mds que nunca, cuando la vida humana
parece no valer nada y la irracionalidad esta de
moda, necesitamos sentirnos. orgullosos de que
somos seres pensantes, racionales y légicos, muy
superiores a los mejores computadores electro-
nicos: tanto es asi, que nosotros somos los que

los disefiamos, fabricamos, programamos y utili-
zamos.

Destruir un cerebro humano es pues el peor
crimen contra Dios, la Humanidad y la Naturale-
za. Entorpecer su desarrollo por la privacion de
proteinas y de estimulos en la infancia, o por el
consumo de drogas y alcchol en la juventud, o
por la manipulacién, ocultacion y tergiversacion
de la informacion en todas las edades, es un delito
que se acerca a ese crimen execrable. En cambio,
los que se preocupan por desarrollar los cerebros
de los nifios y los jovenes, y sobre todo los nifios
y los jovenes que se preocupan por desarrollar
ellos mismos su cerebro, prestan el mejor servi-
cio a la patria y la mejor inversion para el futuro.

Contribuir al desarrollo de! pensamiento for-
mal, de la argumentacion lbgica, del espiritu
critico, del dialogo racional y civilizado, es pues
una meta imprescindible de la educacion, y los
profesores de matematicas podemos hacer un
aporte insustituible para acercarnos a esa meta.
Por supuesto que tan elevado proposito no
puede cumplirse en una unidad, ni en un drea, ni
en un grado.-Es una tarea permanente de la edu-
cacion en todos los grados y un desafio continuo
para los profesores de todas las areas, pero muy
en particular para el profesor de matematicas en
los grados superiores. Esta unidad sobre formas
de razonamiento y métodos de argumentacién
tampoco puede pues pretender lograr sus objeti-
vos en un s6lo mes al comienzo o al final del
curso. Pero como se dijo al comienzo, si puede
ser mas efectiva si se deja como una sintesis final
de algo que ha ido ocurriendo a lo largo de las
demas unidades del curso, porque todas las uni-
dades del programa de mateméticas de 99 grado
se prestan en diversas formas a este tipo de “gim-
nasia mental’ para el desarrollo del pensamiento
légico.
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En el estudio de los sistemas numéricos cons-
truidos con los racionales, los reales y los com-
plejos, las oportunidades de conjeturar, inferir,
argumentar, demostrar y refutar son muy fre-
cuentes. La construccion de los irracionales es ya
una hazafia de la razén, que supera los resultados
de todos los experimentos empiricos, en los que
dos segmentos trazados en el papel o construi-
dos como bordes de cartulinas, maderas y plas-
ticos, siempre resultan conmensurables tras la
seleccion de una apropiada unidad de longitud
suficientemente pequefia. S6lo la logica rigurosa
y la comprensién del esquema de demostracion
por el absurdo permiten rechazar la hipdtesis de
la conmensurabilidad y sorprenderse como los
pitagoéricos ante la existencia de longitudes
inconmensurables (ver por ejemplo los objetivos
especificos 13 a 15 del programa de 82, grado y
la sequnda unidad del programa de 92).

La deteccion de ciertos esquemas que se re-
piten al multiplicar un numero por si mismo
varias veces lleva a la construccion de toda una
familia de operadores: el que eleva al cuadrado,
el que eleva al cubo, etc., y la consiguiente cons-
truccion mental de la potenciacion como una
sola operacion binaria que sintetiza todos esos
operadores, seleccionando el cuadrado cuando el
segundo operando es 2, el cubo cuando el segun-
do operando es 3, etc. Esa es otra proeza mental,
que se completa con la puesta en marcha de dos
mecanismos de reversibilidad: el primero lleva a
la construccion de los operadores que extraen las
raices que tienen como indice un nimero natu-
ral: la raiz cuadrada, la cibica, etc., y el segundo
a la de los operadores que producen los logarit-
mos que tienen como base un nimero natural: el
logaritmo en base 2, en base 3, etc. De estas dos
construcciones puede llegarse en general a la de
las funciones exponenciales y logaritmicas. En
cada uno de los pasos de esas construcciones se
van dando mdultiples oportunidades de analizar
la estructura légica interna de las afirmaciones

y de las argumentaciones propuestas para demos-
trarlas.

El estudio de los distintos sistemas que se
forman con nGmeros reales y la deteccién de sus
estructuras, y al no poder extraer raices ni loga-
ritmos de nimeros negativos, el paso a la cons-
trucciéon de distintos sistemas con niGmeros com-
plejos desde varios puntos de vista, son temas
que se prestan también para discusiones sobre la
forma misma de las afirmaciones y de las demos-
traciones (ver también el objetivo especifico 6
del programa de 89. grado).
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En la unidad de geometria y medicion de 92
surgen continuamente conjeturas que pretenden
generalizar 1o encontrado en casos particulares, y
estimulan a buscar formas de confirmarlas o
rechazarlas. En la geometria euclidiana plana y
solida, y en las no euclidianas, como la proyec-
tiva, la afin, la riemanniana y la lobatchevskiana,
se conocen infinidad de teoremas y probiemas
que estimulan a buscar formas de demostrarlos y
resolverlos, y multitud de formulas que desafian
a quienes gquieran demostrarlas, transformarias y
utilizarlas. El paso de las tres dimensiones de la
realidad a las dos del papel, o de las dos de los

planos y diagramas a la imaginacién y construc-

cion de los objetos solidos en ellos disefiados,
produce muchas situaciones en donde las conje-
turas intuitivas no resultan verdaderas, y las apa-
rentemente falsas resultan demostrables.

La unidad de sistemas analiticos que trata sobre
funciones, ecuaciones y polinomios también
se presta mucho a la utilizacidn de distintas
formas de analisis |6gico de las proposiciones y
de distintas maneras de transformarlas, demos-
trarlas y combinarlas. En esa unidad se desarrolla
la teoria de las funciones reales como operadores
mentales que se construyen a partir de la modeli-
zacion de cambios y movimientos conocidos por
jos estudiantes en la vida practica, se desarrollan
herramientas simbolicas y graficas para represen-
tar esos operadores mentales, y luego se vuelve a
la aplicacion de esa teoria y de esas herramientas
a la vida cotidiana.

La unidad de sucesiones, series y sus aplica-
ciones a las matematicas financieras, y la de esta-
distica y probabilidad llevan también a razona-
mientos rigurosos, a partir de problemas practi-
cos delicados que permiten fomentar el ahorro y
la inversion, defender los ingresos, negociar los
contratos y pliegos de peticiones, prever los cos-
tos reales de adquirir bienes a crédito, y no de-
jarse engafiar por los porcentajes, indices, tablas
y estadisticas presentados amafiadamente en avi-
sos, plegables, comunicados y otros medios de
comunicacion. .

Una ejercitacion sistemdtica del razonamien-
to serio, una agudizacion del espiritu critico y
autocritico, un aprecio del apoyo que el lapizy
el papel, la calculadora o el computador propor-
cionan a los pasos ldogicos que va dando nuestro
cerebro al analizar estas situaciones de las mate-
maticas financieras, permiten ir mas alla del
aprendizaje de formulas y la utilizacion mecani-
ca de una calculadora, hasta desarrollar el pensa-
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miento logico y la confianza en el poder de la
argumentacion rigurosa y de su expresion sim-
bélica.

Por lo tanto, esta unidad de formas de razo-
namiento y métodos de argumentacion como
sintesis final al terminar el 99 grado sélo tiene
sentido si desde el comienzo del afio, a lo largo
de todo el curso y de todas las demas unidades
del grado, se ha ido haciendo sistematicamente
ese sefalamiento repetido de las caracteristicas
de las conjeturas y afirmaciones, de las maneras
de probarlas o refutarlas, y de las maneras de

Objetivos generales

transformar mental, verbal y simbélicamente la
informacion disponible para formular y para re-
solver problemas relacionados con la vida prac-
tica y con la discusion tebrica respectiva. Esta

‘unidad sblo pretende sistematizar en alguna

forma lo que debe ser ese trabajo previo realiza-
do durante todo el afio; por eso se ubica como
primera unidad en el programa de 92, de manera
que el profesor pueda tener en cuenta a lo largo
de las demds unidades los puntos de vista presen-
tados en fa primera, y hacer asi mds efectiva y
satisfactoria esa sintesis final,

— Experimentar el poder del cerebro humano
para generar hipétesis y conjeturas, confir-
marlas o refutarlas, argumentar en favor o
en contra de una hipétesis, y generar y trans-
formar informacién en forma rigurosa para
extraer de ella otra informacion no percibi-
ble a primera vista.

— Detectar y analizar distintas formas de argu-
mentacion en las discusiones de la vida coti-
diana, de las ciencias sociales y naturales y
ante todo de las matemdticas.

— Distinguir entre la certeza subjetiva con que
se mantiene un enunciado, su probabilidad,
su verdad o falsedad, y la validez de los argu-
mentos en los que se apoya.

— Analizar la estructura légica interna de los
enunciados que.ocurren en una argumenta-
cién en la vida cotidiana, en las ciencias so-
ciales y naturales y ante todo en las mate-
maticas.

— Distinguir las afirmaciones condicionales de

SUGERENCIAS METODOLOGICAS GENERALES PARA LA UNIDAD

Para no repetirlas en cada una de las activida-
des siguientes y para que se aprovechen durante
todo el curso, se sugieren aqui algunas ideas para
orientar la metodologia de la unidad, suponien-
do también que se va a seguir la recomendacion
mds importante dada en la introduccion, o sea
que el trabajo logico se vaya haciendo a lo largo
de todo el afio escolar y a propo6sito de todas las
demas unidades (y ojala de todas las demas areas),

las incondicionales o absolutas, analizarlas,
transformarlas y relacionarlas con las distin-
tas formas de expresarlas en el lenguaje ordi-
nario y con las simplificaciones usuales en la
logica.

— Distinguir las afirmaciones cuantificadas de
las no cuantificadas, y en las primeras distin-
guir sus tipos y partes, y ejercitar sus trans-
formaciones.

— Dado un argumento para sustentar una afir-
macion o tesis, detectar si tiene supuesto o
hipétesis explicitos u ocultos, si es directo o
indirecto, si tiene uno o varios pasos, cuales
son, en qué regla de inferencia se basa la
transicion de un enunciado a otro, vy si esa
regla es vélida o no.

— Detectar y ejercitar esquemas de argumenta-
cion directa e indirecta, juzgar su validez o
falacia, y desarrollar estrategias para encon-
trar y desarrollar argumentaciones validas
para apoyar una tesis y para defenderse de
argumentaciones falaces.

‘para terminar con el estudio mas detallado de

esta unidad como sintesis final.

Conforme al marco general del drea de mate-
maticas, se comienza por situaciones que sean fa-
miliares a los alumnos, en las cuales se presente
una regularidad suficiente para que sirvan de sis-
temas concretos, a partir de los cuales se iniciara
la construccion de los sistemas logicos concep-
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tuales. Estas construcciones no consisten en
“darles los conceptos” a los alumnos, lo que
desafortunadamente se entiende con frecuencia
como darles a ellos las definiciones mas o menos
rigurosas y formalizadas que han desarrollado los
l6gicos y los matematicos en los Gltimos 25 siglos.
Los conceptos mds importantes de la logica no
se pueden dar por medio de definiciones: cada
alumno tiene que construirlos activamente en su
propio cerebro, con esfuerzo y persistencia, y
por supuesto con la confrontacion con los demas
alumnos, los profesores y los buenos libros.

A los alumnos no hay que “ensefarles a pen-
sar’”: ellos saben pensar bastante bien; mas bien
hay que apoyarlos y asesorarlos para que apren-
dan a pensar mejor, mas finamente, mas coheren-
temente, mas logicamente. Pero para esto Ultimo
tampoco hay que ‘ensefiarles |6gica’’: ellos saben
bastante l0gica; basta oirlos discutir, argumentar
y defender sus ideas o sus interpretaciones de los
reglamentos deportivos. Mas bien hay que apo-
yarlos y asesorarlos para que aprendan a razonar
mejor, mas criticamente, mas coherentemente,
més l6gicamente. Por eso esta unidad debe partir
de los razonamientos cotidianos que los alumnos
producen, confirman o rebaten en sus discusiones.

Si otra persona no duda de mis afirmaciones,
ni me las contradice abiertamente, ni me rechaza
los argumentos que le doy para convencerla, no
veo cOmo podrian surgir en mi las construccio-
nes légicas. Si yo creo todo lo que me dicen, vy

no me preocupo por ponderar si lo que me dicen
es probable, plausible, verdadero o falso, no tiene
sentido aprender definiciones, tablas de verdad,
distinciones entre certeza, verdad y validez, etc.
Si yo soy tan crédulo que no sospecho de los
argumentos con que otros tratan de convencer-
me, y acepto las razones que 0igo en fa radio y la
television para apoyar las afirmaciones que me
lanzan diariamente esos medios de comunicacion,
nunca podré construir el concepto de inferencia
valida, ni distinguir las argumentaciones sofisticas
de las correctas. {De qué me sirve entonces sa-
berme de memoria la definicion de ‘‘modus
ponens’’?

S6lo después de comprobar el avance en la
construccion conceptual de los sistemas logicos
por parte de los alumnos a partir de sus argumen-
taciones concretas, y después de ejercitar su uti-
lizacion consciente a través del lenguaje ordina-
rio oral y escrito, vale la pena lanzarles repetidas
invitaciones a utilizar taquigrafias y abreviaturas
inventadas por ellos mismos para escribir con
mads eficiencia sus andlisis de las afirmaciones y
de las argumentaciones. Después de valorar y dis-
cutir esos intentos, se podrian tal vez introducir
los simbolos légicos formales que se utilizan en
los libros de texto. Pero si no se alcanza a llegar
hasta el conocimiento y dominio de esos sistemas
simbdlicos formales, eso no importaria mucho,
con tal de que los pasos conceptuales si se hayan
dado en forma suficiente para contribuir al desa-
rrollo del pensamiento formal de los alumnos.

Obijetivos especificos, contenidos y sugerencias

metodolégicas
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CONTENIDOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

La fragmentacion de las emisiones sonoras
de la conversacion ordinaria en palabras, silabas
y letras requiere un procesamiento mas o menos
consciente, una atencion sostenida y una activi-
dad apoyada por las teorias linglisticas y la
tradicion escrita. Este mismo esfuerzo lo exige la
fragmentacion de una discusion, un dialogo o un
discurso en una serie de episodios de argumenta-
cion en donde uno quiere convencer a otro de
algo; mas esfuerzo exige la fragmentacion de
cada episodio en una serie de afirmaciones y
negaciones complejas, conectadas mentalmente
por unos pasos argumentativos no directamente
audibles o visibles en esa serie de enunciados, y
mas todavia la fragmentacion de cada una de
esas afirmaciones y negaciones complejas en
enunciados simples o atdmicos ligados por conec-
tivas y afectados por negaciones y cuantificado-
res. No siempre es conveniente partir de lo simple
a lo complejo. Con frecuencia es mas eficaz y
mas interesante partir de bloques con el suficien-
te grado de complejidad para que tengan sentido
global para el alumno; s6lo en la medida en que
la profundizacion en ese sentido global inicial, y
en-la medida en que la utilizaciébn mas eficaz de
esos bloques complejos para propésitos vitales,
emocionales y practicos lo exijan, vale la pena
enfocar mas cuidadosamente el microscopio
tedrico para analizar esos bloques en componen-
tes cada vez mds finos y aparentemente mas
alejados de la realidad cotidiana.

Comenzar el trabajo l6gico con las letras propo-
sicionales p, q, r, etc. y la definicién de las
conectivas logicas, ya sea por su interpretacion
en el lenguaje cotidiano, ya sea por sus tablas de
verdad, no parece ser lo mds indicado desde el
punto de vista pedagbgico, ni parece influir
mucho en el desarrollo del pensamiento formal
de los alumnos. '

La sugerencia inicial es mds bien la de comen-
zar por situaciones de comunicacion cotidiana
en las que alguien quiera convencer a otra perso-
na de algo. Una discusion respecto a un contro-
vertido “fuera de lugar’’ en fUtbol, o un aviso en
el que se trate de convencer al televidente de que
use el producto X porque ahora viene con el
nuevo ingrediente Y® (marca registrada), pue-
den dar lugar al tipo de discusion logica que se
quiere fomentar en esta unidad.

La logica en su forma consciente y sistemd-

tica surgid muy probablemente en Atenas como

reaccidn de algunos ciudadanos mds inteligentes
y perspicaces, como Aristoteles, ante uno de los
espectaculos favoritos de los atenienses en esos
tiempos en que no habia radio, television, cine
ni fatbol: ir al 4gora a oir a los sofistas argumen-
tar en favor o en contra de cuanta idea se les
ocurria, y atacar o defender una opinién segin
lo que les pagara el atacante o proponente de la
misma. Existe todavia una amplia zona de Hyde
Park en Londres, en donde cada fin de semana
es posible ir a escuchar decenas de oradores que
exponen sus teorias politicas, filosoficas, religio-
sas, ecologicas, éticas o esotéricas ante la curiosi-
dad de centenares de visitantes que escuchan un
rato, se pasan a otro grupo, discuten, protestan
o aplauden a los proponentes de dichas teorias.
¢Como es posible que se defiendan tan brillan-
temente tesis tan diferentes y aun contradicto-
rias? {Como es posible que haya personas tan
habiles en la argumentacion gque por una suma
de dinero pueden inventarse una manera de con-
vencer al auditorio de algo que en si no les im-
porta y en lo que no creen en o mas minimo?

Los sofistas de esos tiempos no se han acaba-
do: mds bien se han multiplicado y siguen toda-
via escribiendo discursos para los politicos,
redactando comunicados de prensa y disefiando
comerciales para la radio y la television.

Pero los Aristoteles de nuestros tiempos que
saben analizar y criticar esas argumentaciones
parecen ser muy pocos, y las grandes mayorias
siguen siendo presa facil de los demagogos, esta-
fadores, voceros de gremios y gobiernos, jefes de
relaciones publicas, agentes de prensa y demds
comunicadores sin escripulos.

Uno de los primeros pasos para que nuestros
estudiantes lleguen a ser émulos de AristOteles
es el de acercarlos a la tradicion escrita por me-
dio de la blsqueda y consignacion de trozos de
argumentaciéon que ocurran en la vida cotidiana,

. por ejemplo en los deportes, en las clases de

ciencias naturales y sociales, y por supuesto en
las clases de matematicas. También es posible
buscar esas argumentaciones en libros y periodi-

"cos, 0 en programas de radio y television. Los

buenos libros de detectives 0 de espias estan
llenos de inferencias mds o menos plausibles y de

- deducciones brillantes a partir de pistas que pasan

desapercibidas en una primera lectura. También
es posible utilizar una grabadora para recoger
alguna argumentacion y luego transcribirla, o
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simplemente poner atencién a la misma y luego
consignarla por escrito a partir de lo que se haya
logrado conservar en la memoria.

Viene en seguida el andlisis de la argumenta-
¢cion que se utilizd en ese episodio, andlisis que
se compone de varias tareas para realizar:
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El analisis de la argumentacion puede comen-
zar por la busqueda de la tesis explicita o
implicita que el argumentante o proponente
quiere probar. Esa tesis debera pues ser tam-
bién la conclusion de |a argumentacion. Pue-
de estar enunciada al principio, en el medio,
o al final del episodio de argumentacién, o
aparecer repetida en varias partes, ordinaria-
mente al comienzo y al final. (Por algo se
dice que “‘si una tesis se repite 1o suficiente,
acaba por volverse verdadera’’). Pero no por
estar repetida deja de ser la tesis central que
quiere probarse a través de ese episodio de
argumentacion.

En segundo lugar es conveniente especificar
claramente quién es el argumentante o pro-
ponente, y quiénes son los destinatarios u
oponentes en ese episodio de argumentacion.
Eso ayuda a ver qué intereses puede tener el
argumentante, y a qué necesidades, senti-
mientos y conocimientos de los destinatarios
estd apelando. Una argumentacion es siem-
pre una especie de juego entre dos interlocu-
tores: un proponente o argumentante, y un
destinatario de esa propuesta, que se convier-
te al menos provisionalmente en oponente.

Si el destinatario no duda, rechaza o al menos
cuestiona la tesis del proponente, éste no ne-
cesita comenzar el juego argumentativo. *Si
uno no quiere, dos no pelean’’, dice el refran.

Después se puede empezar a analizar, frag-
mentar o segmentar la argumentacion en
enunciados aislables con sentido completo,
que parten de un primer enunciado que sea
diferente de la tesis, y que se suceden unos a
otros hasta llegar a la conclusién. El primer
enunciado no puede ser la tesis misma, pues
ella es la que esta en juego. La conclusidon
debe coincidir con la tesis o ser un enuncia-
do equivalente a ella. Es conveniente sefialar

_cada enunciado de la serie con un nimero de

orden o un literal en orden alfabético para
poder referirse a él mas facilmente. Notese
que puede haber varias maneras diferentes de

segmentar un mismo episodio argumentativo,
que pueden ser todas correctas.

Pero un “paso” de la argumentaciéon no es
propiamente uno de esos enunciados de la
serie ya segmentada tomado por si mismo,
sino la transicion o paso de uno a otro. La
siguiente tarea es pues explicitar el primer
paso de la argumentacion, tanto con el pri-
mer enunciado distinto de la tesis, como con
las razones por las cuales se selecciond ese
enunciado. E| primer paso consiste pues no
s6lo en la primera proposicion o enunciado
con sentido completo (diferente de la tesis)
gue se encontrdé en la segmentacién del epi-
sodio, sino en la jugada completa que con-
siste en seleccionar ese primer enunciado y
lanzarlo a la discusi6on, como quien juega la
primera carta de un partido de naipes. La ju-
gada no es sOlo la carta. Lo que hay que
estudiar es el porqué de esa primera jugada,
las razones para empezar por ahi, la inten-
cién del proponente de utilizar esa carta pos-
teriormente en la argumentacion, la justifica-
cién o falta de ella para poner esa primera
piedra en la argumentacion, y los posibles
enunciados implicitos, hipotesis ocultas o su-
puestos compartidos por el proponente y el
oponente que hacen posible esa primera
jugada argumentativa.

" Notese que si simplemente se repite la tesis,

esa no es argumentacion valida. Eso seria
suponer verdadera la tesis, lo que se llama
“peticién de principio’®. Se supone que la
tesis es controvertible, y que el destinatario
de la argumentacién la puede rechazar, o de
hecho la rechaza. Si la acepta de una vez,
{para qué, empezar el juego argumentativo?

Por lo tanto, en el primer paso o jugada el
proponente trata siempre de buscar un punto
de partida que sea aceptable para el destina-
tario, de tal manera que éste lo acepte por lo
menos provisionalmente. (En general, supo-
nemos que el primer paso no es rechazado
por el destinatario. Pero por supuesto que
el destinatario también se puede volver opo-
nente desde el primer paso, y rechazar aun
esta primera accién del juego, lo que obliga-
ria al proponente a inventarse otra jugada
de apertura).

En forma parecida, se prosigue el analisis
con la explicitacion de cada paso subsiguien-
te de la argumentacion, paso que debe con-
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signarse no solo con la frase explicita dicha
por el proponente, sino con la razén por la
cual es aceptable. El paso consiste no s6lo en
el nuevo enunciado que aparece en el juego,
sino en la jugada misma de seleccionarlo y
lanzarlo sobre la mesa apoyandolo en enun-
ciados anteriores que pueden estar ya expli-
citos sobre la mesa y aceptados por el opo-
nente, o estar implicitos entre los enunciados
qgue el proponente supone que el oponente
comparte con él, transformandolos por me-
dio de una regla o instruccion considerada
como vdlida o correcta por ambos partici-
pantes.

6. En lamisma forma, la explicitacién del dltimo
paso no es consignar solamente el ultimo
enunciado de la argumentacion, sino también
la razén por la cual se considera aceptable
formulario como remate del episodio. Como
los anteriores, el Gltimo paso consiste tam-
bién en la seleccion del Gltimo enunciado
como aceptable a partir de otros enunciados
anteriores implicitos o explicitos, utilizando
algunas reglas o transformaciones considera-
das como validas. Como veiamos arriba, el
ultimo enunciado suele ser la misma tesis, 0
en algunos casos una proposicion de la cual
la tesis se deduce tan facilmente que no vale
la pena explicitar ese ultimo paso hacia la
conclusion.

Otras veces, como veremos en las argumenta-
ciones indirectas o ““por reduccién al absurdo”,
el Gitimo paso es un enunciado que suena tan
claramente absurdo o que contradice tan eviden-
temente uno de los enunciados anteriormente

aceptados en la discusién, que el oponente no

tiene mas remedio que aceptar que su oposicion
fracaso, y que el punto de partida de ese episodio
de la argumentacion era inaceptable. Siese pun-
to de partida era la negacidon de la tesis del pro-
ponente, éste gand el juego, porque al mostrar
que la negacion de la tesis inicial era inaceptable,
obliga al oponente a aceptarle la afirmacion de
esa tesis.

El trabajo analitico que se explica en los nu-
merales 4, 5 y 6, que sirve para hacer explicitos
los pasos mentales que llevan a los enunciados
que si se verbalizaron o escribieron, es el mas
dificil en el andlisis de un episodio argumenta-
tivo. Se puede hacer y consignar después de haber
segmentado la serie de enunciados explicitos, o
irlo haciendo al mismo tiempo que se escriben
esos enunciados de la serie, anotando a la dere-

cha del enunciado explicito el aspecto mental

del paso, utilizando una disposicién de doble
columna.

Es importante también acostumbrarse a asu-
mir en distintos juegos argumentativos los dos
papeles: el del proponente y el del oponente.
Los debates en grupo en donde se asuman distin-
tos puntos de vista, y los cambios de roles en
juegos argumentativos, ayudan a la formacion
del espiritu critico, a la ‘‘descentracion’’ del
propio punto de vista, y al desarrollo de la tole-
rancia mutua y de la capacidad de argumentar
sin enojarse, gritar ni amenazar.

También es importante aprender a saltar de
uno a otro papel en un paso de una argumenta-
cién, cuando las razones que da o que supone el
proponente del juego principal no se aceptan, y
el oponente pasa a ser proponente en un mini-
episodio argumentativo dentro del juego grande.
En ese momento el juego grande se suspende; si
el oponente que ahora se volvid proponente del
mini-juego lo gana, gana todo el juego. Si lo
pierde, se continda el juego principal en donde
habia quedado suspendido, y el proponente del
mini-juego tiene que aceptar que el paso era
correcto, y seguir actuando como oponente del
juego grande.

El resultado escrito del andlisis de un episo-
dio de argumentacién es pues en primer lugar el
enunciado de la tesis, con la especificacion del
proponente y el destinatario, y luego la serie de
enunciados de la argumentacion; éstos van sefia-
lados con ndameros o letras consecutivas para
poder referirse facilmente a ellos; al final o al
lado de la serie de enunciados, se escribe una
serie de parrafos breves en donde se explican los
pasos inicial y siguientes de la argumentacion.
En cada parrafo se indica si el paso es aceptable
o no, con base en qué enunciados anteriores
explicitos o implicitos se acepta, y por medio
de qué tipo de regla de inferencia o regla de de-
duccion se hizo la transicién al nuevo enuncia-
do. Por ejemplo, supongamos que la tesis en un
episodio argumentativo tomado de la vida coti-
diana es la siguiente:

Tesis: Hoy alguien llegbé antes que yo a mi casa.
El proponente soy yo: el oponente es mi herma-
no menor. '

Argumentacion:

1. Siempre que yo llego de primero a mi casa,
la puerta esta con doble llave.
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2. Hoy no esta la puerta con dobie llave.
3. Entonces yo no llegué hoy de primero a mi
casa.

Andlisis de los pasos:

1. Puede que eso haya pasado muchas veces.
Pero, écOmo hace uno para saber que eso
siempre es verdad? Sinembargo, por esta vez
supongamos que si es verdad lo que dice el
primer enunciado, o por o menos que mi
hermano no protestd contra él y me dejo
dar el primer paso.

2. Mi hermano me tendra que creer este segun-
do enunciado, porque yo fui el que saqué
las llaves, traté de abrir, y me di cuenta de
que necesité menos vueltas para abrir la
chapa. Yoyaabri la puerta, y ya nadie puede
comprobar que no estaba con doble llave:
is6lo me lo pueden creer! :

3. Si se aceptan los dos primeros enunciados, el
paso de sacar la negacion de la condicién ini-
cial o antecedente (llegar de primero) cuan-
do no se cumple el condicionado o conse-
cuente (estar con doble llave), es una trans-
formaciéon mental muy comin que parece
siempre valida.

Propongamos una taquigrafia:

1. ¢éDe primero? - iDoble llave!
2. No doble llave
3. Luego no de primero.

Los alumnos podrian proponer una forma
mas abreviada todavia:

1. prim—dob
2. NO prim

3. NO dob.

La raya horizontal (como la de una suma) indica
ese paso mental que da el proponente cuando
de las dos primeras premisas extrae la conclusién
3. Eso es lo que indica la palabra *“luego”,expre-’
sidn transicional que anuncia el resuftado de un
paso mental. Pero no hace falta poner esa raya;
mds concisamente todavia se podria escribir:

d -

wnN =

p—
~d
P

Asi se ve mas clara la estructura de esta regla
de deduccion o regla de inferencia: se acepta una
condicional; si luego se comprueba que el conse-
cuente es falso, se deduce que el antecedente
tenia que ser falso. Esa forma de producir un
nuevo paso de argumentacion se llama ‘“modus
tollens”’ o “modus tollendo tollens”, que en latin
significa “‘el modo que quita (el antecedente) qui-
tando (el consecuente)”. Esta regla es correcta o
valida, en el sentido de que si la condicional ini-
cial es verdadera, y es verdad que no se cumplié
el consecuente, siempre es verdad que no se
cumplié el antecedente. La regla vdlida mds
conocida es el “modus ponens’’, o “modus po-
nendo ponens’’, que en latin significa ‘el modo
que pone (el consecuente)”’, o “el modo que
pone (el consecuente) poniendo (el antecedente)”’
Esta regla tiene la siguiente estructura: se acepta
una condicional; si luego se comprueba que el
antecedente es verdadero, se deduce que el con-
secuente tiene que ser verdadero. En la situacion
de nuestro ejemplo, este nuevo tipo de argumen-
tacion quedaria asi con las abreviaturas ya utili-
zadas:

a. ¢De primero? - iDoble llave!
b. De primero
c. Luego doblie ilave.

Pero volvamos a la argumentacién que le estaba

proponiendo a mi hermano. Quitando la expre-
sion transicional ‘“‘luego”’, el dltimo enunciado
era: ‘“Yo no llequé hoy de primero a mi casa”.

Notese que este (itimo enunciado todavia no es
la conclusion final que yo queria probar, pues
no repite la tesis. La tesis era: ‘‘Hoy alguien llegd
antes que yo a mi casa’’. Falta pues un Ultimo
paso, que convierte facilmente el enunciado 3 en
la conclusion o tesis.

Sinembargo esta facilidad aparente con que el
cerebro convierte la frase: ‘“Hoy no llegué de
primero”, en: “Alguien llegé antes que yo”, es
una maravilla de la logica. Se necesita saber mu-
cho de cuantificadores y predicados de uno y
dos puestos para poder analizar y fundamentar
explicitamente esta transformacion. Pero todos
la podemos hacer mentalmente y estar seguros
de la equivalencia l6gica de esas dos frases, tanto
en el sentido de que la una se puede deducir de
la otra (equivalencia sintactica o de deduccion
formal), como en el sentido de que siempre que
la una es verdadera, la otra también tiene que
serlo, y viceversa (equivalencia semantica o de
interpretacion).
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Notese también que lo mas importante es el
paso mental que permite al proponente formular
un nuevo enunciado a partir de que los otros
hayan sido aceptados por el interlocutor. Ese
poder que tiene el cerebro para sacar inferencias
o deducciones de las afirmaciones o negaciones
hechas anteriormente es el que estamos tratando
de experimentar, desarrollar y someter a control
en el estudio de los sistemas [0gicos.

Volvamos ahora al episodio del aviso de tele-
visidon gue nos quiere convencer de utilizar un
dentifrico X. Suponemos pues que la tesis es:

Tesis: Ud. debe utilizar el dentifrico X.

E! proponente es un odontdiogo que sale en la
television.

El destinatario soy yo u otro televidente.

Argumentacion:

1. El dentifrico X tiene el nuevo ingrediente Y.

2. El nuevo ingrediente Y elimina eficazmente
la placa bacteriana.

3. La placa bacteriana produce caries e inflama-
cion en las encias.

4. Luego Ud. debe utilizar el dentifrico X.
{Conclusion).

Analisis de los pasos:

1. Se supone que es verdad que ese dentifrico

tiene ese ingrediente porque lo dice el odon-
télogo (pero también puede que no sea un
odontbdlogo sino un actor vestido de odon-
tdélogo, o un odontdlogo a quien le pagan
para que diga eso aunque él mismo no haya
_hecho el analisis quimico). Pero bueno, acep-
temos que si tiene el ingrediente Y. (La pala-
bra ““nuevo’ es para apelar al deseo de nove-
dad que todos tenemos, pero no veo qué tiene
gué ver eso con la argumentacion misma).

2. Eso no es tan facil; el cepillado por si solo
no elimina la placa; ni siquiera la utilizacién
de la seda dental garantiza eso. Por lo tanto
en este paso ya falla la argumentacion, pues
de una premisa falsa se puede deducir cual-
quier cosa. ¢{Qué pretendia el proponente al
decir 2 después de 1? Tal vez que si le acepto
que ese ingrediente Y si elimina la placa, se
puede concluir que el dentifrico X si elimina
la placa.

3. Eso si lo creo porque lo sé por la clase de
Ciencias Naturales y Salud y porque me lo

ha dicho el odontologo del colegio. Acepto
€sa nueva premisa.

4. No veo por qué la conclusion se sigue de los

enunciados anteriores. Tal vez hay que supo-
ner una hipotesis implicita: que los destina-
tarios queremos evitar las caries y las infla-
maciones de las encias; esa hip6tesis es acep-
table. También es aceptable otra premisa
general: que si yo quiero evitarlas, debo utili-
zar los medios eficaces para evitarlas. Lo que
parece decir e! proponente es: “Este es un
medio eficaz, luego debo utilizarlo”. No veo
por qué; también puedo utilizar otro igual-
mente eficaz, y hasta puede que haya otros
mas eficaces.

Propongamos una taquigrafia:
3. ¢Placa? - Caries

3bis. No placa

3ter. No caries

Eso me suena raro. Eso supondria que la exis-
tencia de la placa bacteriana fuera condicién
necesaria para que salgan caries. Aun suponiendo
que si sea una condicién suficiente, puede ser
que no se dé la placa y si salgan caries. No se
puede aceptar una regla de inferencia o deduccién
que con la negacion del antecedente de una con-
dicional me niegue el consecuente.

Veamos este ejemplo:

1. ¢Llovid? - Mojada la acera
2. No llovid
3. No mojada la acera.

Eso no se sigue necesariamente. ¢{Qué tal que
la hubieran lavado con manguera?

'Esta es una argumentacion falaz o sofistica

muy usada en los discursos, avisos, editoriales,
etc.,, y se llama precisamente ‘“‘la falacia de la
negacion del antecedente”’.

Una argumentacion falaz puede pasar de pre-
misas verdaderas a una conclusién falsa, y
no se le puede tener ninguna confianza. En
cambio, una argumentacion correcta o valida no
puede extraer una conclusion falsa de premisas
verdaderas en ningdn caso, situacién o modelo
de interpretacion.

Estudiemos ahora dos ejemplos de argumenta-
cion matematica, una vélida y otra invélida.
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Primero la invalida:

Tesis: Dos numeros diferentes a, b, son iguales.
El proponente soy yo, y el destinatario es Ud.

Argumentacion:

19 {a-b)2=a% -2ab +b?
29 (b - a)* = b? - 2ba + a?
39 a’ — 2ab + b? = b? - 2ba + a2
42  (a-b)* = (b-a)?

50 {a-b)= ++v (a-b)2

62 (b-a)=++b-a)®

79 (a-b)=(b-a)

8Q a-b+a=b

99 a+a=b+b
10Q 2a=2b
110 a=b {Conclusion)

Andlisis de los pasos:

12 Es un producto notable fdcilmente verifica-
ble por expansién de (a — b) (a - b).
29 Es un producto notable facilmente verifica-
ble por expansion de (b — a) (b - a).
30 Basta reordenar las términos por la conmu-
tativa de la adicion y la de la multiplicacién.
49 Dos cosas iguales a una tercera son iguales
entre si.
-b09 Saco la raiz cuadrada  positiva a ambos
miembros del 19.
69 Saco la raiz cuadrada positiva a ambos
miembros del 29.
79 Si las expresiones a lado y lado del 42 son
iguales, sus raices cuadradas positivas dadas
~ por el 52y el 69 tienen que ser iguales.
89 Basta agregar a ambos lados +a (o intercam-
biar —a cambiando signos).
_Esas reglas son validas para las sumas y restas.

99 Basta agregar a ambos lados +b (o intercam- .

biar —-b cambiando signos).

102 Obvioque x + x = 2x

119 Basta dividir por 2 a ambos lados de la igual-
dad (o cancelar los doses).

Parece pues que el argumento es vdlido, aunque
la conclusion no me guste. Claro que el ana-
lisis lo hice s6lo parcialmente; si Ud. lo completa,
vera en dénde hay falacias o pasos mentales que
no son validos.

Veamos ahora la anunciada argumentacion
valida:

Tesis: (-x) (+y) = —xy, o como dicen tan mal
dicho, “menos por mas da menos’’.
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El proponente es el autor del texto, y el opo-
nente soy yo. No me la creo.

Argumentacion:

12 (-x)+(+x)=0

29  [(-x)+ (+x)l(+y)=0

32 (-x)(+y) + (+x)+y) =0

42  (-x)(+y) +xy=0

52 (-x)(+y) + xy + (-xy) = 0 + (-xy)
62 (-x)(+y)+0=-xy

72 (-x){+y) = - xy {Conclusién)

Analisis de los pasos

19 Parece aceptable la primera jugada, pues la
suma de los opuestos aditivos da cero. Para
eso los inventaron. ¢{Pero cdmo haria el autor
del texto para inventarse ese primer paso?

29 También veo que es necesario aceptar la
segunda jugada, pues cero por cualquier na-
mero como +y tiene que dar cero.

32 Este paso supone que yo acepto la ley dis-
tributiva de la multiplicacion sobre la suma
por la derecha. Si la acepto, no tengo mas

remedio que aceptar este tercer paso. Ahi

hay una hipotesis implicita, pero el paso
mismo es valido.

40 Eso si es puro cambio de notacién, porque el
signo + unario es el "‘operador mansito’’ que
no hace nada, y por eso da lo mismo +x que
X, 0 +y que y. Se supone que si sélo se hace
un cambio valido a nivel de la notacion sim-

" bélica, no pasa nada a nivel conceptual.

5Q Parece que el broponente sumd a ambos
lados el opuesto de xy. Eso es como un su-
puesto muy general: que sumar lo mismo a
ambos lados de una igualdad no altera la
igualdad. Si acepto eso, tengo que aceptar el
paso.

62 Ahi supone el proponente que se pueden
asociar las sumas como a uno le convenga,
pero lo deberia decir mas claro, por ejemplo
insertando un paso més entre el quinto y el
sexto:

52 [(-x){+y) + xy] + {-xy) = 0 + (-xy)
62 bis (-x)(+y) + [xy + (-xy)]= 0 + (~xy)
62 (-x){(+y) + 0 = —xy

Ahora si el paso 52 bis seria valido por la
ley asociativa y el paso 69 por la invertiva
de la adicion en el lado izquierdo y por la
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modulativa de la adicion en el lado dere-
cho. Pero bueno, el autor did tres brincos
en uno.

79 Claro, por la modulativa puede escribir ese
(ltimo paso, y esa conclusion era la misma
tesis. Me la gand.

Una cosa es que cada enunciado esté bien for-
mado, y otra que la argumentacion esté bien
construida. Una cosa es que yo compruebe que
la argumentacion llegue a una verdad en un caso,
y otra que si pruebe en general y en todos los
casos. Una cosa es que la argumentacion sea co-
rrecta o valida, y otra que cada enunciado sea
verdadero. Una cosa es que la conclusion sea ver-
dadera, y otra que si esté correcta o validamen-
te demostrada. Una cosa es que yo esté conven-
cido de la verdad de una tesis, otra que tenga
una demostracion vélida, y otra que esa tesis sea
verdadera. :

Distingamos pues entre los estados de concien-
cia del proponente o el oponente, que llama-
mos el convencimiento, la certidumbre o certeza
subjetiva acerca de un enunciado, y la verdad o
falsedad objetiva de ese enunciado, que llamamos
el valor de verdad del enunciado. Uno puede
tener certeza de algo falso, 0 tener certeza de
que algo es falso siendo verdadero. En el lenguaje
ordinario confundimos “cierto” con “verdadero”.
(Decimos: “ iEs cierto!” y “¢No cierto?”). Pero
ibgicamente hablando, la certeza es subjetiva, y
por mds que siempre haya algo de subjetividad
en toda verdad, idealmente la verdad deberia ser
objetiva, o sea que la correspondencia del enun-
ciado con lo que sucede en la realidad debe resul-
tar la misma para distintos sujetos que se pongan

a investigar la verdad de ese enunciado con serie- .

dad e imparcialidad.

En la misma forma, en el lenguaje ordinario con-
fundimos ‘‘verdadero’® con ‘“‘correcto” o ‘“va-
lido™. (Decimos: ““ iCorrecto!”). Pero i6gicamen-
te hay que distinguir entre una conclusiéon ver-
dadera, y una argumentacién correcta o valida.
A esa cualidad de ser correcto o valido que tiene
un razonamiento, es lo que llamamos su validez.

Un argumento es valido si en todas las situacio-
nes pensables o en todos los modelos posibles
en los que las premisas se cumplan, la conclusion
también tiene que cumplirse. En cierto sentido
los argumentos validos le transmiten la verdad de
las premisas a la de la conclusion. {Si alguna de
las premisas no es verdadera, no se sabe si el
argumento valido transmite la falsedad o no:
s6lo se sabe que transmite la verdad).

Una argumentacion en la que todos los pasos
se apoyen en argumentos validos se {lama deduc-
cion, y se dice que la conclusidn de ese razona-
miento estd demostrada; una conclusion demos-
trada a partir de enunciados de una teoria, se
llama teorema de esa teoria.

Otros tipos de argumentos que se encuentran
en lavida ordinaria no son deducciones rigurosas,
sino que se basan en inferencias probables, que
en mayor o menor grado le aumentan la probabi-
lidad a la conclusion, pero no garantizan su ver-
dad, ni siquiera cuando todas las premisas son
verdaderas. Estos argumentos que no son vélidos
en el sentido técnico de conservar la verdad en
todos los modelos posibles, se llaman argumentos
invalidos, incorrectos, falaces o sofisticos. Esto
no quiere decir que no se puedan sacar conclu-
siones verdaderas al utilizar esos pasos incorrec-
tos, sino que el esquema de argumentacion no
garantiza que la verdad de las premisas se trans-
mita a la conclusion.

Los adjetivos ‘“‘correcta” o “vilida, o al con-
trario, ‘“incorrecta”, ‘“invdlida” o ‘falaz”’, se
deber ian aplicar sdlo a la argumentacidon misma,
y los adjetivos ‘“‘verdadera” o ‘“falsa’® a las premi-
sas y a la conclusion. También se podria exten-
der el uso de *“correcto” o “vdlida’ a una con-
clusibn que estuviera correcta o vdlidamente
apoyada en una argumentacién correcta o vili-
da. Pero podria haber entonces conclusiones co-
rrectas pero falsas, o invalidas pero verdaderas.
Tomemos por ejemplo la siguiente argumenta-
cion:

Hipotesis: 1=0

Tesis: 2=1

Proponente: Yo. Oponente: Usted.

Argumentacién:

a) 1=0
by 1=0
c) 1+1=0+0
d) 2=0.

Analisis de los pasos:

a) Lo tengo que aceptar, pues esa es la hipOtesis

b) Correcto el paso, pues simplemente repite la
hipbtesis.

¢} También lo tengo que aceptar, pues se pue-
den sumar ordenadamente {os dos miembros
de una igualdad: esa es una regla valida.

d) Esvalido, pues1+1=2y0+0 =0.

Tenemos pues una conclusién correcta, esto
es, correctamente deducida, pero falsa, lo que no
es raro, pues la hipotesis 1 = 0 ya era falsa.
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Examinemos en cambio la siguiente argumenta-
cion:
Hipotesis:
Tesis:
Proponente: Yo. Oponente: Usted

1=0
1=1

Argumentacion:

a) 1=0
b) 0=1
¢c) 1 +0=0+1
d) 1=1.

Analisis de los pasos:

a) Lo tengo que aceptar, pues esa es la hipétesis.

b) Correcto el paso, pues la igualdad es simé-
trica.

c) También lo tengo que aceptar, pues se pue-
den sumar ordenadamente los dos miembros
de una igualdad.

d) También correcto, pues el cero es el mddulo
de la adicion.

La conclusidén es verdadera, y ademads se deduce
correctamente de la hip6tesis, que por supuesto
es falsa.

Una deduccion véalida a partir de premisas o
hipb6tesis falsas no garantiza que la conclusién
sea verdadera o falsa. Por eso se dice que de una
falsedad se puede deducir cualquier cosa. Lo
(nico que garantiza una deduccion valida es que
si las hipOtesis, premisas y postulados son verda-
deros, la conclusion también va a ser verdadera.
Un paso correcto o valido lo Unico que garantiza
es que a pesar de la transformacién que haya
sufrido el enunciado, si el enunciado o los enun-
ciados anteriores eran verdaderos, se conserva el
valor de verdad del enunciado transformado.

Notese que el valor de verdad de un enunciado
puede ser ‘“Verdadero”, o ‘‘Falso”. Si el valor
de verdad es “Verdadero”, se conserva con un
paso vélido; si el valor de verdad es ‘“‘Falso’’, no
sabemos si se conserva o no. Notese también que
la argumentacion anterior tiene una hip6tesis
explicita, y otrasimplicitas, como son la simetria
de la igualdad, vy la llamada ‘“nocién comuin”
(por encontrarse asi en el libro primero de los
Elementos de Euclides) de que agregar iguales a
iguales produce iguales. Una hipGtesis se llama

también ‘‘suposicion” o “supuesto”’. Una hipéte- -
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sis bdsica explicita o implicita puede ser acepta-
da por todos los que participan en la argumen-
tacion porque todos comparten la misma teoria,
y en ese caso se suele llamar “axioma’’ o “‘postu-
lado” de la teoria, una hipGtesis explicita puede
también ser expresada s6lo como premisa pro-
visional para los propdsitos del juego argumenta-
tivo que va a comenzar; por eso a veces empeza-
mos_diciendo: ‘“‘Supongamos que. . .”. “En ese
caso se dice que esa premisa no se afirma categ6-
ricamente sino hipotéticamente.

En el lenguaje ordinario no se suelen explici-
tar muchas de las hip6tesis y de fos supuestos
utilizados en la argumentacion, y esa es una ma-
nera de engafiar a los incautos. De ordinario mu-
chas de las hip6tesis y supuestos quedan implici-
tos, no por engafar a los otros, sino porque uno
mismo no es consciente de ellos, 0 porque asume
que todos los aceptan (serian entonces similares
a los axiomas o postulados).

La raiz latina de las palabras ‘“‘suposicion’ y
“supuesto” es ‘“‘sub-poner”, o ‘“‘poner debajo”,
como quien pone la primera piedra de un edifi-
cio gue se va construyendo de abajo para arriba;
el edificio seria la argumentacion. La palabra
“hipotesis’ significa exactamente lo mismo en
griego: ‘“‘puesta debajo’. La argumentacion se
construiria pues de abajo para arriba. En cam-
bio, por alguna razéon cultural, tal vez por la
manera vertical de escribir de arriba hacia abajo
los pasos de las argumentaciones, hoy dia nos
parece que la conclusidon estd como colgada de
fas hipOtesis, como si la construccion del edi-
ficio argumentativo fuera de arriba para abajo.
Decimos que la conclusion depende de las
hipétesis. “Depender’’ viene de “‘pender’’, “‘estar
colgado”. También se dice en lenguaje elegante
que la conclusion “‘pende de las hipdtesis”. Hay
aqui un cambio de imagen interesante, que
proviene tal vez de la necesidad que tenian los
antiguos de memorizar los pasos de una argu-
mentacion como de abajo para arriba, por falta
de escritura, lo que les imponia una imagen
mental como de ir acumulando piedras para una
construccidén, y en cambio nosotros ponemos
arriba al comienzo de una hoja las premisas, y
vamos escribiendo a renglén seguido las propo-
siciones sucesivas hasta llegar a la conclusion,
considerandola como dependiente, pendiente o
colgada de las ramas superiores.
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CONTENIDOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Al tratar de analizar una argumentacion es posi-
ble que se -encuentren enunciados complejos,
como:

— Si N.N. es hijo de su papa, puede ser su her-
mano o ser Ud. mismo.

— O se come el helado y se toma la gaseosa, o
se come las galletas y se toma el vaso de
leche, pero no las cuatro cosas a la vez.

Oy3=0.
1.

— Si1=0,entonces 2

— Si1=0,entonces 1

— En caso de que Ud. no haya pagado fa Gltima
cuota o gue su pobliza esté vencida, si sufre
un accidente no puede exigir el pago del se-
guro, pero eso no quiere decir que si ha pa-
gado puntualmente y su péliza no estd ven-
cida, si pueda exigirlo.

— Supongamos que X = y pero y # z, 0 que
XFyperoy= z.

— Su amiga vino ayer y también vino hoy pero
ya no vendra mafiana ni pasado marfiana.

— Como ayer fue domingo, marfiana es martes.
— Sixy=0,entoncesx = 0,0y = 0, 0o ambos.

— Es necesario que x # Oy y # 0 para que
xy # 0.

Notese que los dos Gltimos enunciados podrian
estar ligados por un paso de una argumentacion.
Parece que si Ud. acepta el primero, tiene que
aceptar el segundo. Los podriamos ligar por
una expresion transicional como ‘“‘luego”, o “‘por
lo tanto”, y aceptariamos como valido ese enun-
ciado compuesto que consta del enunciado inicial,
la expresién transicional y el resultado de la
transformacion. Pero hay que pensar en varias

cosas al tiempo para captar la validez de esa
transformacion.

En un primer anélisis de una argumentacion se
eliminan las expresiones transicionales como
“luego”, “por lo tanto”, ‘“‘de ahi se sigue’, ‘“‘de
donde se deduce que”, etc., que representan
relaciones en general no simétricas entre los
enunciados, y ademds se eliminan las expresiones
transicionales como ‘o lo que es lo mismo”,
“dicho de otra manera’, ‘‘equivalentemente”,
“lo que también se puede decir”, etc., que
representan relaciones simétricas entre enuncia-
dos. Los enunciados que quedan después de
eliminar esas expresiones transicionales se sepa-
ran uno de otro como resultados de pasos de
argumentacion. Las expresiones transicionales
mencionadas indican pues que se did mental-
mente un paso argumentativo, y lo que hay que
analizar después es si ese paso que se di0 era
valido o no.

Pero al tratar de analizar pasos de distintas argu-
mentaciones que comiencen, pasen O termi-
nen en enunciados complejos, se va notando la
importancia de analizar cada uno de esos enun-
ciados a un nivel mds fino, para ver de qué
enunciados mds simples se compone, y c6mo
estan ligados esos enunciados mds simples, hasta
que llegue un momento en que no podamos
encontrar enunciados mas simples que todavia
sean afirmaciones con sentido completo.

Haciendo una analogia con la quimica, podemos
llamar ‘“‘enunciados atémicos’ o “‘proposiciones
atdbmicas’ a las afirmaciones mds simples, que
ya no podemos descomponer mdas todavia en
otros enunciados con sentido completo. A los
enunciados complejos los podriamos entonces
Ilamar “‘enunciados o proposiciones moleculares’,
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Es necesario ver cOmo estan ensamblados o
pegados los enunciados atémicos para formar
uno molecular. Por ejemplo, no es lo mismo
decir:

“Si el perro ladra y el timbre suena, entonces
flegbd mi tia’’, que:

“El perro Iadra y el timbre suena, pero no llegd
mi tia”

“Niel perro ladra ni el timbre suena, pero si llegd
mi tia”. Los tres enunciados moleculares son
muy distintos, pero sus tres componentes
atomicos parecen ser los mismos: ‘‘El perro
ladra™, “‘e! timbre suena”, ““llegd mi tia”
Sinembargo, los ligamentos que los conectan son
distintos: *‘Si. ., entonces. . .”, en el
primer caso; ...y ..., perono...” en el segun-
do caso; “ni...ni,...perosi...” en el tercero.

En cierto sentido esas palabras cortas del len-
guaje que no parecen referirse a ningin objeto,
persona, accion, evento o fen6meno, y que a
veces se llaman en el programa de Espaiiol y
Literatura ‘‘elementos de relacion”, o que en
otros Ilbros se denominan ‘‘conectores”’, ‘“‘conec-
tivos”’ o “‘conectivas”™, sirven en nuestra lengua
en forma similar a la adicion y la multiplicacion
entre nimeros: pegan enunciados o proposicio-
nes para producir otros nuevos mas complejos.
Decimos pues que esas palabras, que a veces se
cambian por simbolos formales, representan
operadores mentales binarios que conectan
dos proposiciones, y a esos operadores binarios
los llamamos ‘‘conectivas Idgicas’’. Pero también
podriamos llamarlos conectivos, conectores u
operadores i6gicos. Las palabras o los simbolos
formales son del sistema lbgico simbdlico; los
operadores mentales binarios o conectivas son
del sistema légico conceptual, que es el mas im-
portante. '

La negacién que representamos por la palabra
“no” o por la expresion: “Es falso que’’, se pa-
rece al cambio de signo en los enteros o en los
reales, porque ambos funcionan como operado-
res unarios: anteponer una negacion a una pro-
posicion le cambia el valor de verdad de ‘“‘Verda-
dera” a “Falsa’ o viceversa, asi como anteponer
un signo menos le cambia el valor a una expresién
numérica no nula de “Positiva” a ‘“Negativa”’’
viceversa. La negacion mental es pues un opera-
-dor unario de un sistema conceptual logico.
Como no conecta dos proposiciones, sino que
afecta s6lo una, es mejor no llamar a este opera-
dor de negacidon ‘“‘conectivo” ni ‘‘conectiva’ ni
“conector”’, sino sblo ‘“‘operador de negacién’

Pero en muchos libros Hlaman también ‘‘conec-
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‘multiplicacion. E

”

tor”, “conectivo’ o ‘“‘conectiva’ a la negacion,
aunque no conecte.

Recuérdese de nuevo que la palabra “no” o
el simbolo formal ““—" pertenecen al sistema
simbéblico, vy el operador mental unario que re-
presentan esos simbolos pertenece al sistema
conceptual. Asi como el “no” se parece a la ope-
racion unaria de cambiar signo en los enteros o
los reales, la “0” se parece a la operacion binaria
de adicion, y Ia “y’> a la operacién binaria de
si..., entonces...”, la “o.. .,
o...”%, el “si..., perono...”, el “ni..., ni.

etc. sirven como nuevas operaciones binarias
entre proposiciones atdmicas 0 molecuiares que

l(‘

‘producen nuevas proposiciones moleculares mas

complicadas, aunque no es facil encontrar opera-
ciones parecidas entre niimeros reales.

Ya desde el siglo XVII Godofredo Leibnitz, y
Leonardo Euler en el siglo XVIII, se habian
dado cuenta de que habia una analogia entre las
operaciones del algebra de los nimeros reales y
las de la logica. Pero s6lo a mediados del siglo
XIX los ingleses George Boole y Augusto De
Morgan lograron precisar esas analogias y desa-
rrollar un algebra parecida a la de los nGmeros
reales, de tal manera que funcionara como aige-
bra de la logica, es decir, que fuera un sistema
simbdlico lo suficientemente flexible y operato-
rio para que permitiera lograr resultados l6gicos
por meras manipulaciones de los simbolos. Por
eso una de las estructuras mds frecuentes en los
sistemas matematicos utilizados en la 16gica for-
mal y en la teoria de computacion, se llama ““al-
gebra de Boole” o ‘““dlgebra booleana’’, en honor
de George Boole.

Pero volvamos al analisis de un enunciado com-
plejo o molecular al que se llega por un paso
de argumentacion, y del que se pasa a otro por
un .nuevo paso. Cuando el enunciado es molecu-
lar, un paso de argumentacién que pase a otro
enunciado puede resultar en otro mas compli-
cado, o en uno mas simplificado. Por ejemplo,
pensemos en un namero entero n, y explicite-
mos la siguiente hipotesis:

1. El enteron es par y es mayor que uno.

2. Por lo tanto n es positivo.

3. Luego existe un entero positivo k que per-

mite decir que n = 2k.

El paso de 1 a 2 parece simplificar las cosas;

pero el paso del 2 al 3 las complica notable-

mente.
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Veamos la estructura interna del enunciado 1.
Podriamos partirlo en dos componentes atd-
micos: ‘el entero n es par’’, ‘el entero n es
mayor que uno”’, Estan ligados por una “y’’, que
obra aqui como un operador binario. Al opera-
dor mental binario que representa la “‘y”’, o sim-
plemente a la *“y”’, la llamamos “conjuncion”. A
veces se llama también ‘“‘conjuncion’ al enuncia-
do molecular que consta de varios enunciados
atémicos ligados por ‘“y”’. Esta confusion se
debe a que usualmente confundimos la operacion
misma con el resultado que se produce al aplicar-
la; por ejemplo, llamamos a veces ‘“‘multiplica-
cién” tanto a la operacion misma de multiplicar,
como al producto que resulta de efectuarla.

En la gramdtica cldsica también se llaman “con-
junciones” (y en el programa de Espafiol y Lite-
ratura a veces se llaman ‘‘elementos de rela-
ci6én’®) ciertas palabras, como ‘‘y”, “e”, “que”,
“pero”, “mas”, etc. Técnicamente la conjun-
cion es sblo la operacion mental simbolizada por
la palabra “y” (o por las palabras ‘‘e”, “pero”,
“mas”, “y también”, etc.), en cambio, el “ni”’, o
mejor el “ni. . .ni’’, representa otra operacién
mental distinta, para no hablar del ‘“‘que’’, pala-
bra que puede representar muchas combinacio-
nes mentales diferentes entre enunciados. Ade-
mds, la palabra ‘‘y” puede representar otras
operaciones mentales distintas de la conjuncién,
como por ejemplo ruando decimos ““Tres y ¢ua-
tro siete”, en donde la “y” representa la opera-
cion mental de adicion; o cuando decimos ““Los
perros y los gatos”, en donde la “‘y” representa
la operacidn mental de reuniéon de conjuntos
(aqui la “‘y” nd representa la interseccion); o
cuando decimos ‘“‘Adan y Eva”, en donde la “y”
representa la operacion mental de formar pare-
jas ordenadas. Lo mas importante es el sistema
conceptual, no tanto el simbolico. '

Volvamos a nuestros dos enunciados atdémi-
cos: ‘el entero n es par”’, ‘el entero n es mayor
que uno”..Notemos que ellos no son ni verda-
deros ni falsos hasta que elijamos un enero espe-
cifico en vez del entero genérico n. Como cada
uno de ellos tiene la variable n, y ademds repre-
senta una condiciéon que debe cumplir n, llama-
mos a cada uno de ellos ‘‘una condicién en n”.
Como todavia estan abiertos a que se escoja uno
u otro entero para utilizarlo en vez de la n, deci-
mos que son ‘‘enunciados abiertos’ o ““proposi-
ciones abiertas”. El enunciado molecular com-
pleto 1 sigue siendo una condicidén en n, o sea
una proposicion o enunciado abierto en donde
figura la variabe n, y al que todavia no puede

asigndrsele un valor de verdad determinado, ni
“verdadero” ni ‘““falso”.

El anunciado 2 parece ser simple o atédmico
si le quitamos la expresion transicional *“por lo
tanto’’, que se refiere mds bien al paso mental
qgue nos hace pasar del 1 al 2. Queda s6lo la con-
dicién en n o enunciado abierto “n es positivo”.

Fijémonos ahora en el paso mental que pasa
del 1 al 2. ¢{Por qué se dice que n es positivo? El
primer enunciado atémico de 1: “n es par”, no
parece tener nada que ver con el 2. El 2 se dedu-
jo s6lo del segundo enunciado atébmico de la pro-
posicion compuesta 1, pues si un nimero entero
es mayor que 1, por supuesto que tiene que ser
mayor que cero, y eso es lo que significa ser po-
sitivo.

El enunciado 2 es pues mds simple queel 1,y
sigue siendo una proposicién abierta o condi-
cion en n. Hubo un paso mental que desprendio
la segunda parte del enunciado compuesto con
“y”’, simplificando asi la expresion. Este despren-
dimiento es vélido con la “‘y”’ pero no es vdlido
con la “0”. De “p y q”’ podemos deducir “p”’,
y también deducir ““q”’, pero de “p o q”’ no po-
demos deducir ninguno de los dos.

Si tratamos de hacer el andlisis de! enunciado 3
(“existe un entero positivo k que permite decir
que n = 2k”’) en sus proposiciones atémicas y
sus conectivas l6gicas, veremos que nuestro es-
fuerzo de “quimica analitica’ por si solo no es
suficiente para detectar la estructura interna de
ese enunciado. Alli aparece al principio la expre-
sion ‘“‘Existe un. ..”, que no podemos eliminar
como transicional, y que parece indicar algo asi
como que “‘minimo un entero k™ cumple la con-
dicidn que sigue. Esa expresion es una manera de
decir cuantos enteros cumplen la condicion, por
mas que lo diga algo vagamente, pues no dice si
es exactamente uno o si puede haber otros. A
este tipo de expresiones que dicen preciéa o va-
gamente cuantos elementos cumplen una condi-

‘cion, se les llama ‘‘cuantificadores’ del sistema

simbdlico. En los sistemas conceptuales de la
l6gica elemental los cuantificadores son operado-
res unarios que actian sobre proposiciones abier-
tas o condiciones. La proposicion total con
cuantificador y todo, 0 a veces.s6lo la proposicion
abierta sobre la que actla el cuantificador, se
suele llamar ‘“‘proposicion cuantificada”. Este
cuantificador representado por la expresion
“Existe un k” se llama “cuantificador-existencial”
porque expresa la existencia de por lo menos un
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elemento del conjunto referencial o universo
subyacente que cumpla la condicidn que sigue;
pero el mismo cuantificador podria estar expre-
sado por “Al menos un k” “Minimo un k”,
“Hay un k, o varios, que’, etc. El cuantificador
existencial también se llama “cuantificador par-
ticular”, para contrastarlo con el “cuantificador
universal” o “cuantificador general” que se ex-
presa con las expresiones “Todos”, “Todo”,
“Cada’ o algunas equivalentes. En espaiiol hay
pues muchas expresiones que actlian como cuan-
tificadores de proposiciones abiertas o condi-
ciones:

“Todos”, “Todo”, ‘“Cada uno”, “Para cada”’,
“No todos™, ‘“Algunos no”, ““Algunos si”’, “‘Para
algin”, “Hay”, ““Alguien”, “Nadie”, “Ninguno”’,
“Nada”, “No hay”, “Por lo menos uno, dos,
tres. . .”, “Alo mas uno, dos, tres. . .”, “Minimo
uno, dos, tres. . .”, “Méximo uno, dos, tres...”,
“Exactamente uno, dos, tres. . .”, “Muchos”,
“Casi ninguno. . .”, “Casi todos”, “Infinitos”,
etc.

En nuestro caso el enunciado 3 (‘‘existe un
entero positivo k que permite decir que n = 2k”),
la posible proposicion atdmica sobre la que actlia
el cuantificador particular o existencial es una
proposicion abierta, pero parece muy complica-
da internamente. En ella aparece una variable k,
el predicado ‘“‘es entero positivo”, otra vez la k,
una variable n, la constante 2, la relacion binaria
representada por =, probablemente un operador
de multiplicacién implicito entre el 2y la k, y
tal vez alguna conectiva oculta: k es entero posi-
tivoy n = 2k.

Este analisis mas fino de las proposiciones até-
micas puede compararse ya no con la quimi-
ca sino con la fisica, en particular con la fisica
llamada ““moderna’’, o sea la fisica atomica, la
fisica nuclear y la fisica de alta energia, que per-
miten analizar los 4tomos en un ndcleo y una
envoltura, y permiten analizar el nicleo en pro-
tones, neutrones y tal vez otras particulas como
los quarks, con campos, fuerzas o intercambios
de particulas que los mantienen unidos.

El andlisis l6gico que corresponde a la quimi-
ca se llama ‘“‘célculo proposicional”’, que estudia
las proposiciones atémicas y las maneras de vol-
verlas moleculares por medio de las negaciones
y las conectivas binarias; el analisis mas fino que
corresponde a la fisica se llama ““cdlculo de pre-
dicados”, que incluye el anterior, pero estudia
también los predicados, los términos variables y
los constantes, las sustituciones de unos por
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otros, las condiciones o proposiciones abiertas,
las sentencias o proposiciones cerradas, y los
cuantificadores.

Para hacerle este analisis mds fino al estilo de
fa fisica nuclear a una proposicion compuesta,
primero habria que hacerle el “andlisis quimico”,
o sea irle quitando todas las conectivas binarias,
las negaciones y los cuantificadores, hasta encon-
trar sus componentes atdmicos, que pueden ser
proposiciones abiertas o condiciones atdmicas, o
proposiciones cerradas o sentencias atomicas.
Luego a cada componente atbmico habria que
hacerle el “andlisis fisico’ para distinguir el nG-
cleo de la envoltura. La envoltura de una propo-
siciobn atdmica cerrada o abierta podria ser un
predicado unario o de un sblo puesto, y enton-
ces el nucleo seria un término, que a su vez pue-
de ser una constante, una variable, o ser él mis-
mo el resultado de aplicar un simbolo de opera-
dor a una o varias constantes y variables; el pre-
dicado podria ser binario o de dos puestos, y
entonces el ndcleo va a tener dos términos; si es
ternario, tres términos, etc.

Hay que hacer el andlisis con cuidado; puede
haber distintas maneras de hacer esa diseccion, y
es posible que distintos resultados sean igual-
mente correctos.

Por ejemplo en nuestro caso 3 (‘“‘existe un en-
tero positivo k que permite decir que n = 2k”’),
seria correcto decir que el cuantificador es
“existe (por lo menos) un entero positivo k*, tla-
mado ““cuantificador restringido’’ porque el nu-
mero k que dice que existe esta restringido a ser
entero positivo, y que la condicidon que esta sien-
do cuantificada en ese caso seria una sola condi-
cion atdbmica en dos variables “n = 2k”. (En este
caso, la condicibn ‘es una ecuacion por tener
como predicado binario central “‘es igual a”’, pues
el relator principal es el signo ‘="’ que tiene dos
puestos). Pero también se puede decir que el
cuantificador es ‘‘Existe (por lo menos) un k”, y
que la condicidon que esta siendo cuantificada es
una conjuncién de dos condiciones simples o
atdmicas: ‘‘k es entero positivo”, y “n = 2k”. La
primera condicién tiene como envoltura el predi-
cado unario ‘‘es entero positivo”, y como nacleo
la variable k. La segunda tiene como envoltura
el predicado binario “es igual a”, y como n(cleo
los dos términos k y 2k; el primero es un térmi-
no simple, y el segundo se puede considerar
como un término compuesto formado por el
operador unario duplicador representado por 2( )
actuando sobre k, o también como formado por
el operador binario de.multiplicacion, que aun-
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que no se escribe, actla sobre la constante 2 y la
variable k para formar un sélo término. Todos
esos analisis de fisica atdbmica y nuclear aplicados
al enunciado 3 estarian correctos.

Aqui se ve que el lenguaje ordinario y el lengua-
je matemdtico tienen maneras muy especiales
de formar expresiones simbélicas muy distintas:

1. Los términos, que son expresiones que se re-
fieren a los objetos del conjunto referencial
o universo subyacente al sistema del que se
habla, y que se forman a partir de variables,
constantes, u operadores aplicados a varia-
bles 0 constantes. Una variable o expresion
para un objeto todavia no determinado es
pues un término; una constante o expresion
para un objeto ya determinado es también
un término; una expresion para un operador
unario o de un puesto aplicada a un término
forma otro término; una expresion para un
operador binario o de dos puestos aplicada
a dos términos forma otro término, etc.

2. Las proposiciones o enunciados simples o
atomicos, que expresan afirmaciones sobre
los términos a partir de predicados y uno o
més términos. Un predicado por si solo no
es pues una proposicion; un predicado unario
o de un puesto aplicado a un término varia-
ble forma una proposicion abierta o condi-
cion; un predicado unario aplicado a un tér-
mino constante forma una -proposicién ce-
rrada o sentencia; un predicado binario o de
dos puestos aplicado a dos términos varia-
bles, 0 a uno variable y otro constante, forma
también una proposicion abierta o condicién;
un predicado binario aplicado a dos términos

" constantes forma una proposicion cerrada o
sentencia, etc.

3. Las proposiciones o enunciados complejos o
moleculares, que se forman a partir de pro-
posiciones simples o atdbmicas por medio de
cuantificadores y de negaciones {que actdan
como operadores unarios sobre proposiciones
para formar nuevas proposiciones), o por
medio de conectivas binarias (que actian
como operadores binarios sobre proposicio-
nes para formar nuevas proposiciones).

4. Las argumentaciones o demostraciones, que
son listas que se forman a partir de proposi-
ciones simples o complejas por medio de
reglas que permiten pasar de una a otra, reglas
que se pueden hacer explicitas por escrito al
lado de los enunciados, o permanecer s6lo en

el cerebro del que esta armando la demostra-
cion. Cada proposicion simple 0 compleja de
una de estas listas puede o no estar ligada a
la anterior por medio de una expresion tran-
sicional que se refiere a la existencia del paso
mental de argumentacion, sea por deduccion
o por equivalencia. Asi como hay reglas que
permiten saber si una demostracion esta bien
armada, también hay otras que permiten
saber si una proposicién compleja o molecu-
lar esta bien armada, otras que permiten saber
si una proposicion simple o atomica estd
bien formada, y otras que permiten saber si
un término estd bien formado.

Una vez que se empiezan a percibir regulari-
dades en cada uno de los niveles, el tratamiento
del sistema simbélico se empieza a independizar
de la interpretacién que se haga de él. Se desa-
rrollan l6gicas formales de términos y de formu-
las y luego se buscan los sistemas matematicos
apropiados que puedan servir de modelos o inter-
pretaciones de los sistemas logicos formales.
Estos estudios de los lenguajes formales y sus
modelos constituyen fecundos campos de inves-
tigacion matematica que se han desarrollado mu-
chisimo en los Gltimos cien afios.

Pero el propdsito de este estudio de los siste-
mas logicos en el grado 92 no es todavia el de
desarrollar lenguajes formales por un lado, y por
el otro montar sistemas formales que sirvan de
modelos para los primeros, sino detectar regula-
ridades en el lenguaje natural y en el lenguaje
matematico para afinar la capacidad analitica,
las habilidades argumentativas y el espiritu cri-
tico de los estudiantes, y asi contribuir al desa-
rrollo del pensamiento formal en los mismos.
S6le unos pocos de ellos, tal vez menos del uno
por mil, llegaran a entusiasmarse por el estudio
de la logica formal como disciplina independien-
te. Pero el 100% de ellos necesita un minimo (y
ojala que no sea muy minimo) de capacidad ana-
litica, de habilidad para argumentar y contra-
argumentar, y de fino espiritu critico.

Estas capacidades pueden desarrollarse a par-
tir de argumentaciones largas y complejas, vy
también a partir de argumentaciones muy cortas
y simples. El proposito de las actividades siguien-
tes es el de refinar la capacidad analitica aplican-
dosela a cada enunciado de una argumentacion
para ver si es simple o complejo, vy si es comple-
jo, de’'qué enunciados mds simples esta compues-
to, con qué operadores binarios (conectivas 10gi-
cas) estd armado, y qué operadores unarios
(cuantificadores o negaciones) lo afectan.
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Mds que definiciones o ‘‘tablas de verdad’ de
estos operadores unarios y binarios, lo que el
cerebro necesita es saber qué inferencias vdlidas
se pueden hacer a partir de los enunciados com-
plejos que los contienen, y a partir de qué enun-
ciados puede introducirse validamente uno de
esos operadores. lgualmente importante es saber
gué inferencias invalidas o sofisticas se suelen
hacer a partir de esos enunciados complejos, y
de qué manera suelen introducirse invilidamente
esos operadores.

Toémese por ejemplo el caso de los cuantifica-
dores arriba enunciados. No nos interesa tanto
definirlos ni simbolizarlos formalmente, sino ver
qué podemos deducir de una frase que contenga
uno de estos operadores unarios, o como pode-
mos deducir una frase que contenga uno de elios
a partir de otros enunciados anteriores, ya sea
directamente o combinandolos con los- otros
operadores unarios del sistema légico: las nega-
ciones.

— ¢Es lo mismo decir ‘““No todos vinieron’’ que
“Algunos no vinieron”’?

— {Se puede deducir que ‘‘Algunos no vinie-
ron”’ a partir de la hipdtesis de que “Algunos
vinieron”’?

— Compare “Hay”, “Alguien”, “Algunos’. ¢Es
importante la “s” final de “‘Algunos’?

- Supongambs que nadie dejé de ir a la fiesta.
¢Se deduce de ahi que todos fueron?

— ¢Es lo mismo decir “Todos’” que “Cada
uno’’? éPor qué se dice ‘““Todos y cada uno’’?

— ¢Qué tengo que saber sobre una condicién
simple para poderle anteponer el cuantifica-
dor “Todos”?

— Si ya sé que todos los elementos de un con-
junto que no esta vacio cumplen una condi-
cién, y yo sé el nombre de uno de ellos,
{puedo decir que ese elemento particular
la cumple? ¢(Puedo deducir que hay por lo
menos un elemento que cumple esa condi-
cion? ¢Qué pasa si el conjunto sdlo estaba
definido por comprensién y de pronto no
tenia ningan elemento?

— Cuando voy encontrando que unos cuantos
elementos de un conjunto A cumplen cierta
condicion C(x) y no he encontrado ninguna
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excepcion, ¢puedo introducir el cuantifica-
dor universal y decir: “Todo x de A cumple
C(x)”? Piense en los impares:

A =1{3,5,7,... 2k +1,.. }. Verifico que
el 3 es primo; que el 5 es primo; queel 7 es
primo, y salto a decir: “Todos los impares
son primos”. Esta ‘“sobregeneralizaciéon’ es
una inferencia invalida muy comdn.

— ¢Qué otros cuantificadores se pueden expre-
sar utilizando solamente ‘‘Existe por lo me-
nos un” y “Todos” con la ayuda de nega-
ciones?

— ¢Se puede expresar el cuantificador “Todos”
utilizando el cuantificador “Existe por lo
menos un” y una o dos negaciones?

— Comparada con el cuantificador ‘“Nadie”,
écomo actia la negacion “‘no” en el cuanti-
ficador ‘““No hay nadie que”? ¢Es lo mismo
decir “Es falso que nadie” que “No hay
nadie”?

— ¢Es lo mismo decir “Minimo uno” que “Por
lo menos uno”, y “Méximo uno” que “A lo
mas uno’’? ¢{Cudles de esas expresiones co-
rresponden al cuantificador existencial?

— ¢Qué diferencia hay entre “Todos no caben
en el bus” y “No todos caben en el bus”?
¢Se podran traducir estos cuantificadores
por “Nadie cabe en el bus” y “Existe por lo
menos uno que no cabe en el bus”? ¢Serd
que todos, o al menos algunos de los estu-
diantes son tan gordos que no pasan por la
puerta del bus?

El espafiol es mds sutil que los libros de légica,
en los cuales se buscard en vano una respues-
ta a las Gltimas tres preguntas. Aqui como siem-
pre, los sistemas matematicos son modelos sim-
plificados de la realidad, y en particular los siste-
mas logicos son modelos simplificados del len-
guaje ordinario. Por complicados que les parez-
can a los alumnos los sistemas matematicos, son
mas sencillos y transparentes que los sistemas
producidos por la evolucion de la naturaleza y
de la cultura.

Pasemos ahora a analizar las proposiciones com-
puestas o moleculares en las que las proposi-
ciones atdmicas pueden estar afectadas por nega-
ciones y enlazadas por conectivas binarias. En el
lenguaje ordinario hay decenas de expresiones
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que niegan una proposicion o conectan dos o
mas de ellas.
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La negacion toma distintas formas linguisti-
cas y se ubica en distintos puestos en la frase.
Pero siempre actla como un operador unario
en un sistema logico. Cuando se repite, pue-
de a veces eliminarse su sentido de negacion,
como cuando decimos ‘“No hubo nadie que
hubiera dejado de asistir”, o “Es falso que
nadie hubiera dejado de asistir”. En el pri-
mer caso se podria deducir que todos asis-
tieron, pero en el segundo caso mas bien se
deduce que algunos no aistieron, o que al
menos uno no asisti6. Son deducciones suti-
les que el cerebro produce y que hay que
hacer conscientes y procurar verificar con
modelos ‘de situaciones posibles para ver

- cuéndo son validas y cuando invélidas.

Para introducir correctamente una negacion
en un paso de argumentacion tengo que saber
previamente que la proposicion anterior era
falsa; si era verdadera, no puedo insertar una
negacion, pero si puedo introducir dos nega-
ciones que se anulen la una ala otra. ‘‘Alguien
vino; luego es falso que nadie vino™. Pero de
“Alguien vino”, no se sigue que “No vino
nadie”’; estas dos negaciones no se anulan
sino que se refuerzan. :

La conjuncién de dos proposiciones se hace
por medio de una conectiva que actlla como
operador binario sobre proposiciones mas
simples, y que puede indicarse con “y”, “y
también”, ‘“‘y ademds”, ‘“pero”, “pero si”,
etc. La conjuncion de dos proposiciones per-

mite deducir cualquiera de ellas dos. Si sé-

que el nmero es par y mayor que uno, pue-
do deducir que es mayor que uno, y por lo
tanto positivo; también puedo deducir que
es par, y por lo tanto expresable como 2k
con k entero. ‘

Para pegar correctamente en un paso de ar-
gumentacion dos proposiciones mas simples
con una conjuncion, tengo que saber previa-
mente que ambas eran verdaderas.

2 es par
2 es primo
2 es par y es primo.

Es interesante estudiar frases compuestas de
dos proposiciones que estén conectadas por
“no. .. perosi...”,opor “si...perono...”.

Piénsese qué hay que saber para pegar correc-
tamente dos proposiciones con una de esas
expresiones, y qué se puede deducir valida-
mente de una proposicibn compuesta que
contenga una de ellas.

Compdrese ‘“‘o come helado o toma gaseosa
{pero no ambas cosas)”, con ‘‘Puede comer
helado o tomar gaseosa (0 ambas cosas)”. En
el primer caso podemos deducir que no comié
helado si sabemos que tomo gaseosa, pero en
el segundo no. Pero si sabemos que no comid
helado, en ambos casos podemos deducir
que si tomo gaseosa. Cuando aparece una “o0”
decimos que hay una disyuncioén, o sea una
operacion mental de combinar dos proposi-
ciones en una sola proposicion compuesta,
que a veces se llama también ““disyuncién”’.
La disyuncion de dos proposiciones exige
que por lo menos una de las dos sea verda-
dera.

La disyuncion de dos proposiciones puede
ser exclusiva o excluyente cuando no permite
que las dos proposiciones conectadas sean
simultaneamente verdaderas; la conectiva co-
rrespondiente, llamada ‘‘o exclusiva’ se ex-
presa a veces por “0...0...”, “ya..., ya...”,
“obien. . ., obien...” “. . .o0... pero

no ambos”, etc.

Pero la disyuncion también puede ser inclu-
siva 0 incluyente si permite que ambas pro-
posiciones sean verdaderas; la conectiva co-
rrespondiente se expresa simplemente por
“ ..0...”,0opor“...o... 0ambas cosas”.

Para pegar correctamente en un paso de ar-

gumentacion .dos proposiciones con una “o
exclusiva” u “o. .. o...” necesitamos saber
previamente que una de ellas es verdadera y
s6lo una, asi no sepamos cual es. Excluimos
los casos en que ambas sean verdaderas 0 am-
bas falsas. Por ejemplo, si nosdan un namero
real x, podemos decir: “o x es racional, 0 x
es irracional”, Esa es una manera frecuente
de empezar un episodio argumentativo: con
una disyuncion de todos los casos posibles
mutuamente excluyentes. Si en cada uno de
esos casos pruebo mi tesis, ya he probado esa
tesis en general; por eso se llama ‘‘argumen-
tacion por casos”, o ‘“demostraciéon por
casos”.

Para pegar correctamente en un paso de ar-
gumentacion dos proposiciones con una “o
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inclusiva”, necesitamos saber previamente
que por lo menos una de ellas es verdadera,
asi no sepamos cual es. S6lo excluimos el
caso en que ambas sean falsas. Por ejemplo,
si nos dan un namero real x, podemos decir:
*0 x es mayor o igual a cero, 0 X es menor o
igual a cero”. Es posible que si x es cero
cumpla ambas condiciones, pero tiene que
cumplir al menos una de ellas. Asi también
se puede empezar una argumentacion por
casos, aungue no sean excluyentes; lo impor-
tante es que cada elemento del conjunto
sobre el que queremos generalizar correspon-
da al menos a uno de los casos enumerados.

Habria un tercer tipo de “‘0” mucho menos
frecuente, que podriamos llamar “o negati-
va’’, y que se podria expresar por ‘. ..o0...,
o ninguna de las dos cosas, pero no ambas”.
Por ejemplo, cuando digo: “Puedo comprar
un dulce, o comprar un pan, pero no me
alcanza la plata para ambos (aunque puedo
no comprar ninguno de los dos)”. Se llama

“también “o de Sheffer” por el apellido de

quien la estudid6 mas a fondo. Propiamente
no corresponde a una disyuncidn, pues no
exige que al menos una de las dos proposi-
ciones sea verdadera. Se usa mas bien entre
proposiciones incompatibles, o sea que no
pueden ser simultaneamente verdaderas.
¢Qué podriamos deducir de una frase que
contenga esta “o negativa”? ¢Qué necesita-
mos saber para pegar correctamente dos pro-
posiciones con una “o negativa’ en un paso
de argumentacién? ¢Qué caso excluimos?

Augusto De Morgan estudié a mediados del
siglo X1X lo que se puede deducir si se niega
una conjunciéon o una disyuncion. Aunque
los l6gicos medievales lo sabian, no era facil
expresar las reglas de deduccion correspon-
dientes, que hoy llamamos “leyes de De
Morgan™. Piénsese en lo que se puede dedu-
cir si se sabe que es falso que dos condicio-
nes se cumplen simultaneamente; o en lo
qgue se deduce si se sabe que es falso que al
menos una se cumpla. A partir de ejemplos
concretos puede llegarse a formular reglas
generales como estas: :

De la negacién de una conjuncién de dos
proposiciones se deduce la disyuncién de las
negaciones de las mismas, y viceversa.

De la negacion de una disyuncion de dos
proposiciones se deduce la conjuncion de las

negaciones de las mismas, y viceversa. Saber-
se las reglas no es importante si uno mismo
no ha llegado a convencerse de que eso es
asi y de que eso le permite hacer inferencias
validas mentalmente y por escrito.

Una posible inferencia invdlida que se comete
facilmente es la de pasar la negacion de una
conjuncion de dos proposiciones a la negacion
de cada una de las dos. Si sdlo sé que un nimero
entero no es a la vez par y primo, no puedo de-
ducir que no es par y que no es primo, sino sélo
que No es par, O que NO es primo, 0 gue No es
ninguna de las dos cosas (este es un ejemplo de
la “o0 negativa” o de Sheffer).

— “Ni raja ni presta el hacha’’ es un refrén po-

pular que permite estudiar la conectiva “ni. .
ni. . .”, llamada ‘“‘negacion conjunta’ o “ne-
gacion de Peirce”, por el apellido de quien la
estudié. La negacion usual es un operador
unario, pero la negaciéon conjunta es un ope-
rador binario. {Qué podriamos deducir de
una frase que contengael ““ni... ni...”’? {Qué
necesitamos saber para pegar correctamente
dos proposiciones con una negacioén conjun-
ta en un paso de argumentacion? ¢Qué casos
excluimos?

— De una frase que contenga una negacion con-
junta (“ni. . . ni...”) puede deducirse la nega-
cién de una disyuncion inclusiva si se piensa
cuidadosamente y se utilizan las leyes de De
Morgan.

— De una negacion de una disyuncion inclusiva
(de una “o inclusiva’) puede deducirse una
negacion conjunta de Peirce (“ni. .. ni..."”),
y de una negacién de una conjuncion puede
deducirse una negacion de Sheffer (una ‘o
negativa’’).

— Si el profesor conoce bien las tablas de ver-

dad de las conectivas usuales para la nega-
cién, la “y”, la “oinclusiva’ y la “‘o exclusi-
va”, seria recomendable no ensefiarles ni
exigir su memorizacion, sino mds bien ejer-
citar bien en clase las deducciones que se
pueden hacer si se sabe que una de las dos o
ambas proposiciones que estan unidas por la
conectiva respectiva son verdaderas, o que la
proposicion global 1o es, y en qué casos se
puede insertar correctamente esa conectiva;
luego se puede asignar como ejercicio indi-
vidual o por grupos construir la tabla de ver-




er- dad a partir de esa familiaridad con la conec- la otra también. Estas dos equivalencias

no tiva. lbgicas, la sintactica y la semdntica, también

€8 son distintas de la conectiva bicondicional

1as Si los alumnos estan repitiendo las tablas de “si y s6lo si”, que no es un relacién binaria
verdad de memoria (“La y es V,F,F,F”), sino una operacion binaria, y que estudia-
no .estan aprendiendo logica. Seria mejor remos en el siguiente bloque de objetivos

'te cambiarles el orden de los valores de verdad, especificos,

na o poner el cero para “Falso’ y el uno para

on “Verdadero”, o “—" para “Falso” y “+” Cuando podemos pasar correctamente de

ro " para ‘““Verdadero”, etc., de tal manera que una a otra proposicion en un paso de argu-

ie- tengan. que pensar y no se puedan refugiar mentacion, pero no podemos devolvernos,

o en la memorizacion. estamos en presencia de otra relacion bina-

es ria del sistema conceptual 16gico: la impli-

de Se puede hacer notar que en algunos pasos cacidon sintactica o implicacion deductiva
de una argumentacion es posible devolverse entre esas dos proposiciones. Esta relacion
correctamente a la proposicion anterior. Lo entre enunciados de una argumentacion es

o- vimos por ejemplo en el caso de la negacién distinta de la implicacion semantica o de
de una conjuncién y la disyuncion de las dos interpretacion, que es otra relaciéon ldgica

"e_ negaciones, 0 en el caso de la negacion de que no estu_diaremos’en _(':ietalle, Yy que sig-

la una disyuncion y la conjunciéon de las dos nifica que si la proposicién que implica la

or negaciones. En estos casos estamos en pre- otra es verdafiera, la otra también tiene que

e- sencia de una relacion binaria del sistema serlo, pero si la primera es falsa, no sabe-

e conceptual logico: la equivalencia sintic- 'mos.nac!a acerga_de la- seguljda. Estas dos

16 tica o equivalencia deductiva entre dos pro- lm’pllgacmnes !lecas, la sintactica y la se-

te posiciones. Esta relacién es parecida, pero mantica, .ta_mbne‘r‘n son distintas de la conec-

" distinta de la equivalencia seméantica o equi- tiva condicional “Si. .., entonces. . .”, que no

0s valencia de interpretacion, que es otra rela- es una relacién sino una operacion binaria,
cién légica que no estudiaremos en detalle llamada a veces “‘implicacién material”, y
aqui, y que significa que si una de las dos que es el objeto principal de estudio en el

o proposiciones ligadas por esta relacion es ver- siguiente bloque de objetivos.

a- dadera, la otra también, y si la una es falsa,

sa

Je

va

1a

),

de

‘o

or-

ja-

si-

ni

-

se

o

la ' '

la CONTENIDOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

se Hemos estudiado las negaciones y los cuanti- que conectan dos proposiciones para formar una -

a; ficadores como operadores unarios de los siste- nueva. El estudio mds sencillo fue el de la con-

1i- mas légicos conceptuales. Luego estudiamos al- juncion; el de la disyuncibon fue un poco mas

- gunos operadores binarios o conectivas légicas delicado. Pero el estudio mas dificil es el de las
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proposiciones compuestas que tienen forma con-
dicional, o sea de las que estin unidas por una
conectiva indicada por palabras como “Si. . .,
entonces 2%, ¢ sil L, ete., llamadas ambigua-
mente |mpI|caciones” o “‘implicaciones mate-

riales” entre dos proposiciones.

Una primera ambigledad estd en que, como ya
vimos, la palabra “implicacion” puede referir-
se a varios tipos de relaciones sintacticas o seman-
ticas, simétricas o antisimétricas, pero en el caso
de la conectiva condicional mental se refiere mas
bien a una operacion binaria o de dos puestos.
Es un caso frecuente de ambigliedad que aparece
cuando se confunde el sistema simbolico con el
sistema conceptual. Una segunda ambigiedad
esta en llamar “‘implicacion’ no sélo a la opera-
cién binaria mental, sino a la expresion “Si.
entonces. . .”’ 0 a la flecha con la quie suele abre-
viarse. Ademds, se |lama a veces “implicacién’ no
s6lo a la operacion, sino también al resultado: a
la proposicion compuesta de las otras dos, ya
unidas con la implicacién material. Este es otro
caso de la frecuente ambiguedad que aparece
cuando se confunde la operacién activa con el
resultado pasivo.

En una proposicion compuesta de dos propo-
siciones conectadas por una conectiva condi-
cional, una de las dos proposiciones (llamada ‘“‘la
condicién’’) expresa precisamente un requisito
o condicién para que la otra {llamada ‘“la condi-
cionada’’) se cumpla. La condicion puede estar
de primera o de segunda, y por eso hay que ver
qué es lo que se llama “el antecedente” y ‘el
consecuente’ de una condicional. Si la frase con-
dicional empieza por “Si. ..”, o tiene una flecha
de izquierda a derecha en la mitad, la condicion
queda de antecedente y el condicionado de con-
secuente; pero si la frase condicional tiene el
¢, ..si...” en la mitad, o una flecha de derecha
a |qu|erda no es tan claro cuél de las dos pro-
posiciones se deba llamar ‘“‘antecedente’ y cudl
““consecuente”.

— Hay que analizar las distintas maneras como
en el lenguaje ordinario se conectan dos pro-
posiciones para indicar este tipo de depen-
dencia condicional de una con la otra, y
pensar qué puede deducirse de unas u otras
de -esas frases compuestas conectadas por
una conectiva condicional. Las expresiones
que corresponden-a las conectivas condicio-
nales que se utilizan en el lenguaje ordinario
y en el cientifico son multiples, y expresan

_distintos tipos de condicionamiento:
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“Si...,...", “Si...,entonces. .im-
plica...”, *“ ..si..., ”,“Es suﬁmente que...,
para que . .., “Condicion suficiente para
que. . . es que. . .”’, “Es necesario que. . .,
para que. . .”, ‘“Condicién necesaria para
que. . .esque. ..”, “Es necesario y suficien-
te que. . . para que. ..”, “Condicién necesa-
ria y suficiente para que. . . es que. . .”,

.si y sblosi. ..” “Siempre que. . .,...”,
. siempre que. . .”, “Cuando. . ., ...”

v ’

. . cuando. . .”, *Sélo cuando. . . ”

FECE )

. . s6lo cuando. ..”, “Siempre y cuando.. .,
»” 13

.7, .. .siempre y cuando. . .”’, “Si. .
.y sinono”, etc.

13
.
33

(13

E! estudio logico y linglistico de estas ex-
presiones lleva mas de 25 siglos, sin arrojar
conclusiones definitivas. Lo importante es
emprender uno mismo ese estudio, y analizar
qué puede deducirse de proposiciones conec-
tadas por algan tipo de conectiva condicio-
nal cuando se sabe que la condicién se cum-
plid 0 no, y qué puede deducirse cuando se
sabe que el condicionado se cumplié o no.

Ya analizamos el caso de ‘‘Siempre que llego
de primero, la puerta estd con doble liave”
¢Qué dedujimos de que ia puerta no estuvie-
ra con doble llave? Aceptemos que esta pro-
posicion compuesta es equivalente a la si-
guiente. “Si llego de primero, (entonces) la
puerta estd con doble llave”.. Pongdmonos de
acuerdo en expresar las proposiciones condi-
cionales compuestas de dos proposiciones
mas simples en la siguiente forma convencio-
nal: empecemos por “Si. . .””; pongamos la
proposicién que expresa la condicién sufi-
ciente de primera, y la proposicion condicio-
nada de segunda (poniendo o no la palabra
“entonces’’ en la mitad de las dos). Decimos
que la condicion suficiente es el antecedente
de la proposicion condicional (en este caso:
“Yo llego de primero’), y que la proposicién
condicionada (o ‘“‘el condicionado”, en este
caso: ‘“‘La puerta estd con doble Have”) es el
consecuente.

Noétese que si insertamos el *.. .si...” en la
mitad de dos proposiciones, Ia segunda es la
condicion suficiente, y la primera la condi-
cionada (o ‘el condicionado”): ‘‘La puerta
estd con doble llave si llego de primero’’. Por
eso es mejor no hablar de antecedente y con-
secuente en estos casos, sino sélo cuando la
frase esté en su forma convencional, o sea
cuando empiece por “Si. . .”, y no cuando
tenga el “‘si”” hacia la mitad de la frase.
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Si se analiza con cuidado el pdrrafo anterior,
se vera que tiene un “si’’ al comienzo, y que
la segunda frase tiene un “sélo cuando”, y
luego un ‘“‘y no cuando”. Si Ud. entendid

.bien ese parrafo, fue porque ya tenia bastante

bien entendidas las condicionales. (Ud. notd
por supuesto que la Gltima frase también era
condicional si ley6 con cuidado). {Qué pue-
de decir de la Gitima frase entre paréntesis?
Estas experiencias de comprender el lengua-
je ordinario un poco mas refinado y de par-
tir de la habilidad mental que ya tienen los
alumnos para interpretar frases condicionales,
son las que constituyen el comienzo por los
sistemas concretos de que se habla en los
programas de matematicas de la renovacion
curricular. Por el contrario, en este caso co-
menzar por los sistemas simbollicos seria
introducir una flecha para la implicacion ma-
terial, leer “p — q’’ como *‘p implicaq”’, y
escribir en el tablero la tabla de verdad de
“p— q’’ para los cuatro casosde p y q. Asi
tal vez se ejercita la memoria, pero no se
aprende logica.

Para simplificar las deducciones a partir de
proposiciones condicionales que expresan
una condicion suficiente (sea 0 no necesaria),
se suele pues utilizar para expresarlas la forma
ya convenida que contiene la expresion “Si.. .,
entonces. . .”, la condicién como anteceden-
te y el enunciado condicionado como conse-
cuente. Se supone que al afirmar este tipo
de proposicion condicional, 1o Gnico que se
excluye es que el antecedente se cumpla sin
que el consecuente se cumpla. Todos los
demas casos se declaran posibles. Podria ser
mas claro para el oyente lo que quiere decir
el que .prépone proposiciones compuestas de
dos enunciados unidos por este tipo de co-
nectiva condicional simplificada si el que las
propone se tomara el trabajo de completar la
frase condicional con expresiones como *‘y si
no, no sé nada”, o “y si no, no me compro-
meto a nada’, o “y si no, todavia no he
resuelto”, etc.:

Supongamos que la mama le dice a la hija:
“si comes helado, no tomas gaseosa (y si no
comes, no he dicho nada)”.

Supongamos que si comio helado. Podemos
deducir que no tomo gaseosa. ‘
Supongamos que si tomd gaseosa. Luego no
comio helado.

Supongamos que no comid helado. No sabe-

mos qué pas6 con la gaseosa.
Supongamos que no tomd gaseosa. ¢Pode-
mos deducir algo?

Supongamos que la mama le dice al hijo: “‘Si
terminas la tarea, puedes ver television (y si
no terminas, todavia no he resueito)”.
Supongamos que si terminé la tarea. Puede
ver television.

Supongamos que no lo dejan ver television.
Es porque no ha terminado la tarea.
Supongamos que no ha terminado la tarea.
No se sigue nada de esa suposicion, pues en
ese caso la mama no habia resuelto nada.
Supongamos que el muchacho estd viendo
television. No se puede deducir nada de ese
hecho respecto a si termind la tarea o no,
pues la mama no habia resuelto si lo dejaba
ver television antes de terminar la tarea o no.
La condicion de terminar la tarea era suficien-
te para ver televisiOn, pero no era necesaria.

Estas Gltimas afirmaciones pueden extrafiar
algo a los alumnos, pues por lo comdn los
papas ponen condiciones que son mas fuer-
tes que las que se enuncian con “Si. .., enton-
ces. ..”’, o sea que son mds fuertes que las con-
diciones suficientes. En los casos usuales
estamos ante condiciones que son a la vez
necesarias y suficientes, y que para mayor
claridad se deberian enunciar terminando
la frase con una expresién como ‘“y si no,
no’’, para que no haya duda. Supongamos
ahora que el papd le dice al hijo: “‘Si termi-
nas la tarea, puedes ver television (y si no,
no)”.

Supongamos que si termind la tarea. Puede
ver television.

Supongamos que no lo dejan ver televisién.
Es porque no ha terminado la tarea.
Supongamos que no ha terminado la tarea.
Ahora si se sigue que no puede ver television.
Supongamos que esta viendo television. Aho-
ra también se puede deducir que ya terminé
la tarea.

En el lenguaje ordinario la conectiva ““Si. . .,
entonces. . .y si no, no”’ representa pues una
bicondicional, o sea que el antecedente es
condicion necesaria y suficiente para que
ocurra el condicionado. En el lenguaje de
las matematicas se suele poner “. . .siy s6lo
si. . .” en medio de las dos proposiciones
conectadas por la bicondicional, pero enton-
ces ya no se sabe cual es el antecedente y
cudl el consecuente, ni cuél es la condicion y
cudl el condicionado. Se pierde la nocion
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temporal correcta que tiene el alumno de
que las condiciones se deben dar primero, y
luego se puede dar el condicionado. Esa su-

cesion temporal se pierde en la simplifica-

cion que se hace en los sistemas |6gicos usua-
les, en los que se piensa s6lo en la verdad o
falsedad de cada enunciado de la proposicion
condicional; en estos casos se toma siempre
la expresidon “Si...,entonces...” paraindicar
la conectiva mental, se toma el antecedente
como condicion suficiente, y el consecuente
como condicionado, y se sobreentiende “‘y
si no, no he dicho nada”, mds bien que lo
que suelen sobreentender los alumnos: ‘“y si
no, no”.

Esta solucion simpilificada para el problema
del significado de la conectiva condicional
que liga los dos miembros de una proposi-

. ¢ién condicional se llama ‘“‘implicacion ma-

64

terial” o “implicacién filoniana”, porque

fue una ingeniosa simplificacion inventada
muy probablemente por un légico griego
llamado Filon. Es la que se usa casi siempre
en matematicas y en légica formal. Como de
costumbre, los matematicos y los logicos
parten de los sistemas concretos del lenguaje
ordinario y cientifico, y forman un modelo
conceptual simplificado para poderlo estudiar
mejor; en este caso simplifican el uso variado
de las condicionales del lenguaje ordinario
para decidirse por un solo tipo de implica-
cion, la material o filoniana, que no depende
del tiempo ni de la relaciéon de causa a efecto
qgue pueda tener la condicion sobre el condi-
cionado. De nuevo el sistema concreto del
manejo de las condiciones en el lenguaje or-
dinario es mucho mas complicado vy sutil que
el sistema matematico conceptual ya simpli-
ficado que utilizamos para manejar las condi-
ciones suficientes en {as matematicas.

Los ejemplos anteriores se pusieron el prime-
ro en boca de la mama y el segundo en boca
del papa con una segunda intencion: el pro-
fesor Carlo Federici noto hace mads de treinta
anos que aqui en Colombia los alumnos
asocian mas facilmente la implicacidon mate-
rial mas suave con las condiciones que les
ponen las mamds (que tienen implicito “y si
no, todavia no he resuelto”), y asocian las
condiciones mas duras (que tienen implicito
“y si no, no”’) con las que les ponen los papds.
Habria pues una “implicacion simple o de la
mama’’, que es mds suave y corresponde a
la implicacion material simple, y otra “im-

plicaciéon doble o del papd’’, que es més fuer-
te y corresponde a la bicondicional o doble
implicacion material. (Pero ya vimos que hay
también otros tipos de implicaciones que no
son operaciones lAgicas sino relaciones sin-
tacticas o deductivas, simples y dobles, ade-
mas de otras que son relaciones semanticas o
de interpretacion, simples y dobles).

Es importante estudiar las condiciones sufi-
cientes que corresponden a las implicaciones
materiales o filonianas simples, y distinguir-
las de las condiciones necesarias. Estudiemos
este caso:

Es necesario que tenga el carnet vigente para
que entre a la biblioteca.
Yo tenia el carnet vigente.

¢Se deduce que entré a la biblioteca?

Estudiemos este otro caso:

Es necesario que tenga el carnet vigente para
que entre a la biblioteca.

Yo no tenia el carnet vigente.

Si entré a la biblioteca.

¢Se deduce algo de 2 y 3? Si nos fijamos con
atencion, se puede deducir que el enunciado
1 era Talso: en realidad no era tan necesario
tener el carnet vigente, pues se puede uno
“‘colar’’ sin que lo vean, o haciendo trampa,
o convenciendo al portero. Seria s6lo una
“necesidad juridica’’.

Estudiemos este otro caso:

Es suficiente que compre una boleta para
que entre al estadio.

No compré boleta.

¢Se deduce que no entré al estadio? No, por-
que pude haber entrado con pase de cortesia.
Era suficiente tener boleta, pero no era nece-
sario.

Estudiemos este cuarto caso:

Es suficiente que compre una boleta para
que entre al estadio.
No pude entrar al estadio.

¢Se deduce que fue que no compré boleta?
Si estaba bien enunciada la condicion sufi-
ciente 1, si se deduce que no compré boleta:
si compré la boleta y eso era suficiente para
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entrar, entré. Lo que pasa es que las condi-
ciones que enunciamos no suelen ser tan pre-
cisas como las que se usan en logica y en ma-
tematicas. Si compré boleta pero no pude
entrar al estadio (por ejemplo porque me did
un trastorno y me tuve que devolver aunque
tuviera que perder la boleta), lo que se dedu-
ce es que estaba mal enunciada la condicio-
nal 1. Mejor enunciada, deberia decir algo
asi como: “Para que entre al estadio es sufi-
ciente que compre una boleta y que no me
pase nada desde que la compre hasta que
entre al estadio”.

Para firmar un contrato, entender una ley o
un reglamento, etc., es muy importante
saber qué se puede deducir de una proposi-
cion condicional y qué no, y qué diferencia
hay entre condiciones necesarias y suficientes.

Es conveniente ejercitar ante todo las deduc-
ciones y las transformaciones mentales con
proposiciones condicionales que enuncien
condiciones suficientes pero no necesarias,
tanto en las matematicas como en las cien-
cias naturales y en las situaciones de la vida
cotidiana.

Por ejemplo, en el sistema de los nimeros
enteros con la multiplicacion y las relaciones
multiplicativas, es suficiente ser divisible por
cuatro para ser divisible por dos, pero no es
necesario: seis es divisible por dos pero no
por cuatro. En cambio, no sélo es suficiente
tener exactamente cuatro divisores para ser
primo, sino que también es necesario. El
-1no es primo porque tiene sdlo dos diviso-
res: +1y -1; el 3 si lo es porque tiene cuatro
divisores, y el 6 no lo es porque.tiene ocho.

Es suficiente tener exactamente seis diviso-
res para ser cuadrado perfecto. ¢Es necesa-
rio? (Compare el 4 y el 9 con'el 16).

Es suficiente que haya algunos elementos
qgue vivan en un conjunto B pero no en A
para que B no esté contenido en A. ¢Es
necesario? (No: basta con que haya uno solo.
iCuidado con la ‘s de “‘algunos”!).

El cerebro parece transformar facilmente
una condicional transponiendo el orden del
antecedente y el consecuente. “Si el perro
ladra, suena el timbre” se convierte facilmen-
te en “Si suena el timbre, el perro ladra”.
Es como si el cerebro tuviera programado un

operador mental R que transformara una
condicional en su reciproca. Pero esta con-
version de una condicional en su reciproca
no es védlida cuando la condicion es s6lo sufi-
ciente pero no necesaria.

También suele el cerebro convertir facilmen-
te una condicional en su contraria, negando el
antecedente y el consecuente pero mantenien-
do el orden: “Si el perro ladra, suena el timbre”,
se convierte facilmente en ““Si el perro no ladra,
no suena el timbre” (tal vez por haber completa-
do mentalmente ‘‘y si no, no” al final del primer
enunciado condicional). Es como si el cerebro
tuviera programado otro operador C que trans-
formara una condiciona! en su contraria. Esta
conversién de una condicional en su contraria’
tampoco es valida cuando la condicion es sélo
suficiente pero no necesaria.

Si se piensa en la reciproca de la reciproca, o en
la contraria de la contraria, se puede caer en
la cuenta de que son equivalentes a la misma
condicional original. Es como si se le aplicara
un operador idéntico | que la dejara quieta (ale-
goricamente, es como si el cerebro pudiera con-
siderar un “monstruo mansito’’ | que no le hace
nada a la condicional a la que se le aplica). Pero
tratese de pensar en la reciproca de ia contraria,
o en la contraria de la reciproca. No es claro cual
es. La contraria de la reciproca se llama “‘la con-
tra-reciproca’ (o a veces “la contrapositiva’ de
la original). No es facil comprobar mentalmente
gue la reciproca de la contraria también es equi-
valente a la contra-reciproca, a pesar de haber
hecho las transformaciones en orden inverso.
Para comprobario es conveniente introducir ta-
quigrafias y simbolos, ojald en una primera ins-
tancia inventados por los alumnos, para luego
compararlos con los simbolos usuales para las
condicionales. En este caso, la aplicacion de fa
contraria después de la reciproca daria la contra-
reciproca. Es como si el cerebro tuviera progra-
mado un operador K que transformara una con-
dicional en su contra-reciproca, y que cumpliera
la ecuacion K = C<R.

Con estos dos operadores C y R que transfor-
man una condicional en su contraria y en su
reciproca, con el tercer operador K que cambia

_una condicional en su contra-reciproca, y ademas

con el operador idéntico | que la deja quieta, es
posible construir un grupo de cuatro operadores
que ‘se combinan en distintas formas sin salirse
de esos cuatro operadores iniciales. Este ejercicio
mental de combinar de distintas maneras estos
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cuatro operadores mentales es una actividad que
permite desarrollar muy eficazmente el pensa-
miento formal.

OPERADORES SOBRE CONDICIONALES:

C Operador de contrariacién que cambia una
condicional en su contraria.

R Operador de reciprocaciéon que cambia una
condicional en su reciproca.

K Operador de contra-reciprocacion que cam-
bia una condicional en su contra-reciproca.

| Operador idéntico que deja quietas las condi-
cionales.

Habria que estudiar con cuidado y ejercitar
mentalmente las transformaciones representadas
en la Figura 1, en donde el simbolo “‘p — t’’ sig-
nifica: ““Si el perro ladra, suena el timbre”’, etc.
Para mas detalles, se puede ver el articulo de
Carlos E. Vasco, “‘Dos nuevos grupos Piagetianos
en la Légica Elemental’, citado en la bibliogra-
fia de esta primera unidad. All{ se estudia el gru-
po IKRC formado por estos cuatro operadores
sobre condicionales,

°
l
TN

CONTENIDOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

En esta actividad se trata de profundizar en el
estudio que se inici6 a proposito del objetivo
especifico 5, cuando se hizo el “anilisis quimi-
co” y el “andlisis fisico” de algunas proposiciones
compuestas. Notdbamos alld que una vez que se
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eliminaban de un episodio argumentativo las
expresiones que indican una transicién deducti-
va, como “luego ”, “por lo tanto”, “de ahi se sigue
que”, etc., quedaba una lista de proposiciones

casi siempre complejas, que tienen negaciones,
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cuantificadores y conectivas ldgicas binarias.
Observabamos que las negaciones y los cuanti-
ficadores actuaban como operadores unarios o
de un puesto sobre una proposicion simple o
compuesta para formar otra mas compleja, y que
las conectivas logicas actuaban como operacio-
nes binarias entre dos proposiciones simples o
compuestas para formar una nueva mas compleja.

Vamos a estudiar ahora lo que pasa cuando
las negaciones se combinan con los cuantifica-
dores para producir proposiciones que podriamos
Ilamar doblemente complejas. De alguna manera,
el cerebro tiene que saberlas manejar para poder
aprender a hablar bien, pero cuando tratamos de
hacer consciente ese manejo, podemos ver lo
fino y complejo que es, y lo dificil que es expre-
sarlo en forma precisa.

Recordemos que hay cuantificadores restringi-
dos a un conjunto referencial o universo del
discurso ya limitado, como cuando digo: ‘“Todo
entero’’, o “Cada persona”, etc. y cuantificado-
res generales que no restringen explicitamente el
campo de variacién de los posibles sujetos de los
predicados que siguen, como cuando digo: “Hay
algunas soluciones a la cuadratica x> + 1 = 0",
en donde no digo en qué sistema numérico las
debo buscar. Si restringiera el cuantificador a los
nimeros reales, la proposicion seria falsa, pero
si tomo ademds los nimeros complejos, la pro-
posicién es verdadera, pues hay dos soluciones
puramente imaginarias a esa ecuacién que era
insoluble en los reales (ver mas adelante la uni-
dad de sistemas construidos con nameros com-
plejos).

Ya desde antiguo se notd que hay bdsicamente
dos tipos de cuantificadores afirmativos menta-
les: el universal o general, que se representa ver-
balmente por “Todos”, “Todo”, ‘““Cada uno”,
“Todos y cada uno’’, “‘Para cada’, “Por cada”,
etc. y el particular o existencial, que se represen-
ta verbalmente por “Alguno”, ‘“Algunos’ (con
cuidado con la “s” del plural), “Hay”’, “Existe
un’’, “Al menos uno”, “Alguien”, etc.

— Cuando se enuncia una condicidon o propo-
sicion abierta, el cerebro recorre los posibles
sujetos de cierto conjunto referencial o uni-
verso del discurso, y si comprueba que cada
uno de ellos cumple la condicién, antepone
el cuantificador universal a esa condicion.
Como ya vimos, el peligro esta en sobregene-
ralizar, o sea en comprobar solamente con
algunos casos, y luego lanzarse a afirmar la

condicion ya cuantificada universalmente.
Por ejemplo, si veo que el 3 es primo, el 5
también, y el 7 también, me siento impul-
sado a afirmar que todos los impares son
primos; si hubiera seguido hasta el 9 no
habria cometido ese error. Si conozco dos
o tres personas de otra nacionalidad u otra
region del pais que no me caen bien, es facil
lanzar una-condena a todos los de esa nacio-
nalidad o esa regidén, cometiendo una falacia
de generalizacién invalida por no utilizar con
cuidado el cuantificador universal.

En cambio, si parto del supuesto de que una
proposicién cuantificada universaimente es ver-
dadera, por ejemplo porque la he comprobado
en todos los casos o la he demostrado valida-
mente a partir de axiomas 0 postulados acepta-
dos por todos, basta comprobar que el conjun-
to sobre el que se cuantifica no esta vacio, para
poder deducir validamente que existe un elemen-
to de ese conjunto que satisface la condicion que
aparece cuantificada universaimente.

Si no compruebo por separado que el conjun-
to sobre el que se cuantifica universalmente
no estd vacio, no puedo concluir nada. Aunque
aceptara tedricamente que todas las aves fénix
por definicion resucitan de sus cenizas, no puedo
concluir que hay al menos un ave fénix que resu-
cita de sus cenizas.

— A veces el cerebro recorre los posibles suje-
tos del conjunto referencial o universo del
discurso, y comprueba al azar que un ele-
mento determinado cumple la condicién
dada. Entonces puedo cuantificar existencial-
mente esa condiciéon. Veo por ejemplo gue
entre los nimeros enteros el dos es primo y
es par, y digo que hay un namero primo par.
No veo otros, pero por ejemplo, si hubiera
mirado el -2, hubiera visto que también cum-
ple la doble condicion de ser a la vez primo y
par. Pero eso no quita la verdad de mi afir-
macion cuantificada existencialmente: ‘“‘Hay
un numero entero que es primo par”’, o
“Existe por lo menos un namero entero que
es primo par”, “Se da minimo un entero
primo par”, etc.

En el lenguaje ordinario se suele decir: *“Algu-
nos cumplen”, entendiendo que hay dos o
mas. En la simplificacién l6gica que se usa para
determinar mas precisamente el cuantificador
existencial no se sobreentiende ‘“‘dos o més”,
sino “uno o méas”’, “al menos uno”, “minimo
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uno”, etc. Hay que tener pues cuidado con esa
““s”* del plural en “‘algunos™.

En el lenguaje ordinario cuando se dice que
““algunos vinieron”’, se entiende que algunos no
vinieron. Pero en la simplificacion logica que se
usa para determinar mas precisamente el cuanti-
ficador existencial no se sobreentiende que de
‘“‘algunos si”’ se deduzca que “algunos no”. Hay
que tener pues mucho cuidado con este mode-
lo simplificado de! cuantificador existencial que
se usa en logica y en matematicas. El lenguaje
ordinario es mas complejo y sutil.

Puedo por ejemplo decir que: ‘“Algunos en-
teros son primos pares”’, pues el +2 y el -2 lo
cumplen; pero no puedo decir con verdad: “Al-
gunos naturales son primos pares”, pues el 2 es
el (nico que lo cumple. Si digo: ‘‘Algunos nu-
meros enteros tienen por lo menos dos diviso-
res”, eso no quiere decir que haya otros que
tienen menos de dos. Los primos tienen cuatro,
el +1 y el-1 tienen dos, vy el cero tiene todos los
que uno quiera; esto es asi porque cualquier
numero entero n es divisor del cero: basta com-
probar que n x 0 = 0; por definicidn eso signifi-
ca que el nimero n es divisor de otro: basta que
haya algin entero que multiplicado por n dé el
otro. En este caso ‘el otro” es cero, y el nGme-
ro que se necesita es el mismo cero {nadie ha
dicho que tenga que ser distinto del otro). Por
lo tanto, el cero también es divisor del cero, aun-
que no se pueda dividir cero por cero; una cosa
son las relaciones y otra, las operaciones.

En particular, se puede ver claramente que la
definicién de la relacién . . . es divisor de. . .”
incluye un cuantificador existencial:

‘“‘y es divisor de x si y solo si existe por lo menos
un z tal que yz = x”.

— Las complicaciones empiezan cuando se
combinan los cuantificadores con las nega-
ciones: “No todos vinieron”, “Todos dejaron
de venir”, “Es falso que algunos vinieron”,
“Algunos no vinieron”, “Nadie vino”, “No
vino nadie”’, “No todos dejaron de venir”,
“No hay quien empiece”, “Es falso que nadie
empezd”, etc. Esas combinaciones de cuanti-
ficadores con negaciones desafian al cerebro
para descodificar adecuadamente esas frases
tan complejas. Lo mas importante es experi-
mentar el poder del cerebro humano para
entender esas sutilezas del lenguaje, y tratar
de formarse un sistema conceptual simplifi-
cado que nos ayude a pensar mejor. Si para
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eso es Util escribir ‘“‘Aes boca-arriba”, y “Ees
al revés”: ¥x, 3Jy,etc, estd bien utilizar
esos simbolos, pero no es necesario. Eso es
s6lo un sistema simbdlico que puede ayudar
o estorbar. Lo mds importante es el sistema
conceptual.

Pero eso no niega que los sistemas simbdlicos
son muy Utiles para apoyar el razonamiento con-
ceptual. Por ejemplo, desde la Edad Media se
han utilizado las dos primeras vocales de ‘“AFFIR-
MO” y “NEGO” (como se dice en latin “afirmo”
y “niego’’) para expresar las frases cuantificadas.
La “A” representa una frase afirmativa cuantifi-
cada universalmente, o “‘universal afirmativa”,
como “Todos vinieron” o “Cada uno cumpli6”
(también se puede decir que “Todos”, ‘“‘Cada
uno”’, etc. son expresiones que representan el
cuantificador universal afirmativo o de tipo
“A”). La “I” representa una frase particular
afirmativa, como ‘‘Alguien vino” o “Algunos
cumplieron”, llamada también existencial afir-
mativa, la “E” representa una frase universal
negativa, como “Nadie vino” o “Ninguno cum-
plié”, y la “O” una particular negativa, como
‘‘algunos no vinieron” o “Alguien no cumplié”.

— .Comencemos por la negacion aplicada men-
talmente después del cuantificador univer-
sal, pero que se enuncia verbalmente antes del
mismo ‘‘No todos cumplen la condicion”;
“Es falso que cada uno cumpia la condi-
cién”. El cerebro pasa ficilmente de “No
todos vinieron” a ‘“‘Alguien dej6é de venir”.
Esa transformacion es vdlida. Pero también
el cerebro pasa ficilmente a decir “Algunos
no vinieron”. Pero esa no es una transfor-
macion vdlida, como se puede comprobar
si uno se fija en la “s” del plural en “‘algu-
nos’’. Basta con que uno sélo no haya venido
para poder afirmar que no todos vinieron.
No hacen falta dos o mds. La transformacion
vélida seria: ‘““Hubo alguien que no vino”,
“Al menos uno no vino”, “Minimo uno dejo
de venir”, etc. Este cuantificador se flama
“particular negativo’” o ‘“‘existencial negati-
vo”. Las frases que lo contienen se llaman
particulares negativas, y se denotan por la
letra “O”.

— Tampoco seria valido concluir que “Algunos
si vinieron” a partir de que ‘‘algunos no
vinieron”. Ordinariamente se concluye asi,
pero en la simplificacion l6gica que estamos
utilizando, ‘“‘algunos no vinieron’ es compa-
tible con que nadie haya venido, y por lo
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tanto no se puede deducir que algunos si
vinieron.

Estudiemos ahora la negacion aplicada men-
talmente después del cuantificador existen-
cial, pero que se enuncia verbalmente antes
del mismo. “No hay quien cumpla la condi-
cion”, “Es falso que alguien cumpla la con-
dicion”. El cerebro pasa facilmente de ellas
a: “Ninguno la cumple”, “Todos dejan de
cumplirla”, o “De cada uno puedo decir que
no la cumple”, etc. Esas transformaciones
son vdlidas.

“Ninguno”, ‘“‘Nadie’’, etc. es pues la nega-
cion del cuantificador existencial, y se suele
llamar ‘“cuantificador existencial negado’ o
“cuantificador universal negativo’; las frases
que lo contienen se llaman universales nega-
tivas y se denotan con la letra “E”’.

Nétese que en “No hay ninguno’’ se enuncia
una doble negacion, pero esa doble negacion
sirve mds bien para enfatizar la negacion que
para eliminarla. Esta negacion enfatica es
una peculiaridad del espafiol que no se usa
en otros idiomas. Si digo “Es falso que nadie
vino”, esa doble negacion si se puede elimi-
nar, y concluir: “‘Luego alguien vino”. Pero
si digo “No vino nadie”, no puedo eliminar
las dos negaciones y decir: ‘“‘Luego alguien
vino’’. Hay que tener pues cuidado con la
doble negacion enfatica para no confundirla
con la negacion del cuantificador existencial.

La negacién también puede enunciarse ver-
balmente después del cuantificador univer-
sal, lo que quiere decir que mentalmente se
aplica a fa condicion antes de cuantificarla:
“Todos dejan de cumplir’”’, “De cada uno
puedo decir que no cumplié’’. En este caso,
la combinacion es equivalente a la negacién
del cuantificador existencial o ‘‘universal
negativo’’: “Nadie”, “Ninguno”, etc. (Tipo
“E”).

La negacién también puede enunciarse ver-
balmente después del cuantificador existen-
cial, lo que quiere decir que mentalmente se
aplica a la condicion antes de cuantificaria:
“Hay alguien que no cumple”, “Minimo uno
dejé de cumplir”, ‘“‘Algunos no cumplieron”,
etc. Este cuantificador se llama “particular
negativo’’ o “‘existencial negativo’’, y es dis-
tinto de la negacion del existencial o “uni-
versal negativo’. Las frases existenciales

negativas o particulares negativas se denotan
con la letra “0O”.

Se puede jugar un juego llamado “ iA que no
me contradice!’’, para ver qué es lo minimo
que hay que afirmar para contradecir una
proposicion cuantificada. Yo digo: “Todo
namero entero tiene por lo menos cuatro
divisores. iA que no me contradice!”. Usted
debe decir algo que me contradiga, pero que
no se vaya al otro extremo. Si dice: “Ningin
namero tiene cuatro divisores”, eso es dema-
siado; si dice: ‘““Hay uno que no tiene sino
dos’’, eso si me contradice. Yo digo: ‘‘Hay
n(meros primos pares. iA que no me contra-
dice!””. Si Usted dice: ‘““Hay primos que no
son pares”, eso no me contradice. Si dice:
“Ningln primo es par”’, eso si me contra-
dice.

Una vez que se distingan bien las contradic-
torias, que son las que se niegan mutuamente
diciendo lo minimo posible, de.las contrarias,
que en alguna manera parecen irse al otro
extremo, es posible caer en la cuenta de que
la contradictoria de la contradictoria es equi-
valente a la misma proposicion original, y
que la contraria de la contraria también es
equivalente a la misma original.

Parece que el cerebro tuviera programado un
operador C que transformara una proposi-
cion cuantificada en su contraria, y otro ope-
rador N que transformara una proposicion
cuantificada en su negativa o contradictoria.
Parece que el cerebro también puede consi-
derar un operador idéntico | que no le hace
nada a las proposiciones cuantificadas, de tal
manera que la contraria de la contraria sea la
misma original, es decir: C°C =1, y que la
negativa de la negativa (o sea la contradicto-
ria de la contradictoria) sea la misma original,
es decir: N°N = I.

éPero qué serd la contraria de la contradic-
toria? ¢Y la contradictoria de la contraria?
¢Darad lo mismo aplicar esos dos operadores
C v N en cualquier orden a una proposicion
cuantificada?

Convengamos en que la proposicion de tipo
| es la alterna de la de tipo A (a veces llama-
da “subalterna’ de la A), y que la de tipo O
es la alterna de la de tipo E. Asi es posible
pensar activamente esas transformaciones y
comprobar que la contraria de la contradic-
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toria (0 sea la contraria de la negativa) es la
alterna, y que la contradictoria de la contra-
ria (o sea la negativa de la contraria) también
es la alterna. Es como si ademas de los tres
operadores C, N, |, el cerebro tuviera progra-
mado un cuarto operador A que transforma
una proposicion cuantificada en su alterna,
de tal maneraque C°-N= Ay N°C= A,

Con esos tres operadores de contradiccion o
negacion N, de contrariacion C, y de alterna-
cion A, mas el operador idéntico o “‘mons-
truo mansito’”’ | que no le hace nada a las
proposiciones cuantificadas, es posible cons-
truir un grupo de cuatro operadores que se
combinan en distintas formas sin salirse de
esos cuatro operadores iniciales. Ejercitar
esas transformaciones mentales es otro tipo
de actividad que contribuye al desarrollo del
pensamiento formal en los adolescentes. Para
ello se podrian estudiar las transformaciones
representadas en la Figura 2 y ejercitarlas
mentalmente. Para completar la informacion,

se puede ver también el articulo de Carlos
E. Vasco ‘““Dos nuevos grupos Piagetianos en
la Logica Elemental”, ya mencionado arriba
y citado en la bibliografia de esta primera
unidad. Alli se estudia el grupo INAC forma-
do por estos cuatro operadores sobre propo-
siciones cuantificadas. '

OPERADORES SOBRE PROPOSICIONES
CUANTIFICADAS

c

A

Operador de contrariacion que cambia una
proposicién cuantificada en su contraria.

Operador de alternaciébn que cambia una
proposicion cuantificada en su alterna.

Operador de negacion o contradiccidon que
cambia una proposicion cuantificada en su
negativa o contradictoria.

Operador idéntico que deja quietas las pro-
posiciones cuantificadas.

N4

Figura 2: El grupo INAC
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CONTENIDOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Ya en la primera actividad se analizaron algu-
nos episodios argumentativos para ver de qué
enunciados y de qué pasos mentales estaban
compuestos, y cOmo esos pasos mentales a veces
eran validos y a veces no lo eran.

Distinguimos entre la certeza subjetiva que
tenemos acerca de una hipotesis o de una con-
clusion, la verdad de esa hipotesis o de esa con-
clusién, y la validez o correccion de la argumen-
taciébn que pasa de unas hipétesis a una conclu-
sibn, independientemente de la certeza y de la
verdad de unas y otras.

Ensayamos a hacer disecciones analiticas de
las argumentaciones, para detectar los eslabones
de la cadena argumentativa, y vimos que cada
eslab6n consta de un paso mental y un enuncia-
do que es el resultado de ese paso mental. El
paso es el que puede ser valido o correcto, y el
resultado el que puede ser verdadero. La argu-
mentacion es valida o correcta si todos y cada
uno de sus pasos es valido correcto.

Generalmente el paso de uno a otro enuncia-
do requiere que el proponente acuda a otros
enunciados anteriormente explicitados por él, o
a otros que estén apenas implicitos, llamados
supuestos.

1) Juan es mayor que Maria.
2) Maria es mayor que Sebastian.
3) Luego Juan es mayor que Sebastian.

Aqui el paso 3) se salta a la conclusion con
base en un enunciado implicito, que es el que
expresa que la relacién ‘. . . es mayor en edad
que. . .” es transitiva, como debe serlo toda rela-
cion de orden.

Si la transitividad no se cumple, no es posi-
ble deducir 3) de 2). Tomese el siguiente ejem-
plo paralelo: ‘

a) Jes perpendicular a M.
b) Mes perpendicular a S.
¢) Luego Jes perpendicular a S.

Dibujese un ejemplo en una hoja de papel, y
se verd que siempre que a) y b) sean verdaderos,
J es paralela a S, y no perpendicular. La relacion
no es transitiva. (Si se busca el modelo en la rea-
lidad y no en el dibujo, es posible que en la mis-
ma mesa o escritorio se encuentre el ejemplo de

tres rectas, la primera perpendicular a la segunda,
la sequnda a la tercera, y la primera a la tercera.
Pero el hecho de que eso se dé en un caso, no
prueba la conjetura de que la relacion sea transi-
tiva; pero un s6lo caso en el que no se dé la tran-
sitividad si refuta esa conjetura). Supongamos
ahora que a partir del enunciado 3) se da un cuar-
t0 paso:

4) Sebastidn es menor que Juan.

En el paso del 3) al 4) hay otro enunciado impli-
cito que expresa algo asi como que las relaciones
“,..es mayor que...”y ‘... es menorque...”
son reciprocas; dicho de otra manera, que de ‘““a
es mayor que b” se deduce que b es menor que
a”, y viceversa. Esto parece obvio, pues el nombre
de la relacidon reciproca es muy conocido; pero
si el paso fuera de ‘““Alberto es el suegro de Ber-
nardo”, el nombre de la relacién reciproca de
. .. es suegro de. . .” puede no ser tan facil de
recordar.

Las hip6tesis implicitas suelen ser ‘“‘cosas que
todo el mundo sabe”, que parecen tan obvias:
gue ninguno de los interlocutores piensa explici-
tamente en ellas; por lo menos el que propone el
argumento cree que su interlocutor las sabe.
Pero también pueden ser cosas que el proponen-
te sabe que son falsas, pero supone que el inter-
locutor las cree, y utiliza esas hip6tesis implici-
tas para engafarlo. Asi suelen ser los argumentos
de los vendedores, de los estafadores, etc. Para
probar que la pomada que venden quita el dolor
muscular, miran si la persona es rica o pobre, y
le dicen que es fabricada en Suiza o que la prepa-
ran los indios amazoénicos. ¢Cudles son las hip6-
tesis implicitas en esa argumentaciéon? Asi como
la argumentacién para convencer al cliente de
que compre el producto puede ser directa, asi
sea invalida, también puede ser indirecta, en el
sentido de que si no compra el producto, le pasa
algo grave. “Si Ud. no compra este seguro de
vida, se va a morir y a dejar a su familia en la
ruina”. ’

En ese caso la hipotesis implicita es lo que la
persona piensa: ‘Yo no quiero dejar a mi fa-
milia en la ruina”. Si piensa en no comprar el
seguro, esto lo llevaria a una contradiccion con
esa hipotesis implicita. Luego debe comprarlo.
¢Es valida esta argumentacion?

La argumentacién, directa trata de dar argu-
mentos que lleven directamente a la conclusion,
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mientras que la indirecta parte de la suposicion
de que la conclusion es falsa, para llevar a una
contradiccién. En la actividad siguiente estudia-
remos mas despacio ese tipo de argumentacion.

Por ahora concentrémonos en la argumenta-
cién directa.

Supongamos que esta clara la tesis que queremos
probar.

Una primera tarea es la de encontrar argumentos
para probarla. Si sabemos cudles son las hipotesis
de las que partimos, como suele suceder en los
teoremas acerca de los sistemas geométricos, nu-
méricos, analiticos, etc., la tarea se simplifica un
poco, pues por lo menos se sabe que hay que uti-
lizar esas hipOtesis para iniciar los argumentos
que pretenden probar la tesis. Aun asi, suele ser
dificil saber cOmo se empieza. En ese caso se
pueden ensayar casos particulares, para ver por
qué lo que se afirma siempre se cumple.

Otra estrategia es empezar en reversa de la con-
clusién que se quiere probar, para ver si asi
se acerca uno un poco mds a las hipétesis, y pue-
de completar la cadena argumentativa que per-
mita pasar de las hipotesis a la conclusion.

Por ejemplo, supongamos que queremos pro-
bar que la suma de las amplitudes de los angulos
interiores de un triangulo es de 1809. Ya hemos
“bailado el tridngulo” pintdndolo en el suelo y
barriendo cada angulo con el pie, y nos hemos
encontrado mirando para el otro lado al regresar
al punto de partida. Ahora queremos probar que
eso no es una coincidencia, sino que eso siempre
tiene que pasar en la geometria euclidiana.

Sabemos que por un punto dado se puede trazar
una paralela a una recta dada. Ensayamos como
recta la de la base y pasamos una paralela por el
vértice superior,

Recordemos una de las propiedades de las para-
lelas: que los angulos alternos internos entre
paralelas son iguales de amplios {(ver Figura 3).

recta secante
(que corta las paralelas)

&ngulos alternos-internos /(
lel 4 angulos
rectas parale aj correspondientes

Figura 3
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Si en la Figura 4 miramos ahora los tres angu-
los formados bajo la paralela superior, y los
comparamos con los tres dngulos interiores
del triangulo, vemos que efectivamente las am-
plitudes de los dngulos alrededor del vértice que
estan bajo la nueva recta paralela tienen que
sumar 1809, y que corresponden precisamente a
las amplitudes de los tres angulos interiores del
triangulo.

angulos alternos-internos
N
S

angulos
alternos-internos

Figura 4

Si hubiéramos ensayado a trazar la paralela al
lado izquierdo que pasa por el vértice derecho
(o la paralela al lado derecho que pasa por el
vértice izquierdo) y hubiéramos prolongado la
base, también hubiéramos podido probar el teo-
rema, aunque ahora tendriamos que haber recor-
dado otra propiedad de las paralelas: que los
angulos correspondientes entre paralelas son
iguales de amplios.

angulos alternos-internos

n 1

angulos correspondientes
Figura 5

Lo dificil es que se le ocurra a uno trazar las
paralelas. Pero si habiamos hecho el ejercicio de
recortar varios tridgngulos en papel, y de cortarles
dos de las puntas y tratar de armar un so6lo angu-
lo con ellas y la punta restante, tal vez se nos hu-
biera ocurrido més facilmente trazar la paralelaa
un lado por el vértice opuesto.

En las argumentaciones de la vida ordinaria
no es tan facil saber cuales son las hipotesis, ni
cuéles pueden ser las primeras jugadas del dia-
logo argumentativo. )

Pero generalmente las argumentaciones sue-
len ser cortas, de uno o dos pasos, y esos ““islotes
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argumentativos’’ son mas faciles de recorrer que
las demostraciones largas de la geometria o del
algebra elemental.

‘"Tomemos un ejemplo breve de la vida real:

1. Siyo hubiera roto el florero, le hubiera echa-
do la culpa a mi hermanito.

2. Pero él es el que me esta echando la culpa a
mi.
3. Luego él fue el que rompid el florero.

La primera hipdtesis explicita la podemos acep-
tar, pues se trata nada menos que de una confe-
sién del mismo proponente: “Por evitarme un
castigo soy capaz de decir una mentira y hacer
castigar a mi hermanito”.

(¢Qué tal?)

La segunda hipotesis parece ser cierta en el

~ caso de que se trata, pues los papas pueden com-

probar que efectivamente el hermano menor esta
acusando al mayor,

Pero hay una hipdtesis oculta, que es proba-
ble que sea falsa: que el hermano pequefio es
igual de hipocrita al grande.

Y a propdsito, el grande no cae en la cuenta
de que apenas pronuncia la frase 3, ya le estd
echando la culpa al hermanito, luego por la hipo-
tesis 1 él mismo se condena por su propia boca:
¢l fue el que rompi6 el florero. Esta habilidad
para recordar qué fue lo que se dijo, para no
dejar que la persona se contradiga impunemente,
para adivinar las hipotesis ocultas y ver si son
verdaderas o falsas, y para detectar los pasos
argumentativos invélidos, es lo mas valioso que
se puede aprender en estas actividades de |ogica.
Por eso deben estar distribuidas durante el afio
escolar, y ojald no s6lo en matematicas sino en
todas las areas, las charlas del director del grupo,
y las discusiones acerca de los conflictos sociales,
deportivos y disciplinarios.

CONTENIDOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Ya vimos en la actividad anterior que si uno
quiere demostrar una tesis T, uno puede partir
de las hip6tesis, de los postulados o axiomas, y
de las premisas, para tratar de llegar directamen-
te a la conclusion {(que es la misma tesis que se
queria demostrar). Vimos que también se puede
tratar de demostrar la tesis indirectamente, lle-
vando paso a paso a quien la niegue hasta hacerlo
caer en una contradicciéon o un absurdo. Por eso
llamamos ‘‘argumentacion directa” a la que pasa
directamente de las premisas a la conclusién, y
“argumentacion indirecta”o ‘“‘por el absurdo”,
o también “reduccion al absurdo” a la otra ma-
nera de probar una tesis indirectamente, o sea a
través de llevar a un absurdo la negacion de la
tesis que se queria probar.

Tal vez la primera vez que se utiliza la prueba
indirecta es en 89 grado, en donde se trata de
probar que la diagonal de un cuadrado es incon-
mensurable con su lado, o lo que es equivalente,
de demostrar que la raiz cuadrada de 2 no puede
ser la razon de dos nimeros naturales. Por eso

decimos que v/ 2 es “irracional” (o sea “no ra-
cional’).

Para probario se suponia que «/ 2 era racional,
o sea que si era la razén entre dos nimeros natu-
rales n y m; de alli se partia para mostrar que la
unicidad de la descomposicion en factores pri-
mos fallaria, pues en un lado el exponente de 2
seria par y en el otro impar. Eso seria un absur-
do, luego el oponente no tiene mas remedio que
aceptar que la suposicién de que /2 s{ era racio-
nal era falsa, luego la tesis inicial era verdadera.

En los libros tradicionales se prueba la irra-
cionalidad de la raiz cuadrada de dos partiendo
también de la negacion de la tesis, la que se agre-
ga ahora como la suposicion adicional de que /2
si es racional, y que se expresa con la fracci6n
m/n, en donde m y n son primos entre si, o sea
que no pueden tener divisores comunes distintos
del +1 y el ~1.

Después de una serie de manipulaciones que
exigen saber que el cuadrado de un par es par, y

73



que si el cuadrado es par, el niGmero original
también lo es, se llega a que 2 es divisor de m
y también de n, lo que contradice la suposicidon
orignal de que m y n eran primos entre si.

Esa contradiccion es suficiente para que quien

proponga que la raiz cuadrada de 2 es racional, -

se sienta totalmente refutado y tenga que acep-
tar gue no lo es.

-Pero este esquema mental de la argumentacion
indirecta no es tan sencillo como el de la argu-
mentacion directa, ni el cerebro queda tan
convencido de la demostracion indirecta como
de la directa. Es cuestion de familiaridad con el
esquema, de practica de demostracion de teore-
mas por ese método indirecto, y de discusién
sobre la conviccién o certeza intuitiva que gene-
ra el argumento por reduccién al absurdo.

En la prdctica se trata de demastrar una tesis
T a partir de ciertas hipétesis, por ejemplo H,
J, K.

Después de algunos ensayos, fracasamos en
encontrar una manera de probar directamen-
te la tesis de la manera usual, o sea partiendo de
esas tres hipotesis hacia adelante, y de T hacia
atras, hasta llegar a empatar correctamente una
cadena deductiva que demuestre T a partir de
H, J, K. Al fracasar con la prueba directa, inten-
tamos probarla por el absurdo. Comenzamos por
negar T, y afiadimos esa suposicion —T como
una nueva hipdtesis a las tres hipotesis que ya
tenfamos. [ntentamos ahora partir de esas cua-
tro hipotesis H, J, K, 2T, para ver si logramos
llegar a una contradiccion. Lo que hariamos en
este caso seria partir de algunas de las cuatro
hipotesis, por ejemplo de H,J,y T para pro-
bar una proposicidon S, y luego partir de otras,
por ejemplo J, K y —T para probar =S, con lo
que habriamos llegado a la contradiccion S vy
—S; o también podriamos partir de dos de las
antiguas hipétesis y de la nueva T, por ejem-
plo partir de H, J, T, para llegar a contradecir
la otra hipotesis, en este caso K; para elio, bus-
camos deducir 4K a partir de H, J, 4T, y como
ya teniamos K, llegamos a la contradiccién de
que K y —K. Luego al menos una de las cuatro
hipdtesis era falsa. No eran ni H, ni J, ni K, luego
era —T. Pero si —T resulto falsa, es porque T era
verdadera.

Es pues un esquema complejo y que requiere
cuidado y atencidn, especialmente porque en los
libros no aparecen los Gltimos pasos, sino que

74

cuando se llega a la contradiccion (en nuestro
caso a que S y S, o a que K y —K), el autor
se da por satisfecho y no escribe explicitamente
los Gltimos pasos de la reduccion al absurdo; asi
el lector queda mas inseguro todavia acerca del
valor probatorio de esa demostracion indirecta.

Por ejemplo, la sexta proposicion del libro pri-
mero de los elementos de Euclides supone que
se tiene un tridngulo con dos dngulos iguales
de amplios, o sea untridngulo iségono; se trata
de probar que ese triangulo isdbgono tiene que
tener también iguales de largos los dos lados

opuestos a esos dos angulos iguales de amplios,

0 sea que es un triangulo isdsceles.

Supongamos que aceptamos el siguiente pos-
tulado de congruencia de tridangulos, que llama-
remos P. (A veces lo llaman “LAL” por hablar
de Lado-Angulo-Lado):

P: Si tengo un tridngulo ABC, y si luego me
dan un segundo tridngulo XYZ que tenga dos
lados respectivamente iguales de largos a dos de
los lados del primer triangulo, y si ademaés el
angulo comprendido entre esos dos lados del se-
gundo triangulo es igual de amplio al angulo
comprendido entre los dos lados correspondien-
tes del primer triangulo, el segundo triangulo es
congruente con el primero, o sea que cae perfec-
tamente bien sobre el primero después de una
serie de traslaciones, rotaciones o reflexiones.
Por lo tanto, el segundo triangulo XYZ tiene en
realidad los tres lados iguales de largos a los tres
lados del primer tridngulo ABC, y también los
tres dngulos iguales de amplios, la misma érea,
etc.

Dibujemos un tridngulo isosceles genérico. Pon-
gamosle los letreros A; B, C, a las puntas o vérti-
ces, y hablemos del tridngulo ABC:

A

Te
tu

Te
pc

do
gel

St

D¢
es

ad

ur
la
sQ
(¢

[
pe
de



Tenemos pues como primera hipdtesis el pos-
tulado P.

Tenemos ademds una segunda hipotesis que
podemos llamar H.

H: El triangulo ABC es isOsceles, o sea tiene
dos angulos iguales de amplios; en nuestro caso
genérico:

H: amplitud (ABC) = amplitud (ACB).
Es dificil probar directamente la tesis de que:

T: longitud (AB) = longitud (AC).

Supongamos entonces la negacion de esa tesis:

—T: longitud (AB) # longitud (AC),

y agreguémosla como una tercera hipOtesis a
Py H.

De esa tercera hipotesis deducimos que un lado
es mas largo que el otro. Supongamos que el
mds largo es AB. (Si no fuera AB, seguiriamos

"adelante en la misma forma partiendo de que el

mas largo era AC).
Q: fongitud (AB) > longitud (AC).

Como AB es mas largo, podemos marcar en AB
un punto D de tal manera que BD sea igual de
largo al lado mas pequefio AC, y tiene que
sobrar un segmento DA, por pequeno que sea
(¢Quién nos garantiza que siempre podemos
hacer esa especie de “resta de segmentos”? Esto
parece obvio, pero Euclides se toma el trabajo
de demostrarlo en una proposicion anterior).

R: longitud (BD) = longitud (AC).

Unamos ahora D con C para formar el nuevo
segmento DC. (El primer postulado de Euclides
nos garantiza -que siempre podemos unir dos
puntos diferentes por medio de un segmento de
recta). Asi tenemos un nuevo tridngulo DCB,
gue es mas pequefio que ABC, y por lo tanto:

S: DCB no es congruente con ABC.
Supongamos que el dibujo queda asi:

B C

Miremos ahora el tridngulo BDC que se for-
mé a la izquierda, y el tridngulo original ABC,
para ver si podemos aplicar la hipotesis P, y asi
contradecir la conclusion intermedia S.

Comparamos los dos lados BD y BC de BDC,
con los lados AC y CB de ABC. Vemos que cum-
plen las condiciones de P, pues la proposicion
R garantiza que BD es igual de largo a AC, y CB
es el mismo segmento BC, y por lo tanto CB y
BC son iguales de largos; ademas, por la hipotesis
H sabemos que el dngulo DBC es 1o mismo de
amplio que el angulo ACB, pues fa amplitud de
un angulo no depende de la longitud de los seg-
mentos que lo limitan, y por eso podemos decir
que:

amplitud (ACB) = amplitud (DBC).

Por lo tanto si podemos aplicar la hipdtesis
P, y concluir que el tridngulo BDC es congruente
con el tridangulo ABC; pero eso seria = S:

— S: DCB es congruente con ABC.

Habriamos probado que el tridngulo mds peque-
fio si era congruente con el mas grande, o sea
Sy =S, y eso es un absurdo.

Luego no puede ser verdad que las hipdtesis
P, H, —T sean todas tres verdaderas; como acep-
tamos P y H, la que es falsa tiene que ser —T,
luego T es verdadera, y esa era la tesis que queria-
mos probar.

Trate ahora Usted mismo de probar por el ab-
surdo la proposicion reciproca a la sexta del
libro primero de los Eiementos de Euclides:
Suponga que tiene un tridngulo con dos lados
iguales de largos, o sea un tridngulo isosceles,
Pruebe que ese triangulo tiene que tener también
iguales de amplios los dos angulos opuestos a
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esos dos lados iguales de largos, o sea que el trian-
gulo es isbgono.

Procure explicitar todos los pasos, llegar a una
contradiccién, y seguir hasta el final de la argu-
mentacion. Es una manera efectiva de apro-
piarse del esquema de demostracion por el ab-
surdo, que tanta importancia tiene en las mate-
maticas, y que desarrolia tan efectivamente las

habilidades superiores del pensamiento formal.

Nada menos que la habilidad de razonar formal-
mente sobre proposiciones, independientemente
de si son verdaderas o falsas, y llegar a conclu-
siones interesantes.

Compdrese el esquema de reduccion al absur-
do con la frase: “Si T no es verdad, yo soy Na-
poleon”.

Por una parte, es obvio que yo no soy Napo-
lebn: —N. Por otra parte, en caso de que Ud.
suponga —7T, se seguiria N, y tendriamos la con-
tradiccién de que a la vez N y =N; luego no se
puede suponer —T', sino T.

En forma parecida demuestran los matema-
ticos que el conjunto vacio @ esta contenido en
cualquier conjunto A, vacio o no vacio.

Sea T esa tesis. Supongamos la negacién de
esa tesis T es decir, supongamos que @ no esta
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contenido en A. Luego existe por lo menos un
elemento x que estd en el vacio pero no en A
(por definicion de la relacién “‘estd contenida
en”’). Se sigue que existe por lo menos un ele-
mento X que estd en el vacio, y que existe por lo
menos un elemento (ese mismo) que noestden A
(por la distribucion del cuantificador existencial
sobre la ‘“y”’). Por la regla de desprendimiento de
cualquiera de las dos proposiciones que estén
conectadas por una ‘“‘y”, concluimos que existe
por lo menos un elemento x que esta en el con-
junto vacio. Pero esto contradice la definicion
misma de conjunto vacio, que exige que en @ no
pueda vivir ningin elemento. Por lo tanto, la
premisa auxiliar —~T es inaceptable, y hay que
aceptar la tesis T.

Para entender esta demostracidn, es decir, no
sélo para repetirla de memoria o para afirmar
dogmaticamente que el conjunto vacio esta con-
tenido en todos los conjuntos, es necesaria una
buena dosis de pensamiento abstracto y de razo-
namiento formal. Es de esperar que los alumnos
que, guiados por un buen profesor, ducho él
mismo en el pensamiento formal, hayan seguido
durante todo el 90. grado las propuestas y activi-
dades de esta unidad, tengan ya al fin del afio las
habilidades de pensamiento necesarias para estas
y otras muchas acrobacias intelectuales igual-
mente importantes y satisfactorias.
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Unidad I

SISTEMAS CON NUMEROS REALES

Introduccion

Esta unidad continua desarrollando los sistemas
con nameros reales cuyo estudio se inicid en
octavo grado. El propdsito principal es el de
ofrecer oportunidades para que los estudiantes
incrementen el desarrollo de procesos y habili-
dades de pensamiento, para completar su forma-
cion integral, y para que adquieran conocimien-
tos bdsicos sobre algunas dlgebras y sobre andli-
sis matemdtico, de modo que les sean utiles y {os
motiven y habiliten para continuar aprendiendo.

En consecuencia, las actividades que se propo-
nen, aGin con materiales muy sencillos, buscan
desarrollar lo que llamamos dlgebra mental, al-
gebra verbal y dlgebra simbélica. En la lectura
introductoria a la unidad 2 de octavo grado se
expusieron estos conceptos. El dlgebra mental
tiene que ver con la construccion, coordina-
cibn, organizacién, “reversacion” y manejo mental
de los conceptos y con la posibilidad de emplear-
los para resolver problemas sin recurrir todavia
a la escritura de simbolos. Esta actividad mental
es mds importante.y Util que la aplicacién pura-
mente mecdnica de férmulas para resolver ejer-
cicios. E! dlgebra verbal tiene que .ver con la
expresién del digebra mental a través del lenguaje
usual o a través del lenguaje matemdtico. La
comunicacién verbal ayuda a precisar las ideas y
su organizacién. Es pedagdgicamente recomen-
dable que, por lo menos al principio, se permita
a los estudiantes comunicar sus ideas con sus
propios recursos de lenguaje y que el maestro y
los compafieros les ayuden a precisarlo y a hacer-
lo mds riguroso y universal. El digebra simbdlica
estda mds relacionada con la manipulacién de sim-
bolos y de férmulas para obtener determinados
resultados. Ha sido una meta buscada por maes-
tros y estudiantes durante muchos afios, pero
lpgrada sélo por una minoria, tal vez porque ni
el dlgebra mental ni el dlgebra verbal han sido
trabajadas como propédsitos explicitos de la edu-

cacion matematica, al menos no por la mayoria
de los profesores.

Cuando en el primer parrafo de ésta introduccién
se mencionan algunas &lgebras, ademds de las
dlgebras mental, verbal y simbédlica, se hace rela-
cion también al dlgebra de nameros reales y al
algebra de funciones. Cuando el dlgebra usual se
usa como herramienta simbdlica para el sistema
conceptual de los nimeros reales con sus opera-
ciones y relaciones, los términos como x, r2,
Vv a? + b?, etc., representan ndmeros reales toda-
via no determinados. Pero cuando el dlgebra se
usa como herramienta simbdlica para el sistema
conceptual de las funciones sobre niimeros reales
con sus operaciones y relaciones de orden supe-
rior, los términos como x, x?, VX + y°? , etc.,

- representan funciones de una o dos variables (en

este caso la funcion idéntica, la funcidon cuadra-
do, la funcién valor absoluto o distancia de .(x, y)
al origen, etc. Aln cuando en el trabajo précti-
co se pase inadvertidamente de la una a la otra,
hay que distinguirlas para poder aplicar coheren-
temente los cédigos de manejo de los simbolos
como apoyos al manejo conceptual y no como
un mero juego mecanico ininteligible.

Al principio de la unidad se retoma la reflexion
sobre las relaciones de conmensurabilidad y de
inconmensurabilidad iniciada en el grado ante-
rior. A partir de esa reflexién se construyen nue-
vos operadores reales como el nimero dureo y su
inverso,

Se explicitan algunos tipos de utilizacién de los
simbolos algebréicos y se desarrollan actividades
para avanzar hacia. e! manejo de los operadores
unarios y de las operaciones binarias con nimeros
reales todavia no determinados. Otro aspecto
importante es el relacionado con la formulacion,
analisis y solucién de problemas. La unidad ter-
mina con actividades que hacen ver la necesidad
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de construir nuevos nimeros y nuevos sistemas
numeéricos para trabajar problemas cuya solucién
no es posible en los sistemas numeéricos estudia-
dos en la Educacion Basica.

El tiempo que se dedique al desarrollo de {a uni-
dad y el grado de profundidad con que se abor-

Objetivos generales

den los contenidos, dependen de factores pro-
pios de cada grupo y de cada profesor. Algunos
grupos necesitardn mds tiempo y otros menos.
Algunos profesores recortardn temas y otros los
ampliaran. La evaluacion serd un buen auxiliar
para que se tomen las decisiones mds conve-
nientes.

Al

Incrementar el desarrollo de procesos y de
habilidades de pensamiento que favorezcan
el desarrollo de la mente y el acceso a prin-
cipios basicos de dlgebra y de andlisis mate-
matico.

Proponer y emplear recursos diddcticos que
permitan expresar, recrear y representar con-
ceptos matemdticos.

Profundizar en el conocimiento de los nime-
ros reales, de las operaciones y de las relacio-
nes que surgen en los sistemas que se forman
con ellos.

— Avanzar en la busqueda de procedimientos
para la formulacién y solucién de problemas
con nameros reales.

— Reconocer la'existencia de problemas cuya
solucion rebasa los sistemas construidos con
nameros reales.

— Integrar temas tratados en los grados anterio-
res sobre relaciones, operadores y funciones.

— Apoyar procesos de participacion de los
alumnos, de discusidon de los temas, de auto-
evaluacion y de evaluacidn colectiva.

Objetivos especificos, contenidos y sugerencias
metodoloégicas

Al
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CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS.

CONMENSURABILIDAD -
INCONMENSURABILIDAD

Uno de los problemas que ha tenido que resol-
ver la humanidad a través de los siglos es el de
medir. Los avances cientificos y tecnoldgicos
le han permitido progresivamente medir mayor
numero de magnitudes y hacerlo cada vez con
mayor exactitud.

La historia de las acciones.y los acuerdos realiza-
dos para la definicién de la longitud de un metro
y para la elaboracién y adopcién de los patrones
correspondientes, permite analizar algunos avan-
ces logrados, por ejemplo, respecto de la preci-
sion. :

En la base de esas actividades de medicién cada
vez mds precisa, hay conceptos importantes que
se trabajaron en 82 grado y que conviene recor-
dar y complementar. Son los conceptos de longi-
tudes conmensurables y de longitudes inconmen-
surables.

Partimos de la idea de que, en la practica, todas
las longitudes son medibles, es decir, mensura-

‘bles. Consideramos la mensurabilidad de una

longitud como la posibilidad de ser medida, es
decir: sometida a medicion.

Aceptado ese postulado vienen otras cuestiones
importantes: ¢cudles son las unidades, los instru-
mentos y los procedimientos empleados en la
medida de las longitudes?

En forma similar a como se trabajé el tema en el
82 grado, en la medicién de una longitud por me-
dio de otra se toma como unidad una de las lon-
gitudes o algin mudltiplo o algin submdltiplo de
ella; como instrumentos: regletas, o poligonos
recortados en papel o cartulina y como procedi-
mientos la comparacidon por superposicién en
algunos casos y en otros por yuxtaposicion.

Establecidos esos criterios podemos proponer y
comentar algunas actividades orientadas a refor-
zar los conceptos que se tienen sobre la relacién
de conmensurabilidad y sobre ta inconmensura-
bilidad entre longitudes.

Por medio de la |inea EF el cuadrado ABCD est4
dividido en dos rectiangulos congruentes AEFB y
EDCF.

Verifiquemos la conmensurabilidad practica de
las longitudes a partir de algunas {ineas del cua-
drado y de los rectdngulos que acabamos de
mencionar. En esta actividad vamos a hacer las
mediciones empleando copias de los poligonos
en papel; por ahora no empleamos ni reglas ni
cintas graduadas.

Es posible encontrar o medir el perimetro del
cuadrado empleando como unidad la longitud de
uno de los lados. Con varias copias de! cuadrado
se puede verificar si la longitud de una linea
dada es igual a la suma de las longitudes de sus
lados; también se puede determinar sobre una
recta dada, una longitud igual al perimetro del
cuadrado. Hagamos dos ejercicios sencillos:

1) Verificar si la longitud del segmento de recta
LM es igual a 4 veces la longitud de uno_de
los lados del cuadrado (por ejemplo la de AD).

— M

La respuesta es NO. Su longitud es 3 veces la del

tado AD.
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2) Determinar sobre la recta un segmento de
longitud igual al perimetro del cuadrado

ABCD.
Respuesta:
18] D P

Sabemos que es posible resolver ambos ejercicios.
Lo importante_es observar que tanto la longitud
del segmento LM como la de OP (que es igual al
perimetro del cuadrado) resultaron ser muiltiplos
de la longitud del lado, y que ésta Gltima longi-
tud se tomé como unidad para medir las longitu-
des mayores.

Decimos que podemos_medir exactamente la
longitud del segmento LM y el perimetro, utili-
zando como unidad de medida la longitud del
lado. Sea u = longitud (AD). Entonces la medida
de la primera es 3u y la de la segunda es 4u.

Decimos que la_longitud de LM es conmensura-
ble con la de AD, y también que el perimetro
del cuadrado ABCD es conmensurable con la
longitud de cualquiera de sus lados.

En el mismo_cuadrado ABCD prolonguemos
ahora la base AD, y marquemos un punto R de
tal manera que AD = ER

Tratemos de medir la longitud de AR utilizando

de nuevo como unidad de longitud la del lado AD,
que llamamos u.

A E D R

Encontramos que AR no puede medirse exacta-
mente, o sea que AR no contiene un ndmero
entero de veces la unidad u.

En ese caso se recurre al empleo de submultiplos
de la-unidad pu.

80

Como AE = ED, podemos tomar como nueva
unidad p’ la longitud de AE.

Ahora tenemos que la longitud del lado AD es
exactamente 2u,y la de AR exactamente 3u’.

Un submuiltiplo de la longitud del lado AD nos
ha permitido medir exactamente tanto a AD
como a AR.

Decimos que la longitud de AR es conmensura-
ble con la de AD, aunque la primera no sea exac-
tamente medible con la de AD utilizada directa-
mente como unidad.

Equivalentemente podemos decir que la longitud
de AR es 3/2 de la de AD lo que abreviamos:
AR = 3/2 AD, o sea que las podemos relacionar
por medio de un namero racional.

También podemos decir que 3 veces la de AD es
exactamente igual a 2_veces la de AR lo que
abreviamos: 2 AR = 3 AD.

(Técnicamente habria que distinguir entre el seg-
mento AD vy la longitud del segmento AD, |AD],
y escribir [AR| = 3/2 |AD| y 2 |AR| = 3 |AD|.
El profesor decidira el grado de precision nota-
cional que quiera exigir a sus alumnos, ojald a
través de discusiones con ellos y de comparacio-
nes entre las formas propuestas de notacién que
los alumnos propongan y las que el profesor y
los textos utilicen).

De los casos analizados y de muchos otros se

"llega al acuerdo de que cuando dos longitudes se

pueden medir exactamente empleando una de
ellas o alguno de sus submultiplos como unidad
y obteniendo multiplos enteros de ella, enton-
ces se dice de esas dos longitudes que son con-
mensurables. También se puede decir que entre
esas dos longitudes existe la relacion de conmen-
surabilidad, o que la una es conmensurable con
la otra.
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Volvamos sobre el cuadrado ABCD y tracemos una de las diagonales del rectangulo EFCD.

{Seréd conmensurable la longitud de la diagonal
EC del rectidngulo con la longitud del lado ED
del mismo rectangulo?

Se pueden usar copias del tridnguio ECD recor-
tadas en papel.

Si_se comprueba que la longitud de la diagonal
EC no es muitiplo de la longitud del lado ED,
entonces se busca un multiplo de la longitud de
la diagonal que coincida con algin multiplo
de la longitud del lado.

La figura siguiente indica una forma de hacerlo.

F

C

Si se continda el ejercicio, se comprueba que 7
veces la longitud de la diagonal es aproximada-
mente igual a 16 veces la longitud del lado. Esto
permite afirmar que 7EC = 16ED. (Recordemos
que el simbolo = lo hemos utilizado para expre-
sar la relacion “. . . es aproximadamente igual
a. . .”) Si la longitud de la diagonal EC se simbo-
liza por d y la del lado ED se simboliza por { ., se
puede afirmar: 7d = 16 { , de donde se deduce
que: d = 16 ({ /7). Tenemos entonces que la lon-
gitud de la diagonal d, es aproximadamente igual
a dieciseis veces un séptimo de la longitud { . Si
hacemos { /7 = u podemos escribir: d = 16u. En
esa forma se consigue medir aproximadamente la
fongitud d con otra unidad que es un séptimo de
la unidad inicial {.

Sid= 16 ({/7),entoncesd = (16/7) {. Si efec-
tuamos la division 16/7 y aproximamos 57 diez-
milésimas a 6 milésimas, encontramos que

d = 2.286 . Obtenemos asi el operador 2.286 que
aplicado a la longitud del lado { produce la lon-
gitud de la diagonal d. Si tomamos como nueva

unidad u’ una milésima de [,
{=1000u'yd= 2286 u".

En la practica la medicion ha sido posible y se
puede afirmar que las dos longitudes en cuestion
son conmensurables. Pero hay que anotar algo
importante: estrictamente hablando se puede
probar teéricamente que la longitud de ia diago-
nal de este rectangulo no es multiplo de la longi-
tud del lado ED ni de alguno de sus submuitiplos.
La conmensurabilidad de la diagonal con el lado
del rectangulo que obtuvimos utilizando un sép-
timo del lado como unidad, se obtuvo por una
aproximacion. Al hacer la gréfica mds cuidadosa-
mente se puede apreciar que las coincidencias de
los extremos no son exactas. Para resolver pro-
blemas con fines practicos hay que utilizar mu-
chas veces ese tipo de aproximaciones.

Pero en el trabajo tedrico, en condiciones ideales,
podemos prescindir de esa necesidad de aceptar
aproximaciones y exigir -que la conmensurabi-
lidad de dos longitudes tenga que ser exacta. Si
insistimos en ese rigor tedrico, podemos demos-
trar que hay parejas de longitudes que no se pue-
den medir una con la otra, ni adn utilizando sub-
multiplos muy pequenos de una de ellas como
unidad. Esto se expresa diciendo que las longitu-
des en cuestiéon son inconmensurables. Con esa
exigencia la diagonal del rectdngulo EFCD vy su
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lado ED son un ejemplo de dos longitudes incon-
mensurables.

Formulemos unas conclusiones que pueden ser-
vir para animar nuevas discusiones sobre el tema:

— En la préactica, las operaciones de medicion
que realizamos permiten afirmar que entre
dos longitudes existe siempre la relacion de
conmensurabilidad. Las mediciones son, en
general, aproximaciones, por muy refinados
que sean los instrumentos y las técnicas em-
pleadas. El reto que se afronta cada vez, es el
de obtener muy buenas aproximaciones y
reducir el margen de error.

— En la teoria, si se exigen condiciones ideales
de precision para la solucion analitica de los
problemas, nos encontramos con casos en los

cuales la medida de la longitud no puede
hacerse con un namero entero de submdulti-
plos de la unidad inicial, por pequefios que
sean. Esto obliga a expresar la longitud me-
diante un numero irracional (o mediante
un decimal no periédico). En esos casos se
dice que las longitudes en cuestiéon son
inconmensurahles.

OTROS OPERADORES REALES

El interés por las mediciones exactas esta relacio-
nado con diversos valores que la humanidad ha
tenido en alta estima. Entre esos valores estdn la
capacidad de resolver problemas que requieren
precision, pero también la de crear obras armo-
niosas, estéticamente valiosas por las proporcio-
nes entre sus partes. Una de esas obras es el Par-
tenén de Atenas.

Wm0 o qg TRy Il
Entre los aspectos que lo han hecho famoso estd B F =~ C_ —_——— G
la razén entre el largo y el ancho de su fachada. AN 1
1
El rectdngulo idealizado en el que estd inscrita \\ I
la fachada se conoce como. rectdngulo dureo o AN
rectdanguio de oro. Largo y ancho en este caso, \ |
son dos magnitudes inconmensurables en el \
sentido tedrico estricto analizado anteriormente, \
aunque en la prdctica siempre es posible construir J H
un rectdngulo con lados conmensurables que el A E D )

0jo no podria distinguir de un verdadero rectén-
gulo dureo, teéricamente perfecto.

Recordemos el cuadrado ABCD, los dos rectdn-
gulos y la diagonal trabajados anteriormente. A
partir de ellos podemos construir el rectdngulo
dureo, analizar la proporcién durea y construir el
namero dureo y su inverso multiplicativo.
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{Cémo se construye el nuévo rectdingulo ABGH
a partir del cuadrado ABCD vy de la diagonal EC?

Se puede decir que con la ayuda del compds se
traslada la longitud de la diagonal EC sobre la
prolongaci6n del lado AD, a partir del punto E.
As( se obtienen el punto H y el segmento AH
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que son claves en la construccion del rectangulo
ABGH, del nimero dureo y de la formulaciéon
de la proporcién durea.

A ese nuevo rectdngulo, el ABGH se le califica
de dureo porque entre las longitudes de su largo
y de su ancho existe, como veremos, una razén
especial. ¢Cudles son los Iados del nuevo rectdn-
gulo?

El ancho es el mismo del cuadrado inicial, es
decir: CD. (Podr{a decirse también que el ancho
es AB, o GH. ¢{Por qué).

El largo es la longitud de AH y se obtiene adicio-
nando la longitud de un medio del lado del cua-
drado y la de la diagonal EC. Recordemos que
hemos construido EH = EC. Segtn la figura
AH = AE + EH. También se puede expresar el
largo AH como igual a la suma de los segmentos
AD y DH donde AD es un lado del cuadrado ini-
cial y DH es igual a la diagonal EH menos ED
que es un medio del lado del cuadrado.

Suprimamos unas lineas en la figura y destaque-
mos los rectdngulos ABGH y DCGH. Observe-
mos que el ancho del primero es el largo del se-
gundo y que son rectangulos semejantes. Si esa
tesis se cumple, entonces sus lados son propor-
cionales. Luego:

Esta igualdad de razones es del tipo—%:-h donde

¢ = a + b; entonces tenemos una proporCIon
durea.

Rectangulo | Aureo

e ittt [o}

H

T
{r
l
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Observemos nuevamente el rectangulo dureo y
analicemos unas sustituciones que podemos rea-
lizar y que nos permiten llegar a otra formulacion
de la proporcién durea.

Si se considera el lado del cuadrado iguala 1, el
segmento DH iguala ¢ y AD + DH= 1+ ¢, en-
tonces la proporcién se transforma en:

o 1
T p+1

de donde se obtiene la ecuacion: ¢*> + ¢ = 1,
y por consiguiente: ¢* + p— 1= 0.

La solucion positiva de esa ecuacion es el nimero
aureo.

Se tiene o= :_1_"_2‘/_5-__ V5-1

osea: g = 5

Al efectuar las operaciones se obtiene aproxima-
damente: ¢ = 0.618. .. Este es el nimero dureo.

El namero ¢ puede considerarse como un ope-
rador real que aplicado a una longitud que se
quiere tomar como el largo de un rectdngulo
aureo, obra como reductor y produce el ancho
que debe tener ese rectangulo. Es decir: ancho
del rectdngulo = ¢ e (largo del rectdngulo).

A partir del operador reductor ¢ y de fa funcién
inverso multiplicativo se puede obtener otro ope-
rador real, un ampliador, simbolizado por ¢!
por 1/p. Entonces 1/p = 1/0.618, de donde re-
sulta que 1/p = 1.618. Es interesante comprobar
que si al namero dureo se le suma 1 también se
obtiene su reciproco (o inverso multiplicativo):
e+ 1=1/p

Elniimero p~! puede considerarse como un opera-
dor ampliador que al ser aplicado al ancho de un
rectdngulo aureo produce el largo del mismo.

. Entre ese ancho y ese largo existe la razén durea.

También se dice que el nimero ureo, la unidad
y el ancho y el largo mencionados estdn en la
proporcién durea.

p 1
T 1+ 1 1
¥

1+¢p

En resumen, de un rectangulo se dice que es un
rectangulo dureo cuando la razén de su ancho a
su largo es la razdn durea que es aproximada-
mente igual a la razon de 0.618 a 1.

En la practica, un rectdngulo de 1m de largo y
61.8 cm de ancho {(que por lo tanto tiene lados
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conmensurables), es indistinguible de un rectdn-
gulo dureo teéricamente perfecto de una unidad
de largo y ¢ de ancho, cuyos lados son incon-
mensurables.

En la motivacién para el conocimiento del nG-
mero dureo pueden emplearse cartulinas o tarje-
tas postales de las que tienen las dimensiones de
un rectdngulo dureo (el ancho es el de 61.8% del
largo).

También se puede recurrir a los conocimientos
de historia de Grecia y a los conocimientos de
arte adquiridos en Educacion Estética. La opor-
tunidad es propicia para anunciar el trabajo de
dibujo que se desarrollard en Geometria.

El estudio del numero dureo, su importancia y
aplicacion en las obras de arte inducen a hablar
de gusto por la armonfa, por la estética, no s6lo
en las cosas que se ven o se crean, sino en la vida
misma, en la forma de pensar, en el manejo de
las relaciones humanas, etc.

En esta forma se fomenta un ambiente propicio
para el razonamiento organizado, para las argu-
mentaciones y refutaciones, y se va desarrollan-
do integradamente la unidad de légica que apa-
rece al comienzo de este programa.

Como aplicacion de lo aprendido sobre el rectdn-
gulo aureo es conveniente que trabajen integra-
damente con el drea de Educacion Estética en la
parte de pldstica, o que sencillamente apliquen
lo aprendido para elaborar cuadros, tarjetas u
otros trabajos. Con una buena motivacion los
alumnos pueden ampliar el tema con lecturas u
otras actividades extraclase. La revista ‘Muy
Interesante’ tiene un articulo sobre la Estética
y las Matemdticas. Es la No. 59 de septiembre
de 1990.

Otros ejercicios que pueden sugerirse a los alum-
nos son:

— Realizar los dibujos, operaciones y analisis
necesarios para afirmar o negar que el co-
ciente entre la longitud de un lado de un
pentagono regular y la de una de sus diago-
nales es aproximadamente igual al nGmero
aureo y, es decir, 0.618,

Lo que resulta pedagdgicamente (til e interesan-
te,es que los estudiantes realicen un proceso de
basqueda, que hagan conjeturas, que las discutan,
que las comparen con las que hacen otros com-
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pafieros, que las sometan a prueba y vayan desa-
rrollando su capacidad para “‘descubrir’’ o acce-
der a ios conocimientos. El maestro no tiene que
dar una forma determinada para resolver un pro-
blema. Su papel mas importante es el de mante-
ner vivo el interés y adecuado el ambiente para
que los estudiantes se desarrollen y aprendan.

— Construir un rectangulo dureo, dividirlo en
un cuadrado y un rectdngulo y analizar si el
nuevo rectdngulo es también un rectangulo
aureo. Continuar dividiendo los nuevos rec-
tdngulos y tratar de establecer algunas con-

clusiones.
M S P
L B Q

Sea LMPQ un rectangulo dureo. El segmento
SR es paralelo al lado menor del rectingulo y
lo divide en un cuadrado y un rectdngulo.

¢El nuevo rectangulo RSPQ es también dureo?
¢{Cémo continuaria el proceso?

DIVERSAS CONCEPCIONESDE ¢ Y DE p + 1

Al nimero dureo, como a los demds nimeros
reales, se les puede considerar como operadores,
o como longitudes de segmentos, o como puntos
sobre una recta graduada.

A continuacion se comentan algunas de las for-
mas de concebir el nimero real ¢.

Volvamos a la figura que empleamos para la
construccion del rectangulo dureo. Fijemos la
esquina inferior izquierda de dicho rectédngulo en
el origen de un sistema de coordenadas cartesia-
nas cuyos ejes son rectas reales. Fijemos ademds
el lado izquierdo del rectdngulo sobre el semi-eje
positivo de las ordenadas, y fijemos el lado infe-
rior sobre el semi-eje positivo de las abscisas.
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En la gréafica es posible observar que la aplica-
cion del operador muitiplicativo 1.618 tiene el
efecto de desplazar el lado terminal derecho CD
de la figura cuadrada mds hacia la derecha, hasta
caer en GH, o sea de ampliar el segmento unidad
{que va de 0 a 1) a la nueva base del rectdngulo
{(que vade 0 a 1.618).

También se puede decir que utilizamos el namero
real como operador trasladador (aditivo) para
correr toda la recta real hacia la derecha, de mane-
ra que el punto D (que identificamos con el 1)
caiga en el punto H (que identificamos con 1 + ¢).

Se observan también 0.618 y 1.618 como longi-
tudes de segmentos sobre el eje de las abscisas
y como puntos sobre el mismo. La facilidad para
cambiar de la concepcidon de los reales como
puntos del eje de las abscisas a verlos como lon-
gitudes de segmentos que comienzan en el origen,
o como operadores ampliadores o reductores del
segmento unidad (o de cualquier otra longitud),
o como trasladadores de puntos de la misma
recta, es uno de los principales logros que se pre-
tenden con estas actividades guiadas por el enfo-
gue de los reales como operadores activos.

Cuadro resumen

El cuadro siguiente ayuda a tener una vision global de las diversas formas como hemos construido

y/o utilizado los dos operadores reales py 1 + .

1+¢ como longitud de segmento:
¢ como longitud de segmento:
1 +¢ como punto:
¢ como punto:

1 +¢ como operador ampliador (multiplicativo}: amplia AD a AH
* ¢ como operador reductor (multiplicativo): reduce AD a AK
1 +¢ como operador trasladador (aditivo):

¢ como operador trasladador (aditivo):

traslada Aa H
trasladaDa H (y A a K)
longitud de AH
longitud de AK

el punto H

el punto K

“Entender los nimeros reales” es conocer estas
y otras islas de un gran archipiélago conceptual,
el Archipiélago Real, y moverse con facilidad de
unas a otras. ‘

DISTINTOS MODOS DE EMPLEO
DE LOS SIMBOLOS ALGEBRAICOS

Una de las actividades mds practicadas por profe-
sores y alumnos de secundaria, es la de la mani-
pulacién de los simbolos algebrdicos. El progra-
ma de 92 grado incluye este tema, pero busca
superar el manejo puramente mecanicista de los
simbolos.

De ahi que la propuesta da gran importancia a la
construccidon, coordinacidon y estructuracion
mental de los conceptos. Esas operaciones y la
capacidad de reversarlas son bdsicas para el dlge-
bra mental de que se habla en la segunda unidad
de 82 y que conviene expresar empieando el len-
guaje ordinario y luego el lenguaje matemdtico.
La manipulacién de los simbolos es posterior al
trabajo con los conceptos.

De acuerdo con el enfoque del drea para el trata-
miento de los contenidos es decir, el enfoque de
sistemas, tenemos que distinguir simbolos para
elementos —pueden ser constantes o variables—,
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simbolos para operaciones y transformaciones
que también pueden ser constantes o variables,
y simbolos para relaciones que también las hay
constantes y variables. Hay que distinguir ade-
mds si los simbolos se estdin empleando para un
dlgebra de nimeros reales o un dlgebra de un sis-
tema de funciones. Una actitud permanente de
discriminacion y andlisis del significado del sim-
bolismo ayuda a identificar para qué se estdn
empleando los simbolos y con ello a superar una
de las causas por las cuales no se aprenden mate-
maticas en secundaria.

En el lenguaje usual y en los libros de texto se
presentan algunas ambigiedades que el estudian-
te debe poder resolver. A continuacién se am-
plian estas ideas. '

. Simbolos para nimeros o para funciones

— Una letra como la x puede ser un simbolo
para un nOGmero particular como 3, 0 5. En
ese caso se estd dentro de un dlgebra de nu-
meros reales. Pero también puede ser un sim-
bolo para la funcion idéntica que notamos
“id” y que a cada namero real le hace corres-
ponder el mismo real, y la x estaria ah{
como guardando un puesto para todos y
cada uno de los nimeros reales. En ambos
casos la x es una variable pero en cada uno
tiene un significado diferente.

— Unos simbolos constantes como 3, -1, 8, —n
0 ¢ pueden simbolizar nameros sencillamen-
te, o también funciones constantes: depende
del dlgebra que se esté trabajando.

— El simbolo x? puede considerarse como un
simbolo para un nimero fijo todavia no de-
terminado que se transforma en un término
constante cuando la x se reemplaza por un
namero y ese nimero se eleva al cuadrado.

También puede considerarse a x2 como una
expresion simbdlica bastante usual para el
operador que transforma un ndmero en su
cuadrado. En el primer caso se le da a x un

valor ya determinado, se eleva el cuadrado, -

y se obtiene un valor también ya determina-
do. El término x* representa pues cada uno
de esos posibles cuadrados: un cuadrado
genérico. En el segundo caso se analiza esa
misma posibilidad de insertarle cualquier na-
mero real como argumento para pensar en el
término como simbolo de una funcion: la

funcidon cuadrado. Paralelamente a la pri-

mera interpretacion, desde el punto de vista
algoritmico el término x? podria representar
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el resultado ya estatico de la instruccién de
elevar el namero x al cuadrado, y paralela-
mente a la segunda interpretacién podria
representar la instrucciéon misma.

Expresiones como x + 1 también tienen una
interpretacion que depende del dlgebra que
se esté trabajando. En un dlgebra de nime-
ros reales puede representar un nimero toda-
via no determinado que queda fijo tan pronto
se reemplace la X por una constante, es decir,
por un namero especifico. Pero en un dlge-
bra de operadores x + 1 puede significar el
trasladador + 1 hacia la derecha, que a todo
numero x lo desplaza una unidad mds hacia
la derecha en la recta real.

Desde el punto de vista algoritmico, en el
primer caso, x + 1 representa el resultado, y
en el segundo la instruccién misma de suma
1 al nimero dado x. :

Simbolos para funciones o para relaciones

Hay otras expresiones simbdlicas cuya inter-
pretacion puede resultar ambigua. La expre-
sion y = x? puede interpretarse como una
proposicién, como una relacién o como una
funcién. Como proposicion tiene una inter-
pretacion obvia basada en la presencia de la
igualdad. Es una ecuaciéon o sea una condi-
cién en dos variables que permite inferir, por
ejemplo que y no tomara valores negativos,
y que sera verdadera o falsa dependiendo de
los valores que se utilicen en lugar de x e
y. Como relacién, y = x* es una abreviatura
muy compacta para expresar la relacion
“ . . es cuadrado de. . .” Como funcién,
y = x? es una expresion simbdlica para la
funcién cuadrado o el operador ‘““cuadrador”.

Desde el punto de vista algoritmico y = x?

también puede entenderse como “bautizar y”’

al resultado x*, o almacenar en la casilla o
{3} )

memoria “y” ese resultado.

La expresion x =~ x? se emplea también
para simbolizar la funcién cuadrado, pues
indica muy grdficamente que esa funcién se
“traga’’ un valor x y produce o devuelve su
cuadrado, es decir, x*.

En cambio la expresién y > x* se interpreta
como expresion de una inecuacion, una desi-
gualdad, una condicion en dos variables, y
en el dlgebra de los reales no hay razén para
interpretarla como simbolo de un operador
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o funcion. Es un simbolo para una cierta
relacién entre dos nameros, una condicién
que serd verdadera o falsa dependiendo de
los valores que se utilicen en lugar de x e y.
Desde el punto de vista algoritmico estas
expresiones relacionales como y > x? se
pueden interpretar también como un cierto
tipo de operadores, llamados ‘“operadores
relacionales”, que producen un uno cuando
los argumentos X e y cumplen la condicion
y = x? y producen un cero en caso con-
trario.

Estos operadores relacionales se utilizan para
modificar el flujo de control de un programa
de computador, y estdn asociados a las lla-
madas “cldusulas condicionales” (IF, WHILE,
UNTIL,. .. si. .., mientras. . ., hastaque...)
de los lenguajes de programacion.

Ya habiamos dicho que los simbolos para. los
elementos pueden ser constantes o variables.
Por ejemplo, en la ecuaciéon x2 +x—1=0, la
“x” es una variable pues representa un na-
mero todavia no determinado. Pero su solu-

ién positiva, el niGmero dureo ¢, cumple que
¢? +p —1=0. En este caso “p” es una cons-
tante, pues representa un ndamero ya deter-
minado.

Veamos ahora que para expresar operaciones

y relaciones también se pueden emplear
constantes y variables. Los simbolos “+”,

€6 I 469 € 5 ”

, x”, para las operaciones de adi- -

cién, sustracion, multiplicaciéon y divisién
son constantes, pues representan operaciones
bien conocidas. Pero si trabajamos un siste-
ma de nameros reales con una operacion
todavia no determinada que llamamos ope-
racion “estrella”, y lo simbolizamos por
(R, %), el simbolo “%” para esa operacién es
variable. Los simbolos <, <, L, L de las rela-
ciones de orden aditivo y multiplicativo en
IN son constantes. Pero si trabajamos una
relacién cualquiera R en un sistema natural
(IN, R) y afirmamos que a estd relacionado
con b, simbolizado como aRb, esta “R”,
que indica la relacidn es una variable, pues
representa una relacion todavia no determi-
nada.

El maestro y los estudiantes pueden conti-

. nuar este andlisis y observar muchos otros

casos y aspectos. Lo que se desea es que los
estudiantes tengan gran claridad sobre lo que
significan los simbolos que manipulan y

sobre 1a manera de aprovecharlos para ahorrar
tiempo y facilitar el trabajo que realizan.

HACIA OPERACIONES BINARIAS
CON NUMEROS NO DETERMINADOS

El paso de operaciones binarias con ndmeros ya

determinados a esas mismas operaciones con
nGmeros todavia no determinados requiere, en
primer lugar, que los estudiantes tengan concep-
tos claros sobre cada una de las operaciones. En
segundo lugar, requiere que no confundan el
concepto de la operacion misma como transfor-

.macién mental, con la técnica empleada para

hallar el resultado.

Para conocer los logros de los estudiantes al res-
pecto y para detectar algunas de las dificultades
que tengan, se propone el siguiente ejercicio.

El curso se pone de acuerdo sobre cudies opera-
ciones binarias va a trabajar. Por ejemplo: adi-
cién, sustraccion, multiplicacién, divisiéon, po-
tenciacion y radicacién. Acuerdan también un
intervalo dentro del cual van a trabajar; por
ejemplo los numeros reales entre —10y 10.

Los estudiantes pueden organizarse de a dos. En
cada pareja uno de los integrantes dice y escribe
dos numeros que van a ser los operandos; (pue-
de escribir uno solo y en ese caso se considera
que los dos operandos son iguales).

El compafero toma esos ntiimeros, les aplica una
de las operaciones convenidas y entrega el resul-
tado a quien determiné los numeros. El debe
“descubrir” cudl fue la operacion realizada per su
compaiiero y justificar su respuesta. Si no estdn
de acuerdo deben dialogar, intercambiar sus cri-
terios al respecto, consultar sus apuntes y pedir
ayuda al profesor o a los compaiieros. Las opera-
ciones pueden realizarse mentalmente, o por
escrito o con ayuda de una calculadora. Después
de un tiempo prudencial los integrantes de
cada pareja pueden cambiar de roles.

Para finalizar puede realizarse una plenaria en la
cual las parejas presentardn su experiencia, |os
logros y las dificultades.

Los alumnos y el maestro estardn atentos a los
informes para analizarlos criticamente y hacer
las preguntas, las aclaraciones y las complemen-
taciones que considéren necesarias. :

El propdsito de este ejercicio es contribuir a que
los estudiantes entiendan las operaciones como
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maquinas mentales que transforman los nimeros
que se les entregan, y también a que desliguen
el concepto de la operacién, de las técnicas que
se emplean para hallar el resultado de aplicarla.

Asi se espera que cuando del término constante
5 + v/ 2, (que pueden expresar como aproxima-
damente igual a 6.4142) pasen al término varia-
ble x + v/ y, entiendan que, en ese caso, es mas
importante identificar y entender la funcién del
operador que saca la raiz cuadrada, y la del ope-
rador binario que suma, que encontrar un name-
ro real ya determinado como resultado. Cuando
hayan entendido esto, estardn en capacidad de
reemplazar la expresion x + +/ y por una sola
letra, que puede ser por ejemplo z.

Este tipo de reflexiones ayuda a evitar proble-
mas a los estudiantes de este grado, para quienes
puede resultar extrafio que si de un namero x se
resta un namero y, el resultado se exprese como
x—y. Al principio algunos interpretan e! término
x—y como simbolo de una operacion por realizar
y tienen dificultades para olvidarse de la forma
externa del término y manejar “x—y”’ como sim-
bolo de un Unico numero real w, que seria el
resultado de esa operacién indicada. Tendriamos

pues z=x+/y ,w=x—y.

Asi pues pueden entender que en este caso

zw = (x + V¥) (x-y),y que la manipulacién sim-
bélica del lado derecho que produce el término
x2 - xy +xV ¥y - yV ¥ permite encontrar otra
manera (en este caso mas laboriosa) de obtener
el mismo resultado zw, A su vez, zw puede ma-
nejarse como un solo nimero r, el resultado de
ese producto: r = zw. '

Otro caso ya conocido por los alumnos es el del
cuadrado de una suma. Si se trabaja con nume-
ros ya determinados, la operacién tiene como re-
sultado un nimero ya determinado y por consi-
guiente un s6lo término constante. Ejemplo:
(6 + 3)2 = (8)2 = 64. Si se trabaja con nimeros
todavia no determinados, la operacién tiene
como resultado otro namero todavia no deter-
minado que se expresa mediante un término
compuesto de variables y simbolos de operado-
res. Ejemplo:

(x+y)2=x%+2xy +y?

Se espera que los alumnos identifiquen en ambos
casos el efecto de aplicar la funcién cuadrado a
una suma y que concluyan que dependiendo de
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lo que entre a esa maquina, el resultado puede
ser un numero ya determinado o un numero
todavia no determinado, y que la respuesta se
expresa en el primer caso con un término cons-
tante, y en el segundo con un término compues-
to, en el cual hay variables. Otra manera de con-
siderar esa expresién es como dos listas de ins-
trucciones o algoritmos diferentes que siempre
dan el mismo resultado.

De acuerdo con lo analizado en el punto ante-
rior, aca también hay que relacionar los términos
con las funciones. Una expresion como + + 1

puede resultar ambigua. Si se trata del algebra
de numeros reales, entonces simboliza genérica-
mente la suma del reciproco de un nimero x
con el 1. Pero si se estd usando esta dlgebra para
representar un sistema de funciones, entonces
1? representa la funcidon reciproco y ;— + 1 repre-

senta la suma de la funcién reciproco con la
funcién constante 1, o las instrucciones: sacar el
reciproco al nimero dado x, y a ese resultado
sumarle 1.

En ese caso la x puede ser cualquier nimero real
diferente de 0, ({Por qué x no puede tomar el
valor 0?).

Un caso mas: en el digebra de los nUmeros reales
la expresidn x + x? puede representar un nime-
ro que estda compuesto por lasuma de un nGimero
y su cuadrado. En cambio, en el digebra de fun-
ciones puede representar la suma de la funcién
idéntica con la funcién cuadrado. Ademds puede
interpretarse como las instrucciones: tomar el
nimero x, elevarlo al cuadrado y luego sumar el
namero y su cuadrado.

La evaluacidn ayuda a que los estudiantes se den
cuenta de que el paso de operaciones con n(ime-
ros conocidos a operaciones con variables o ni-
meros desconocidos requiere la aceptacién de
ciertas condiciones y un cierto grado de generali-
zacion. Esto transforma una evaluaciéon como
forma de obtener y asignar calificaciones en ins-
trumento que ayuda a comprender como van los
procesos de construccién de los conocimientos
y los de desarrollo personal y social.

BUSCANDO CRITERIOS PARA UBICAR
NUMEROS REALES

En 82 grado se vié ¢o6mo si se prescinde del ca-
racter activo de los operadores reales es posible
ubicarlos sobre una recta, llamada recta real, una
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Mediante la aplicacién de procedimientos geo-
métricos principalmente, se han ubicado en
una recta nGmeros reales como: .

1. VI 2V T 12V T 1y, 1:¢,

y otros reales fijos o ya determinados.

Después de hacer esas ubicaciones es necesario
“retar”, en el buen sentido de la palabra, a los
estudiantes para que “descubran® cémo ubicar
a: —m, — . — (v 3 +/B), etc., para que
vayan mas alld, a establecer criterios para la ubi-
cacion de nimeros reales todavia no determina-
dos como: las dos raices cuadradas de un numero
real cualquiera o numeros reales representados
por términos simples como: x, x?, x*, o por tér-
minos compuestos como

Xx++v/ b, X+ y, cony=0.

Estos problemas, asumidos como ‘‘retos amiga-
bles”, contribuyen a que los alumnos desarroilen
procesos y habilidades para interpretar los pro-
blemas de modo que identifiquen: datos conoci-
dos, preguntas por resolver y procesamiento que
pueden realizar con los datos conocidos para
encontrar respuestas a las preguntas. El reto pue-
de orientarse a que los alumnos trabajen primero
mentalmente, que luego verbalicen lo que han
hecho, y que finalmente empleen simbolos escri-
tos para expresar el manejo que han hecho del
problema y para expresar la respuesta.

Ello implica un ejercicio de razonamiento orga-
nizado y de aplicacion de la ldgica, tanto duran-
te el trabajo mental interior, como en sus mani-
festaciones externas a través del lenguaje hablado
o escrito.

El desarrollo de procesos y habilidades para
lograr ese tipo de razonamiento y ese tipo de co-
municacion precisa es un objetivo primordial de
la educacion matemdtica y, en el momento pre-
sente, constituye una auténtica introduccién a la
Informatica y con ella al empleo inteligente de
los computadores. Al contrario de lo que algunas
personas pueden pensar, la Informatica, sus apli-
caciones y con ellas el estudio de lenguajes de
programacion en computadores, requieren per-
sonas con una gran capacidad para interpretar,

analizar, visualizar soluciones posibles y desarro-
llar paso a paso los problemas. No es suficiente
aprender a utilizar unos programas en las maqui-
nas, ni aplicar férmulas mecanicamente, ni tener
habilidad para copiar respuestas. Las personas
deben tener solvencia para trabajar los proble-
mas mentalmente, verbalmente y por escrito,
independientemente de si trabajan con mdquinas
o no.

Algunos ejemplos para el establecimiento de los
criterios que permitan ubicar nimeros reaies en
una recta, primero mentalmente y luego en una
grafica, pueden ser (tiles.

Un primer criterio es que se necesita tener claros
y presentes ciertos conocimientos adquiridos en
grados anteriores. Entre esos conocimientos
estén:

Una letra puede representar un ndamero real
cualquiera positivo o negativo, racional o
irracional.

Todo cuadrado es un nidmero positivo.

El cubo de un namero positivo es positivo
y el de un nGimero negativo es negativo.

. Todos los nameros reales positivos tienen
dos raices cuadradas, una positiva y una
negativa.

{En el trabajo con los alumnos puede conti-
nuarse esta lista).

Otro criterio tiene que ver con la forma como in-
terpretamos los términos de estos problemas. En
primer lugar los consideramos como numeros
fijos aunque todavia no determinados; los reem-
plazamos por un nimero ya determinado, efec-
tuamos las operaciones indicadas en cada caso y
ubicamos el resultado sobre una recta. Eso lo
podemos hacer para todos los casos que estime-
mos necesario. En segundo lugar, interpretamos
los términos como funciones y pensamos en
todos los valores que ellas puedan tomar: hace-
mos generalizaciones. Por eso la respuesta en
unos casos sera toda la recta y en otros casos un
semi-eje u otro subconjunto apropiado de la
recta real.

Problema 1

Determinar primero mentalmente, y luego sobre
una gréfica en cudles puntos de la recta se pue-
den ubicar los nimeros reales representados por
X y por —x.
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. Datos conocidos:

La letra x representa un nGmero real, y la expre-
sidOn —x representa su opuesto o inverso aditivo.
Ese namero real x puede ser 0 o cualquier posi-
tivo o cualquier negativo. Puede ser racional o
irracional. Si un nGmero real es positivo, su
opuesto es negativo (y viceversa). El opuesto del
cero es el mismo cero: —0 = 0 = +0.

Proceso que se puede seguir: Analizar casos
que son claves, como dar dos o tres valores
positivos, dos o tres negativos, y el valor cero.

— Si x = 0, entonces el niOmero x se ubica en €l
origen de la recta, y, —x también.

— Si x > 0, es decir si x es positivo, entonces x
se ubica a la derecha de 0 en un punto que
depende del mayor o menor valor de x, vy,
—x se ubica a la izquierda a la misma distan-
cia del origen.

Six> 0, —x estaen
este semieje

— Si x < 0, es decir, si x es negativo entonces el
namero x se ubica a la izquierda de O a una
distancia que depende del mayor o menor
valor de x, y, —x se ubica a la derecha a la
misma distancia del origen.

Cuando se hayan estudiado estos u otros casos,
se busca alguna conclusién apropiada, que puede
ser por ejemplo:

El punto adecuado para representar el namera
real x depende del valor de x y puede ser cual-
quiera de los que estdn en la recta. El punto ade-
cuado para representar —x depende del valor de
x y puede ser también cualquiera de los que
estan en la recta.

. Respuesta:

Se puede expresar graficamente asi:

Six<0,—x
Six=0,—x estd en este eje
esta aqui semieje

/ /

Y
y

Six <0, xestden

Conviene hacer notar a los estudiantes que ocul-
to bajo la x encontramos cualquier nimero real
gue a su vez puede estar representado por un
simbolo de constante (con un signo que identi-
fica al nUmero como positivo o negativo). Si
esta idea queda clara ahora, se evitan muchas di-
ficultades que aparecen mads tarde cuando se
hacen problemas sobre valor absoluto o sobre
sus aplicaciones.

Para la clase se puede elaborar un material senci-
llo: unas tarjetas que en su primera cara tienen
escrita una x y en la segunda cara un numero
real cualquiera. (Como son casos diferentes, las
x podrian distinguirse con.subindices asi x,, X, ,
X3, etc. Pero también puede dejarse la x todas
las veces, o lay, o la z, etc.).

. Representemos varios casos:

20

Six= 0, x esta
este semieje - aqui

Six>0,x
estd en este
semieje

Primer paso: Hay varias tarjetas; cada una oculta
un ndmero fijo, es decir un posible valor de x.

Segundo paso: volteemos las tarjetas para ver
cudl es el nimero que esta oculto.

3 0 -1 r | |[—/2| |-0.5

Tercer paso: concluimos que la x es lugarte-
niente del cero, de nimeros positivos o de nime-
ros negativos. En particular, que en lugar de x
pueden estar también los numeros reales negati-
VOS; que X no siempre es positivo, y que —x no
siempre es negativo.
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Problema 2:

Ubicar primero mentalmente y luego sobre una
grafica los posibles valores de un nimero real
representado por x2.

. Datos conocidos:

— El término x? representa un nimero real
positivo donde x puede ser positivo, negativo
o cero.

. Proceso que se puede seguir:

— Analizar que en este caso sdlo se tienen
como valores de x? el cero y los reales posi-
tivos.

— Caer en la cuenta, o sea inferir, que enton-
ces no hay posibilidad de ubicar nameros
representados por x* en el semi-eje negativo.

— Ubicar mentalmente el nimero en un punto
del semi-eje positivo, incluido el origen. Que
el nimero esté en el origen, esté cerca o esté
lejos del origen depende del valor de x.

Respuesta:

La conclusidon a que se llega puede representarse

asi:

0 «
N

—
v

Para todo x, si x € & , entonces x*> >0

Si se presentan dificultades para entender el ma-
nejo de los signos se puede recurrir a una activi-
dad complementaria en la cual los estudiantes
puedan apropiarse de la idea de que si bien entre
los valores de x? no existe ningiin numero nega-
tivo, entre los nGmeros que son como “‘la mate-
ria prima” para esa x*> si pueden estar todos los
negativos.

Como material auxiliar se pueden elaborar unas
tarjetas en las cuales se emplean las dos caras. En
una cara de la tarjeta aparece el cuadrado de un
nimero real y en la otra cara aparecen —como
se muestra en el dibujo siguiente— los dos name-
ros cuyo cuadrado es el que estd en la primera
cara de la tarjeta.

Ejemplos de las tarjetas en su primera cara:

x? = 025

La segunda cara de estas tres tarjetas seria:

x=2 x=0.5
(2) (2) =4 Caso especial {0.5) (0.5) = 0.25
x=0=-0
X =-2 {0) (0) =0 x=-05

(=2) (=2)=4 (-0.5){-0.56}=0.25

Esta es sdlo una muestra de las tarjetas que se
sugieren, El profesor y los alumnos pueden hacer
muchas mdas o ampliarlas o modificarlas, etc.

Finalmente se pueden proponer conclusiones
como la siguiente: el problema pregunta por
todos los posibles valores de x?.

Podriamos decir que pregunta por el mundo de
las x?. Sabemos que ese es un mundo en donde
s6lo viven el cero y los positivos. Pero iojo!
también sabemos que la “materia prima”’ estd en
el mundo de las x en donde viven todos los reales
negativos, el cero y todos los reales positivos.

En el tratamiento de los problemas lo importan-
te es que cada alumno viva el proceso completo,
que ensaye, que discuta, que reconozca los acier-
tos y las equivocaciones, que proponga solucio-
nes y las pruebe, que varie las preguntas, etc.

Los conocimientos adquiridos o afianzados a
través de la solucion de problemas como los an-
teriores son bdsicos para el trabajo con funciones,
principalmente cuanda se requieran el dominio y
el recorrido.

La evaluacion debe realizarse permanentemente
con propésitos como el de comprender cémo
van los procesos de desarrollo personal y social y
con ellos el de aprendizaje. Los resultados de un
grupo indican si se pueden desarrollar las activi-
dades como estdn sugeridas o hay que modificar-
las; si se exigen todos los problemas, o se dejan
algunos opcionales, etc.
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CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

OPERADORES UNARIOS

Los temas de los operadores unarios y de la com-
posicion de esos operadores han sido tratados ya
en otros sistemas numeéricos cuando se constru-
yeron los operadores multiplicadores naturales
{como el doble del triple); los operadores racio-
nales (como la mitad de la cuarta parte} y la adi-
cion de enteros (como correr tres para adelante
y después dos para atras). También en las unida-
des de geometria y medicion se ha trabajado la
composicion de movimientos rigidos en el plano
{como primero reflejar y después rotar).

Se puede iniciar con ejercicios que requieran
activar en la mente los conceptos, su explicita-
cion verbal y su aplicacion préctica.

Los alumnos pueden recordar, verbalizar y sim-
bolizar sus conceptos respecto de operadores
como el doble —llamado también “dos veces” o
“duplicador”—, el triple,la mitad, el idéntico. Re-
cordar asi mismo las notaciones convenidas en
los grados anteriores para las simbolizaciones res-
pectivas:

2( ) para: “el doble”, ““dos veces’’, o “duplicador”.
3( ) para: “el triple”, “tres veces”, o “triplicador”.
-;—( ), 0.5,50% , para “la mitad”’, o “un medio™.
+1( ), +( ), 0( )para: ‘“unavez”, “el idéntico”.
para el que deja ios nimeros o magnitudes como estaban.

Ya hemos trabajado estos operadores en los na-
turales, en los enteros, en los racionales y en los
reales. Si se han logrado los objetivos correspon-
dientes es de esperar que cuando los alumnos es-
cuchen los nombres de estos operadores o lean
fas notaciones correspondientes, activen su cere-
bro, queden a la expectativa de cudl es el nimero
al cual se los van a aplicar y, tan pronto lo co-
nozcan puedan efectuar la operacién mental-
mente, para encontrar rapidamente el resultado,
verificarlo y expresarlo en forma verbal, grafica
o numérica. El desarrollo menta!, psico-social y
motor requerido para lograr ese tipo de desem-
pefios es un propdsito general de la educacién
a cuyo logro contribuye la educacion matemati-
ca activa guiada por el enfoque de operadores.

Hay otros operadores unarios cuyo conocimien-
to y aplicacion queremos extender a los sistemas
construidos con numeros reales. Entre ellos
estan: el inverso aditivo llamado también opues-
to, el inverso multiplicativo o reciproco, y el
valor absoluto.
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OPERADORES INVERSOS

Unas preguntas iniciales pueden servir para intro-
ducir el tema. ¢Por qué se estudian {os operado-
res inversos? ¢Para qué se crean esos operadores?
¢Cuantos se pueden crear?

Ojald todos,-alumnos y maestros, den sus respues-
tas a las anteriores y a otras preguntas. A conti-
nuacién se incluyen algunas ideas con el propési-
to de aportar elementos a la discusion pero tam-
bién para que sean complementadas por profe-
sores y alumnos.

En cuanto a las preguntas por qué y para qué se
crean y se estudian los operadores inversos, se
sugieren enseguida algunas respuestas desde el
punto de vista del desarrollo integral de los
alumnos y también desde el punto de vista de la
educacion matemadtica.

De:
dir
que
que
en

dac
de

lar

hac
op¢
ade
ciol
per
Har

tice
se
de

se |
de
dac

de
mit
poi

En
opt¢
tive
que

oe

Est
ci6
cor
es (




3s-

tro-
do-
‘es?

les-
nti-
Gsi-

ofe-

€ se
i, se
e el
' los
le la

Desde el punto de vista del desarrollo integral,
diriamos que una capacidad humana que hay

.que cultivar es la reversibilidad del pensamiento,

que como se ha expresado en estos programas y
en el marco general, tiene que ver con la posibili-
dad de deshacer fisicao mentalmente una accion,
de devolverse hasta el punto de partida, de anu-
lar los efectos de una operacién, para recorrer
hacia atras —en reversa— los pasos de un proceso,
operacion o algoritmo que se han recorrido hacia
adelante. La construccion, comprension y aplica-
cion de los operadores inversos es un tema que
permite realizar actividades orientadas a desarro-
llar el pensamiento reversible. '

Desde el punto de vista de la educaciéon matema-
tica, una respuesta es que los operadores inversos
se crean y estudian para resolver situaciones que
de otra manera resultan insolubles.

La respuesta a la pregunta ‘“‘cuantos operadores
se pueden crear’ constituye un tema interesante
de discusién entre los alumnos. Es una oportuni-
dad mads para que tomen conciencia de que esta-
mos desarrollando un proceso de construccion
de operadores y de nimeros que puede continuar
mientras haya problemas y necesidad o interés
por resolverlos.

En 79 grado se trataron propiedades de algunas
operaciones binarias, como la propiedad modula-
tiva y la invertiva. Acd encontramos nuevamente
que el tema de los inversos nos lleva necesaria-
mente a trabajar también el tema del médulo
o elemento neutro en cada operacion.

— El Inverso Aditivo u Opuesto

Este operador tiene que ver con la operacion adi-
cién de numeros enteros, racionales, reales y
complejos y con el nimero 0 como mdédulo que
es de la adicion en esos sistemas numéricos.

Podemos mirar en reversa y ver que cuando se
trabajan sistemas numéricos en los cuales el con-
junto de objetos es N no existen los opuestos o
inversos aditivos. Se acepta sencillamente que
para deshacer la adicion existe otra operacion, la
sustraccion y que cuando se ha efectuado la adi-
cion y se desea regresar al cero, lo que hay que
hacer es tomar el total y restarie el mismo total
o ir restando uno a uno los sumandos, de modo
que, si las operaciones quedan bien hechas, el
resultado final es cero.

Se acepta también que en ese sistema hay “restas
imposibles”, aquellas en las cuales el minuendo
es mayor que el sustraendo. éLe gustaria hacer
una lista de las situaciones que quedarian sin
resolver si las matemdticas no fueran mas alld de
esos sistemas?

Sigamos recordando algo de lo que hemos hecho
en otros grados. Ante esa y otras dificultades
creamos un sistema con nuevos nmeros y nue-
vas reglas para las operaciones, de modo que sea
posible la solucion de los problemas encontrados.

En un lenguaje metaférico podriamos decir que
nos pasamos a otro pais, al pais de los nimeros
enteros, que simbolizamos con Z. Recordemos
que la construccién de sistemas en los cuales
Z es el conjunto de objetos se efectud en 7Q
grado y tengamos en cuenta el proceso que se
llevd a cabo.

Sabemos que los objetos en ese caso son: los nu-
meros enteros positivos, los numeros enteros
negativos y el cero. En esos sistemas ‘'se puede
emplear la adicion para pasar de un entero cual-
quiera al cero, es decir que dado un nimero
entero —c es posible encontrar otro nimero en-
tero ¢ con la caracteristica de que la suma de los
dos es 0. Empleando tres tarjetas podemos preci-
sar la idea asi:

Segunda cara de las tarjetas:

—c |+| +¢ = 0

Como z es el nGmero positivo, +b, entonces para
regresar al cero se le suma un negativo especial:
el —b.

Primera cara de las tarjetas:

Z |+} Y = 0
Ejemplo 1

Z |+ Vv = 0

+b |+ -6 | = 0

(+b)+ (=5)=10

93




Ejemplo 2

Como Z es el nimero negativo —10, entonces
para regresar al cero se le suma un entero
especial: el +10,

(—10) +(+10) =0

Ejemplo 3

i z |+ y = 0
—10|+]+10| = 0

z + y = 0
ol«|0o| =10

Los estudiantes pueden continuar desarrollando
y analizando mds ejemplos hasta cuando lleguen
a conclusiones como las siguientes:

— La ecuacion z + y = 0 expresa que la suma
de dos nameros todavia no determinados es
cero.

— En la ecuacion z + y = 0 se sabe que ambos
nUmeros pueden ser cero, 0 que uno de los
nameros es positivo y el otro es negativo
pero todavia no se sabe cuél estd de primero,
el positivo o el negativo.

— Para cada numero entero positivo existe un
niimero entero negativo que es su opuesto,
y para cada nimero entero negativo existe
un nGmero entero positivo que es su opuesto.

— E! opuesto de cero es el mismo cero.

Hemos empleado las variables z, y, para repre-
sentar un namero y su opuesto. También se pue-
den emplear dos variables como z, —z en donde
una de las dos representa un ndmero positivo y
la otra su opuesto que es negativo, pero tampoco
se sabe cudl estd primero. Es posible que z repre-
sente el negativo y —z el positivo. El — lo que
expresa es que uno es el opuesto del otro.

Este analisis del operador opuesto en Z es apli-
cable a los sistemas numéricos construidos con
Q ycon R,
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Como Z es el nimero 0, entonces se trata de
un caso muy especial, en el cual se esta en el
origen mismo y para quedarnos ahi debemos
sumar cero: 0 +0= 0.

En sistemas numéricos con Q también se consi-
dera el opuesto o inverso aditivo de los nimeros
racionales. Entonces en la expresion que se elija
para expresar [o que sucede, por ejemplo

x + y = 0 las variables x, y pueden ser reempla-
zadas también por nimeros racionales como 1y
—%, o como —0.25 y 0.25. 2

En sistemas numéricos con & estdn los opuestos
de todos los nGmeros reales. Entonces en la ecua-
cion x + y = 0 las variables pueden reemplazarse
por nimeros reales ya determinados como:

1r,—1ropor:_23V 3'2"33'

Tratemos de expresar graficamente el efecto de
aplicar el operador opuesto o inverso aditivo, a
nameros reales, estén 0 n6 ya determinados.

Entrada

Opuesto
—( )

‘L Salida

Ei operador opuesto se materializa en 'una caja
que tiene una entrada y una salida.

El operador recibe cualquier namero real y lo
transforma en su opuesto.
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Se puede trazar una recta real como conjunto de
salida y otra como conjunto de llegada. Sobre
cada recta se marca el origen y se ubican el cero
y el uno. Los numeros reales positivos como vec-
tores o trasladadores se representan con flechas
orientadas de izquierda a derecha y los negativos
de derecha a izquierda. Lo que se quiere expre-
sar es que el operador “opuesto” o “—( )” recibe
una flecha, invierte el sentido de la flecha pero
conserva el tamafio. Por eso, entrega una flecha
que comparada con la que entré tiene la misma
longitud, pero sentido opuesto. No estamos pen-
sando en los nimeros reales como puntos estd-

ticos sobre la recta, sino en las flechas como sim-

“bolos de los vectores o trasladadores activos.

Si consideramos que las flechas tienen la cola fija
en el origen de la recta real, el opuesto —( )
acta como un reflector, pues refleja las flechas
que miran hacia la derecha como si hubiera un
espejo transversal en el origen, y las deja miran-
do hacia la izquierda, y a las flechas que miran
hacia la izquierda las refleja y quedan mirando
hacia la derecha, conservando en ambos casos
su longitud.

Caso 1: Con numeros reales como vectores dindmicos.
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Si a un vector positivo de 4 unidades se le
OPUESTO aplica el operador opuesto, se obtiene un
—-() vector negativo de 4 unidades.
REFLECTOR :
’, [}
Vg /
s .
-4 -3-2-1 0
.—4—1—3—201 2 3 4 el
1 L 1 Lo L ” >
Vector *
reflejado Vector La suma del vector inicial y el vector opues-
/ inicial to o reflejado es el vector nulo o vector cero.
4
e NG
0 1 2 3 a

|

La suma es nula

Caso 2: Con numeros reales como puntos estdticos.

Se coloca en la entrada del operador un nimero
real estdtico. El operador lo acepta, lo transfor-
ma en su opuesto y por la salida se obtiene como

respuesta el opuesto del nimero que entré. Esto
puede aplicarse a todos los nimeros reales.

En cada caso entra un nimero real.

S, S,

OPUESTO OPUESTO
-( ) -( )

v v

0 T

OPUESTO OPUESTO

~( ) ~( )
! v

—a 2y?

En cada caso sale el nimero real opuesto al que entro.
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Se puede comprobar que cualquier nimero su-
mado con su opuesto conduce a cero. Ejemplos:

a+({—a)=0; —-2y>+2y*=0

Esta propiedad es Gtil en la resolucion de ecua-
ciones y acd debe quedar muy bien entendida y
fundamentada. Tradicionalmente términos como

—ay a se han denominado términos semejantes
opuestos o0 simplemente términos opuestos.

Cuando se haya logrado una conceptualizacién
adecuada del tema del opuesto aditivo, podemos
hacer que los alumnos escriban sus conclusiones
primero con expresiones del lenguaje usual y lue-
go con las notaciones mds propias del lenguaje
matematico. :

En algunos casos se puede llegar incluso a emplear expresiones como:

en la adicién con nGmeros reales se cumple que:

Por cada namero real,

vX Xx€R 3y, ye &

existe otro niimero real;

tal que la suma de ambos es cero.
x+y=0

Pero esto puede ser el punto de llegada: nunca el punto de partida.

— El Inverso Multiplicativo o Reciproco

Este operador se introduce cuando se trabaja la
multiplicaciéon en sistemas con Q y en sistemas
con |. Ahora el médulo es el uno. Entonces el
inverso multiplicativo o reciproco nos debe
permitir emplear la muitiplicacién para regresar
al uno desde cualquier nimero al cual hemos
llegado por multiplicacién. .

En los sistemas construidos conN y en los cons-
truidos con Z no existen los inversos multipli-
cativos o reciprocos. En esos sistemas se deshace

la multiplicacién por medio de otra operacién, la
division. Se acepta también que la divisién no
estd totalmente definida en esos sistemas y por
eso se dice que hay ““divisiones imposibles’’. Para
resolver dificultades como esas se construyen
nuevos sistemas, nuevos paises, unos con Q y
otros con &.

En esos sistemas el reto es emplear una multipli-
cacion para anular el efecto de otra multiplica-
cion. Expresemos esa idea con ayuda de tres
tarjetas asi:

Primera cara de las tarjetas:

Segunda cara de la tarjetas:

=1 |x]| -1

Las tarjetas pueden interpretarse diciendo que
w, z son dos numeros que multiplicados entre s
dan como producto 1. Alguien puede dar ejem-
plos sencillos en donde tanto w como z valen 1
y ver que se cumple.

96

Otros pueden sefialar que cuando w vale —1y z
vale —1 también se cumple que el producto es 1.

Eso esta bien pero no basta. El reto es encon-
trarle a cada uno de los infinitos nimeros que
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pueden colocarse en lugar de w, un nimero que
pueda colocarse en lugar de z con la condicion
de que el producto de los dos sea 1.

En 72 grado, en la Unidad Il se trabaj6 la cons-

truccidén de los inversos multiplicativos de los
numeros racionales diferentes de cero. Extenda-

.

0 1

1 es el reciproco de 1

Ix 1] =1

mos a los nimeros reales las conclusiones que ya
conocemos para los racionales.

Podemos representar sobre una recta lo que
hemos dicho sobre los reciprocos de los nimeros
1y —-1.

—1 es el reciproco de —1

—1x|-1] =1

Encontramos que el 1 es a la vez su reciproco vy que el —1 también es su reciproco.

Unas tarjetas nos facilitan la realizacion de ejercicios en los cuales hay que determinar el reci-

proco de un namero real conocido:

Primera cara de las tarjetas

Segunda cara de las tarjetas

Tidxta =11
6 X ? = 1
—V'2} x ? =11
-n X ? = 1

¢{Es posible obtener una conclusidon sobre la
forma de simbolizar un nimero y su reciproco?
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La conclusion podria ser que si w, z representan
un nimero y su reciproco, entonces puede decir-

se que z =‘<.13 ,oque w =—12- . Pero también pue-

de concluirse que para hallar el reciproco de un
numero basta dividir el 1 entre ese nimero. Asi
se obtiene lo que puede simbolizarse como:

Reciproco de 7 es A ;
' T

reciproco de VZ o 1 _ 2
2 V22 V2

Se acostumbra también expresar los reciprocos
asi:

o, (2

-y 1 ’
Otra conclusion es que - es el reciprocode 7y
- asu vez mes el reciproco de -

Como se vio en el programa de 80 grado, si se con-
sideran los reales positivos como ampliadores o
reductores, el inverso del ampliador 7 seria el
reductor 1/ .0 w1,

En ese sentido se podria escribir

- 1 -1

- — -
w =T on T

— ¢Qué pasa con el cero?

{Tiene el namero real cero un inverso multipli-
cativo?

Para responder esta pregunta tenemos gue deter-
minar si existe un namero real que multiplicado
por cero de como resultado 1. Si ese namero
existe, entonces serd el reciproco o inverso mul-
tiplicativo de cero. Si, por el contrario no existe,
entonces decimos que el cero no tiene reciproco
o inverso multiplicativo.

No existe un nimero real que

colocado en lugar de ““?”' lleve

Oox | 2 | = 1 a1 pormedio de la multiplica-

cion.

el namero 0 no tiene reciproco.

Esta idea es importante y parece que hay que
trabajarla expresamente. Laexperiencia de varios
anos con diferentes grupos de estudiantes mues-
tra que no la deducen de algo que todos repiten
a menudo: “cero multiplicado por cualquier na-
mero da cero”. Parece que ese conocimiento se
olvida cuando se trata de responder preguntas
como esta: ¢La multiplicacion en R es invertiva?

— El Operador Valor Absoluto

! ,
Conocemaos el operador valor absoluto de un na-
mero como aquel operador que indica cual es la
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distancia de un punto cualquiera de la recta al
origen. El operador valor absoluto puede consi-
derarse también como un medidor de distancias
ya que eso es lo que hace. Por eso el valor abso-
luto de un namero distinto de cero siempre es
positivo; como los resultados de su aplicacion
son distancias, se expresan siempre con nimeros
positivos, nunca con negativos.

E! resultado sélo es cero cuando el argumento
del valor absoluto es cero.
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Observemos los numeros que estdn representa-
dos sobre una recta y apliquémosles el operador
valor absoluto.

Ensayemos primero con dos nimeros particula-
resel +3yel =3.

4
1

_3 0

<+
-+

w+

Valor Absoluto

T
|
v
3

En ambos casos el resultado es el nimero
positivo 3. O seaque: I131= 3,y 1-31= 3.

Lo anterior puede interpretarse diciendo que si a
un namero positivo o al cero se le aplica el ope-
rador valor absoluto lo deja quieto, pero que sise
le aplica a un negativo lo transforma en su opuesto.
También puede decirse que si a uno le piden el
valor absoluto de un nimero positivo ya tiene
respuesta porque es el mismo ndmero y si le
piden el valor absoluto de un negativo si tiene
que hacer una transformacién que es aplicarle el
opuesto o reflector — ( ).

Esto es lo que en los textos se simboliza con ex-
presiones como:

Valor abs. de x es X, si xes > 0,
x| =xsix >0,

Y,
valor abs. de x es —x, si x < 0.
x| = —xsix<0.

¢Qué sucede cuando el valor absoluto se consi-
dera como una funcién cuyo dominio son todos
los reales?

Empleemos un grafico para buscar la respuesta.

Entra todo el sje real y se le aplica el opera-
. dor VALOR ABSOLUTO.

/
\Y

Como salida s6lo se obtiene el semieje pasi-
tivo a partir de cero.

Se puede concluir que en ese caso el recorrido
o rango de la funcion es el semi-eje positivo.

COMPOSICION DE OPERADORES UNARIOS

Como introduccion al tema los estudiantes pue-
den realizar mentalmente algunos ejercicios de
aplicacion sucesiva de operadores. Si después del
trabajo mental verifican el proceso con ayuda de
una calculadora tendran la oportunidad de afian-
zar mas sus conceptos sobre lo que hacen los
operadores.

Un ejercicio puede ser tomar el nimero —4 vy
aplicarle el operador doble y el operador cuadra-
do, en ese orden. {Qué se obtiene al final? Para
responder la pregunta analicemos el siguiente es-
quema en el cual los operadores se representan
por un rectangulo.

DOBLE CUADRADO
—4 — —8— — 64
2( ) ()
‘Entrada 1 Salida 1 Entrada 2 Salida 2
Se obtiene el cuadrado del doble.
a9



Entonces se ha aplicado el cuadrado después del
doble. Esto se puede simbolizar asi: C°D. Esta
expresion puede leerse: el cuadrado después del
doble o mas natural: el cuadrado del doble. El
simbolo o es el mismo que hemos empleado en
geometria para simbolizar la composicion de los
operadores que producen movimientos rigidos
en el plano.

éCual sera el resuitado si se cambia el orden de
los operadores? (Es decir, si el ejercicio fuera
hallar el doble del cuadrado de —4).

CUADRADO DOBLE
—4— - 16— —32
() 2( )

Entrada 1 Salida1  Entrada 2 Salida 2

Se obtiene el doble del cuadrado.

La comparacidon de los resultados de estos y de
otros ejercicios que ideen maestros y alumnos
ayudara a reconocer la importancia del orden en
que se apliquen los operadores.

Es necesario tener presente qué entra y qué sale
del operador en cada caso. El nimero que se
obtiene como resultado de aplicar el primer ope-
rador es el que se toma como entrada para el
segundo operador.

Otros ejemplos pueden provocar mas reflexiones.
Hallar la mitad de los tres quintos de 60. Segin
las reflexiones hechas para los ejercicios anterio-

res tenemos que aplicar el operador—g— a 60y al

resultado obtenido aplicarle el operador-%-.

El operador 3. puede descomponerse en dos: el

triple de un quinto. Se tienen asi tres operadores
para aplicar en cadena:

q t m
. . Mitad
60— Un1qU|nto .12 Triple . 36— ! xt(a ) .18
5 ') 3() 2

Entrada 1 Salida1 Entrada2 Salida2 Entrada 3 Salida 3

El resultado final es 18 que se ha obtenido como
la mitad del triple de un quinto de 60. Hemos
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iniciado esa expresion nombrando en primer
lugar el ultimo operador que se aplicd, a conti-
nuacion el penaltimo, luego el primero y final-
mente el niGmero al cual se le aplico la composi-
cion de esos tres operadores. Otra forma de ex-
presar esa cadena de operadores es: la mitad
compuesta con el triple y con un quinto. Mas
abreviadamente: motoq,

{Se cambiara el resultado si se varia el orden de
aplicacién de los operadores? (A qué conduce
gomot de 60? ¢y toqom? Con estudiantes
motivados la resolucion de este tipo de pregun-
tas es un juego mental muy interesante que se
puede verificar con la caiculadora.

Los ejemplos de composicion de operadores que
hemos realizado y los demas que trabajen en
clase permiten introducir una discusion sobre el
“pais de los operadores unarios” en el cual esta-
mos trabajando. Los elementos son operadores
con una sola boca, o sea funciones de una sola
variable. La operacion que estamos trabajando
es la composicion. (Cuantos elementos puede
tener el conjunto de los operadores unarios?
éCuales son? ¢{De qué propiedades goza la opera-
¢iébn composicion en el “pais” o méas exactamen-
te en un sistema con operadores unarios? ¢{Qué
relaciones se dan en este sistema? ¢{Cudles son
los simbolos empleados para representar elemen-
tos, operaciones y relaciones en este sistema?

La busqueda de respuestas a las anteriores pre-
guntas es un trabajo en el que los participantes
pueden ir descubriendo ideas bdsicas del anélisis
matematico. No es necesario responder de una
vez todas las preguntas pero si es bueno tenerlas
presentes e ir detectando ideas claves para resol-
verlas.

A manera de ejemplo tratemos de responder la
pregunta siguiente {es conmutativa la composi-
cion de operadores?

En los ejercicios numéricos desarrollados ante-
riormente encontramos un caso en el que si se
cambia el orden de los operadores que se compo-
nen se altera el resultado. Encontramos otro
caso en el que el resultado es el mismo con cual-
quier orden en los operadores. {Entonces qué
conclusiones sacamos? ¢Es conmutativa? {No es

conmutativa? En principio los estudiantes pue-

den decir que unas veces si y otras veces no. De
esas respuestas se puede pasar al significado que
tiene en Matemdticas la afirmacion de que una
operacion tiene o cumple una propiedad. Como
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er se exige que se cumpla siempre, sin excepciones, opuesto y cuadrado se designan, en la forma
1ti- entonces llegaran a la conclusion de que la com- tradicional, con las letras f, g respectivamente,
al- posicion de operadores unarios no es conmuta- entonces podriamos simbolizar la composicion
si- tiva. " que estamos tratando por: f o g. Aspectos im-
X - portantes para la discusion, es que expresiones
ad Comprendido lo anterior puede estudiarse la como f o g tienen sentido cuando se refieren a
las composicion de los operadores unarios conside- funciones; la composicién no se aplica entre
rados como funciones en las cuales el dominio numeros. ¢Qué significaria 2 compuesto con 3?
de la primera funcion es el conjunto &.
de _ Los estudiantes aplicaran sus conocimientos
ce Supongamos que se trata de encontrar el opues- sobre funciones para determinar dominio y re-
tes to del cuadrado. Podemos simbolizarlo de varias corrido o rango en cada caso. Un esquema que
n- maneras: 0 o« C, —( ) ( )2.Silas funciones algunos pueden elegir es el siguiente:
se
ue 0 ® C 0 ]+ O |a. 0
+ 4% | CUADRADO | —————p | OPUESTO | <4¢——
eer: Dominio 1 () Recorrido 1 ={ ) Recorrido 2
Dominio 2
ta-
res
ola
do Funcion Cuadrado: el dominio es 8 , el recorri- En este caso importa fundamentalmente el anéli-
xde do son los reales positivos incluido el cero, lo sis cualitativo de los ejercicios. En otros grados y
s? simbolizamos por &+ . en otras unidades se ha hecho un tratamiento
rra- exhaustivo del procedimiento para encontrar el
f:é anc‘:i()n Opuesto: el dom_inio es af y el reco- gggéné? c:a:rlat;z'."go ° recprrldo de funciones
on rrido son los reales negativos incluido el cero,
en- los simbolizamos por &—. Convi . . L
onviene inducir el desarrolio de ejercicios que
a? lleven a “descubrir” que la composicion de fun-
; Los reales positivos, &4 son a la vez recorrido de ciones de una variable es diferente de la multipli-
ire- la primera funcion y dominio de la segunda. cacion de las funciones. Veamos unos ejemplos:
tes
isis
ina COMPOSICION MULTIPLICACION
‘las :
sol- El opuesto del cuadrado de x es: El opuesto de x por el cuadrado de x es:
- ((x)*)=—x (~x) (x?) = -x°
rla )
osi- El triple del cuadrado de x es: El triple de x por el cuadrado de x es:
3 (x)? = 3x?2 (3x) (x2) = 3x?
nte-
i se
\po- Es facil llegar a la conclusidon de la importancia rios, tomar conciencia de la mayor o menor sol-
ro y de la utilidad que tiene un manejo cuidadoso vencia que poseen para referirse al tema y para
ual- del lenguaje y de las notaciones matematicas. formular, analizar, criticar y resolver ejercicios
qué sobre los operadores y su composicién. Ese
oes Las evaluaciones, tanto individuales como colec- mismo conocimiento logrado les permitira sefia-
Jue- tivas, deben colocar a los estudiantes en situacio- lar, desde su punto de vista, cudles aspectos del
. De nes en las cuales puedan revisar el proceso que tema necesitan mayor profundizacion.
que han seguido en el estudio de los operadores una-
una
>mMo
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CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Ordenar y seriar son operaciones que parecen nes de orden aditivo y muiltiplicativo con los
conaturales a la actividad humana. Tanto es asi conjuntos numéricos N, Z, Q, R, y para que
que los nifios las realizan espontdneamente y los saquen conclusiones sobre lo que sucede en cada
adultos les exigimos que aprendan en un orden caso.

determinado los nGmeros de contar, los dias de
la semana, los meses del ailo, etc. En esos casos
se trabajan, aun cuando no se expliciten, relacio-
nes como: “. .. precede a...”, ... es sucesor
de...”.

En esa misma linea de analizar globalmente los
temas estudiados se proponen actividades que
ayuden a los estudiantes a reconocer algunos sis-
temas de nameros reales que tienen estructura

En este grado los alumnos poseen ya los conoci- dé grupo.
mientos necesarios para que analicen las relacio-

LOS SISTEMAS ORDENADOS CON IN

Todos hemos trabajado los numeros naturales ordenados de menor a mayor con un orden que pode-
mos llamar “orden natural”, pero que también se conoce como orden aditivo. Cualquier persona
sabe, desde la primaria, expresar cdmo se va obteniendo la serie. Sabemos y afirmamos que también
existe el orden multiplicativo entre los nimeros naturales, pero el diagrama que muestra ese orden
es menos conocido.

A continuacion se presenta un cuadro comparativo entre dos ordenaciones de N, una aditiva y otra
multiplicativa. Los diagramas y las consideraciones que se hacen pretenden ayudar a detectar seme-
janzas y diferencias entre las dos ordenaciones. Los diagramas son una adaptacion de los de Hasse:
se omiten los bucles que indican la propiedad reflexiva y las flechas que indican la propiedad tran-
sitiva cuando se pueda transitar por un punto intermedio.

1. ORDEN ADITIVO 2. ORDEN MULTIPLICATIVO

Entre las cuatro relaciones de orden aditivo co- | Entre las cuatro relaciones de orden multiplica-
nocidas: <, <, >, >, escogemos la relacion de | tivo conocidas: L, L, 1, 1, escogemos la relacion

orden amplio *“. . . es mayor o igual a...”. Tra- | de orden amplio *’. . . es multiplo o igual a. . ."”.
- - . . - .
bajamos entonces el sistema relacional ( N, > ). | Trabajamos, entonces el sistema relacional
(N, J).
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Hagamos un diagrama y analicémoslo

O > e >e 2 >3 —5ed4__ ...

Se obtiene un diagrama lineal

Seglin la relacion =, el conjunto N tiene un pri-
mer elemento que es menor que todos. Es el
cero. Ademas, si tomamos un subconjunto, no
vacio de N, siempre es posible identificar el pri-
mero, el menor de todos y ordenar los demas.
Por ejemplo el {22, 10, 3, 7} sabemos que todos
son mayores que 3 y por consiguiente 3 es el
primero de ese subconjunto segun esa relacion,
Esto se puede verificar con muchos ejemplos.
Por lo anterior se afirma que el orden simboliza-
do por (N, = ) es un BUEN Orden en N. Tam-
bién se dice que IN estd bien ordenado ‘por la
relacion > .

Como la serie continda indefinidamente, afirma-
mos que no hay un nimero natural que sea
‘mayor que todos. Es decir que no hay un ulti-
mo numero natural en esta ordenacién aditiva.

Todas las posibles parejas de numeros estan rela-
cionadas, pues siempre es posible decir si son
iguales o si uno es mayor que el otro. Por esta
razon se dice que la relacion > produce un orden
total en [N.

Hagamos un diagrama y analicémoslo.

e 15

Se obtiene un diagrama arbolar

Segln esta relacion _, el conjunto IN tiene un
elemento que precede a todos los demds. Esel 1,
Todos los naturales, incluido el 1, son mualtiplos
de 1. Tomemos el conjunto {22, 10, 3, 7}y vea-
mos qué sucede. Resulta que en ese conjunto no
hay ningln nimero del cual todos sean muiti-
plos. Entonces no hay un primer elemento de
ese conjunto segun el orden multiplicativo que
estamos trabajando. Eso mismo puede verificarse
en muchos otros subconjuntos de IN. Por eso se
dice que (N, Jd) no es un Buen Orden en NN,
También se dice que N no esta bien ordenado
por la relacion J.

Si consideramos que el cero es multiplo de todos
los nimeros naturales incluido él mismo, enton-
ces podemos afirmar que con la relacion J los
nimeros naturales tienen un nimero que les
sigue a todos. Ese nimero es el cero. Podemos
afirmar también que el cero es el Gltimo de los
naturales en el orden multiplicativo (N, ). Pero
antes de llegar al cero, en cada rama del diagra-
ma hay puntos suspensivos que indican que fal-
tan muchisimos nimeros por insertar. (Cuantos?

No todas las parejas de nimeros estan relaciona-
das. Por ejemplo 28 y 5 no estan relacionadas
porque 28 no es multiplo de 5 ni 5 de 28. Esto
permite afirmar que el orden que produce en N
la relacion _J no es total sino parcial. Surge el
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Si se toma. un subconjunto como:

{1, 2, 4, 6, 7, 8}y se mira con el microscopio
teérico del orden aditivo, se puede ver que entre
2 y 4 falta el 3 y que entre 4 y 6 falta el 5. Esto
porque en una lista de nimeros naturales orde-
nada aditivamente siempre es posible saber si
faltan algunos y cuales son.

¢Cudl diagrama se obtiene cuando N se ordena
bajo la relacion <? ¢Qué varia con respecto al
caso ya analizado con >?

interés por estudiar nameros primos, numeros
compuestos, maltiplos, minimo comun multiplo,
etc.

Si se toma un subconjunto como:

{1,2,3,5,7,8,9, 10, 11, 12} y se mira con el
microscopio teorico del orden multiplicativo, se
puede ver que entre el 2 y el 8 falta el 4, y que
sobre el 2 y el 3 y debajo del 12 falta el 6. Esto
porque en un sistema de ndmeros naturales
ordenado multiplicativamente también es posi-
ble saber si faltan algunos (aunque por otras
razones) y cuales son.

{Cuél diagrama se obtiene cuando N se ordena
bajo la relacion L? ¢Qué varia con respecto al
caso ya analizado con J ?

En esta unidad tiene aplicacion lo estudiado en grados anteriores, particularmente en octavo, sobre el
tema de las relaciones. Un analisis cuidadoso permite afirmar que tanto la relaciéon < como la J cum-
plen las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva. Es importante observar que el cumplimien-
to de esas propiedades es independiente de que la organizacién resultante sea lineal o arbolar.

SISTEMAS ORDENADOS CON Z

Las relaciones de orden aditivo en Z son bien conocidas. Los diagramas correspondientes se
emplean con mucha frecuencia en los libros. Los diagramas de Z con una relacién de orden
multiplicativo son mucho menos frecuentes. A continuaciéon se incluyen algunos elementos de
andlisis y de comparacion entre dos relaciones de orden en Z, una aditiva y otra multiplicativa.

1. ¢{AL TENER TODOS LOS NEGATIVOS,
SEGUIRA HABIENDO ORDEN ADITIVO?

Tratemos de extender a los nimeros enteros Z
ia relacion de orden amplio “. . . es mayor o

igual que. . .” (Z, >) que ya estudiamos en
(N, >).

o2 —se—~1— 3e0—sel—3e2. ..

Se obtiene una representacion lineal.
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2. (AL TENER TODOS LOS NEGATIVOS,
SEGUIRA HABIENDO ORDEN
MULTIPLICATIVO?

Tratemos de extender a los nimeros enteros Z
la relacion de orden amplio “. . . es multiplo o
igual a...” (Z, 1), que ya estudiamos en (N, J).

Se obtiene una representacion ramificada con
muchaos cruces.
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No hay un entero que sea menor que todos; por
eso se dice que (Z, > ) no esta bien ordenado. Si
se escoge el subconjunto de los enteros positivos,
entonces si hay primer elemento y se dice que el
sistema (Z*, > ) esta bien ordenado.

No hay un dnico entero del cual todos los demas
sean multiplos: tanto el +1 como el —1 parecen
cumplir esa condicién.

Las flechas que se cruzan entre un entero cual-
quiera distinto de 0 y su opuesto aditivo mues-
tran que ya no se cumple la antisimétrica para la
relacién “. . . es maltiplo o iguala. . .” :

—3# +3,y —3 .1 +3, pero también +3 J —3.

Este contraejemplo refuta la conjetura de que |
es antisimétrica en el sistema (Z, ).

SISTEMAS ORDENADOS CON Q

Cuando tratamos de extender las relaciones de orden al conjunto de los racionales, se presentan im-
portantes diferencias si se las compara con esas mismas relacionesen N yen Z,

1. (AL TENER TODOS LOS RACIONALES
SEGUIRA HABIENDO ORDEN ADITIVO?

En los nimeros racionales, la relaciéon de orden
amplio “. . . es mayor o igual que. . .” (Q, =)
sigue siendo muy importante y Gtil.

El diagrama no puede hacerse de modo que
incluya todos los numeros de un subconjunto,
ya que entre dos nameros racionales siempre
habra por o menos otro que es la semisuma de
los dos.

Na hay un racional menor que todos; tampoco
hay uno mayor que todos.

Pero dados dos nimeros racionales cualesquiera,
siempre es posible ordenarlos segiin la relacion
de orden aditivo que estamos considerando.
Ademas se cumplen los requisitos para que
( Q, > ) tenga estructura de orden, a saber que
la relacion sea: reflexiva, antisimétrica y tran-
sitiva.

2. (AL TENER TODOS LOS RACIONALES
SEGUIRA HABIENDO ORDEN
MULTIPLICATIVO?

En los niumeros racionales, las relaciones de orden
multiplicativo tanto amplio como estricto care-
cen de interés y de utilidad.

Nadie se pregunta, por ejemplo, si 2 es multipio
o divisor de 1/3. ¢Quién estudia { Q, J1)? Sabe-
mos que multiplicativamente todos los niimeros
racionales pueden ser multiplos de todos, y que
exceptuando el cero todos pueden ser divisores
de todos. (Es conveniente comprobar estas afir-
maciones utilizando las definiciones de esas rela-
ciones).

En el sistema formado con el conjunto de los nG-
meros racionales y la relacion de orden muiti-
plicativo, “. . . es mdltiplo o igual a...”, no tie-
nen interés temas como: nUmeros primos, maxi-
mo comun divisor y minimo com{n multipio. Si
tratamos de definir esos conceptos extendiendo
las definiciones que eran Utilesen (N, J)y (Z,d)
vemas que en (Q, J) todos los racionales (excep-
to el cero) parecen estar tan relacionados con '’
todos los demds, que esas definiciones resultan
inaplicables o inGtiles.

SISTEMAS ORDENADOS CON &

En el sistema en e} cual el conjunto numérico
es el de los reales y las operaciones son las de
adicion, multiplicacion, sustraccion y divisién,
se cumple que a cualquier par de nimeros x, ¥
le corresponde una suma y un producto; si

X # ¥, a esa pareja le corresponden dos diferen-
cias, y si ademas son diferentes de cero, dos co-
cientes. Si estudiamos las dos diferencias, vemos
que si X > y, Xx—yes un namero positivo. Consi-
deremos (R, +,x, —, +,<,<,>,=2 ).

105



En este sistema las relaciones de orden aditivo
tienen interés y utilidad especiales para el andli-
sis y la solucidon de problemas que no se presen-
taban en los sistemas en los cuales el conjunto
numérico era N o Z en donde los problemas
relacionados con el anterior o con el siguiente de
un namero tienen soluciones conocidas y acep-
tadas sin mayores controversias. Ya en los siste-
mas con Q y el orden aditivo se presentan proble-
mas como los de no saber como definir cual seria
{o si no existe) el nimero siguiente de un name-
ro dado, y el de tener que aceptar aproximacio-
nes en el trabajo con decimales periédicos, en
casos como este: 0.33 <1, pero 0.67 >%.

(0.33 y 0.67 son aproximaciones, de 0.333. ..y
de 0.6686. . . respectivamente. Ademds,
0.666...= 2¢(0.333...))

Al pasar de[N y Z a sistemascon Q o con &, el
conjunto se amplia y aparecen nuevas situacio-
nes que hacen interesante y retador el manejo
del orden aditivo. Por ejemplo, dado un subcon-
junto de nimeros fraccionarios o reales, importa
saber si tiene un primer elemento que sea menor
que todos y si tiene otro que sea el dltimo o
mayor que todos. Si tiene primero pero no tiene
altimo y viceversa.

Por ejemplo cuando se habla de los nimeros rea-
les comprendidos entre 2 y 3, ¢se incluyenel 2y
el 3?, ése incluye uno de los dos pero no el otro?,
ése excluyen ambos?. ¢Es posible tener un buen
orden y/o un orden total?

Cuando se habla de los fraccionarios mayores
que cero, {tiene este conjunto un primer ele-
mento, o no?

Si se toma el namero real que notamos /2, los
fraccionarios menores que €l no tienen Gltimo
elemento, y los mayores que él no tienen primer
elemento.

Es necesario que los estudiantes se vayan intere-
sando por estos “problemas abstractos e in(tiles”
para que el estudio de temas como el de los
intervalos en &, temas de las Matemadticas de los
grados 100 y 110, esté motivado por necesidades
tedricas como las de saber qué analisis se hacen
de esos problemas y qué soluciones se les han
dado historicamente. Sin sentir esas necesidades
tedricas, no se va a desarrollar el pensamiento
formal de los jovenes.

Como complemento del estudio de las relaciones
de orden aditivo en los sistemas con los nimeros
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reales, los alumnos pueden discutir el tema de
las relaciones de orden multiplicativo en los
mismos sistemas. Seguramente llegaran a conclu-
siones similares a las obtenidas cuando se anali-
zaron las mismas relaciones en sistemas con Q
como conjunto numeérico, 0 sea que un nimero
real cualquiera diferente de cero resulta divisor
de todos los demds y multiplo de todos, excepto
del cero:

x L y quiere decir que hay un real z tal que
Xz =Y.

x J y quiere decir que hay un real w tal que
X = WYy.

Verificar con cuidado cudndo se cumplen estas
condiciones, sin atender a la prescripcién de que
no se puede dividir por cero, es un ejercicio de
disciplina mental y de pensamiento abstracto
que es valioso por su efecto formativo, indepen-
dientemente de su utilidad inmediata.

ALGO MAS SOBRE LAS ESTRUCTURAS
DE LOS SISTEMAS

El desarrollo del enfoque de sistemas se ha hecho
a través del tratamiento prdctico de los temas
mds que con el manejo de una teoria muy for-
mal, abstracta o rigurosa de las estructuras ma-
tematicas.

Que los alumnos tomen conciencia de las propie-
dades que se cumplen y de las que no se cumplen
en las operaciones y en las relaciones al ser traba-
jadas en IN, en Z, etc, nos ha interesado mads
que el desarrollo de una teoria sobre estructuras
de semi-grupo, grupo, anillo, etc.

Si lo anterior se ha logrado, entonces ahora es
facil organizar actividades para que los alumnos
vayan tomando conciencia acerca de algunas
caracteristicas de las estructuras de esos sistemas
con los que han trabajado, y que por lo menos se
enteren de los nombres con los que se abrevian
ciertas combinaciones frecuentes de propiedades
de los sistemas.

Es claro que es mas importante saber qué signifi-
can conceptualmente esas propiedades, recono-
cerlas y demostrar que se cumplen o que no se
cumplen, que saber los nombres con los que se
abrevian sus combinaciones. Pero saberlos no
hace ningan dafio mientras no se comience por
dar definiciones formales de las estructuras res-
pectivas. Se debe partir de que los alumnos mis-
mos vayan detectando regularidades que aparecen
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repetidamente en sistemas que se van haciendo
familiares o concretos para ellos.

En octavo grado se estudio el sistema de trasla-
ciones con la operacion composicion y se reco-
nocié y analizo la estructura de grupo abeliano
que posee dicho sistema. El andlisis de esa misma
estructura en sistemas como el de los enteros
con la adicion, (Z, + ) y los reales también con

.la adicion (R, + ) se dejé como sugerencia.

Anteriormente hicimos paralelos entre sistemas
relacionales; podemos buscar también algin
paralelo entre sistemas operacionales con & , uno
con la adicion y otro con la multiplicacion. En
ese paralelo se destacan aspectos del conjunto,
propiedades de la operacion y estructura del
sistema. '

® CON LA ADICION: (R, +) ® CON LA MULTIPLICACION: (& x)
— El conjunto & posee un elemento, el O, — E! conjunto ® posee un elemento, el 1,
que actia como mdédulo de la operacion. que actia como moédulo de la operacidn.

— En & por cada elemento existe otro que — En & es posible encontrar el reciproco o
act(la como su opuesto o inverso aditivo: inverso multiplicativo de todos los nGme-
sumado con el otro, da el médulo. ros reales diferentes de cero. Con el cero

hay problemas: carece de reciproco. ¢Por

qué?

En este sistema la adicion: En este sistema la multiplicacion:

Es clausurativa Es clausurativa
Es asociativa Es asociativa
Es modulativa Es modulativa

Es invertiva , No es invertiva.

Por consiguiente el sistema tiene estructura de Por no cumplir la invertiva, el sistema (&, x)
grupo. Ademéds la adicion es conmutativa, y con no tiene estructura de grupo sino de semigru-
esa propiedad podemos decir en forma més com- po (por las dos primeras propiedades) y de
pleta que la estructura del sistema (R, + ) esde monoide (por las tres primeras). Ademds es
grupo abeliano. semigrupo y monoide conmutativo o abeliano
porque la multiplicacion es conmutativa.

Algunos aspectos del paralelo pueden ser aprovechados para que los alumnos incrementen su habili-
dad en el manejo de los argumentos. El caso concreto se presenta con el cero en la multiplicacion,
que es la causa para que la multiplicacion en (&, x) no sea invertiva; por consiguiente también es la
causa de que este sistema no llene todos los requisitos para que su estructura sea de grupo.

Lo importante del analisis sobre el manejo de los argumentos es que un s6lo caso es suficiente para
que no exista la propiedad. No cuenta para nada el que el resto de los infinitos nimeros reales tenga
reciproco; como para el cero no existe reciproco, no se cumple la propiedad invertiva de la opera-
cion.

Los jovenes de este grado pueden encontrar interesante y divertido el hecho de buscar contraejem-
plos para refutar afirmaciones generales (cuantificadas universalmente) que ellos mismos u otras per-
sonas hacen. Pueden comprobar que es fdcil refutar una afirmacién universal, pero dificil probarla y
que es fdcil probar una afirmacion de existencia {cuantificada existencialmente), pero dificil refutar-
la. Estos ejercicios logicos distribuidos durante todo el grado, desarroillan integradamente la unidad
de Formas de Razonamiento y Métodos de Demostracion,

Para continuar con el estudio de algunos sistemas operacionales en & podemos buscar una solucién:
eliminar el cero que causa el problema y acomodar el conjunto para ver qué pasa con el sistema. Al
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nuevo conjunto pertenecen todos los reales excepto el cero. Una forma de notarlo es indicando la

resta entre los conjuntos & y (0) asi: & — (0).

Para abreviar, podemos definir un nuevo conjunto & * como ®* = I — (0). A &* lo llamamos "‘el
r, p i

conjunto de los reales no nulos”’.

En esas condiciones se puede conjeturar que en un sistema formado con el conjunto que acabamos
de definir ya no debe haber problemas. Entonces resuita interesante otro paralelo:

®* CON LA ADICION (g*, +)

— E! conjunto ®* carece del 0 que era el que
actuaba como méduio en la adicion.

— En el conjunto &* por cada elemento exis-
te otro que act(la como su opuesto.

En este sistema la adicion:

No es clausurativa
Es asociativa

No es modulativa
Es invertiva

Es conmutativa

Por consiguiente el sistema (R*, + ) no tiene
estructura de grupo, ni de semigrupo ni de
monoide.

/* CON LA MULTIPLICACION (g*, x )

— EI conjunto & * posee un elemento, el 1,
que actta como mddulo en la multipli-
cacion.

— En & * por cada elemento existe otro que
actlia como su reciproco.

En este sistema la multiplicacion:

Es clausurativa
Es asociativa
Es modulativa
Es invertiva

Es conmutativa

Por consiguiente el sistema (R *, x) tiene es-
tructura de grupo abeliano.

En atencion al enfoque constructivista y a la
metodologia activa que proponemos y tratamos
de dinamizar, es bueno hacer notar que en estos
paralelos se estd verificando el cumplimiento de
las propiedades porque se asume que los concep-
tos correspondientes a las mismas se han venido
construyendo desde la primaria.

El andlisis del paralelo puede generar discusiones
interesantes. Veamos algunos aspectos debatibles.

El primero seria profundizar en el andlisis de lo
que sucedio con el conjunto & * fijando la aten-
cién en el conjunto mismo para ver por qué fun-
ciona muy bien con la multiplicaciéon, pero pre-
senta problemas con la adicion.

Un segundo aspecto puede ser lo que sucede con
el cero, fijando la atencion en este elemento:

— Si la operacién del sistema es la adicién, en-
tonces el cero es imprescindible;

— Si la operacion del sistema es la multiplica-
eion, entonces el cero es inadmisible.

108

Un tercer aspecto puede estar relacionado con la
afirmacion de que en (®*, + ) no se cumple la
propiedad modulativa. Si hay dudas al respecto
se puede recurrir a los contraejemplos, porque
de lo que se trata es de refutar el cumplimiento
de una propiedad y para eso basta encontrar un
caso. Pensemos en el siguiente caso con una
pareja conocida de numeros reales, # y —w. Tra-
temos de sumar (—m) + w. Si no existe el cero,
écudl es la respuesta?

Es posible que alguien analice también el cuida-
do que hay que tener para evitar hacer generali-
zaciones sin una verificacion cuidadosa de los
“casos criticos” que pueden presentarse. Con
frecuencia en los sistemas en donde aparecen el

-0 y el 1 hay que verificar qué sucede en esos

casos antes de afirmar o negar algo sobre las ope-
raciones, sobre las propiedades, o sobre la estruc-
tura de los sistemas.

Para estimular los procesos de pensamiento for-

mal, los alumnos pueden buscar un concepto

general sobre un sistema cuya estructura es de
grupo. Llegaran a conclusiones como:
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— Se necesitan un conjunto de objetos y una
operaciéon binaria. En ese conjunto debe
existir un elemento que sirva de modulo para
todos los elementos del conjunto con respec-
to a esa operacion y debe haber ademds un
inverso por cada elemento.

‘— Se necesita verificar que en ese conjunto la

operacién si cumple al menos cuatro propie-
dades: clausurativa, asociativa, modulativa e
invertiva.

Cuando se ha entendido eso, se ve que para la
estructura de grupo no importa si el conjunto
es de nimeros, o de traslaciones o de permuta-
ciones. Tampoco importa cudl sea la operacién;
lo que importa es lo que pasa cuando la opera-
cion, se realiza con parejas o ternas arbitrarias de
elementos, y la existencia de ciertos elementos
privilegiados (mddulos, inversos) con respecto
a esa operacion.

OTROS ASPECTOS DE LOS SISTEMAS

Si los alumnos tienen interés, pueden preguntar-
se por la relacion o la compatibilidad entre los
sistemas ordenados y los sistemas operacionales.
Por ejemplo, équé tienen que ver (R, +, x} y
(R, <)?

¢Es posible trabajar un sistema que tenga a la
vez operaciones y relaciones?

Si buscamos respuestas para esa pregunta llegare-
mos a la conclusion de que no sélo es posible,
sino que esa es la forma real y habitual en que
trabajamos esos sistemas.

Es facil encontrar argumentos:

— Cuando aplicamos la propiedad distributiva
de la multiplicacion con respecto a la adicion,
lo que estamos haciendo es ligar las dos ope-
raciones y comprobar que son compatibles:
ae(b + c) = (aeb) + (aec) {Serd verdad
ademds, que la adicién distribuye sobre la
multiplicacion?

— Cuando aplicamos la ley de la monotonia o
ley uniforme, lo que hacemos es relacionar
la adicioén y el orden aditivo:
si a > b, entonces, a + ¢ > b + ¢ para cual-
quier real c.
¢Serd verdad quesia> b, aec>bec para
cualquier real ¢? '

Podemos pués considerar sistemas que simboli-
zamos con expresiones como (R, +, X, < ), 0
(R, +, x, —, £, <, 2, <,>), y afiadir operaciones
unarias o de un sélo puesto como —( },{ )1
R, +,x,— =, —( ), )1, <,2,<,>)

En general tenemos siempre sistemas con varias
operaciones y relaciones.

Los alumnos pueden buscar, o inventar otros sis-
temas para analizarlos y obtener informacion
respecto de su dindmica interna, y por consi-
guiente alguna idea sobre su estructura, asi no
sepan el nombre de esa estructura (o asi no ten-
ga nombre).

En cuanto a los sistemas numéricos podrian tra-
bajar (&+, +, x), ( Q*, +, x). (R* se emplea para
representar el conjunto de los nameros reales
estrictamente positivos, es decir: los reales sin
el cero y sin los negativos, Q* se emplea para
simbolizar el conjunto de los “nUmeros raciona-
les no nulos”. Es decir: Q*= Q-—{0}).

PROBLEMAS SiN SOLUCION EN &

En cada sistema numérico que estudiamos pode-
mos resolver determinados problemas y nos
quedan algunos sin resolver. Estos Gltimos han
sido un estimulo para el ingenio y la creatividad
del hombre, hasta el punto de llevarlo a crear
nuevos conjuntos numéricos y nuevas leyes para
las operaciones, con el fin de conseguir solucio-
nes a sus interrogantes. Asi en (Z, + ) encontra-
mos respuesta para problemas insolubles en
(N, — ); en { Q*, + ) resolvemos problemas que
no tienen solucién en (Z*,+ )nien (N*,+),
etc.

¢Queé sucede en los sistemas en los cudles & es el
conjunto numérico y las operaciones son la
potenciacion y sus inversas?

Se han establecido reglas para hallar potencias,
raices y logaritmos de niimeros reales. Pero hay
casos en que esas reglas no funcionan cuando se
trata de calcular ciertas potencias, de extraer
ciertas raices o de sacar ciertos logaritmos a can-
tidades negativas.

Puede proponerse a los alumnos que analicen y
busquen todos los casos que puedan presentarse
en el siguiente problema: Determinar las raices
cuadradas de un nGmero real cualquiera x.
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Al resolver el problema los alumnos se encontra-
ran con conjeturas como las siguientes, que se
obtienen empleando mecanicamente la notacién
para las raices cuadradas:

++/ b es la raiz cuadrada positiva de 5
—/ b es laraiz cuadrada negativa de 5

++/ —b es laraiz cuadrada positiva de —5
— +/—5 es laraiz cuadrada negativa de —5.

Los dos Gltimos casos requieren una atencion
especial. Si los estudiantes toman conciencia de
la situacion planteada, se ahorraran muchas difi-
cultades mas adelante. El signo clave es el menos
que estd bajo el radical.

Para encontrar los posibles valores de +/ —b y

— +/ —b seria necesario obtener un nimero cuyo
cuadrado fuera negativo. ¢Es eso posible en &?
¢Existe en & alglin nimero cuyo cuadrado sea
negativo?

Eso no es posible en los sistemas trabajados hasta
ahora. Estamos ante un problema que no tiene
solucién en los sistemas con ®. Hay otros casos
aparentemente sencillos pero cuya soluciéon re-
quirid la creacién de nuevos nGmeros, nuevas
operaciones con otras leyes, y por consiguiente
de nuevos sistemas con nuevas estructuras. De
eso trata la proxima unidad.
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En el desarrollo de esta unidad se han aplicado
ideas bdsicas sobre el enfoque de sistemas y den-
tro de él sobre el enfoque de operadores. Se han
dado pistas para hacer un recorrido por diversos
sistemas relacionales y operacionales. E| maestro
puede facilitar un ambiente de confianza para
que los alumnos asuman las actividades y los
problemas que se plantean (y todos los que ellos
propongan) como retos que les exigen una deter-
minada solvencia en el manejo de los temas estu-
diados anteriormente.

En los resultados que obtengan hallarén, tanto
los alumnos como el maestro, indicadores de
como van los procesos de motivacién, de apren-
dizaje, de autoexigencia, de desarrollo del pensa-
miento, de capacidad para trabajar en grupo y
para justipreciar el trabajo propio y el de los
demds. En esas condiciones los alumnos pueden
solicitar ayuda cuando la necesitan, los maestros
pueden programarla en el momento oportuno, y
todos pueden reconocer y disfrutar los logros
alcanzados.

Esta actitud de responsabilidad compartida es
la que va transformando la concepcion y las
practicas evaluativas de modo que el interés por
el estudio sea mas profundo que el simple deseo
de obtener una buena calificacion,
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Unidad Il

INTRODUCCION A LOS SISTEMAS
CON NUMEROS COMPLEJOS

Introduccion

Cada unidad puede considerarse especial por di-
versas razones. Un factor de motivacion para los
estudiantes es conocer esas razones. Sobre esta
unidad podemos decir, que en primer lugar, inicia
el estudio de los sistemas que se construyen con
los nimeros complejos, uno de los conjuntos nu-
méricos cuya invencioén originé grandes contro-
versias entre los matemadticos. Ante la necesidad
tedérica de crear nuevos numeros para resolver
cierto tipo de ecuaciones de segundo grado, sur-
gieron esas controversias debido a la imposibili-
dad de crearlos sin violentar reglas matemdticas
vigentes en otros sistemas numéricos y a la difi-
cultad de ciertas mentes para aceptar lo nuevo.
Para muchas personas resulta un tanto dificil
aceptar que los nameros negativos puedan ser
considerados como cuadrados de otros numeros
Yy que por consiguiente tengan raices cuadradas;
y esa posibilidad no puede descartarse de entrada
si se quieren construir los nGmeros complejos.

En segundo lugar esta unidad puede también
considerarse como muy especial porque ofrece
una oportunidad para estimular ciertos procesos
de pensamiento superior, acicatear la mente para
que viva la “experiencia mental” de crear entes
matematicos y de organizarlos en sistemas con-
ceptuales con un soporte material minimo o sin
él. En otros casos como cuando se trabajo con
los nOGmeros naturales y con los racionales fue
relativamente fdcil encontrar situaciones de la
vida real que sirvieron como sistemas concretos
familiares para la elaboracién de los conceptos.
Todo parecia ‘““mas natural”, no se estaba con-
traviniendo ninguna ley matemadtica. Sinembargo
esa ventaja aparente encerraba un obstaculo epis-
temoldgico claro: se podia pasar de un sistema
numérico a otro sin tomar mayor conciencia de
lo que ese paso implicaba. En cambio al pasar
de los sistemas con n(meros reales a los sistemas

con nimeros complejos el paso es tan fuerte que
es imposible darlo sin tener consciencia de él.

Ojald esa circunstancia sea aprovechada por alum-
nos y profesores para intensificar la capacidad de
reflexion y de andlisis, para estimular la creativi-
dad, la capacidad de argumentacion y de organi-
zaciébn coherente de las ideas y la flexibilidad
de pensamiento para pasar de un sistema a otro
teniendo presentes las reglas vdlidas en cada uno.

Se proponen dos formas de construccion de los
nuevos nGimeros:

— Construccion de los nameros imaginarios
puros como raices de un cierto tipo de ecua-
ciones de segundo grado. Esta es la construc-
cién mas abstracta y tedrica; es también, en
lineas generales, la mds difundida en los libros
de algebra del bachillerato.

— Construccién de los nimeros complejos a
partir de operadores rotores y de operadores
ampliadores (o reductores). Las rotaciones,
las multiplicaciones, las composiciones sirven
como sistemas concretos (por ser ya conoci-
dos) para los nuevos sistemas conceptuales.
Esta es la menos conocida de las dos pro-
puestas.

No se avanza en las operaciones cldsicas con nQ-
meros complejos por falta de espacio. Afortuna-
damente ese tema, en cuanto a la manipulacién
de simbolos y a la aplicacion de leyes, se encuen-
tra desarrollado en cualquier texto de algebra de
secundaria.

Si con el desarrollo de las actividades acd pro-
puestas los alumnos intensifican su actividad ce-
rebral y avanzan en el desarroilo de su ‘pensa-
miento, se justifica la inclusion de esta unidad en
el programa.
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Objetivos generales

— Aprovechar esta oportunidad para incremen-
tar el gusto por las actividades que requieren
el pensamiento superior.

— Contribuir a formar un ambiente propicio
para la construccién de los nimeros comple-
jos a partir de la actividad mental.

— Construir los nimeros complejos de maneras
diferentes y explorar alternativas para su

representacion gréfica. y su simbolizacién
formal.

.— Tomar consciencia de las distintas formas, ya

estaticas, ya dindmicas de definir nuevos sis-
temas numéricos y de relacionarlos entre si.

— Formular interrogantes, buscar pistas para su

solucidon, analizarlos y resolverlos con el

apoyo del profesor y con la consuita biblio-
grafica.

Obietivos especificos, contenidos y sugerencias

metodoldégicas

CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS.

El primer objetivo de esta unidad busca una
toma de consciencia sobre las posibilidades que
hay en Matemadticas de ejercer el poder de la vo-
luntad y la mente humanas para:

— crear nuevos conceptos, conjuntos, opera-
ciones, relaciones sistemas, . . .

— ampliar o maodificar conceptos construidos
o adoptados anteriormente.

— mantener la coherencia entre lo que se crea
y lo ya existente.

— encontrar progresivamente soluciones para
problemas que son insolubles en ios sistemas
conocidos.

Esta toma de consciencia resulta oportuna justa-
mente antes de realizar la construccién de los
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nameros imaginarios, de los nimeros complejos
y, con ellos, de nuevos sistemas numéricos.

Los alumnos pueden recordar cémo a medida
gue hemos ido avanzando en el desarrollo de los
Programas de Matemdticas encontramos ciertos
problemas cuya solucion ha requerido la cons-
truccion de nuevos entes y sistemas matemadticos.
En la creacion de cada nuevo sistema confluyen
fuerzas antagOnicas: por una parte el respeto a
los conceptos, operaciones y relaciones estable-
cidos en los sistemas conocidos, y por otra la
necesidad y el interés sentidos por las personas,
de buscar y crear respuestas a los problemas que
se van presentando y cuyo tratamiento es impo-
sible mientras no se creen nuevos objetos mate-
méticos en nuevos micromundos,

En la creacion de los enteros {en 79 grado) se
buscaba evitar las “restas imposibles”, pero para
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ello habia que violentar la idea de que los nume-
ros se emplean para contar objetos manipulables
o que son cardinales de conjuntos finitos. Se
necesita un acto consciente de la inteligencia y
de la voluntad para crear los nuevos nameros,
para redefinir las operaciones y las relaciones y
para articular el nuevo sistema con el anterior o
los anteriores, segin sea e! caso.

También puede analizarse esa actividad creadora
en el caso de introducir los racionales y los reales.
Algunas lecturas sobre la historia de las matema-
ticas pueden emplearse como ayudas para la
reflexion y la discusion.

Aca van algunas ideas en ese sentido. Un mate-
mdtico aleman de la corriente intuicionista, Leo-
pold Kronecker (1823-1891), pronuncié una
frase que ha pasado a la historia por el mensaje
gue encierra sobre las matemdticas como creacién
de la mente humana: “Dios cred los nimeros na-
turales. Todo lo demds es obra de los hombres”’.
Esta idea, aunque a primera vista cae muy bien a
los constructivistas, se queda corta, ya que los
nimeros naturales como nimeros de contar, o
como cardinales de conjuntos finitos, también
son obra de los hombres.

Piaget documentd las laboriosas construcciones
cardinales y ordinales (“clasificaciones y seria-
ciones”) que van haciendo los nifios en la cons-
truccion de los nameros naturales, vy la dificul-
tad que tienen en coordinarlas en un sistema
coherente que corresponda a lo que los adultos
llamamos la ““aritmética elemental”. Como en las
culturas antiguas, también los nifios crean nuevas
construcciones mentales: los nGmeros naturales
con sus operaciones y sus relaciones.

Otro aspecto es la resistencia que se produce
ante la idea de nuevas creaciones matematicas,
Al respecto la historia nos cuenta que:

— Los nUmeros negativos fueron considerados
“inicialmente como falsos, indGtiles, sordos o
absurdos.

— Los griegos hacian cdlculos con nameros ra-
cionales positivos, pero no los consideraban
como nimeros sino como razones entre nG-
meros.

— En la Edad Mediase llamé “‘nameros sordos”
a radicales como v/ 2 y +/ 3. El mismo nom-
bre de “irracionales” no parece ser muy li-
sonjero, pues ademds de negar que sean razo-

nes entre enteros, parece también negarles
que sean razonables.

Una sugerencia metodoldgica es la de aprovechar
la discusion de este tema entre los alumnos para
motivarios por la construccién de los numeros
imaginarios y de los complejos como nuevos
objetos que van mads alld de los negativos, los
racionales y los irracionales. Inicialmente se
tenian como algo sospechoso, hasta el punto de
que Leonhard Euler (1707-1783) expres6é que
nameros como v/ —1 “no son nada ni menos que
nada, lo cual los hace necesariamente imagina-
rios o imposibles”.

éCOMO RESOLVER ECUACIONES
DEL TIPOx? +¢c= 0,CON¢>0?

En 82 grado los alumnos trabajaron este tipo de
ecuaciones cuando ¢ # 0, y analizaron los dos
casos que se pueden presentar, es decir, cuando
¢ > 0 y cuando ¢ < 0. Conviene que recuerden
lo que se analizé6 para el caso que nos interesa
ahora y para el cual se dijo que no hay ningin
numero real que sea solucién de la ecuacién
x* +¢=0.

El andlisis de casos particulares de ecuaciones
como x> + 4 = 0 puede ayudar. Mas que recor-
dar de memoria lo que sucede, es necesario que
los estudiantes trabajen la ecuacion, y se encuen-
tren con que si proceden simbdlicaniente y apli-
can las reglas del dlgebra ya conocidas, obtendréan
una sucesion de pasos como la siguiente:

x? + 4 = 0. Es la ecuacion dada.

x? = —4,
ecuacion.

Se le resta 4 a cada miembro de la
x; = ++/ —4 Se designa con x, una raiz cuadra-
da “positiva’’ de —4.

X, = —+/ —4 Se designa con x, una raiz cuadra-
da “negativa® de —4.

En las dos Gltimas expresiones estd la clave de la
cuestion:

Xy =+\/:Tylxz=—\/—"j
7 A

Signo negativo bajo un radical
de indice 2

113



Quienes se den cuenta de que para resolver el
ejercicio hay que encontrar un numero cuyo
cuadrado sea negativo, y de que ninguno de los
reales cumple esa condicidon, tomaran consciencia
del problema y encontraran justificada la creacién
de los nuevos nGmeros: los imaginarios.

HACIA LOS NUMEROS IMAGINARIOS
COMO RAICES DE CIERTAS
ECUACIONES CUADRATICAS

Para resolver el problema hay que aplicar la
capacidad creadora de la mente, salir del sistema
de los nGmeros reales y construir otros sistemas
en donde existan nUmeros y operaciones tales
que las ecuaciones que nos ocupan tengan solu-
cion. En esta unidad sugerimos varios procedi-
mientos para realizar esa construccion. Se traba-
ja en primer lugar el procedimiento mas conoci-
do, el que aparece generalmente en los textos de
dlgebra, y después se presentan otros menos
difundidos y, por consiguiente, menos trabajados
en el bachillerato. l.a razén para presentarlos en
ese orden es mas practica que ldgica: trabajar ini-
cialmente con lo que la mayoria de los maestros
hace, para invitarlos luego a buscar nuevos ca-
minos.

Ese procedimiento mds conocido resuelve el
problema en el nivel del pensamiento formal,
a partir de definiciones y de proposiciones que
se acuerdan, se introducen y se tienen en cuenta
en la manipulacién de los simbolos.

Volvamos a las expresiones que teniamos para
X; Yy X2 y veamos los pasos que se dan y los
acuerdos que se establecen:

Primer acuerdo: es posible extraerles dos raices
cuadradas a los numeros reales negativos. Ensa-
yemos primero con lo que antes correspondia a
la raiz cuadrada positiva. Ahora no sabemos si
es positiva en el sentido usual, pero sigamos |la-
mandola “positiva’ entre comillas:

x, =+ 4(=1)

x, =+ 4(++/—1) La radicacién distribuye
sobre la multiplicacion.

X, =+ 2(++/ —1)
dedes2.

"Se factoriza —4 en 4(—1)

La raiz cuadrada positiva

Segundo acuerdo: La raiz cuadrada ‘“‘positiva”
de -1 es la unidad imaginaria y se simboliza por
i. Luego:
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x; = +2(+i) Se sustituye ++/ —1 porel simbolo i.

x; = 2i Se obtuvo la raiz cuadrada *“‘positiva”
de —4,

Para obtener la raiz cuadrada ‘“negativa’ los
pasos son similares:

X, = —+/ & (—1) Se factoriza —4 en 4 (—1)

xzv = —+ 4(v/ —=1) La radicacion distribuye
sobre la multiplicacién.

de 4 es —2.

La raiz cuadrada negativa

X, = —2i Se sustituye {(+/ —1) por el simbolo i.
Se obtuvo la raiz cuadrada “negativa’’ de —4.

Hemos encontrado 2i y —2i como soluciones de
la ecuacion x? + 4 = 0. Conviene observar que
en este caso ¢ = 4 y que 2 y —2 son las raices
cuadradas de 4.

Luego la pregunta sobre codmo resolver este tipo
de ecuaciones ya tiene una respuesta: es posible
resolverlas asi: '

X, = +vV o/ —1; x,= +/¢cli); o sea:
X, = +iv cC.

X, = —v e —=1;%x, = ~+/cli): o sea:
X, = —i\/ C.

Se extiende a los nimeros negativos la operacién
de extraccién de raices cuadradas, operacion que
hasta ahora habia estado restringida a los nGme-
ros positivos y al cero.

Para el desarrollo de las operaciones lo que se
hace es descomponer el nimero negativo al cual
se le va a extraer la raiz en el producto del opues-
to del negativo por menos uno. Eso hace que en
los célculos aparezca la unidad imaginaria cuyos
simbolos usuales son: i, v/ —1.

Para continuar avanzando, los estudiantes pue-
den preguntarse cuestiones como {qué hay mads
alld de la unidad imaginaria i? El maestro puede
sugerirles que busquen la forma de -determinar
algunas potencias enteras y positivas de i:

i2,1%, 1%, =i, —i?, —=i®, —i*. . . (Los exponentes

son numeros enteros positivos).
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Para que el ejercicio tenga valor formativo debe
llevar a los estudiantes a identificar:

— Las definiciones, los simbolos, las férmulas
nuevas que aplican.

— Las definiciones, operaciones, propiedades,
férmulas que extienden de otros sistemas al
nuevo: factorizacion, potenciacién, radica-
cion, etc.

— Los conceptos que reelaboran: Es el caso del
concepto de la relacion *“. . . es raiz cuadrada
de...” El dominio y el rango o recorrido son
ahora diferentes de los considerados cuando
esta relacidn se trabajo en los nimeros reales.
El dominio era restringido a los reales posi-
tivos y al cero;ahora incluye a todos los rea-
les, y en particular incluye a—1, aigo inadmi-
sible segin las definiciones anteriores. El
rango o recorrido incluye ahora los nuevos
numeros, los imaginarios.

— Es también el caso de la funcion “cuadrado’:
hay que redefinirla. El dominio toma ahora
los nimeros imaginarios y todos los reales;
en particular incluye a i (es decir: v/ —1)
para que tenga sentido considerarlo como
preimagen y para que sea posibie transfor-
mar ese nuevo elemento aplicandole el ope-
rador que produce su cuadrado. Por exten-
sidn, el dominio incluye también a
—v 2, =/ 3, =/ 7, ygeneral/x con x < 0.
El rango o recorrido incluye ahora los nega-
tivos; en particular incluye a —1 como el
cuadrado de i (i2=(y/=1)2%);i* = —1. Por
extensiéon, el rango incluye a cualquier ni-

mero negativo, ya que —1 puede ser conside-
rado como uno de los factores de cualquier
namero negativo. Es obvio que todos estos
“hechos matematicos’ contrarian las leyes
de los sistemas construidos con nUmeros
reales. Por eso hay que salirse de .ellos y
construir otros sistemas donde lo que antes
era una violacion de las leyes o un descono-
cimiento de los conceptos propios del siste-
ma, ahora es una operaciéon acorde con las
leyes y la dinamica del nuevo sistema.

Como mads adelante se sugieren otras estrategias
para construir los nimeros imaginarios y los
complejos, no nos detenémos mas por ahora;
pero si los estudiantes lo desean, pueden consul-
tar los textos del dlgebra usuales, ya que casi
todos presentan este tema a partir de definicio-
nes dadas aunque generalmente omiten el pro-
ceso de su construccion.

Como se dijo anteriormente, el procedimiento
presentado requiere el pensamiento formal y lo
ejercita, pero no exige ni emplea el enfoque de
operadores para una construccién activa de los
nuevos nameros, ni utiliza el enfoque de siste-
mas que parte de sistemas concretos o familia-
res al alumno (asi sean ya muy abstractos),
para construir mentalmente el nuevo sistema
conceptual y luego ios sistemnas simbolicos apro-
piados.

Por eso la invitaciéon es para que en los objetivos
siguientes construyamos los imaginarios y los
complejos a partir de actividades y conceptos ya
conocidos.
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CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

La metodologia activa y el enfoque constructi-
vista con que se trabajan estos programas exigen
que el tema de la construccién deé los nameros
complejos y las operaciones que entre ellos se
realizan, se relacionen con la representacion de
puntos en el plano, con las rotaciones, las trasla-
ciones y las homotecias. Esta forma de introdu-
cirlos tiene ademas la ventaja de que los estu-
diantes aprenden asi los nimeros complejos en
situaciones mas directamente relacionadas con la
fisica, en la cual tienen, como lo veran cuando
estudien electricidad y magnetismo, importantes
aplicaciones.

Un concepto previo que necesitamos es el de
vector. AUn cuando no se ha hecho una unidad
sobre vectores, si se ha tratado un concepto de
vector relacionado con las traslaciones (ver obje-
tivos 45 y 46 de 89 grado) y se ha hecho un
desarrollo del mismo en temas como: las trasla-
ciones en larecta y en el plano, la representacion
de los enteros, los racionales y los reales sobre
una recta y el estudio de los efectos de algunos
operadores.

Lo importante es tener siempre presente que un
vector es una construcciéon conceptual activa,
que hasta ahora se ha considerado como un ope-
rador trasladador que ‘“corre’” o ‘“‘se lleva” la
recta, el plano o el espacio sin perder la direccién
inicial. La palabra “vector” en latin significa
“llevador” o ‘‘acarreador”, y estd relacionada
con ‘“‘vehiculo’. Los vectores viven pues en los
sistemas conceptuales; en cambio, las flechas,
letras, nimeros con signo, parejas o triplas orde-

- nadas que los representan viven en los sistemas

simbolicos que se inventan para manejar mejor
los sistemas conceptuales respectivos y para
comunicarnos mas precisamente acerca de nues-
tras construcciones mentales.

Para representar vectores en el plano se han em-
pleado flechas en las que es importante tener en
cuenta: la direccién, el sentido y la longitud o
magnitud de cada una de ellas; y, en algunos
casos puede ser importante el punto de origen o
de aplicacion.

cabeza o punta

cola ~— direcciéon (horizontal) —
o) — sentido (hacia la derecha)—
— 3

Origen o punto
de aplicacion

Punto Terminal

}————— magnitud o longitud ————

Los alumnos pueden discutir preguntas que les
permitan refrescar y complementar sus conoci-
mientos sobre el tema:

¢A cudles magnitudes se las conoce como magni-
tudes vectoriales? ¢(COmo se representan esas
magnitudes? ¢Cudndo se dice de dos vectores
que son iguales? ¢Cudndo se dice que son opues-
tos? ¢Qué es un vector nulo? Esa discusion, y las
consultas que hagan los estudiantes en libros de
fisica y de matematicas por ejemplo, aportarén
ideas claves para el manejo que se hara de los
vectores en las actividades siguientes. En ellas
serd necesario rotar vectores, trasladarlos, am-
pliar o reducir su longitud, y efectuar operacio-
nes entre ellos; pero en esas actividades el interés
no es hacer teoria sobre vectores, sino utilizarlos
como un sistema familiar o concreto {por ser ya
conocido y manejado) para la construcciéon del
sistema conceptual de los nimeros complejos.
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En un plano dado, determinemos un punto fijo
O al que llamamos origen. Entonces todos los
puntos de ese plano quedan determinados por
los vectores geométricos que trasladar fan el punto
de origen al punto respectivo.

C a—=

on
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Si O esel punto fijo considerado como origen en el
plano, entonces los puntos A, B, C, D y E que-

— — — —

dan determinados por los vectores a, b, ¢, d,
y e, respectivamente.

Los mismos vectores también pueden designarse
por: OA, OB, OC, OD y OE, respectivamente.

De la rotacién de figuras en el plano {amplia-
mente trabajada en los grados 69, 79, y 89)
pasamos ahora a la rotacién de vectores.

Sea O un punto fijo llamado origen y sea v un
vector cuyo origen coincide con el punto O y
que tiene cualquier posicion. Vamos a hacerlo
girar en angulos de diferente amplitud, a obser-
var y a analizar los resultados. Como material
de apoyo pueden emplearse recortes de cartuli-
na: un cuadrildtero para materializar el plano
y una flecha para materializar el vector. El ori-
gen O del plano se sefiala con un chinche, por
ejemplo, y con él se fija la cola de la flecha que
representa el vector YV . Acordamos que los
giros o rotaciones del vector se hardn en sentido
positivo, es decir, el sentido contrario al de las
manecillas del reloj. Los alumnos pueden produ-
cir rotaciones con dngulos de la amplitud que
deseen y hacer los andlisis que les parezcan per-
tinentes. Por razones practicas, dentro del desa-
rrollo del tema que nos ocupa, vamos a centrar
la atencién sobre los efectos de producir rotacio-
nes de 18090, 900, 2700 y 3600, Para simbolizar
el operador que rota los vectores, u operador
rotor, empleamos la letra R, y para indicar la
amplitud del dngulo en cada caso escribimos el
numero de grados como subindice. Para evitar
dificultades tipograficas omitimos, en el subin-
dice, el simbolo “0” que nos indica que la unidad
de medicién es el grado. Los rotores que vamos
a aplicar se notardn asi: Riso, Reo, Rz, Raso.

La intencionalidad de estas actividades de rotar
objetos es la de proporcionar a {os alumnos oca-
siones multiples de detectar regularidades de esas
acciones y captar “lo que es lo mismo” en ellas.
Esto permite que interioricen esas acciones
como operadores mentales que producen rota-
ciones y que llamamos “rotores”’.

Como accidon parece diferente darle un cuarto de
vuelta al ldpiz en sentido contrario al del movi-
miento de las manecillas del reloj, pero dejando
fijo el extremo que tiene el borrador, o hacerle
algo parecido a una hoja de papel dejando fija la
esquina inferior izquierda, o dejando fijo el cen-
tro, etc., pero el cerebro puede construir un
rotor mental de un cuarto de vuelta en sentido
positivo, o de +90 grados, y esa construccién es
la meta que se pueden proponer el alumno y el
profesor.

Ya hemos encontrado en 82 grado algunos de
estos rotores mentales (objetivos 49-66 de 89
grado), como el que hace dar un cuarto de vuelta
(en sentido positivo) al objeto al que se le apli-
que, el que hace dar media vuelta, etc.

Habiamos utilizado notaciones como C y Rgo
para el rotor de un cuarto de vuelta,M y Riso,
para el de media vuelta, T y R270 para el de tres
cuartos de vuelta, y hasta habiamos encontrado
un rotor nulo que no hace nada a las figuras, que
habiamos notado Ro.

Los alumnos pueden proponer otras notaciones,

como: rotorse { ), rot (9001 (), rotor, { ).
RCTOV { ), RCV ({ ),etc.

Una observacion sobre estas cinco notaciones:
cada una se diferencia de las otras por los signos
empleados y por la forma de organizarlos, pero se
identifican en que todas representan el mismo
operador rotor que hace girar 90 grados en sen-
tido positivo a un objeto todavia no determina-
do; pero cuyo “‘puesto’’ en la notacion se indica
con los paréntesis vacios.

A medida que los alumnos manipulan el material,
van teniendo la experiencia concreta de las rota-
ciones, lo que les permite reforzar el concepto
de los nUmeros como operadores mentales; éstos
se van construyendo a través de la internaliza-
cion, el andlisis y la coordinaciéon de nuestras
acciones, y a través de la confrontacion con lo
que hacen y piensan los demas.
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Al producirse la rotacion, la fle-
cha que representa el vector
cambia de posicion, excepto en
su origen.

Empleamos arcos y flechas como
ayudas visuales para que poda-
mos trabajar mas fdcil los rotores
como operadores mentales.

Plano de rotaciones, origen del
plano y posicion inicial de la
flecha que representa el wctor V.

Las rotaciones antes mencionadas y sus corres-
pondientes resultados se representan en las grd-
ficas siguientes. Las flechas en trazos disconti-
nuos indican la posicion inicial. del vector rotado.

Caso Riso:

Ef arco muestra que el vector v gir6 180 gra-
dos en el plano. El vector v es el resultado.
¢Es esta una rotacion de mradianes?

—-.. —
Es vi=—v?

Caso Rz7o°

e

¢Coinciden este giro en el plano vy su resul-
tado con los de girar_3/4 de vuelta o 37/2
radianes? (EsV'" = —V"'?

¢{Qué relaciones pueden establecerse entre cuertos
pares de vectores, por ejemplo, entre el inicial v
y el obtenido por Riso?

A medida que los alumnos vayan aplicando los
rotores y produciendo las rotaciones, irdn sur-
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El sentido de este giro es el que
consideramos ‘““sentido positivo”.

Los arcos visualizan las rotaciones vy, las flechas
en linea gruesa representan el resultado de la
rotacion respectiva.

Caso Rso:

;ﬂ‘\
R9o

o
‘r\// /:‘

7
7
e

0
El arco muestra el giro de 909 en el plano.
El vector V"’ es el resultado. ¢Es esta una ro-
tacion de 7/2 radianes?

Caso R 360

{Coinciden este giro en el plano Yy su resul-
tado con los de aplicar Ro ? (Esv= =

giendo seguramente los comentarios y los andli-
sis. En general debe observarse que la flecha de
cartulina, como objeto material, es la misma en
fos cuatro casos, pero que e! vector que ella
representa es diferente cada vez que su direccién,
su sentido 0 ambos, resulten diferentes de los del
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vector inicial. Es importante analizar con los
alumnos por qué en las ilustraciones hechas ante-
riormente el vector resultante de Riso se ha mar-
cado con —v, por qué el vector resultante de
R3so se ha marcado con Vv, y por qué en los otros
dos casos los vectores resultantes se han marcado
el uno con v’ y el otro con —v"’.

Los siguientes son aspectos especialmente impor-
tantes dentro del andlisis de las cuatro rotaciones
gue venimos estudiando. Si los alumnos por si
mismos, caen en la cuenta de ellos, hay que des-
tacar esos aspectos observados; de lo contrario
hay que procurar que los identifiquen, y que
comenten sus caracter (sticas.

— En cada caso hay que identificar claramente
tres cosas: el vector inicial, el rotor que lo
hace girar y el vector resultante.

— Dentro del enfoque de operadores es un
reto y una ventaja el valorar y destacar la
parte activa de cada rotacion, para lo cual se
han empleado los arcos en las graficas.

— ¢Qué diferencias se presentarian si los rotores
aplicados hicieran girar el vector en el mismo
sentido en que giran las manecillas del reloj,
que dentro de nuestros acuerdos es el senti-
do negativo?

— Como rotor activo Riso es diferente de Ro.
El primero, Rseo, hace que el vector al cual
se aplica dé una vuelta completa con centro
en el origen. En cambio Re como rotor no
produce movimiento alguno. Pero el resul-
tado de aplicar Riso si es el mismo que el de
aplicar Ro. Este hecho es el que general-
mente se tiene en cuenta para considerar que
Rsso = Ro. Por la tendencia a trabajar desta-
cando los resultados mas que los procesos;
sucede que una vez producida la rotacion,
perdemos de vista la parte dinamica de ella
y nos fijamos sélo en la posicién del vector
resultante. En ese sentido inicamente es que
podemos escribir:

Ro = Rsso = R—360 = R720 = R—120, etc.

— El resultado de aplicar Riso a un vector v es
un vector v' opuesto al inicial v. Por eso es
apropiado designarlo por —v:

Riso (V) =V = —%.

— El resultado de aplicarle Riso es el mismo
- s . — .
vector inicial v. Por eso lo hemos designado
también por v: Rsso (V)= v.

— El resultado de aplicarle Roo €s un vector
perpendicular al inicial. Se ha designado con
—V;": Rgo (\7) =?'.

— El resultado de aplicarle R270 es un vector

perpendicular al inicial. Es facil comprobar
que tiene la misma direccidon y sentido con-
trario al obtenido por Rso. Se ha designado
con —v", por ser el opuesto de V'":

Rao (V) = <.

Es posible que los alumnos se interesen por pro-
ducir y caracterizar rotaciones con cualquier
amplitud parael angulo, y, con cualquier posicion
inicial para el vector. Pueden continuar emplean-
do el material concreto para algunos ejercicios
mds, pero debe llegar un momento en el que
realicen y coordinen mentalmente las rotaciones
sin requerir el soporte del material fisicamente
manipulable. En esa coordinacién mental de las
rotaciones pueden buscar respuestas a preguntas
como las siguientes: (Es posible producir rota-
ciones con cualquier valor numérico entero para
las amplitudes de los angulos medidas en grados?
¢Para cualquier valor numeérico racional? ¢Para
cualquier valor numérico real? ¢Hay alguna dife-
rencia en la realidad si se miden las amplitudes
de las rotaciones en fracciones de vuelta, o en
radianes? ¢Habria que introducir alguna diferen-
cia en la notacion de los rotores? (Piense en qué
seria R1, si no supiéramos en qué sistema métri-
co estamos viviendo: ¢un rotor de un grado? ¢de
una vuelta? éde un radian? ¢Cudles son las carac-
ter isticas de las rotaciones y de los resultados si
los rotores hacen girar el vector en sentido nega-
tivo? Supongamos que el dngulo de rotacién es
mayor gue 360°. {Habra algan rotor con angulo
menor que 3600 que produzca el mismo efecto
que el otro rotor que tenia un angulo mayor que
36007 ¢(Qué resulta si el dngulo es de 4059, o
de 4500, o de 67597 (Se trabaja siempre con un
vector de magnitud o longitud unidad, o es posi-
ble variar su longitud?

A continuacidn van unas ideas para apoyar la
busqueda de respuestas para la pregunta sobre
las rotaciones en sentido negativo, es decir, en el
mismo sentido en que giran las manecillas del
reloj.

Se realiza una actividad que emplea los mismos
materiales de la anterior y que aplica otros roto-
res que hacen girar dngulos de 1800, 9090, 2700
y 36009, pero ahora en sentido negativo, que sim-
bolizamos o notamos respectivamente como
R—1s0, R—9, R—27 y R—360. Los alumnos
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podran notar varias diferencias entre esta activi-
dad y la anterior: en los rotores que se aplican,

en las rotaciones que se producen, y en los resul-
tados que se obtienen.

o

— /7 Como en la actividad ante-
a

rior, la flecha punteada re-
cuerda la posicion inicial del
vector, el arco permite visua-
lizar la accion misma de ro-
tar, y la flecha con linea
gruesa representa el resul-
tado.

Plano de rotaciones, origen del plano
y posicion inicial de la flecha.

El sentido en que se produjo esta
rotacion es el negativo.

E! desarrollo y los resultados del trabajo de los alumnos pueden representarse en graficas como

las siguientes:

Caso R—1s0:

La parte dindmica es la rotacion de 1809 en
el sentido convenido, el resultado es el vector

-

opuesto al inicial: R_;30 (3) =4 =2

Caso R—270 :

El rotor R_.0 hace que el vector inicial gire
3/4 de vuelta en el plano en el sentido de las
manecillas del reloj.

{EsR_z70 (@) =2 =—a".

¢Qué rotor con sentido positivo es equiva-
lente a R_270?

Si cada alumno ha aplicado los ocho rotores an-
teriormente explicados (o los 9 si se agrega Ro ),
y ha elaborado las graficas correspondientes,
estarda en capacidad de relacionar los diferentes
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Caso R—o90:

{Hay alguna rotacion en sentido positivo
que sea equivalente a esta?

Caso R—360:

3

R_360

¢En qué se parecen y en qué se diferencian
RO; R—360 Y R360?

casos y de identificar diferencias y coincidencias
entre ellos. Algunas preguntas pueden ayudarles
a sacar conclusiones: ¢(Desde el punto de vista
dindmico hay entre estos rotores dos 0 mas que
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al ser aplicados al vector inicial produzcan el

mismo giro? ¢Desde el punto de vista estdtico,
es decir, el de los vectores resultantes, hay algu-

-nas parejas de .rotores que puedan considerarse

como equivalentes?

Comparemos por ejemplo el caso Raw con el caso R—vo:

Caso Rzaro:

R270 ’

Es clara la diferencia entre Ry50 ¥ R_g0
como rotaciones activas.

Podria concluirse que el resultado final de girar
2700 en sentido positivo es el mismo que el de
girar 900 en sentido negativo. {Qué sucederia si

Caso R—s0:

Es igualmente claro que el resultado de
R_50 es el mismo de R279.

no se tuvieran acuerdos sobre la orientacion de
los rotores y cada uno pudiera aplicarlos en el
sentido que le pareciera?

{Cudles otras parejas de rotores distintos, producen un mismo resultado?

CONSTRUYAMOS LOS NUMEROS COMPLEJOS COMO ROTORES

Las actividades realizadas anteriormente, las preguntas resueltas, las noresueltas, y atin aquellas cuya
respuesta no nos satisface plenamente, nos preparan para la actividad que proponemos a continuacién:

Crigen

+~——direccion — 0 T Sentido —

0 1

LUnidad de longitud ,

La unidad positiva 1> queda simbolizada me-
diante una flecha que representa el vector
unidad u..

Trabajamos en un plano en el cual elegimos un
punto fijo O como origen. Tracemos en él la
recta que conocemos como ‘“‘eje de las abscisas”
o “‘eje de las x” y que por consiguiente pasa por
0 y tiene una direccidn estandarizada, {la hori-
zontal), un sentido elegido como positivo (de
izquierda a derecha), y un segmento unidad
determinado (que estd marcado en sus extremos
con el cero en el origen y el uno en el extremo
derecho).

En estas condiciones apliquemos al vector unidad U el rotor Riso, llamado también “M” o “de media
vueita’, que ya comprobamos que transforma el vector al cual se le aplica en el vector opuesto.

M
'/:\“’
u u
. o O ——
-1 1

Riso hace que_:ff gire 1/2 vuelta en el plano.
La punta de —U seiiala el punto —1.

Ref { (?_L = -0
(—1)e(u) =—u
Riso (u) =4
M () 0

Tenemos tres operaciones que aplicadas al vector
unitario, simbolizado por U o por +1, producen
el mismo resultado: el —1 como vector. Las tres
operaciones son: :

aplicarle el reflector en el origen de la recta.
multiplicario por —1.

aplicarle el rotor simbolizado por Riso o
por M.

Refl (+1) = —1
(—=1) o {+1) = —1
Riso (+1) = —1
M (+1) = —1
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De acuerdo con estos resultados vamos a consi-
derar la operacion de multiplicar por —1 en un
plano, como la aplicacidon de un rotor de media
vuelta en sentido positivo. (En otras actividades
habiamos considerado a —1 como un punto en
la recta real o como un segmento orientado que
va de O a ese punto, es decir, a —1; y, también
convinimos en considerar que multiplicar por
—1 en una recta, es como aplicar el reflector
activo que refleja el segmento orientado +1 me-
diante un espejo colocado en el origen).

Hemos encontrado pues un resultado bdsico para
la construccién de los nameros complejos: la
nueva interpretacion de la expresion ‘“multipli-
car por —1” como rotar media vuelta (o 1800, o
w radianes) en sentido positivo.

Resultado esperado:

M

180°

= - = fP—
-1 0 1

-1

éSe podra llegar al vector —1
por composicion de dos
rotaciones iguales?

Aplicando al vector unitario (en posicion estan-
darizada) el rotor C dos veces seguidas, produci-
mos en el plano la rotacion necesaria para obte-
ner el vector —1 (también en la posicion estan-
dar). Empleemos la notacién convenida en 89
grado para la composicion de rotaciones, y ex-
presemos con diferentes niveles de simbolizacion
lo que hemos encontrado:

Aplicando dos veces C al vector +1 se obtiene el
vector —1.

C después de C, aplicado a +1,da —1.
C compuesto con C, aplicado a +1, produce —1.

{C°C) (+1) = —1, o también C(C(+1)) = —1.

Hemos visto pues que si hay una manera de con-
siderar que multiplicar por —1 es lo mismo que
aplicar el rotor M a un vector. Si pensamos en el
nOmero —1 como operador activo, podemos
identificarlo con el rotor de media vuelta M.
Ahora bien como el rotor de un cuarto de vuelta
C aplicado dos veces también da M, o sea —1,
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1a. rotacién por C:

Primero se le aplica al +1
una rotacion de 900, es decir,
se aplica C al vector +1

Ahora recordemos que la clave para resolver
ecuaciones de la forma x> + ¢ = O con ¢ > 0,
esta en encontrar a —1 como el cuadrado de un
numero. Ya avanzamos un paso porque hemos
construido a —1 como el rotor que hace girar
media vuelta en sentido positivo, pero todavia
no tenemos razones para afirmar que —1 es el
cuadrado de algiin niumero; eso es lo que quere-
mos.encontrar. ¢Existird algan rotor que aplica-
do dos veces a cualquier vector produzca el mis-
mo resultado que aplicarle al mismo vector el
rotor —1? Si existe y es facil encontrario. Es el
rotor que se simboliza por C o por Ry y que
hace girar al vector sobre el cual se aplica, un
cuarto de vuelta (o 90° o #/2) en sentido posi-
tivo.

2a. rotacién por C:

4

1

< C I

~ -~

NC 7o

o © 1

90” \4

o e e ———d s e e e
0 1 -1 0 1

Al resuitado obtenido
se le aplica otra vez
C y se llega al vector —1.

podemos escribir: C°C = C? = M = —1. Tene-
mos ahora que imaginarnos un nuevo numero
que corresponda al rotor C, asi como el —1, la
‘“unidad negativa”, corresponde al rotor M. A
ese -nuevo numero lo podemos llamar “‘unidad

[ 13414

imaginaria” y simbolizarlo por una “i

Tendriamos entonces que multiplicar por i es
como rotar un cuarto de vuelta en el sentido
positivo, y por lo tanto multiplicar dos veces por

i es como multiplicar por —1, o sea rotar media .

vuelta en ese mismo sentido:

ie(ie(+1) )= C(C(+1) ) =M (+1) = -1,
o también:
(iei) (+1) = (CC) (+1) = M(+1) = -1 =

(—1) {+1).

Por lo tanto podemos decir que el cuadrado de i,
que corresponde a C* = CoC, debe ser —1, que
a su vez corresponde a M: i2 = i ei = —1, pues

C*=CoC=M.
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Hemos inventado un “namero imaginario”, launidad imaginaria i, que elevada al cuadrado da —1.

Por lo tanto, podemos decir que una de las rai-
ces cuadradas de —1 es i, pues i2 =—1 ¢Puede
haber otra raiz cuadrada de —1? (Busque otro
rotor que aplicado dos veces sea equivalente a M,
y esa seria otra raiz cuadrada imaginaria de —1),

Para continuar con la construccién de otros nu-
meros imaginarios debemos establecer explicita-
mente algunos acuerdos.

— Primero: consideramos la composicion del
rotor C consigo mismo como una multiplica-
cidn de factores iguales, ya que esta técnica,
conocida para hallar el cuadrado de un n(G-
mero, nos permite usar la notacion:
C?=CeC=M.

— Segundo: identificamos M con el numero
real —1 como operador, y, C con el nimero
imaginario i como operador.

— Tercero: suponemos que una raiz cuadrada
de —1 es un nimero que podemos notar
“/=1". Por lo tanto podemos escribir:
i = /-1, aunque esta igualdad tiene un pro-
blema: da la falsa impresion de que i es la
Unica raiz cuadrada de —1.

— Cuarto: en la igualdad (C°C) (+ 1) = —1
reemplazamos la operacidon composicion “.”
por la “nueva multiplicacion” de ndameros
imaginarios que hemos inventado para que
corresponda a la composiciéon de operadores
y reemplazamos el rotor C por el nimero

que buscamos: i o v/ —1. Entonces tenemos:
(iei) {(+1)=—1,0

W=T) o (V=T) (+1) = —1.

— Quinto: en el sistemasimbdélico para el nuevo
sistema numeérico que estamos construyendo
no se admite que:
W-Tel/=T)=V{=Ne(-T]= + /1.
Es decir, no se cumple una ley que si rige en
los sistemas con nimeros reales. En general,
para el nuevo sistema convenimos en que
con x > 0, y > O se tiene que
(vV—x) o (/=y) # VXy. (Tener presente
este acuerdo ayuda a evitar errqres muy fre-
cuentes al efectuar productos entre niumeros
complejos y por supuesto entre nlmeros
imaginarios).

— Sexto: Extendemos al nuevo sistema numé-
rico dos leyes ya conocidas en otros sistemas:
Primera: el producto de dos factores iguales
se considera como su cuadrado; Segunda: el
operador cuadrado anula el operador raiz
‘cuadrada.

Establecidos los anteriores acuerdos podemos
escribir:

iei=i%= (/=T e W=T) = (V=T)? = —1

Hemos encontrado que efectivamente el cuadra-
do del nimero i, 0 \/—1 es —1. Ya podemos
afirmar que —1 es un cuadrado, y que i, 6 v/ —1
es una de sus raices cuadradas.

Dos conclusiones de las construcciones anteriores son:

El cuadrado de la unidad imaginaria i, es la unidad negativa —1.
Una raiz cuadrada de la unidad negativa —1, es la unidad imaginaria i.

éCon qué estamos asociando la unidad imaginaria i?
Retomemos una de las graficas que hicimos anteriormente:

N

$ —
-1 0 + 1

i como rotor C, e i como vector perpendicu-
lar al vector +1.

Observemos que la grafica muestra un sistema de
ejes perpendiculares en el plano (ortogonales),
que tienen las direcciones estandarizadas para el
eje de las abscisas o eje de las x y para el eje de

_las ordenadas o eje de las y.
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Resumiendo la construcciéon hecha hasta ahora,
podemos afirmar que la ‘“‘unidad imaginaria”,
simbolizada por v/ —1 0 por i se puede conside-
rar desde varios puntos de vista:

a: Como un rotor que hace girar 900. Es una
concepcidn dinamica de i. Los arcos en la
grafica recuerdan a i como rotor.

b: Como un vector que al aplicarle el rotor i
produce el vector —1. Este vector i puede
tomarse también como resultado de aplicar
el rotor i al vector +1, o vector unitario
inicial. La flecha dibujada sobre el eje cono-
cido como “‘eje de las y’’ recuerda a i como
vector.

c: Como una raiz cuadrada de —1. Hemos lle-
gado a la conclusion de que: vV -1 = i
¢Habra otra raiz? Recordemos que el opera-
dor “raiz cuadrada” en los reales no era un
operador univoco, ya que producia dos raices

difererites cuando se le aplicaba a un nGmero
real positivo.

d: Como un numero que elevado al cuadrado

produce —1.

Para complementar lo anterior, observemos la
grafica y preguntémonos: ¢Es posible asociar a
i con un punto del plano? ¢ElI mejor candidato
no seria el punto donde termina la flecha? ¢Cua-
les serian las coordenadas reales de ese punto?
éTal vez 0 y +1? ¢Cudl seria su representacion
como pareja ordenada? {Sera (0,1)? ¢Se le podra
dar un nuevo nombre al eje sobre el que se ubica
el vector i? {El mejor nombre no seria ‘“‘eje ima-
ginario”? Interrogantes como estos pueden sur-
gir en la clase y ser fuente de motivacién para los
alumnos; para el profesor pueden ser maneras de
evaluar las actitudes de sus alumnos, su habilidad
para razonar y debatir, y su creatividad para
inventar nombres y simbolos.

¢Con qué estamos asociando la unidad negativa — 1?

Tratemos de explicitar ahora cdmo se asocia la unidad negativa —1 con distintas construcciones
conceptuales y con distintas representaciones graficas.

i2 como rotor y como vector.

La unidad negativa — 1 puede considerarse:

a: Como un rotor que hace girar 1809 en-senti-
do positivo.

b: Como un vector resultante de aplicar el rotor
M al vector unitario +1. Podria ademds pen-
sarse como un vector que al aplicarle el rotor
M produce el vector +1.

c: Como el cuadrado de la unidad imaginaria i
o +/—1, es decir considerarla como i2 o

Vv -=12.
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En esta grdfica la “unidad negativa’’ tiene la
representacion estandar
sistemas de numeros reales, es decir sobre el
semieje negativo de las x.

conocida ya en los

d: Como un punto del plano cuyas coordenadas
son ya bien conocidas: —1 y 0. Su expresién
como pareja ordenada es (—1, 0).

e: Como un segmento orientado opuesto al seg-
mento orientado unitariouo +1,

Habiamos dejado pendiente una pregunta:

{Habra otros rotores que aplicados al vector +1
produzcan como resultado el vector —1?

Podemos analizar a qué conduce la aplicacién

del rotor de tres cuartos de vuelta en el sentido
positivo, que simbolizamos con T o con R34




1ero T
ado ‘ La grafica muestra que Rz27 aplicado al vector
-1 0 1 unitario lo hace girar 3/4 de vuelta y produce .
———— como resultado estatico un vector que podemos
' notar —i por ser opuesto al que habiamos no-
s la tado i. Hemos encontrado asi el opuesto de la
ar a ‘ . unidad imaginaria.
jato wl Ak
Sua- ‘
1to?
~5i6n i> como rotor y como vector.
:)C::;: Apliguemos de nuevo a —i el rotor T. ¢Qué sucede?
ma-
sur- Volvemos a caer en —1:
1 los .
'sde T(—I)=—1.
dad T(T(+1))=(TT) (+1)=T?(+1) = =1=M(+1)
oara —_ Podemos pues decir que si identificamosa —1
como operador con el rotor T tenemos:
(—i) o {—i) = (=i)* = —1
pues TeT=T? = M.
nes

Hemos encontrado otra raiz cuadrada de —1es: ponde a C; —i es el opuesto de i, y si considera-

—i. Sabiamos que i?=—1, y ahora sabemos tam- mos a i como el vector resultante de aplicar C

bién que {—i)> = —1. Por eso tenfamos ciertas a +1, i apunta hacia arriba, y —i hacia abajo.

reservas de escribir i = v/ —T, pues esta igualdad -

daba la impresion de que i era la raiz cuadrada ¢Podriamos escribir:

3 de —1, como si hubiera una sola. Pero ahora

N tenemos otra raiz cuadrada de —1,es —i, y tam- ¢ = + /1"y “—j= —+/—1""? Podria ser una

] bién podriamos eseribir: —i =/ —1. Pero enton- notacidn convencional, pero no sabemos qué
ces —i = v/—1 =iy tendriamos que —i = i, lo quiere decir “positivo’’ y “negativo’’ cuando

cual es falso: —i corresponde a T, pero i corres- hablamos de los nameros imaginarios i y —i.

¢Con qué estamos asociando el numero imaginario —i?

En resumen podemos afirmar que el nimero Esta es una concepcion activa de i y de —i;
adas simbolizado por —i se asocia: pero una vez que uno olvida que son opera-
sion dores, puede considerar i> = —i en forma

a: Con un rotor que hace girar 2700, Esta es estatica.

una concepcion activa de —i.
seg- d: Con un punto del plano cuyas coordenadas
b: Con el vector opuesto a i. Esta es una con- son 0 y —1. Su notaciéon como pareja orde-
cepcion estatica de —i. nadaes (0, —1).
r+1 ¢: Con el cubo de la unidad imaginaria, yaque e: Con otra raiz cuadrada de —1 que podriamos
rotar 2700 equivale a multiplicar tres veces notar “—+/ —1". '
por i, es decir:
cioén (iyeli)eli)=li)e(iNle(i)=—1e(i)=—i, Surgen otros interrogantes: ¢Podria pensarse a
tido pero ademas: " o —i, 0 —+/—1 como un vector tal que al aplicarle
| (i) o (i) o (i) = i%,luego —i = i°. el rotor i produce el vector +1? ¢Podria asociarse
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—i con el vector resultante de aplicar un rotor
de 909 en sentido negativo?

Hay otra pregunta que surge ldgicamente en este

punto de proceso: {qué se obtiene cuando se
aplica un rotor de 3609? Produzcamos la rota-
cion, es decir, apliquemos el Riso y analicemos
los resultados de esa rotacion.

4~ Pso
~
— — \
// \\ \ Po) . N
Vs AN : E! rotor de 3609 aplicado al vector unidad lo .
1=i2! 3e00 ‘\ \ 4 hace girar una vuelta completa con lo cual lo
+  — regresa a su posicion inicial, es decir: produce
\ ,‘ ! nuevamente el vector unidad.
\ /
SN +—~Raso
i3

La unidad positiva se asocia con un rotor de
una vuelta.

Como rotar 3600 es equivalente a la aplicacién
sucesiva de cuatro rotaciones de 909, podemos
decir que aplicar R3so €s equivalente a multipli-
car cuatro veces por i o v/ — 1; es decir aplicar
Rsso €s equivalente a multiplicar por + 1, y por
lo tanto:

W=T e (/=T e(=T)e(/=T)=+1,
-0, ieieiei=i*=+1.
Apliquemos R, al vector unitario. {Cudl es el

resultado? ¢En qué se parecen y en qué se dife-
rencian los procesos y los resultados de aplicar

Rsso ¥ Ro al vector unitario? ¢Desde cudl punto
de vista (el dindmico o e} estdtico) podemos afir-
mar que Rseo es equivalente a Ro?

éDesde cual punto de vista podemos decir que
i* = +1, el dindmico o el estitico? Considere-
mos: Riso = Roo ° Rgo o Reo o Roo y escribamos
R*s = Rieo = Ro, y asociemos esa ecuacion
conit = +1.

Una vez que nos olvidemos del caracter activo
del i como rotor de un cuarto de vuelta, pode-
mos también considerar las expresiones:

*=+1 Pei=+1

ieid=4+1 i2ei?=+1

como resultados estaticos de multiplicar los nuevos nimeros, los imaginarios, entre si. Hagamos

una tabla de multiplicar:
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El profesor puede proponer la tabla con sélo
unos pocos resultados ya escritos, y pedir a los
alumnos que la completen.
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Para ello conviene hacer ejercicios como los que sefialan las graficas siguientes, en donde se traba-
jaconi, —i, —1 y +1, como rotores activos y como vectores estaticos.

X

- > 0
-1 +1

P2+ =1

Rotor —1 aplicado a vector +1 produce

vector —1. Rotor —1 aplicado a vector i produce vector —i.

to i
ir- ! [ +1
1 13 —
N 0
| I
ue < 'o |
‘e- -1 | i
os
n *—i
Rotor i aplicado a vector i produce vector —1. Rotor i aplicado a vector —i produce vector +1.
Vo
le-

_ < \
1
. 1
108 -1
v

Rotor —i aplicado a vector —i produce
vector —1.

Rotor —i aplicado a vector i produce vector +1.

Las graficas se hicieron teniendo en cuenta que: c) La aplicacion del rotor — i produce un giro
de 2700 en sentido positivo.
a) La aplicacion del rotor —1 produce un giro

de 1809 en sentido positivo. ¢{Podemos considerar que la aplicacién del rotor

b) La aplicacion del rotor i produce un girode —i produce un giro de 909 en sentido negativo?
9009 en sentido positivo. é¢Cambia algo en los resultados?
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El resumen de las situaciones representadas en las graficas es el siguiente:

como rotor “activo” o como “ndmero multiplicador”
como vector “quieto’’, punto o “nGimero estdtico”.
como vector “quieto”, punto o “nimero estético”.

(—1) o1 = —1, elrotor —1 transforma el vector quieto + 1 en el vector “quieto” —1.

(—=1) ei = —i, elrotor —1 transforma el vector quieto i en el vector “quieto” —i.

( i)ei = —1, elrotoritransforma el vector “quieto” i en el vector “quieto” —1.

(—i) ei = 1, elrotor —itransforma el vector “quieto” i en el vector “quieto” 1.

ie(—i)= 1, elrotoritransforma el vector “quieto” —i en el vector “quieto” 1.

(—i)e(—=i)=—1, el rotor —i transforma el vector “‘quieto” —i en el vector “quieto” —1.
Hemos construido los nameros i, —1, —i, +1 (0 nado angulo. Entre esos numeros hay dos,
sea i, i?, 13, i*) como operadores que aplicados +1y —1, que ya conociamos en otros sistemas,

a un vector en un plano lo hacen girar determi- y otros dos: i y —i, que son nuevos.

integremos en una grafica los cuatro resultados obtenidos:

Se observan los vectores “estaticos’’ o “ya quie-
tos”’; resultantes de las aplicaciones de los distin-
tos rotores. La grafica ayuda a recordar los resul-
tados pero no dice nada sobre el proceso para
llegar a ellos. También podemos pensar sélo en
los puntos sefialados por las flechas, y pensar en
+1, 1, —1, —i, como esos cuatro puntos del plano,

Pero también podemos pensar en ellos como
cuatro nuevos nimeros de un nuevo sistema de
nameros mas amplio que el de los nGimeros rea-
les, es el sistema que vamos a llamar de los
nameros complejos.

Hay muchas otras preguntas que se hardn segura-
mente los alumnos y que son fuente de motiva-
cion para que continGen aprendiendo. Entre esas
preguntas estdn: ¢Es posible obtener raices cua-
dradas de la unidad imaginaria i? ¢Qué resulta si

OPERADORES QUE HACEN ROTAR UN

Un interrogante planteado anteriormente se re-
fiere a la posibilidad de variar la longitud del vec-
tor al cual se aplican los rotores. Para responder-
lo acudimos al tema de las homotecias desarro-
llado en los grados anteriores, especialmente en
79 y 89. Si extendemos las homotecias dé poli-
gonos a los vectores, podemos aplicarle homote-
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con coordenadas
(+1,0),(0, +1), (—1,0), (0, —1).

al vector unidad se aplican Rss, Riss, Ra2s, Rais,
R,, donde n es un nimero entero? (Es posible
aplicar los rotores a vectores cuya longitud sea di-
ferente a la unitaria? ¢(Existen operadores que
simultaneamente roten el vector y hagan variar
su longitud? En las actividades que se desarro-
llen en clase, por iniciativa del maestro y de los
alumnos, y en las que se proponen en esta uni-
dad irdn encontrando respuestas a esos y a otros
interrogantes, o por lo menos algunas “pistas”
para encontrarlas.

VECTOR Y MODIFICAN SU LONGITUD

cias al vector unidad para variar su longitud ya
sea amplidndola o reduciéndola. Retomemos la -
expresion ‘‘factor de conversion”, para referir-
nos a los operadores que actian sobre un vector,
y explicitemos el hecho de que esos operadores
.son los nameros reales. Sea b un numero real, es
decir be®, sea R un rotor que hace girar un




angulo entre 00 y 3600 (es decir: operador real b determinados? Ensayemos con
0°< < 3600),yseauel vector +1, éQuése b= 1y o = 900,

7] obtiene si a +1 se le aplican un rotor Ry y un
Caso 1: b= 1, Re = Roo
o1 .
*-_ En este caso ya conocido podemos afirmar que
N aplicar b es como aplicar el operador idéntico,
\\ yque Ra=C: 1e¢ (Roo (W))=1Tei=i.
\ ' —
J \ 1,0 De la aplicacion de los dos operadores a U se
-7 ':——' obtiene el vector i.
u
35,
as, Veamos otros casos:
Caso 2: b= 2, R, =Rso
2i ? {0.2)
Primero rotemos por C y luego ampliemos con
< b>1:
\\
i t(o,n \ 2¢(Roo (@W))=20e(i)=2ei=2i
\ El resultado es 2i, o sea el duplo de la unidad
\ imaginaria i. {Qué se obtiene si Ryo se aplica
# \ después del duplicador 2 ¢ { )?
- |
1___5
Ensayemos ahora con un reductor:
15,
ale
di- Caso 3: b= 1/2, R = Roe
jue
iar
|ro- 1. Lo 12 b<1, (perob > 0):
o S < 1/2 ¢ (Reo (u) ) = 1/2 (i) = 1/2 0 = 1/2i,
_m- \ 1 El resultado es 1/2i. {Qué se obtiene si b = 0?
l;’,s, ——dt— {Y quésib < 0?.
u
Caso4: b= —1/2, R, = Roo
ya 0 + .
la - ————p— b < 1, mdsaun, b <0:
. u —.
rir- (—1/2) ¢ (Roo (u) ) = (=1/2) oi = —1/2i.
or, ©0.1/2) El resultado es —1/2i. ¢Qué se obtiene aplicando
res ' primero —1/2 a Uy luego Reo? ¢Y aplicando
-es ~1/2 después de Rz ?
un
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Los casos analizados permiten inferir un procedi-
miento para obtener todos los nimeros de la
forma bi con be® que son los que se conocen
“ndmeros imaginarios puros”. Al eje de coorde-

Caso 1 bis: b= 1, Re = Ras

Al vector U se le aplico un operador com-
puesto: el idéntico 1 y el Ras.

¢Cudl sera una forma adecuada y prédctica para
designar el resultado? (Nombrar el vector y
sefialar su direccion? ¢Dar las coordenadas que
corresponden a la cabeza del vector?

Dos observaciones importantes:

— Los nUumeros que estamos construyendo
tienen dos nameros caracteristicos o para-
metros: un factor de conversion que hemos
simbolizado por b, y un rotor o girador
simbolizado por R« y cuyo dngulo de giro
hemos especificado en cada caso. En otras
palabras los nuevos nameros tienen dos
parametros; un operador que afecta la
magnitud del vector, y un rotor girador
R« que determina el dngulo con respecto
al semieje real positivo.

— ¢A cual operacion sobre i corresponde la
aplicacion de un rotor de 450? Recorde-
mos que rotar 2 veces 900 equivale a
elevar i al cuadrado. Ademds 450 es 900/2.

nadas sobre el cual se ubican, se lo suele llamar
“eje imaginario”. ¢Qué se obtiene si para los
anteriores valores de b el rotor hace girar un
angulo de 4507

Caso 2 bis: b = 2, Re = Ras

P/

Al vector Tl.se le aplicé un operador com-
puesto: el ampliador 2 y el Ras.

(Equivaldra el rotor de 450 a la aplicacion

del operador v/ 1, 0 sea; v/\/—1, 0, %/—1?

— (¢Habrd otra raiz cuadrada de i? {Cudntas
rafces cuartas de —1 podriamos encontrar?

— ¢éQué se obtiene si se continGan estudian-
do mds casos con muchos valores reales
para el operador b y diferentes valores
para el angulo de rotacién oc?

Los procedimientos metodolégicos que hemos
desarrollado para construir los nGimeros imagina-
rios y los complejos nos permiten entenderlos
de varias formas: como raices de cierto tipo de
ecuaciones de segundo grado, como rotores acti-
vOs, como vectores 0 como nimeros ya quietos.
Pero todavia no los hemos inventado a partir de
la composicion de traslaciones. Esa es una alter-
nativa que conduce facilmente a la suma genera-
lizada de niumeros complejos y n(meros reales y
al grupo aditivo correspondiente. Si el maestro
lo considera conveniente puede trabajarla, y
llegar asi en forma activa a la expresion usual de
un namero complejo z como a + bi,cona,ben &

COORDENADAS ROTACIONALES O POLARES

Ya estamos en capacidad de aplicar al vector
unitario los operadores que lo hacen rotar sin
modificar su longitud y también los que ademads
de hacerlo rotar la modifican.
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Hemos asociado algunos de los nimeros cons-
truidos, —1, i, i%, 2i, —1/2i, con puntos del plano.
Para ello empleamos tanto las flechas ya quietas
como las coordenadas cartesianas que ya cono-
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cemos. (Serd posible ubicar en el plano esos
mismos nUGmeros pero teniendo en cuenta los

dos pardmetros reales con que los hemos cons-
truido?

En particular sera posible ubicar:

— {¢La unidad imaginaria i empleando sélo el
vector +1 y el angulo de 900?

— (El opuesto de la unidad imaginaria —i
empleando sélo el vector +1 y el dngulo
de 27007

— ¢Una raiz cuadrada de i, es decir: +/ i, em-
pleando sb6lo el vector +1 y el angulo

de 4507

Como en los tres casos el vector es el unitario,
podemos elegir un punto de origen, determinar
una semirrecta orientada y sefalar sobre ella la
unidad de medida. Luego se pueden ubicar los
ndmeros en el plano como se muestra en la gra-
fica siguiente: '

En la grafica estdn representados, de acuerdo
con el sistema de coordenadas polares, los nG-
meros que hemos designado con /1, iy —i. La
notacion (1,459) en ese punto del plano indica
que ahi se ubica el nimero que se obtiene cuan-
do el vector unitario gira 459, es decir, que ahi

(1, 90°)
{1, 45°)
90°
270°
0 +1
{1,270°)

¢Qué significan las notaciones (1,900} y. (1,2700)?
¢Do6nde se ubicarian y cudles serian los nameros
representados por: (1,1359), (1,1800), (1,2259),
(1,3159), (1,309), (1,609), (1,10)? Es facil ob-
servar que los puntos representados pertenecen
a una circunferencia de radio unitario; es decir:

se representa el niGmero «/ i.

son todos equidistantes del polo u origen.

Ya que hemos llegado a esta nueva forma de
representar nameros en un plano conviene que
la relacionemos con otras representaciones ya
conocidas.

Representemos varios nimeros en diferentes sistemas simbélicos:

Como nimeros complejos
en el plano complejo

(0,1)
(-2 ) (%2
(—1,0) (1,0)
Z 2
(%) (7 -%)
(0,-1)

Como puntos del plano
en coordenadas cartesianas
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(1,900)
{1,1359) (1,450)
{1,1800) {1,00)
{ 1,2?5& {1,3159)

(1,2709)

Como puntos del plano en
coordendas polares o rotacionales en grados

Como tenemos ejemplos de varios nombres para
un mismo punto, conviene suscitar el andlisis
y la reflexién sobre las caracteristicas de la
representacion de los puntos en cada sistema y
sobre el cambio de acuerdos que hacemos al
pasar de un sistema a otro. {Es (0, 1) = (1,900)?
éEs i = (0,1) = (1,900)? La respuesta segura-
mente va a ser no. Pero lo interesante es encon-
trar por qué surgieron las preguntas y entender

{2,900)

(2,1350)

(1/2,900)

1/2

()

Como puntos del plano en
coordendas polares o rotacionales en radianes

que si bien es verdad que como simbolos o como
nombres son diferentes, también es igualmente
cierto que todos estan designando el mismo pun-
to del plano.

Representemos algunos nlimeros de los que
obtuvimos al hacer girar un vector que no es el
unitario: representemos por ejemplo:

2i,%i, —15 i, =2i, 2ivV 1.

La grafica muestra tres circunferencias: una de
radio unidad, otra de radio igual a 2 y otra de

radio iguala .

+2

L/

Para ubicar los puntos es necesario hacer una
interpretacion de los dos parametros del nimero
que se va a representar. Asi 2i se interprets
como un radio igual a 2 y un dngulo de 900,

(1/2, 270°)

(2, 270°)

Hay que tener cuidado ai representar en el plano
nameros como —21i. Sabemos que el radio
vector es siempre positivo, luego el signo “—”
tiene que afectar a toda la expresién i, o
afectar s6lo a la i. En el primer caso seria asi:
—(-;-i),v y ya sabemos que ese es el opuesto de

%i. En el segundo caso el signo “—” tiene que
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afectar sélo alai. Seria asi:-—%— {—i), y ya sabemos
que —i se obtiene con una rotacion de 2700 y
que es opuesto a i.

¢Qué hay que analizar en especial, para ubicar
el numero 2iv/ i? Lo primero es reconocer a 2
como el valor del radio y lo segundo es interpre-
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tar a i v/ i como la composicién de una rotacion
de 900 y otra de 4509, rotaciones que son equiva-
lentes a una sola de 1350,

Si recordamos la forma como hemos representa-
do los nimeros en el plano, nos damos cuenta de

‘que al final lo que interesa es el radio vector y el

angulo, es decir la distancia entre el punto que
representa el nimero y el origen y ademds el
namero de grados que gira el radio vector.

El procedimiento puede generalizarse para repre-
sentar cualquier nimero obtenido al aplicarie
al vector unitario operadores de la forma bR«
conbe &, b>0,ycon 00 < ax< 3600.El traba-
jo con dngulos de mds de 360° no se aborda acd
para no extender demasiado el programa de este
grado 99. La notacion bR, puede interpretarse
como: aplicar al vector + 1 un ampliador (o re-
ductor} b después de aplicarle un rotor que lo
hace girar &©. {Serd bR« = R«b?

A medida que hemos representado los niimeros
hemos ido elaborando un nuevo sistema de coor-
denadas respecto del cual es necesario explicitar:

Primero: Elegimos un punto del plano que lla-
mamos ‘“‘origen” o “polo” del sistema y que
identificamos con 0. -

Segundo: Tomamos una recta fija en la posicion
estdndard (horizontal) que pasa por el polo u
origen y que estd orientada en sentido positivo.
Esa recta se denomina ‘‘eje polar”’.

Tercero: Determinamos una unidad de medida
sobre el eje polar.

Cuarto: En cada caso tenemos en cuenta el vec-
tor resultante de la rotacion y lo designamos con
el nombre de “radio vector’’. Se simboliza con la
letra r y su magnitud se considera como el mé-
dulo o valor absoluto del numero complejo.

Quinto: Acordamos un sentido que se considera
“positivo’’ para la aplicacion de los rotores; para
el caso es el mismo convenido en las actividades
anteriores: el opuesto al del movimiento de las
manecillas del reloj.

Sexto: Establecemos que la posicion de un pun-
to P del plano queda determinada cuando se
conocen la magnitud del radio vector y la ampli-
tud del dngulo o ©. Esos dos valores r y o< O se
conocen como las ‘‘coordenadas polares” del
punto P del plano. :

Séptimo: Decidimos que las coordenadas polares
del punto P forman una pareja ordenada notada
como (r, & 0). En esas condiciones la primera
componente de la pareja corresponde al radio
vector y la segunda al angulo en grados. También
es muy frecuente escribir sélo (r, 8) con el angu-
lo 8 dado en radianes: (1,45%) o (1, 7/4).

Al sistema descrito anteriormente e ilustrado
con esta grafica se lo conoce como “sistema de
coordenadas polares”, tal vez porque la ubica-
cion de cada punto se expresa con su distancia
al “polo” y con su “posicion angular’ respecto
del eje polar, en grados o en radianes.

(r, B)

W Sentido del
\\ giro
\

\ .
Eje Polar
>

>

i~y
Origen o

Polo Unidad de medida

Si se tiene en cuenta que en el proceso de cons-
truccion de los nGimeros complejos son muy
importantes los operadores rotores, el sistema
podria también Ilamarse de ‘“‘coordenadas rota-
cionales’.

Para terminar la actividad conviene que los alum-
nos se pregunten si pueden formular algunas
conclusiones generales respecto de la construc-
cion y la representacion de 1os nuevos nimeros.

Las siguientes conclusiones estdn entre las que se
les pueden ocurrir:

— La aplicacion de operadores de la forma bR
al vector unitario, con
be®, b>0,y,00 < o< 3600 conduce a la
construccion de infinitos nameros que deno-
minamos: nameros complejos.

— Un nimero complejo puede ser representado,
en un plano, en un sistema de coordenadas
polares o rotacionales, mediante un radio
vector y un dngulo de rotacioén.

Un tema de consulta opcional para los alumnos
seria el de las operaciones entre nimeros com-
plejos simbolizados en forma polar.

El estudio de los sistemas. con nimeros.comple-
jos se continuara en los grados posteriores.
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Unidad IV

~ FUNCIONES,
ECUACIONES Y POLINOMIOS

Introduccion

En esta unidad continuamos el estudio de las
funciones y el de las tablas y graficas correspon-
dientes, siguiendo el enfoque que explicitamos
en la introduccion de la UNIDAD |l de 82 grado,
cuya lectura recomendamos para lograr un con-
texto global de la propuesta metodoldgica para
este tema. También conviene estudiar, dentro de
fa misma unidad de octavo grado, las lecturas
que llevan los siguientes titulos:

— Lectura introductoria. Ecuaciones de prime-
ro y sequndo grado: El manejo de expresio-
nes algebraicas como simbolos de funciones.

— l.as cuadraticas puras.

— La cuadratica completa.

— Apéndice 1: Completar el cuadrado geomé-
tricamente.

— Apéndice 2: El método de partir, cuadrar
y restar.

Esta Unidad de 92 grado supone que los alum-
nos ya estan familiarizados con las funciones de

Objetivos generales

— Construir el concepto de funcion clbica
y reconocer que toda funcién clbica gene-
ral puede expresarse como la adicién de
una funcidon de volumen, una funcién de
area, una funcién lineal y una funcién
constante.

— Desarrollar destrezas de cdlculo simbdlico
para la solucién rigurosa -0 aproximada de
algunas ecuaciones de tercer grado.

grafica lineal y con las cuadriticas, y con las
ecuaciones asociadas a éstas; por eso avanzamos
con la funcién clbica, empezando por la funcién
de volumen hasta llegar a la construccién de la
funcion cibica general. Asi abordamos el pro-
blema de hallar los ceros de las funciones cubi-
cas o raices de las ecuaciones correspondientes.
Como en el grado 89, estos problemas aparecen
primero como “adivinanzas” que expresan la
ecuacion en el lenguaje del dlgebra verbal, y lue-
go se pasan a la ‘“‘taquigrafia” matematica con-
vencional. Sin embargo, cuando la expresién
simbodlica tiene mas de dos términos, no resul-
tara siempre facil “adivinar’’ los valores de x que
la satisfacen, y serd entonces necesario utilizar
algunas técnicas especiales para hallar el conjun-
to de las soluciones. Esto es 1o que motiva para
aprender esas técnicas y apreciar el poder de la
notacion simbédlica.

También se propone aqui el estudio de la fun-
cién exponencial y el de su inversa, exigiendo
esto ultimo la revision de las condiciones que
debe cumplir una funciéon para que su inversa
también lo sea.

— Construir los conceptos de funcién expo-.
nencial y funcién logaritmica e interpretar
el significado de los términos que intervie-
nen en sus correspondientes expresiones
simbdlicas.

— Formular y resolver problemas ingeniosos

y practicos que permitan la utilizacion de
los conceptos anteriores.
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Objetivos especificos, contenidos y sugerencias
metodoloégicas

CONTENIDOS BASICOS

El estudio de la funcidon cubica general se puede
iniciar con las funciones de volumen. E| volumen
de un cubo de lado [ se halla elevando { al cubo.

3= 5cm
v=1"
V=(5cm)?
V=125cm?
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Si los valores que toma el lado [ son enteros posi-
tivos se tendrd una funcién definidade Z*en Z*
que transforma la longitud del lado de un cubo
en el volumen de ese mismo cubo.

=t N —h
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La grafica correspondiente estara constituida El efecto de la funcidon clibica lo vamos a visuali-
por la representacion de puntos aislados de la  zar en cada caso mediante dos de sus representa-
forma ({, ) en el plano cartesiano. ciones: las tablas y las graficas.

l Si { toma valores reales positivos, la funcién es- Como ejemplo tomemos el Gltimo caso, el de
tard definida de ®* en &* y la grafica resultaré ®" en & * y observemos la tabla para algunos
una linea continua formada por la representa- valores de la funcion:

cion de los puntos (I, {*) en el plano cartesiano.

xl O.1| 0.2| 0.3! 0.5|1| 1.5|2|3]4' 6| 7|' 8

x3 l 0.001| 0.008—| 0.027I 0.125‘ 1 | 3.375] 8 l27 l 64 l 216‘ 343| 512 ...
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;
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|
|
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|
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bo 4 }
B |
- |
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] |
] |
|
8 A ® 8 & — — I
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. !
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l i
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. 3 - l I
3 :
14 - 1S

1t PR W S ' | N

. 1 23 { 12 3 {

fo: zt —— s 7* fav: > g
> 0 > (3
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Es facil ver como, para valores de los argumentos
de la funcion mayores que cero, las imdgenes
toman valores cada vez mayores. En la grafica
de la derecha podemos observar cuanto sube la
vertical hasta cortar la curva y cruzar para en-
contrar la imagen correspondiente.

Para avanzar en el estudio de la funcion clbica,
se considera la funcién que a cada namero entero
lo envia en su cubo. Asi se obtienen puntos de la
forma (3, 3°) que al representarlos en el plano

3'3/}
8 - [ ]
L
[
1 [ ]
1 1 i 1 1 1 1 ' i LN
—3-2-1 1 23 73
[ ] -
L
. - -8

fea: z———>Z

Como muchas funciones de volumen se pueden
expresar sélo con un coeficiente y una variable
al cubo, a éstas las podemos llamar “cibicas
puras™; el término correspondiente podria ser

ax?®, cl?, At?, etc., y la ecuacidon correspondien-
te podria ser y = ax®,v=cl*, z= At®, etc.
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cartesiano producen la grafica de puntos discre-
tos correspondientes.

Si se considera la misma funcion en los nimeros
reales, la grafica correspondiente a los puntos
(r, r*) resultara ser una curva continua simétrica
con respecto al origen. En efecto si se hace una
rotacién de media vuelta con centro en el origen
{0, 0) las ramas de la curva rotada coinciden con
las de la curva original.

=V

— Consideremos ahora una funcién de volumen
y una funcién constante expresadas por las
ecuaciones y = x° para la cibica, e y = d
para la constante.

Supongamos que x3 es el volumen de un tan-
que cUbico de lado x que vamos a construir,

=AM e~

o,




y que d es el volumen fijo de un tanque ya
construido que va a quedar al lado del nue-
vo. Entonces tiene sentido sumar los vol(ime-

nes de los dos tanques. Para encontrar el va-
lor total del volumen, tomemos las dos fun-
ciones y adicionémoslas.

Volumen fijod (m?)

/Al

V=x+d

— « —
‘Las imdgenes de la nueva funcién se pueden
expresar por el término x* + d. Ahora la gréfica
de esta nueva funcion de volumen expresada por
la ecuacion y = x* + d se desplaza una distancia
d hacia arriba.

— Consideremos nuevamente un tanque cubico
cuyo volumen es x? y dentro de éste otro
tanque de volumen fijo d. Si nos interesamos

en el volumen que queda cuando al del tan-
dque cubico le quitamos el del otro tanque,
este nuevo volumen estard dado por la fun-
cién cuya ecuacién esy = x> —d.

Entonces la grafica se desplazara una distancia d

hacia abajo y las imagenes serian de la forma
3

x* —d.

Volumen fijo d (m?)

/V=x3-—d
VA
v\ Y
/e .
X X d{/ X
|
I _
fo: f —g o dte—a fOd:R —R
X — X3 x —x7+d Xx— x°—d

Estas dos funciones pueden considerarse como la
suma de una funcidén clbica pura y una funcién
constante (la representada por d en el primer

caso y la representada por —d en el segundo
pues x* + (—d) = x> —d).
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— Podemos considerar un tanque clbico de es x° y el del segundo serd cx. Asi el volu-
lado x y otro tanque de aitura también x, men total estard dado por la suma de las dos
cuyas caras horizontales son dos secciones fi- funciones anteriores.

jas, de drea ¢ {m?). El volumen del primero

[ F

e et e e e o | — —

»
e X »
}
X
Seccion
fija c (m?)
<
«— X >
|
|
I
/ o
/
/
« X »
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Seccién fija ¢ (m?)

V, = x3 +¢x

Si consideramos que el segundo tanque estd
adentro del primero y el volumen que nos intere-
sa es el no ocupado por el tanque de seccion fija,
este volumen sera:

V, = x> —e¢x

En estos dos casos vemos que la funcidén volu-
men que obtuvimos es la suma de una funcién
cUbica pura y una funcién lineal {la representada
por ¢x en el primer caso, y la representada por
— cx en el segundo pues x3+ {—cx) = x3 — cx).

— Supongamos que hay que construir un tan-
que con dos compartimientos uno cubico de
lado x y otro de anchura fija b {(m) y con las
otras dos dimensiones iguales a x.

Nos interesa encontrar la ecuacion de la funcién
del volumen total del tanque con sus dos com-
partimientos.

Para el primer compartimiento del tanque la
ecuaciéon es y = x? y para el segundo comparti-
miento del tanque tendremos que el volumen
esta representado por la funcion cuya ecuacion
es y = bx?, Entonces el volumen total se puede
expresar como:

V, = x* +bx?

anchura fija b (m)

I v~ O Mm

OO DO -
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Si en este Ultimo caso nuestro interés es el de
separar, dentro de un tanque cubico de lado x,
un compartimiento de anchura fija b y con las

otras dos dimensiones iguales a x, el volumen del
otro compartimiento del tanque cubico se puede
expresar como:

\
N

N — e — —

K.—-_-— — — —— —— — —
N

En estos dos Gltimos casos la funcion volumen
obtenida es la suma de una funcidn cubica pura
y de una funcién cuadrada, la representada por
bx? en el primer caso, y la representada por
—bx? en el segundo, pues

x> +(—bx?) = x* — bx?

— Pasemos ahora a otro tipo de situacion dife-

rente que también nos llevard a otro tipo de

funcion cubica.

Para hacer el armazén de un cubo se dispone de
12 varillas de longitud x, pero alguien decide
quitarie a cada varilla un pedazo cuya longitud
es e, esto con el fin de elaborar otra armazon
cubica mds pequefia. En este caso el volumen del
armazon que se puede construir con las varillas
de longitud x—e estd dado por la expresién:

y=({x-e)

Si en el caso anterior a cada varilla original mds
bien se le afiade una varillita de longitud fija e,
entonces la funcidon de volumen estard expresada
por la ecuacion y = (x +e)?.

La representacién grafica de estas dos Gltimas
funciones de volumen se puede obtener a partir
de la grafica de la funcidon clbica pura; para el
caso de y = {x—e)® basta con desplazar dicha

‘grafica una distancia e hacia la derecha del eje

y, el punto (o, o) de la curva original sera ahora

___C\

Anchura fija b (m)

V, = x? —bx?

(e, 0). Para cada punto de la grafica desplazada,
el valor de x se incrementa en e, pero el valor de
la primera funcién en el punto inicial (x, o) es
en cada caso el mismo valor de la nueva funcién
en el punto ya desplazado (x + e, 0). Pareceria
que se debe utilizar la expresién (x + e)® perosi
se ensaya la grafica de x — (x + e)® se observa

* que la curva aparece corrida hacia atras. Este

hecho permite escribir la funcion representada
por la grafica desplazada una distancia e hacia
la derecha como:

fa,e: f§ — R
X — (x—e)?

La imagen de cualquier elemento del dominio
se escribe como:

fO.¢ x) = (x—e)3
(x—e)(x—e)?

(x —e) (x? — 2xe +e?)
x® —3x%e + 3xe’ —¢°

0 sea como:
f6,8(x)= x> — 3ex? + 3e?x —¢3

Esta expresion es de la forma
ax® + bx? +cx +d con
a=1, b=—3e, ¢c=3e?, d= —1
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Si la grafica de la funcion cibica pura se despla-
za ahora una distancia e hacia la izquierda del
eje y, la nueva funcion representada es aquella
que a cada elemento del dominio o envia en la
imagen (x + e)®. Esto permite escribir la funcién
representada por la grafica desplazada una dis-
tancia e hacia la izquierda, como:

fa,e: @ — &
X — (x+e)

La imagen de cualquier elemento del dominio
se escribe como:

f,¢ (x) = (x +e)?
= (x+e)(x+e)

(x +e) (x? + 2xe +e?)
= x% +3x%e + 3xe? + €3

y finalmente
fO,e(x)=x* + 3ex? + 3e?x +¢°

't

Esta expresién también es de la forma

ax® + bx? +cx +d
ahora con
a=1, b=3e, c=3e?, d=1

A una funcién que pueda expresarse con un tér-
mino como: ax® + bx? + e¢x + d (o0 con una ecua-
cion como y = ax® + bx? +cx + d) la lamamos
“funcion cubica general”. La funcién ‘‘cubica
pura’ tendria sélo la forma ax’®, o sea que los
coeficientes b, ¢, y d serian todos iguales a cero.

El estudio de las funciones clbicas se puede
aprovechar para hallar aproximaciones a raices
cubicas por exceso y por defecto. Veamos algu-
nos ejemplos:

1— ¢Cual es la longitud aproximada de la arista
de dos tanques cubicos cuyas capacidades
son de 100 m3® y de 250 m® respectivamente?

1 1
1 : ‘
|
i : | \
: 1
]
(I '
" v
3 - — — - T
= b : Para solucionar este ejercicio es posible que
b | primer i h slcu-
i el primer intento sea hacer ensayos de calcu
_____ J_3 - = ! . .
250 > 1 T | Ay =127 lo mental para llegar después de varios titu-
T : beos (algunos de ellos sorprendentes) a ubi-
216 p-— - - - -4 -1 car la raiz cubica entre los dos enteros positi-
Lo ] i’? - vos consecutivos correspondientes. Esto
YA I puede crear la necesidad de elaborar la lista
126p- — - -7-¢ 1 de los primeros nimeros clibicos:
100 b - = (x, 100)L Ay = 61
LI B |
64— — — ~= -
iAx = .1| X
: 11l
S R | I I N T >
0Of 1 2 3 4 56 7 8 X
d

e
n3

1]8{27|64|125l 216|343l 512|729| 1000| 1331 ...

Una vez precisada la parte entera de la raiz
se pueden hacer algunas estimaciones para la

parte decimal y utilizar la calculadora para
verificarlas.
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La representacion grafica de la funcién cdbi-
ca también puede ser Gtil para resolver este
tipo de ejercicios. Podemos considerar una
rama de una curva que no tenga mucha
“comba’ como si fuera recta; para decirlo
mds precisamente podemos considerar la
recta entre dos puntos de 1a curva como una
buena aproximacién a la rama de la curva
entre esos dos puntos. Seqin la comba de la
curva, la recta va a estar por encima o por
debajo de la curva.

En la porcion de la curva que representa la
funcion cubica entre 4 y 5 que hemos consi-
derado como ‘“‘recta” encontramos los
puntos (4,64), (x, 100) y (5,125). Liamemos
“incremento vertical”’, simbolizado Ay, la di-
ferencia entre los dos niimeros clbicos con-
secutivos (valores de la funcién) entre los
cuales estda el nimero cuya raiz cubica se
desea hallar; en este caso el incremento verti-
cal es Ay = 1256—64 = 61. Llamemos “incre-
mento horizontal”, simbolizado Ax, la dife-
rencia entre las abscisas correspondientes. La
diferencia entre la abscisa que buscamos
{raiz cibica de 100) y la abscisa del punto
de partida, llamémosla d. Esta diferencia va
a ser menos que uno y por o tanto va a
representar la parte decimal de la raiz busca-
da. Llamemos y, a la ordenada del punto de
partida del segmento de recta; en este caso,
yo = 64

Entonces tenemos:
y—ye _A4y

d AX
o también

Ay

=—2 d + ohordenac;a del punto de partida
Y= 7x y

Para el caso del tanque cubico cuyo volumen
es de 100m? tenemos:

Ay = 125 — 64 = 61

AX = 5—4 =1
Yo= 64
Entonces:

100 = 61d + 64
36 = 61d
d=-2% 05906

La arista del tanque es aproximadamente
igual a 4m + 0.6 m = 4.6 m. Si verificamos
hallando (4.6)° encontraremos que

(4.6)° = 97.3; luego este valor de la arista es
una buena aproximacion por defecto a la
raiz cibica de 100.

Para el caso del tanque cubico cuyo volumen
es de 250 m? tendremos:

Ay = 343 —216 =127
Ax = T7-6 =1

y = 250
yo = 216
Entonces:

y =127d + 216
250 =127d + 216 |
34 =127d

d=3%4 _0267:03
127

Por lo tanto, podemos ensayar como arista
una longitud aproximada de
6m+0.3m=6.3m

Verifiquémoslo hailando el cubo de 6.3:

(6.3)* = 250.047; luego 6.3 es una buena
aproximacion por exceso a la raiz cubica de
250, y la longitud de la arista del tanque de
250 m es de 6.3 m aproximadamente.

Veamos otro ejemplo: En un tanque clbico
de 8.5 m de arista {Cudntos metros cubicos
de miel de cafia se pueden depositar? La for-
ma mds inmediata de encontrar la respuesta
puede ser hallando 8.5° = 614.1

Podria resultar mas facil proceder por aproxi-
macion invirtiendo el proceso anterior:

En este caso d = 0.5; vamos a encontrar
f{x+d):

f(x)=0512; f(x+1)=729, entonces:

f(x +d) =1Iflx+1) —f(x)]ed+f(x)
=Ayed+yo

f(x +d) = [729 -~ 512]¢0.5 + 512

f (x +d) = (217) (0.5) + 512 = 108.5 + 512

f (x +d) = 6205
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Comparando este valor con el valor de
8.5% = 614.125, vemos que pudimos encon-
trar una buena aproximacion por exceso al
valor del cubo de 8.5

El problemita anterior también puede solu-
cionarse utilizando la ecuacion de la funcién
cubica general, y considerando como punto
de partida (x., yo) = (8,5612);

entonces _
y = (%o +d)® = x3 +3x3d + 3x,d?

Cuando d es positivo y menor que 1, d? vy
d® son més pequefios que d, y podemos
pasarlos por alto en una primera aproxi-
macion.

y =%+ 3% d+ 3x.d* + &

y=512 + 3x 64 x 0.5 calculamos este valor
512+ 3x64x05=512 + 96 = 608

entonces y = 608

3-—

a)
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Para obtener un valor mas préximo, se pue-
de calcular también el término 3x.d?:

3x%.,d? = 3x8x0.25=6,

entoncesy = 608 + 6 = 614

Ya obtenemos la parte entera completa

(Queda faltando sélo el término d*, que es
0.125, la parte decimal de! cubo de 8.5).

Se necesitan dos tanques cibicos para depo-
sitar 10000 m?® y 100000 m® de liquido.
¢Cuadl debe ser aproximadamente la longitud
de las aristas de cada tanque?

En estos dos casos el volumen es un mdltiplo

de 1000; entonces bastaria hallar la raiz ci-

bica del otro factor y multiplicarla por la
raiz cbica de 1000 que es 10.

710000 = 10¥ 10; </ 10estdentre2y 3

10 = (27-8)d+8

10 = 194+ 8
-2 :om
19
JI0 = 211

J10000 = 10x2.11=21.1

Como 21.1° = 9 393.93 podemos considerar
que 21.1 es una buena aproximacién por
defecto a la raiz cibica de 10000.

b)

/100000 = 103/700 = 10 x 4.6 = 46

Como 46° = 97 336; 46 es una buena aproxi-
aproximacion por defecto a la raiz cibica de
100 000 (Ensaye con 473).

La longitud de la arista exterior de un tan-
que cubico es de 10 m y por eso esta marca-
do por fuera (equivocadamente) “1000 m3”
Pero la arista por dentro es solo de 9.7 m.
¢Cuantos metros cubicos de liquido pierdo
cada vez que lo mando llenar si la factura de
cobro viene por 1000 m*?

9.7° = (10-0.3)* 210® —3x10% x0.3
calculemos este valor: :

10° - 3x10% x0.3= 1000 —300 x 0.3 =
1000 — 90 entonces 9.73 = 910,

La pérdida es aproximadamente igual a 90
m?® (Es un poco menos: calcule el siguiente
término 3 x 10 x 0.32).

Para continuar con el estudio de las ecuacio-
nes y particularmente con el de las cubicas es
conveniente leer en el programa de 82 uni-
dad 2, la lectura introductoria: Ecuaciones
de primero y segundo grado: El manejo de
expresiones algebraicas como simbolos de
funciones.

Las ecuaciones cubicas, como las de primero
y segundo grado, pueden considerarse tam-
bién como adivinanzas; en los casos mas
faciles la solucion se halla mentalmente; a
medida que la adivinanza se complica, los
mismos alumnos experimentaran la necesi-
dad de escribir simbolos.

VVeamos algunos ejemplos:

A.

¢Puedes encontrar nimeros que restados de
su cubo den como resultado cero?

La anterior adivinanza también podria for-
mularse asi: ¢Es posible encontrar nimeros
cuyos cubos sean iguales a ellos mismos?
{Cudles son estos nameros?

" El conjunto de las soluciones para éstas adi-

vinanzases {—1,0,1}

Las expresiones algebraicas correspondientes
seriann® ~-n=0,0p> =p

El doble del cubo de un ndamero es igual al
doble de dicho nimero ¢cudl es el nimero?
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Nuevamente el conjunto de las soluciones es
{ —1l Ol 1 }

Este tipo de adivinanzas del aigebra verbal
podrian resumirse mediante la expresién
simbdlica:

ax’ +x=0o0ax*+cx=0

¢{Qué namero desaparece si su cubo se dupli-
ca y a ese duplo le resto 16?

Esta adivinanza se ‘“adivina” facilmente
transformandola asi: :

éCual es el nimero cuyo cubo duplicado es
igual a 16?

La transformacién simbdlica pasa de

2x® —16=0a2x’ = 16.

Este otro tipo de adivinanzas del dlgebra
verbal podrian resumirse mediante la expre-
sion simbdlica: ax® + d = 0.

éCual es el nimero cuyo cubo es el duplo de
su cuadrado?

éCudl es el nGmero cuyo cubo es igual al
cuadrado de su duplo?

¢Cudl es el nimero cuyo cubo es igual al
opuesto del cuadrado de su duplo?

La expresién simbdlica que resume a este
otro tipo de adivinanzas es:

ax® + bx? = 0.

Las adivinanzas de tipo ax® + ¢cx +d = 0
dieron lugar a concursos matemadticos en
ltalia en el siglo XVI. Tartaglia fue por un
tiempo el Unico que podia resolverlas. Car-
dano publicé la solucién en 1545, y vya
todos podemos resolverlas si tenemos un
poco de paciencia.

(La adivinanza general
ax® + bx? + cx + d = O se puede resolver
reduciéndola a la anterior).

Esta forma de resolver las ecuaciones clbi-
cas considerandolas como adivinanzas podria
utilizarse para cualquier ecuacién lineal o
cuadratica; bastaria pasar la ecuacién al len-
guaje del dlgebra verbal.

Sin embargo cuando la expresidn simbodlica
tiene mas de dos términos, no resultara siem-
pre facil ‘“‘adivinar’ los valores de x que la
satisfacen, y serd entonces necesario utili-

a)

b)

c)

X

zar algunas técnicas especiales para hallar el
conjunto de las soluciones. Esto es lo que
motiva para aprender esas técnicas y apreciar
el poder de la notacién simbdlica.

El nimero de elementos del conjunto de las
soluciones de una ecuacion depende del gra-
do de ésta; dicho grado estd dado por el ex-
ponente del término de mayor exponente.
Asi las ecuaciones lineales son de grado uno,
las cuadrédticas de grado dos y las cibicas de
grado tres. Entonces el conjunto de las solu-
ciones tendrd maximo uno, dos o tres ele-
mentos respectivamente. Estos elementos
son llamados los ceros o las raices de la ecua-
cion.

En el caso de las ecuaciones lineales se tiene
una sola raiz.

Ejemplo: 3x =6 =0, laraizes 2.

En el caso de las ecuaciones cuadraticas el
conjunto de las soluciones puede tener un
elemento cuando las dos raices son reales e
iguales, o puede tener dos elementos cuando
dichas raices son diferentes.

Las raices pueden ser niimeros reales o nime-
ros imaginarios.

Ejemplos:

x? + bx + 6 = 0, Factorizamos:
(x + 3) {x + 2) = 0 El conjunto de las solu-
cioneses {—3, -2 }

x? — 4x + 4 = 0 Factorizamos:

{(x — 2} (x — 2) = 0 cuando x = 2. El conjun-
to de soluciones se reduce a {2 }

En este caso se dice que 2 es una raiz doble.

x? —-2x+4=0

_2+/4-T6 _ 2+ 12
2 2

1+V(4)o(—3) 1‘+2\/ -3
- 2 2

x=12v/-3=1+t+/3ey -1

X = 1+V/3i; x2=1-=/3i

Para las ecuaciones ciibicas vamos a encon-
trar tres posibles raices o ceros. Los valores de
las tres raices pueden ser todos diferentes; pue-
de haber dos raices iguales {raices dobles) y en

X =
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casos especiales las tres raices pueden tener
el mismo valor (raices triples).

Como en el caso de las ecuaciones cuadrati-
cas los valores de las raices pueden ser nu-
meros reales o nGmeros imaginarios. A estos
valores se les acostumbra llamar raices o
ceros reales, y raices o ceros imaginarios.

Veamos algunas formas de hallar los ceros de
ecuaciones cubicas.

— Por inspeccion

Cuando se ha llegado a tener suficiente fami-
liaridad con ellas, para algunas ecuaciones
de dos términos ‘‘la inspeccién’’ u observa-
cion atenta de la ecuacion puede sugerir el
valor de una de las raices.

Ejemplos:

a) x*+x=0 Se puede captar rapidamente
que la ecuacién se cumple

cuando x = 0.

b) x*-x=0  Se ve que el cero y el uno son
raices.
(El -1 es mas dificil de obtener

por inspeccion).

c) 2x3 -2x? = 0 En este caso el conjunto de
las solucioneses {0, 1}

d x*+1=0
e) 8-x3=0

Cuando x = -1

cuandox = 2.

Cuando se trata de una expresion de la forma
ax® + bx? + cx+ d = 0, podria ser suficiente en al-
gunos casos, verificar si corresponde al cubo de
ja suma o al cubo de la diferencia de dos térmi-
nos de la forma (x+n) o {(x - n).

Ejemplos:

a) x*+3x* +3x+1=0
se puede verificar que
x3 +3x2+3x +1=(x+1)°
(x + 1)® = 0 cuando x = —1, en este caso las
tres raices tienen el mismo valor y el conjun-
to de las soluciones es {—1}

b) 8x3+60x? + 160x + 126=0
8x® + 60x? + 150x + 125 = (2x + 5)°
(2x + 5)* = O cuandox = —2.5
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c)

d)

a)

Si la expresion no corresponde a (x + n)® o
(x — n)3, todavia podria corresponder a un
producto de 1a forma

(x = n} (x? + bx+c)
Ejemplos:

x3+x?2 —2x=0
x (x* +x—2)=0; como
x2+x—2= (x+2){x—1) entonces

x(x+2)(x-1)=0

cuando x toma valores en el conjunto
{—-2,01}

x3 +6x? +6x=0
x (x? +bx + 6)=0;
x? +B6x+6=(x +3)(x+2)

x(x+3)(x+2)=0;
cuando x toma valores en el conjunto
{-3,-2,0}

Por ensayo de divisiones enteras del término
independiente:

Ejemplos:

x3 —2x* —-Bx+6=0

Factoresde 6: +1,+2,+3
Parax=1:(1)> —2(1)? —5(1) + 6=
1—2-5+6=0,1esunaraiz
x==—1:(=1)® —2(=1)> =5(-1) + 6=
—1-2 +5+ 6 = 8nosirve

Parax = 2: (2)® —2(2)2 —5(2) +6=
8—-8—-10+6=—4nosirve

x = —2: (=2)°.-2(=2)> — 5(-2) +6 =
—8—-8+10+6=0,—-2esotraraiz
Parax = 3: (3)° —2(3)> —5(3) + 6=
27 —18—-15+6=20, 3es laotraralz

Las raices o ceros de la ecuacion son los ele-

mentos del conjunto { —2, 1, 3} .

x3 —6x2 +10x—12=0
Factoresde 12: +1,+2,+ 3,+ 4, £ 6.
Parax = 1: (1)> —5(1)? + 10(1) - 12 =
1=5+10—-12= —6 nosirve
x=2:(2)° —5(2)2 + 10(2) — 12 =

8 —-20+20—12= —4 nosirve

tn
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Parax = 3: (3)> —5(3)* + 10{3) - 12 =
27—45+30-12=57-57=0,

3esunaraiz

Ensayando con los otros factores de 12 no
da cero el valor de la expresion.

— Por division por un factor (x + n) una vez

hallada la primera rafz por cualquier mé-
todo:

a) Supongamos que en el ejempo anterior:
x3 — 6x? + 10x — 12 = 0, ya encontramos
la primera raizx, = 3 ‘

Ya sabemos que (x — x,), o en este caso
{x — 3), es uno de los factores de
x* —bx? +10x — 12

Podemos dividir esa expresiéon por x — 3:
x> —bx? +10x — 12 | x—3

.__x3 +3X2 X2 -2x+4
—2x? +10x
+ 2x? —6x
4x — 12
—4x + 12
0

x® —bx? + 10x — 12

= (x — 3) (x? —2x +4)
=0,%x, =3

Basta ahora buscar las raices de

x?—-2x +4=0

21\/4—16=2t\/—12
2 2

x=12+ =3
X, = 144/ 30, %3 =1—+/3i

X =

o por el método de ‘“‘partir, cuadrar y res-
tar’’ (ver programa de 89. grado):

SUGERENCIAS METODOLOGICAS

b) x> -3x2+x+5=0
Factores de 5: + 1
Parax = —1: (—1)> = 3(—-1)2 —=1+5=0

Por lo tanto, unaraizes x;, = —1. Dividimos
porx + 1:

x3 —3x* +x+5| x+1

x* —4x+5

—x3 —x?
—4x? +x

+ 4x  +4x

bx +5
—bx—5
0 0

x3 —3x2 +x+5=

(x+1)(x* —4x +5), x, = —1

1

Basta ahora encontrar las raices del factor
x? —4x +5

x? ~4x+5=0

< = 4+ 16—-20
2
2: Y =% Loy
2
X,= 2 +1
X3= 2 —Ii
Por el méto;jo de ““partir, cuadrar y restar”’:
x? —4x 35 -
2"+ 1

Conviene iniciar el -estudio de las funciones cu-
bicas con ejercicios que consistan en hallar el
volumen de algunos cubos conociendo la longi-
tud del lado. Si se presentan dificultades para
calcular el volumen, pueden construirse algunos
cubos ya sea con cubitos de az(car u otro mate-
rial disponible en el plantel. Muy pronto los

alumnos encuentran que la funcién cubica sim-
plifica el trabajo de contar los cubitos de azucar,
de madera, de material acrilico, etc. Basta con
elevar al cubo el nimero de cubitos gue tiene el
lado de una de las capas o de una de las aristas
de dicho cubo. '
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NUmero de cubitos de una capa = 4 x 4 = 16
NOmero de cubitos de las 4 capas = 4 x 16 = 64

Es importante que los alumnos aprecien la dife-
rencia entre el volumen de un cubo de lado
(LeZz") vy el de otros cubos de lado { + 1,
{ +2, 1+3, L+ 4, etc. También es importante
observar cémo varia el volumen de un cubo
cuando la longitud del lado estd comprendida

V=4
V=4e4e4=164

entre 0y 1esdecir 0 < [ <1, le®k™, con pasos
de 0.1,

Puede ser (til consignar y ordenar los resultados
en tablas como:

{ (cm) 10 | 11 l 12 | 13 l 14 ‘ 15 | 16 ‘ 17 ‘ 18 ‘ 19 ‘ 20

{3 (em?) | 1000 | 1331 I 1728 I 2197| 2744 l 3375 '4096 l 4913 I 5832 I 6859 | 8000 ...
{ tem) | 0. l 0.2 | 0.3 l 0.4 ] 0.5 l 0.6 l 0.7 ' 0.8 | 0.9 l 1

{3 (cm®) | 0.001 I 0.008 l 0.027 I 0:064 I o.125l 0.216 ! 0.343 I 0.512 I 0.729‘| 1

- Otra tabla como la siguiente permite hacer una
apreciaciéon un poco mas completa de la forma
como varia la funcién volumen y permite ubicar

O(Cn'n‘olo.z| 0.3 ‘ 0.511‘2

algunos puntos en el primer cuadrante de un
plano cartesiano para trazar la grafica aproxima-
damente de la funcion cubica pura.

3
I (em?) I 0 ’ o.oos| 0.027 I o.125| 1 I 8

De esta tabla y su representacion grafica cartesia-
na podrian obtenerse algunas observaciones que
adquiririan mayor significacién con ejercicios
como:

— Si duplicamos la longitud a del lado de un
cubo, ¢cudl sera la relacidn entre el volumen

del ““nuevo cubo’ y el volumen del cubo

inicial?

— Si queremos obtener un cubo cuyo volu-
men sea la mitad del volumen del “‘antiguo
cubo’, ¢cudl es el operador que debemos

148

aplicarle al lado del antiguo cubo para obte-
ner el lado del nuevo?

— Si le sacamos la mitad a la longitud b del
lado de un cubo, {¢cual serad la relaciéon del
volumen del ‘“‘nuevo cubito’ y el volumen
del cubo inicial?

— Si deseamos duplicar el volumen de un cubo,
¢cudl es el operador que debe aplicarse a la
longitud inicial del lado para obtener la del
nuevo lado? (Este es uno de los problemas

N m (9]
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mas famosos de la historia de las matema-
ticas).

Una vez se considere la funcion cibica, expresa-
da por el término x* o por la ecuaciéon y = x3,
en los nGmeros reaies, y se haga su representa-
ciéon grafica, conviene observar lo que sucede
al tomar valores mayores que cero, o valores me-
nores que cero del dominio de la funcion. Las
imdgenes correspondientes al primer caso son
valores cada vez mayores, lo que hace que esta
rama de la curva crezca positivamente; en el
segundo caso los valores de las imdgenes son
cada vez menores, y la otra rama de la curva de-
crece (o crece negativamente} en forma simétri-
ca a la anterior.

Esta simetria no corresponde a una reflexion
en un espejo planosino a una simetria rotacional.
Si se hace una rotacidon de media vuelta con cen-
tro en el origen {0, 0), el punto (1, 1) coincide
con (=1, —1); el punto (2, 8) con (-2, —8); el
punto (2.5, 15.625) con (—2.5, —15.625), etc.

v 4

y=x" +4—1T

(0.4)

se podria considerar la simetria también como
una reflexion de cada punto en un imaginario
‘“espejo puntual’ colocado en el origen.

Por eso se dice que el simétrico del punto (1, 1)
es (—1, —1) el de (2,8} es (—2, —8), el de
(2.5, 156.625) es (—2.5, —15.625) es decir que
para cualquier punto (x, y) de la gréfica de la
funcién, el punto (—x, —y) también estd sobre la
grafica.

Para el estudio de las funciones de la forma
y = x* + b conviene partir de ejemplos como los
sugeridos en los contenidos bdsicos y trabajar
también a partir de la grafica de la funcién cdbica
pura, proponiendo ejercicios como:

— Si la gréfica de la funcién cibica pura se
desplaza 4 unidades hacia arriba ¢qué pasa
con el valor de las imagenes? ¢Cudl es la ex-
presion para la funcién que representa la
curva desplazada?

En la grafica anterior se puede observar que
la distancia vertical entre un punto de la cur-
va de y = x?, y la de su trasladado en la curva
dey = x3 + 4 es siempre la misma, es decir
que el valor de cada una de las imagenes de
la nueva funcién aumenta 4.

A partir de situaciones como las propuestas
en los contenidos bésicos y de las reflexiones
hechas para el caso anterior los alumnos pue-
den inferir cudl seria la funcién correspon-
diente a la curva cuando el desplazamiento
se efectia 4 unidades hacia abajo.
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Para el estudio de las funciones y = (x —e)?
ey = (x + e)® se pueden presentar los dos
ejercicios del armazén de un cubo que se
propusieron en los contenidos basicos. Pero
también es conveniente e interesante realizar
algunas construcciones de cubos que respon-
dan a ejercicios como: )

Con cubitos de madera de 1 cm de arista o
con cubitos de azlcar, construir un cubo de
2 cm de lado (pegar los cubitos para que el
cubo no se desarme). A partir de este cubo
armar el de 3cm de lado y observar las placas
y barras, formadas con cubitos, que van agre-
gandose al cubo inicial para transformarlio en
el nuevo cubo.

Observardan que para completar éste (ltimo
es necesario colocar otro cubito en una es-
quina.

Para diferenciar las placas y las barras se pue-
den pintar con tizas de diferentes colores.
Asi encontraran que el nuevo cubo estéd for-
mado por:

. el cubo inicial (23)

. tres placas de cuatro cubitos (3 x 22),
. tres barras de dos cubitos (3 x 2),

. un cubito

El ndmero total de cubitos es 27, o sea 3°
cubitos. El nuevo cubo representa (2 + 1)3
y el nimero total de cubitos se puede expre-
sar asi:

27={2+1P =2°+3x2? +3x2+1

Se sabe que (x + e)® =
x? + 3ex? + 3e?x + e® para este caso

x=2,e= 1entonces 3e = 3;3e? =3

e’ =1

Construir, a partir de un cubo cuya arista es
de 3 unidades de longitud, un cubo cuya
arista tenga 2 unidades mds de longitud que
el cubo inicial.

Una vez construido el nuevo cubo, se puede

descomponer en las siguientes piezas (o vice-

versa)

. el cubo inicial (3%),

. tres placas formadas por dos capas de 9
cubitos cada una (3 x (2x9) ),

. tres barras formadas por tres capas de 4
cubitos cada una (3 x {3x 4) ),

. un cubo formado por 8 cubitos.

Es grato verificar que la suma del numero
total de cubitos que forman las ‘“‘ocho piezas”’
esiguala 1256 = 63,

(3+2)° =3 +3x(2x9)+3x(3x4)+8
=3 +3x3* x2+3x3x2% +23
=27 +54 + 36 +8= 125

Asi hemos utilizado la expresion de la fun-
cién clbica general para hallar la imagen de
5 a partir de la imagen de 3.

También es posible obtener el cubo de 3 a
partir del cubo de 5 construido anteriormen-
te. Para ello serd necesario quitar un cubito
de 8 de una esquina, y luego desmontar tres
piezas de 25x2 menos 5 x 4 cubitos, o sea
quitar 98 cubitos en total, 125 — 98 = 27,

(5 —2)°

126 -8 —3x (6% x2 — 56 x 2?)
126 -8 -3 x5%2+3xbx2?

125 —3xb? x2+3xb5x2% -8
126 —150+60 —-8=125—-98
= 27

Para hallar el cubo de la suma o de la dife-
rencia de dos términos se puede utilizar la
expresion de la funcion cubica general:

(x+y)® =x>+3x%y + 3xy? +y°

(x —y)® =x% - 3x%y + 3xy’—y?

La funcion clbica pura se puede utilizar en
fa solucion de problemas como:

Si se construyen cajas rectangulares que tie-
nen el doble de ancho que de profundidad y
el doble de largas que de anchas, {cudl sera
el volumen de éstas cajas?

La proporcion entre los lados puede expre-
sarse asi: '

@
p {
1:2::2:4
pra::a:{
Vipal)=p-a.l

cic

pa
cit
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Podemos expresar las tres dimensiones a
partir de una de ellas.

V (p)=p x 2p x 4p =8p°

V(a)=%axax2a=a3
V(Q)=%Qx%ﬂxﬂ=%03

En general si la “proporcion” entre los lados
es conocida e! volumen se calcula con una
funcién clbica pura del tipo ax?.

— Otros problemas propuestos por el docente y
aquellos que formulen los alumnos segura-
mente le dardn gran interés y sentido al estu-
dio de las funciones clbicas.

CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Consideremos el caso de una fabrica cuyo
reto consiste en duplicar cada afio su produccion
a partir de cierta produccién inicial p que traia
de los afos anteriores. Durante el primer afio del
Plan de Duplicacion Anual, la producciéon deberd
ser p = 2 po; durante el segundo afio,

p2 = 2 (2ps) = 2% p,; durante el tercero,

p; = 2(2%p,) = 23p,, y asi sucesivamente hasta

el n-esimo afio, en el que la produccién sera
pn = 2(21’1_1 po) = 2npo.

Este proceso de cambio en la produccion se pue-
de expresar mediante una funcion cuya ecuacion
podria ser p. = 2'p,, donde p, indica la produc-
cion durante el afio t. El subindice t sirve pues
para indicar que estamos hablando de la produc-
cion en el tiempo t. También podemos indicar lo
mismo si escribimos p(t): p{t) = 2'p,. En estas
formulas, p, es la produccién inicial, que es una
constante conocida en cada caso concreto.

{Qué pasaria si la ecuacién fuera p(t) = 1'p.? (o
sea si la base fuera 1)

Ensayemos a calcular la produccién en el 19, 20
y 3er. afio:

p(1)=1Tps =ps
p(2)=1%ps = ps
p (3)= 13po = Po

En tugar de una fébrica ambiciosa se trataria de
otra que prefiere mantener constante su produc-
cion todos los afios; podriamos expresar esto
mediante una funcidén cuya ecuacion seria ahora
plt)= 1'po o simplemente p(t) = p,, es decir
qgue para cualquier valor de t, la produccion es
siempre la misma p.. Estariamos pues en presen-
cia de una funcidn constante.

¢Qué pasaria si la base fuera 3, p(t) = 3'Po?

Veamos:

p (1) = 3"p, = 3p,
p (2) = 32 po = 9p.
p (3) = 33p0 = 27po

Vemos que la funcion exponencial con base 3
crece mas rapidamente que la que tiene base 2,
propuesta inicialmente,

Ensayemos con la que tiene base 10.

p (t) = 10'po

p (1) = 10'p, = 10p,

p (2) = 10%p, = 100p,
p (3) = 10°p, = 1000p,

iEl crecimiento es tremendamente rapido!
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En particular cuando ps = 1 la ecuacion de la
funcion, para la produccién de la fabrica de que
se hablé inicialmente, es p(t) = 2!

Sip. = 100, p(t) = 100 « 2!

Situaciones como la anterior se pueden modelar
con un tipo especial de fynciones llamadas expo-
nenciales. Estas funciones tienen la particulari-
dad de que dado un numero fijo b llamado base
que se suele tomar mayor que uno, transforman

a cualquier nimero real dado x en el resultado

de elevar la base b al exponente x.

La funcion f,, © b’ :x — b* se puede notar
bt( ), b ( ), exp( ).

Cuando el nGmero fijo b es un entero positivo y
los valores de x son enteros positivos,se tendrd
una funcion definida de Z* en Z* que transfor-
ma a x en una potencia de b: precisamente en la
potencia x de b.

Maguinas exponenciales

\—

Para b todavia no determinado

En =2

N

Parab = 2

Figura 1

Observemos {a tabla para la funciéon cuya ecua-
cion es y = 2% ,x € Z*, o sea para la funcién
exponencial cuando la base bes b= 2:

La gréfica correspondiente estard constituida
por puntos aislados de la forma (x, 2*) en el
plano cartesiano (ver figura 2).

Si x toma valoresreales positivos la funcién estard

X l 2 | 3 | 4 | 5 definida de & en ®&* y la gréfica resultaréd una
linea continua formada por la representacion de
< l l | I los puntos (x, 2*) en el plano cartesiano {ver
Observemos la tabla paray = 2%, x € & :
1 2 3 5
X - < 3 2
2 3 ! 2 2 3
1 2 ~
2 | 272=y7 | 23 =V% V8 | V32
1.41 1.68 2 2.82 5.65 8
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Figura 2 x — 2% X — 2% Figura 3
Cuando x toma valores en & la funcién estara puntos (x, 2*) en el blano cartesiano (Ver Fi-
, definida de @en &" vy la graficaresultard una linea  gura 4).
{da continua formada por la representaciéon de los
1 el
Veamos la tabla y la representacion gréfica de Y4
y=2"xeR: 16
ard [
ina X 2%
de
ver -2 2“2=—i-
_— 2‘1 =1?
L
1 27 1
2 V2 8 Figurad4
- 0 1
1 L
2 22 =42
a4
1 2
2 4 +
f f20 g — g
4 X — 2%
= B 1
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Es posible que antes de abordar el estudio de ia
funciéon exponencial, convenga repasar las pro-
piedades de los exponentes, incluyendo los ex-
ponentes racionales. Entre otras, pueden verifi-
carse igualdades como:

4 -5

También pueden proponerse ejercicios, para
hallar el valor de x, como los siguientes:

8% = 32; (2°)* = 32; 62% =216; 2%*4*=

Disefio patrén ter. modelo

Otro problema que puede motivar la presenta-
ci6n de funciones exponenciales podria ser:

— Un disefiador de modas debe elaborar 6
modelos nuevos en un plazo de 3 semanas.
Para ello dispone de un disefio patrén que le
permite agregar, cambiar de sitio o suprimir
accesorios para variar los modelos. En su pri-
mer modelo modifica dos accesorios del
patron y de aqui en adelante modifica dos
accesorios del patrén inicial por cada uno de
los que modifico en el modelo anterior. Para
obtener el Gltimo modelo {cudntas modifi-
caciones tiene que hacer respecto al patrén
inicial? {Cudl es el nGmero total de modifi-
caciones (con respecto al disefio inicial) que
hizo en todos los modelos?

20 modelo

000

2 modificaciones
2 en este vestido

2 en total

3er. modelo

2% modificaciones
8 en este vestido
14 en total
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Trate de detectar un esquema que se vaya repi- .

tiendo, y busque la manera de expresarlo simbo-
licamente.

— Si en el problema anterior el disefiador hace
un sélo cambio en el primer modelo y de
aqui en adelante hace dos cambios por cada
uno de los anteriores, écual serd ahora el
namero de modificaciones del Gltimo mode-
lo con respecto al patrdn inicial? ¢Cuantos
en total?

Obsérvese que en el primer problema, el namero
de modificaciones sucesivas para obtener cada
modelo es 2, 4, 8, 16, 32 y 64. El nimero de
modificaciones del sexto modelo, que en este
caso es el Gltimo, es 64, quees lo mismo que 2°,
y el namero total de modificaciones es 126, o
sea2 +4 +8+16+ 32+ 64, (compare 126 con
el doble del Gltimo nGmero, o sea 64).

En el segundo problema, empezando con una
modificacién, se tendran 1, 2, 4, 8, 16, 32 modi-
ficaciones sucesivas. El nimero de modificacio-

nes del Ultimo modelo es 32 = 2% -! | En total se
tendran 63 modificaciones o sea
1+2+4+8+16+ 32.

{Compare 63 con el doble del G4itimo nimero, o
sea 32).

En estas actividades, el objetivo importante des-
de el punto de vista cognitivo no es aprender
férmulas y manipular simbolos, sino construir
los esquemas conceptuales que se van detectan-
do en los cdlculos sucesivos. E! esfuerzo de cal-
culo es mecanico y puede hacerse con calcula-
dora de mano; pero el esfuerzo de captar un
patréon que se repite lo tiene que hacer el cerebro
de cada alumno. Cuando haya captado un esque-
ma conceptual (asi todavia no sea muy elabora-
do), tratara de expresarlo verbalmente y luego
con simbolos algebrdicos, para apoyarse en ellos
con el fin de contrastar su esquema hipotético
con el que se va produciendo de hecho con los
cdlculos sucesivos. El sistema simbdlico debe
apoyar y aclarar la producciéon conceptual, no
bloquearla.

CONTENIDOS BASICOS Y SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Antes de estudiar la funcion logaritmica convie-
ne recordar los conceptos mencionados en estos
dos primeros objetivos que fueron trabajados en
8o. grado (objetivos 99 y 100).

Con respecto a las relaciones funcionales es facil
reconocerlas por su esquema de lectura, ya que
en él cabe un articulo definido antes de la pala-
bra que designa la relacion.

Si consideramos la expresion ‘. . . es logaritmo

en base diez de. . .”’, es valido cambiarla por

X3

... es el logaritmo en base diez de. . .” intro-
duciendo el articulo definido el; pero si escribi-
mos ‘.. . es un logaritmo en base diez de. . .”,
seria facil que nos interpretaran el articulo
indefinido un como si estuviéramos insinuando
que hay mads logaritmos en base diez para ese
namero.

Esta inferencia no seria correcta pues cualquier
namero real positivo tiene un Unico logaritmo

real en base diez.
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También podemos considerar la relacion . . . es

doble de. . .”’ y ver si es correcto modificarla por
¢, . . es el doble de. . .” o por ¢“. . .es undoble
de. . .”’. Es facil constatar 1o poco usual de esta

relacion sin el articulo definido él, ya que las
proposiciones relacionales particulares donde
ella aparece son del tipo: 14 es el doble de 7;

5.es el doble-3- etc. Este hecho evidencia el ca-
5 5

racter funcional de dicha relacion.
¢Cuaél es la accidn inversa de duplicar?

Es necesario pensar en la operacion que ‘‘saca
la mitad”’, pues si al duplo de algo le sacamos la
mitad se vuelve a aquel ‘‘algo” que se tenia ini-
cialmente

1
——-X

2x

7= —>14 | 2 -7

Vemos que sacar la mitad después de duplicar da
o mismo que no hacer nada. Entonces la relacion
asociada a la operacidon sacar la mitad, que es
“. . .es lamitad de. ..”, es larelacion inversa de
.. .es el doble de...”. En este caso la relacion
inversa también es funcional porque admite el
articulo definido la.

Si consideramos la relacidn ‘. . . es raiz cuadrada
de. . .”, se puede constatar que si introducimos
el articulo indefinido una, resulta correcta la ex-
presién ‘.. . es una raiz cuadrada de. . .” cuando
el recorrido de la relacion es ®. Asi la proposi-
cion ““—3 es una raiz cuadrada de 9, es correcta

y la expresion ‘“+3 es una raiz cuadrada de 9’

también es correcta.

En estos casos, la inferencia que hace el cerebro
a partir de la expresién ‘‘es una raiz. . .”’, o sea
que hay mds de una, es también correcta. Pero
piense en 0 es una raiz cuadrada de 0.

La expresion es formalmente correcta, pero la
insinuacion de que hay mds raices cuadradas de
cero resulta falsa.

Este tipo de razonamiento preciso, este tipo de
distinciones entre lo que se dice y lo que se infie-
re de lo dicho, esta finura linglistica que detecta
diferencias entre los articulos, los cuantificado-
res y las conectivas, son mds importantes para la
‘formacion légica del alumno que el uso de tablas
de verdad o de abreviaturas simbdlicas para las
conectivas y los cuantificadores.
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Con este tipo de precisiones se va desarrollando
durante todo el afio la primera unidad sobre for-
mas de razonamiento y métodos de argumenta-
cion.

Volviendo al caso de la relacidon ‘. . . es raiz cua-
drada de. . .””, vemos que si se toma todo ¢ como
recorrido, la relacion no es funcional, porque
cualquier preimagen en ®&" tiene dos imagenes: la
raiz cuadrada positivay laraiz cuadrada negativa.

¢Es la inversa de esta relacion, funcional?

Basta volver atrds y mirar las funciones cuadra-
ticas, y en particular las cuadraticas puras, para
ver que la relacion “. . . es el cuadrado de. . .”
si es funcional, aunque no sea inyectiva.

A partir de un ejemplo como el anterior se em-
pieza a reconocer la necesidad de que una fun-
cién sea inyectiva para que su inversa pueda ser
funcién.

Veamos las graficas correspondientes a una fun-
cidn cuadratica pura y a su inversa.

Ay y = x2
1
' ' " —
-2 -1 2 X
f & — §  No es una funcién inyectiva
X p—— X

L A

U0} —®
X b— i'\/ X

No es una funcion

~ O+ N
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Si restringimos el dominio de la funcién cuadra-
tica pura a valores reales mayores o iguales que
cero (x > o), es facil, a partir de las graficas que
ya tenemos, obtener la de esa funcién y la de su
inversa:

*Y

P x
Funcion cuadratica restringida
f+ )ffu{o} — &
X — X2
>

Funcion inversa de f,

t:gu{o} — &
X —_— 8/ X

{Por qué en este caso la inversa también es
funcién?

{Coémo son los grafos de 7,y fi'? {Qué trans-
formacién geométrica se realiza para pasar de
una a otra gréafica?

Notese que la restriccion de la funcion cuadra-
tica pura consistio en restringir el dominio (en el
eje x) de Ra &*y {0}.

La grafica queda reducida a la “‘rama derecha”

de la parabola original. La restriccion en la rela-

cion no funcional ‘‘es raiz cuadrada de’ consis-
ti6 en cambio en restringir el recorrido (en el
ejey) de Ra & U0}

La grafica queda reducida a la “rama superior”
0 ‘“‘rama positiva’® de la parabola original, y
ahora si representa una funcién:

“la raiz cuadrada positiva (0 no-negativa) de”.

Para una funcién inyectiva que no esta total-
mente definida, su inversa no sera sobreyectiva,
es decir el recorrido serd un subconjunto del
conjunto de llegada.

Sugerimos que si en 82 grado no se estudiaron
estos temas, aqui es el momento preciso para tra-
bajarlos con la amplitud y profundidad que el
profesor considere necesarias, teniendo en cuen-
ta el interés de los alumnos.

El grafo de la funcidn inversa de una funcion
dada se obtiene cambiando en el grafo de ésta
Gltima, el orden de las componentes de cada
pareja ordenada; por ésto los conjuntos de salida
y de llegada de la funcién inversa son respecti-
vamente el conjunto de llegada y de salida de la
funcién original.

Retomemos un ejemplo ya mencionado: Consi-
deremos la funcion duplicadora que podemos
simbolizar asi f : x — 2x y que también pode-
mos expresar mediante la ecuacién y = 2x.

a) Representemos esta funcién en el plano car-
tesiano:

¥
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El grafo de esta funcion estd formado por el
conjunto de las parejas de la forma (x, y) donde
la segunda componente es el doble de la primera.
Esto se puede expresar mediante los simbolos
propios de la matematicaasi: {(x,y) | y= 2x}.

b) La expresion para la funcién inversa que po-
demos simbolizar f~' se obtiene reemplazan-
do en la igualdad y = 2x ay por x y a x por
y: x = 2y de donde y =-?2$, entonces

-1. X
f .X‘—o—z—

La representaciéon en el plano cartesiano de f~' es:

Ay /e
Y4
\/,\ //+/
/ 37
/ 7
/ Py
/ 7 §
s -
2t 7 7
VA
/
/.
///
% N
-1 1 -
! 7 x
7t
e,
// /
/ -2
4 /
// /
/ /
/
/
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Es facil ver que la recta que contiene todos los Veamos una tabla de valores y la representacion

puntos del grafo de f~ si la miramos con respec-
to a la recta y = x, {llamada diagonal principal),
resulta ser simétrica a la recta que contiene los
puntos del grafo de f . La transformacion geo-
métrica que consiste en reflejar la grafica de una
relacion R sobre la diagonal principal produce la
grafica de la relacion inversa R™!. El estudio de
reflexiones de distintas gréficas puede aclarar
"mucho las condiciones que debe cumplir una
relacion para que su inversa cumpla otras condi-
ciones (llamadas ‘“duales” de las primeras): ser
sobreyectiva es la dual de estar totaimente defi-
nida, y ser funcional es la dual de ser inyectiva.

" Conviene aqui precisar la diferencia entre la in-
versa de una funcion, su reciproca, y el inverso
multiplicativo o reciproco de un namero.

En este caso la reciproca de la funcién duplica-
dora f que se calcula en x por f (x) = 2xesla

funcic’m%que se calcula en x por
1 _ 1 _ 1
(f ) (x) T - 2=

grafica de

f

lendonde -L

f

X

p—

& — R

2
2X

|-

ol

%l

9
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La grafica es una curva plana llamada hipérbola. -

Obsérvese la diferencia entre la grafica de la fun-
cién inversa de la funcién duplicadora f, o sea
f=, queen x se calcula: f+ (x)=—%—x que

era unarecta, y la de la reciproca —}- que acabamos
de realizar, que es una hipérbofa.

La confusién resulta de la notacién (  )~! que
se usa para el reciproco de un nimero o de una
funcién (o sea para sus inversos con respecto a la
multiplicaciéon), y para la funcion inversa con
respecto a la composicién. Si se reservara ( )™?
so6lo para el reciproco (o inverso con respecto a
la multiplicacién), f! serl’a—}-, y habria que uti-
lizar ( )~ para el inverso con respecto a la
composicion.

Nétese que un ndmero real x no tiene inverso
con respecto a la composicién, porque la compo-
sicién es de funciones, no de numeros, sino sélo
reciproco o inverso multiplicativo; éste se nota
1? ox™!

De ah( la confusién con f ~': pueda significar
1 0 f+ segln el contexto.

f

Inversas de las funciones exponenciales

A veces se habla en singular de la funcién expo-
nencial.

Propiamente hablando, no hay una sola funcién
exponencial, sino toda una familia de funciones
exponenciales, una para cada base b, con b > 1.

Para notar la funcién exponencial con base b,
utilicemos la abreviatura exp, 0 exp, ()

La calculamos en un ndamero real x por
expp( )= b*,

exp, f — K

X)—obx

(Cuando se habla de la funcidn exponencial exp
sin mencionar la base, se sobreentiende general-
mente la base de los logaritmos naturales e, una
constante cuyo valor aproximado es 2.71828 y
cuyo nombre recuerda la inicial del matematico
Leonardo Euler (1707-1783).

Asi, exp (x) =exp, (x) =e*),

Veamos ahora cudles son las inversas de las fun-
ciones exponenciales y establezcamos algunas

relaciones entre cada pareja de funciones: cada
exponencial y su inversa.

La funcién exponencial con base b, cuya ecua-
cién es y = bx, b > 1 ya vimos que tiene como
conjunto de salida los nameros reales y como
conjunto de llegada los reales positivos.

También vimos que para x; # X,, siempre que
b > 1, exp, (x,) # exp, (x,); es decir, la fun-
cion es inyectiva, y por lo tanto su inversa

exp, © exp;)l también es funcidn. Esta funcién

- inversa, denominada funcion logaritmica en

base b, transforma a cualquier nimero real posi-
tivo x que sea la potencia de una base dada b
mayor que 1, en el exponente al que debe ele-
varse dicha base b para que la potencia resultan-
te sea precisamente x.

Notemos esa funcion inversa de exp, con la
abreviatura log, .

log,: &* — & se calcula en x buscando el anico
y que cumpla la condicion de que x = b’ ; ese
y sera la imagen de la funcién Iogb en x:

y = log, (x);dichode otra manera, si f (x)=b",
entonces f~! (x) = log, (x).

Cuando la base b es un entero positivo y los va-
lores de x son enteros positivos, el nimero vy, tal
que x = b’ casi nunca es entero; asi se tendra
una funcién definida de Z* en & U {0} que
transforma a x en el logaritmo en base b de x,
que también notamos Iogb porque hace lo mis-
mo, aunque tiene diferente dominio. ¢{Cudndo
serd y también entero?

Si x toma valores en & *, las imdgenes de Ia fun-
cién log, toman valores en el conjunto &.

Veamos un ejemplo para cada caso. Considere-
mos la funciéon exponencial con base 2, exp,,
cuya ecuacién es y = 2*: |a ecuacion de la fun-
cién inversa log, es y = log, (x).

Hagamos las tablas y las graficas correspondien-
tes a los dominios Z*y / *

)] 0 | 1 | 2 | 3 | 4
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x — log, x

En el Gitimo dibujo hicimos las graficas corres-
pondientes a las funciones exponencial

exp, (y = 2*) y logaritmica log, (y = log, (x))
con el fin de apreciar cémo una grafica es la si-
métrica de la otra con respecto a la recta cuya
ecuacion es y = x. Esto permite también obser-
var que el dominio de la exponencial exp, es el
recorrido de la logaritmica log, , y que el recorri-
do de la primera es el dominio de la segunda.
Algunas parejas del grafo de la exponencial exp,
son (0, 1), (1, 2}, (2, 4), mientras que en el grafo
de lalogaritmicalog, encontraremos, entre otras,
las parejas (1, 0), (2, 1), (4, 2).
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Podrian proponerse algunos ejercicios como:

1. Escribir la expresion logaritmica en la base
apropiada correspondiente a las expresiones
exponenciales siguientes:

L

= 2 o= -2 =
26=5 10 1 | 4 16

-2__1_ 3 1_= -1
27 = /8=2 s =5

Las expresiones logaritmicas, en cada caso, son:

logs (%) = —1

log, (4)=-2 log, (2=

2. Dar la expresion exponencial correspondien-
te a algunas expresiones logaritmicas.

3. Encontrar el valor de x, y 0 b segln el caso:

y = log,, (0.001) log,e (x) = —4

log, (100) = 2 y = logse (216)

log; (x) = -2 Iogb 9)= -2

4. Construir en el mismo sistema de coordena-
das las graficas de las funciones f y g cuyas

ecuaciones son: f(x) = 3* y g(x) = log, (x).

Explicar la relacion entre estas dos funcio-
nesfyg.

5. Construir en el mismo sistema de coordena-
das las gréficas de f(x) = log, (x) para
b=2;b=3yb=10. Comparar?as graficas
{es conveniente usar papel milimetrado vy
calculadora).

6. Si se tiene calculadora con tecla LOG y con
tecla LN, comparar las graficas que se obtie-
nen para b = 10, b= 3, b= 2con LOG y
LN. Asi se observara que LOG calcula log,,
y que LN, calcula el logaritmo en una base
intermediaentreb=2y b= 3.




