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Préologo

El lector o lectora tiene en sus manos un trabajo denso y profundo sobre
las formas de ensefianza inicial del Calculo Diferencial por parte de una in-
vestigadora que siguié a una profesora de un curso del primer ano de una
universidad colombiana. La autora observé las interacciones entre estudian-
tes y profesora sin juzgar los fenémenos como “buenos” o “malos”, tratando
de adivinar los propositos, métodos y técnicas de la profesora y buscando
compararlos con lo que sus estudiantes aprenden o no aprenden bien, o en-
tienden o no entienden bien, o al menos repiten bien después de un semestre
de clases, estudio, resolucién de problemas en clase o en casa, examenes y
otras torturas a los que los somete con la mejor voluntad para que aprendan
algo de matemdticas, “formen su cabeza” y pasen a los cursos superiores
de matemadticas y de otras asignaturas de sus carreras respectivas, sin deser-
tar en el intento.

De lo primero que se sorprendera el lector o lectora —eso espero— es
que por su propia experiencia y por los recuerdos de sus primeros anos de
universidad, sin necesidad de “muestras grandes”, ni de investigaciones lon-
gitudinales, ni multirregionales, algo muy parecido a lo narrado en este libro
le sucedio en su primera experiencia de ensefianza del calculo en el primer
semestre de universidad. En la medida en que converse con otros colegas
y amigos, se sorprenderd mds todavia de que este estudio de caso se extien-
de casi al pie de la letra a decenas, centenares, tal vez a miles de casos en
distintos tiempos y lugares de Latinoamérica. Efectivamente, parece que las
situaciones estudiadas hubieran cambiado muy poco durante la segunda
mitad del siglo XX. Lo grave es que, si seguimos asi, no cambiaran tampoco
durante la primera mitad del siglo XXI.

Pero ;qué hacemos para no seguir asi? He ahi el problema de investigacion
y el principal acicate para proseguirla. Estudios, investigaciones, seguimien-
tos y andlisis parecidos se han repetido periédicamente en muchos paises
sin lograr que su publicacion y difusién cambien las practicas usuales de en-
sefianza inicial del cédlculo. ;Podemos esperar algo mds del presente libro?

Afortunadamente, cuando empezd esta nueva investigacion, pudimos contar
con abundante literatura sobre el tema y, ante todo, con nuevas herramientas
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tedricas para el andlisis de lo que pasa y sigue pasando, asi como para vis-
lumbrar lo que podria cambiarse y no se ha cambiado.

Estas herramientas mds refinadas podrian sintetizarse en tres grandes
tipos: desde el punto de vista epistemolégico, la autora pudo avanzar sig-
nificativamente en las conceptualizaciones sobre los distintos obstaculos al
aprendizaje. Desde el punto de vista didactico, pudo estudiar y utilizar dis-
tintas técnicas contemporaneas de analisis didactico de las situaciones de
aula observadas, y desde el punto de vista semiético, tuvo acceso a las mas
recientes precisiones sobre los simbolos, diagramas, graficos, palabras y ges-
tos del profesor, los estudiantes y los autores de los libros de texto, y sobre
las constelaciones de interpretaciones y modelos mentales de los estudian-
tes y —quien creyera— de los mismos profesores, quienes, a pesar que han
estudiado, ensefiado y saben mucho de matemdticas, parecen tener ciertas
confusiones e imprecisiones que suelen causar insuperables dificultades en
sus estudiantes.

Respecto a los aspectos epistemolégicos, la autora logra penetrar la marafia
de vocablos, definiciones e interpretaciones que circulan en la literatura de
l[a educacion matematica sobre los obstaculos, errores, conflictos, dificulta-
des y concepciones o “misconcepciones” de los estudiantes, para proponer
operacionalizaciones que le permiten atribuir distintas formas de influencia
de las acciones u omisiones de los profesores en los procesos de aprendiza-
je de sus estudiantes, e identificarlas certeramente en los protocolos de las
interacciones de aula observadas en su estudio de caso. Encuentra asi, obs-
taculos semidticos que no producen conflictos semiéticos observables, pero
si agudizan los efectos de obstaculos epistemoldgicos en los estudiantes y
obstaculos didacticos en los profesores. Esta es una primera contribucién
que podrd influir significativamente en las investigaciones ulteriores y en los
cursos de formacion inicial y continuada de los profesores de matemdticas,
no solo en el Célculo Diferencial e integral, sino en muchas otras ramas de
las matematicas.

Respecto a los aspectos didacticos, la autora analiza distintas formas de
andlisis didactico desarrolladas en distintas partes del mundo, especialmente
las herramientas de la Teoria de las Situaciones Didacticas y Adidacticas de
Guy Brousseau; las del enfoque onto-semiético EOS de Godino, Batanero
y Font en la Universidad de Granada, basado en la semiética de Hjelmslev,
con rica y diversificada propuesta de analisis de la idoneidad didactica de la
instruccién; el andlisis didactico de Rico, Gémez y Bedoya en la misma uni-
versidad, orientado por la fenomenologia de Hans Freudenthal, y el enfoque



semidtico-cultural de Luis Radford, con su propia teoria de la objetivacién de
los saberes matemdticos por el uso de los recursos semidticos que circulan
en la cultura del aula. La utilizacién atinada de estas refinadas herramientas
de andlisis de los datos le permite a la autora identificar los episodios clave
y los momentos precisos en los que se cruzan aspectos epistémicos y cogni-
tivos, institucionales y subjetivos y proponer una interpretacion plausible de
lo que ocurre en esos momentos significativos. Logra identificar una posible
nueva categoria intermedia del saber que el profesor toma por epistémico
y trata de institucionalizar en el aula, cuando no corresponde al saber ins-
titucional ni al epistémico del analisis de variables y funciones reales de la
comunidad matemdtica de investigacion. Esta segunda contribucién podra
también ayudar mucho para refinar las futuras investigaciones sobre ensefan-
za de las matematicas y para enriquecer la formacién inicial y continuada de
los profesores de matematicas y, posiblemente, de los de ciencias naturales.

Respecto a los aspectos semidticos, la autora utiliza el enfoque noético-se-
midtico de Raymond Duval para precisar la distincién clave entre el registro
semiodtico como sistema productor de representaciones semidticas con las
que el profesor quiere externalizar sus modelos y teorias matematicas, y las
representaciones semidticas producidas por cada registro semiético, que, a
su vez, son sistemas de trazos y simbolos que requieren interpretacion en
los modelos mentales de los estudiantes. Asi pueden distinguirse dos tipos
de transformaciones de esas representaciones como sistemas simbdlicos:
los tratamientos que transforman una representaciéon semidtica en otra per-
teneciente al mismo registro, y las conversiones que la transforman en otra
representacion perteneciente a otro registro. Con esas finas distinciones de-
tecta la autora la presencia de escrituras con distinta interpretacion en el
algebra elemental, en la geometria analitica y en el Célculo Diferencial, que
la [levan a identificar un deslizamiento entre las notaciones para la derivada
en el Analisis real y para las diferenciales en la Geometria diferencial. Este
deslizamiento de las derivadas a las diferenciales plantea nuevos y profun-
dos interrogantes acerca del saber matematico mismo de los profesores de
Calculo y acerca de las dificultades de comunicacién con sus estudiantes
en los intentos de ensefar estos temas. Espero que esta tercera contribucion
también sirva para potenciar futuras investigaciones y eventos de formacién
inicial y continuada de profesores de mateméticas, que puedan comenzar
a cambiar las formas de ensefanza inicial del Calculo Diferencial e integral
en todas las universidades de Latinoamérica.

Carlos Eduardo Vasco Uribe
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Introduccion

La investigacion acerca de las dificultades, conflictos y obstaculos que en-
cuentran los estudiantes de primeros semestres de ingenieria al abordar el
estudio del Célculo Diferencial, percibida por los multiples tropiezos, repi-
tencias y deserciones presentes en diferentes estudiantes, es la semilla que
ha generado este camino investigativo iniciado hace ya varios afios y que
ha requerido la observacién y el seguimiento de diferentes cursos de Calcu-
lo Diferencial, multiples entrevistas y profundas y permanentes reflexiones.

En el primer capitulo se encuentra la contextualizacion del proyecto de
investigacion y la justificacion que desde diferentes dimensiones ha conso-
lidado esta investigacion, asi como también el planteamiento del problema,
y la pregunta de investigacién junto con los objetivos que han dirigido la
indagacion.

En el segundo capitulo se presentan los antecedentes tedricos, los anteceden-
tes desde investigaciones doctorales, y desde otros reportes de investigacion,
y un estado del arte que parte del origen y planteamiento de los obstacu-
los epistemoldgicos iniciado por Bachelard en la epistemologia, pasa por
su incorporacién a la educacién matematica elaborada en sus origenes por
Brousseau con su arqueologia de los obstaculos epistemolégicos, y aborda
los trabajos de Sierpinska que la continuaron. En esta misma via se expo-
nen otras tendencias asociadas y relacionadas, unas mas cercana y otras
mas lejanas con esta nocién, como concepciones, errores, conflictos, obs-
taculos didacticos, semidticos, misconcepciones, principalmente, con el
fin de elaborar un amplio y completo panorama desde distintos enfoques
y perspectivas y con diferentes nominaciones que han pretendido describir
en todo caso esa perplejidad o confusién que se evidencia en los errores y
en las dificultades y cuya etiologia puede proponerse desde los obstaculos
o los conflictos semidticos.

Se encuentra también una seccién que aborda la transicion o ruptura del
algebra al célculo, a partir de una reflexion epistemoldgica y didactica acer-
ca de las dificultades detectadas al pasar del algebra al calculo en educacion
matematica; dificultades detectadas tanto en la literatura especializada como
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documentadas en las investigaciones realizadas, que es pertinente en tanto la
investigacion se sitda en el estudio del Célculo Diferencial, curricularmente
dispuesto sobre unos requisitos algebraicos y que cognitivamente requiere
de ciertas competencias y habilidades necesarias, pero no suficientes, que
adicionalmente dan lugar a ciertos obstaculos y conflictos en el nuevo re-
gistro semiotico.

A continuacion, se presentan algunas consideraciones sobre limites y con-
figuraciones epistémicas sobre la derivada, seguido de una aproximacién a
la conceptualizacion de dificultad, conflicto y obstaculo con el fin de pre-
cisar el sentido y significado de estas nociones al interior del presente libro.
Se presentan también algunos elementos del Enfoque Onto Semidtico (EOS),
las categorias descriptivas del andlisis didactico y el Andlisis de Facetas de
Idoneidad Didactica de Godino, Font y colaboradores, y del Enfoque Noé-
tico-Semidtico (ENS) de Duval para la Educacion Matematica.

En el tercer capitulo se presentan los lineamientos metodolégicos y la pre-
sentacion de los datos con las matrices documentales correspondientes a los
episodios de clase observados. Fundamentalmente consta de lo que se ha
denominado Matriz Documental en la que aparecen los diferentes episodios
de clase observados, dispuestos cada uno en un cuadro a 4 columnas, cada
una de las cuales contiene una numeracién, unas observaciones, el relato
del guion, y la descripcién de unas actividades o practicas no verbales ob-
servadas. Se han dejado en esta seccién solamente las correspondientes a
los episodios 4 y 12, llamados “episodios fundamentales”; el primero sobre
limites y el segundo sobre derivadas. Los demds, por su gran extensién, no
se han incluido en este libro. También se presenta en este capitulo la Matriz
Categorial Descriptiva de los dos episodios fundamentales. Esta matriz descrip-
tiva contiene el analisis de las matematicas implicadas en los dos episodios
en cuanto a las practicas matemdticas con problemas, lenguaje, conceptos,
proposiciones, procedimientos y argumentos tal como lo presenta el EOS.

El cuarto capitulo estd dedicado al analisis general de los datos y contiene
los cinco niveles de andlisis para cada episodio fundamental. Se presenta la
Matriz Categorial Descriptiva de Practicas Matemdticas, Configuracion de
Objetos y de Oposiciones, denominada asi pues contiene las categorias de
andlisis que atraviesan los episodios y que estan en estrecha relacién con las
categorias de analisis en lenguajes, conceptos y procedimientos y las cinco
dualidades del decagono del EOS. En esta matriz se han incluido proposi-
ciones y argumentos en la categoria de lenguajes que hemos ampliado y



Dificultades en las practicas del Calculo Diferencial i

refinado, pues el analisis mismo asi lo ha requerido. En una columna con-
tiene Practicas matematicas y configuracion de objetos y en una segunda
columna, las oposiciones del decdgono del EOS que refinan las categorias
iniciales. Se presenta ademas una descripcion de la practica docente obser-
vada y unos resultados obtenidos a partir de estos analisis.

El quinto capitulo presenta los resultados y unas conclusiones tanto a nivel,
de la indagacion teérica como del andlisis de los datos, junto con unas obser-
vaciones particulares inferidas de esta. También contiene algunos resultados
esperados y posibles impactos en la comunidad académica e investigativa.
Finalmente se encuentran la seccién de las referencias bibliograficas.
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Capitulo 1.

Contextualizacion

1.1 Un contexto problematico sobre el calculo
diferencial en los primeros cursos de ingenieria.

Lo que se encuentra en general, al observar los cursos de calculo en prime-
ros semestres de universidad, tal como lo ha documentado Neira (2012), es
incomprension de los conceptos, un inadecuado manejo de los razonamien-
tos, ademads de una no muy sélida competencia algebraica en la resolucion
de los nuevos problemas. Los cursos se suelen desarrollar en forma meca-
nica y el trabajo descansa en lo puramente algoritmico y en el algebra, sin
alcanzar una comprension de los razonamientos y conceptos del célculo.

La evidencia de los problemas de comprension de los conceptos funda-
mentales del célculo que encuentran los estudiantes al iniciar el estudio del
Célculo Diferencial es tan fuerte que ha desencadenado —en diferentes partes
del mundo- reformas curriculares, innovaciones didacticas, propuestas con
el uso de la tecnologia, programas dirigidos a los profesores y a la ensehanza
(Tall, 1996; Ferrini-Mundy y Gaudard, 1992), y hasta se ha cuestionado si se
debe ensenar célculo en la educacion media; y en caso de que la respuesta
fuera afirmativa, de qué manera y con qué grado de rigor.

Por ejemplo, basta consultar algunos “handbooks” de investigacion, desde
el Handbook of research on mathematics teaching and learning, editado por
Grouws en 1992, hasta los mas recientes; a las memorias de las reuniones
anuales del PME' o de recientes eventos de Educacién Matemdtica como el
ICME o CIAEM? a los reportes de investigacion presentados en las tltimas
RELME,? para darse cuenta de lo actual y presente de las investigaciones

1 Psychology of Mathematics Education.
2 Conferencia Interamericana de Educacién Matemadtica.
3 Reunién Latinoamericana de Matematica Educativa.
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didacticas en el campo del Calculo Diferencial e Integral. Todo lo cual re-
vela que la reflexion profunda acerca de la comprensién de los conceptos
fundamentales en el trabajo inicial del calculo en la universidad sigue sien-
do una linea de investigacion crucial en educacién matematica

Es valido preguntarse ;por qué a pesar de que algunos estudiantes afir-
man que estudian bastante pierden los parciales?, ;por qué repiten una 'y
otra vez el curso de Célculo Diferencial?, ;por qué cometen casi siempre
los mismos errores?, ;por qué les cuesta trabajo entender los conceptos?,
spor qué los errores de tipo algebraico contintan haciéndoles perder los
examenes?, y una pregunta mds profunda ain: ;por qué, al parecer, no en-
tienden el calculo?

Algunas respuestas a estos interrogantes que constituyen lugares comunes
entre maestros y estudiantes, por ejemplo, los profesores no saben ense-
nar calculo, no se les entiende; los estudiantes no estudian lo suficiente, las
matemadticas no son para todo el mundo, las matematicas son dificiles, los
estudiantes no tienen las bases necesarias para el curso y, otras respuestas
que, en general, culpan de la situacion o al maestro o al estudiante o a la
matematica misma.

Ninguno de estos acercamientos centra la atencién en el punto donde se
ubico el interés de ésta investigacion, que no solamente trat6 de identificar
las dificultades que encuentran los estudiantes cuando inician esa forma-
cién en las matematicas superiores y de caracterizarlas como dificultades,
conflictos u obstdculos y de qué tipo, sino también se esmerd en encontrar
una explicacion acerca de como ellas se generan; es decir, como emergen
en la interaccién entre estudiantes y profesores en las practicas usuales que
se dan en general en esos cursos.

1.2 Un problema de la investigacion didactica.

A partir de las investigaciones de Artigue (1995) y Sierpinska (1994), se
plante6 que el lenguaje, los razonamientos, la légica, la alternancia de cuan-
tificadores, el tratamiento de los signos usados en célculo, plantean una
“ruptura” con lo que se hace en algebra; se propuso una investigacion en
la Transicién del Algebra al Célculo (TAC) como una manera de impactar
significativamente en el aprendizaje del Calculo Diferencial, pues cada
concepto del célculo que se desea ensenar suele apoyarse en nociones mas
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elementales y se resiste al aprendizaje si no se antecede por un sélido en-
tendimiento y articulacién de las nociones y los conceptos previos.

Del fenémeno didactico de algebrizacién del Calculo Diferencial escolar,
ya detectado por Artigue, Azcdrate, Tall, Gascon, (citados por Contreras,
2000), que se manifiesta en un enfoque algebraico y reduccionista del cal-
culo, emerge un interés urgente y fundamental por la actividad matemética
que se realiza en las aulas de clase, por las practicas educativas, por la di-
mensién de significacion y sentido de estas practicas, que toca también las
dimensiones diddctica y matemética.

Por tanto, la investigacion en el paso, transicion o ruptura del dlgebra
escolar al Célculo diferencial, y las dificultades, conflictos u obstaculos
epistemoldgicos, semidticos, didacticos o culturales que se dan en esa
transicion, constituyen dos puntos cruciales en las investigaciones sobre
la ensefianza y el aprendizaje del Calculo Diferencial e Integral en la edu-
cacion media y en la educacién superior.

Este trabajo indago acerca de algunas de las causas generadoras de tales
errores, obstaculos, conflictos, dificultades; y la explicacion se buscé en las
practicas de clase, en la interaccién poca o nula que se dio en esas practi-
cas, y en la gestion de los conflictos presentados. Documentamos que esas
mismas practicas fueron, a la vez, generadoras de obstdculos y que en la
emergencia de las dificultades reportadas actuaron también manteniendo
en el sistema didactico los mismos obstaculos que causan las dificultades y
conflictos que a su vez, causan incomprensiones y repitencia.

1.3 Un problema de investigacion.

Se describen y caracterizan aqui las dificultades que encuentran los es-
tudiantes al iniciar el estudio del Calculo Diferencial en una universidad
colombiana; se explican tanto algunas de las causas de su emergencia, como
también el modo en que estas se mantienen.

Para ello fue necesario identificar y describir las practicas desde las aulas
de clase en las que maestros y estudiantes vivieron ese proceso de ensefian-
za y aprendizaje; es decir, se observé para entender y poder describir las
Practicas Educativas Universitarias (PEU), en particular las vinculadas con
la iniciacién del Calculo Diferencial (PEUC), por ejemplo, cémo fueron las
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interacciones usuales entre docentes y estudiantes y entre estudiantes, cua-
les fueron las dificultades emergentes de dicha interaccion y, qué conflictos
surgieron, lo que nos permitié identificar, describir, clasificar y explicar los
obstaculos inferidos a partir de la observacion de las PEUC en estudiantes
de Ingenieria.

De esta manera se documenté cémo el tipo de matematicas enseinadas y
la gestion del proceso de ensefianza y aprendizaje, en particular la inade-
cuada gestion de los conflictos, generaron las dificultades observadas, y de
igual manera las contintian manteniendo., pues en la interaccién dada en
las practicas o en la ausencia de ella, se encontré una explicacién para la
emergencia de tales dificultades, conflictos u obstaculos.

Esta categoria de lo emergente hace referencia a aquello que surge como
producto de ciertas practicas, interacciones, tratamientos, lenguajes y mane-
ras de decir, explicar, ejemplificar y resolver. Esta estrechamente relacionado
con la interaccién, puesto que los conflictos de significados son generados
en las practicas planteadas: lenguajes, argumentos, procedimientos, gestion
de las preguntas realizadas; todo ello genera precisamente el tipo de erro-
res detectados. Se buscé entonces sacar a la luz las ambigtiedades en los
discursos y explicarlas como unas metaforas o causas generadoras de con-
flictos para responder a la pregunta ; Qué dificultades y conflictos podemos
observar y qué obstaculos podemos inferir a partir de la observacion de al-
gunas (PEUC), en los estudiantes de ingenieria? ; Como emergen, como y
por qué se generan y como se pueden explicar?

Para responder a esta pregunta, se configuré un marco de comprensién
para la conceptualizacion de algunos constructos teéricos relacionados con
la nocion de obstaculo, también se describieron y caracterizaron algunas
practicas educativas universitarias (PEU) vinculadas a la iniciacién del calcu-
lo diferencial (PEUC) en un curso de primer semestre de Ingenieria, ademds
de identificar y caracterizar las dificultades y conflictos que emergieron en
las interacciones observadas en las PEUC e inferir posibles obstaculos para
proponer una explicacién de la ocurrencia de tales dificultades y conflic-
tos. Logros todos los cuales constituyeron los objetivos de la investigacion.



Capitulo 2.

Fundamentacion Teoérica

2.1 Introduccion.

Tal como se ha venido subrayando, las investigaciones desarrolladas en
este ambito han experimentado en los Gltimos afios una evolucion significa-
tiva en sus enfoques y propésitos, transitando de los estudios centrados en
caracterizar las dificultades y obstaculos existentes en la comprensién del
limite (Cornu, 1991; Tall, 1992; Moru, 2006) a las investigaciones preocu-
padas por analizar las razones que subyacen a tales dificultades (Espinoza
y Azcarate, 2000; Mamona-Downs, 2000, citados en Moru, 2006). Incluso,
otros autores teniendo en cuenta las dificultades que plantea la definicion
formal de limite de una funcién han optado por dar una nueva definicién de
limite como “aproximacién 6ptima”, o por evitarla, como el caso del Ana-
lisis no estandar de Abraham Robinson.

En el caso del limite concretamente, por ejemplo, Artigue (1995) enfati-
za la dificultad proveniente de la necesidad de disociar el objeto limite del
proceso que permite construirlo, asocidndolo con el obstaculo sefalado por
Sierpinska en relacién con la consideracién del infinito. Asociada a la for-
malizacién de la nocién de limite se percibe otra dificultad que consiste en
mostrar que en la definicién formal de limite se concibe un solo proceso, en
tanto los estudiantes parecen ver dos, uno que se efectta sobre la variable
independiente y otro sobre los valores de la funcién.

Por otro lado, se presentan algunas reflexiones acerca de la transicién o
ruptura del dlgebra al célculo, se describen algunas dificultades detectadas en
esa transicion y se profundiza en algunas tensiones disciplinares y de apre-
hension cognitiva en el algebra escolar y en el calculo diferencial. A manera
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de complemento y profundizacién respecto a los conceptos de obstaculo y
ruptura epistemoldgica, se analizan los conceptos de revolucion cientifica
y otros relacionados tomados de la historia y la epistemologia de la ciencia.

Teniendo en cuenta que en el andlisis de los datos se hizo necesario utili-
zar elementos importantes del Andlisis Did4ctico planteado por el Enfoque
Onto Semidtico de la Instrucciéon Matemadtica: EOS y cuya descripcion se
encuentra en el Marco Tedrico, capitulo lll, nos parecié importante revisar
otros enfoques de Analisis Didactico cuyas corrientes se esbozan en esta par-
te del Estado de Arte, con el fin de mostrar que existen otros acercamientos
al andlisis didactico.

También se hizo necesario incorporar una revision histérica y epistémica
acerca de algunas nociones relevantes del célculo diferencial e integral, y
las configuraciones sobre la derivada y el limite que otras investigaciones
ya han logrado aportar en la educacién matematica. Finalmente a través de
una revision detallada de publicaciones asociadas al EOS de Godino, Ba-
tanero, Font y otros, del 2006 en adelante, se encontr6 una amplia gama
de trabajos que han contribuido a fortalecer teéricamente el Enfoque Onto
Semidtico y otras que han enriquecido la puesta en practica de dichas teo-
rias, pertinente su presentacion en este estado de arte por cuanto actualiza
y robustece este marco teérico y metodoldgico, algunos de cuyos elementos
fueron fundamentales para el analisis de los datos.

2.2 Aproximacion histérica del obstaculo epistemoldgico
desde la tradicion filosofica.

El término obstaculo epistemoldgico fue propuesto por el fisico y filésofo
francés Gaston Bachelard, quien postul6 que la naturaleza no nos es dada y
nuestras mentes nunca son virgenes frente a la realidad, pues sea lo que sea
que veamos, digamos u observemos esta direccionado por lo que ya cono-
cemos, pensamos, creemos o queremos ver (Bachelard, 1938/2004, p. 15).

Cuando se investigan las condiciones psicoldgicas del progreso de
la ciencia, se llega muy pronto a la conviccién de que hay que
plantear el problema del conocimiento cientifico en términos de
obstaculos. No se trata de considerar los obstaculos externos como
la complejidad y la fugacidad de los fenémenos, ni de incriminar
la debilidad de los sentidos y del espiritu humano: es en el acto
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mismo de conocer, intimamente, que aparecen, por una especie de
necesidad funcional, los entorpecimientos y las confusiones. Es ahi
donde mostraremos causas de estancamiento e incluso de regre-
sion, es ahi donde discerniremos causas de inercia que llamaremos
obstaculos epistemolégicos. El conocimiento de lo real es una luz
que siempre proyecta alguna sombra. Jamas es inmediata y plena.
Las revelaciones de lo real son siempre recurrentes. Lo real no sera
jamas “lo que podria creerse’, sino siempre lo que deberia haberse
pensado. El pensamiento empirico es claro, inmediato, cuando ha
sido bien montado el aparejo de las razones. Al volver sobre un pa-
sado de errores, se encuentra la verdad en un verdadero estado de
arrepentimiento intelectual. En efecto, se conoce en contra de un
conocimiento anterior, destruyendo conocimientos mal adquiridos,
o superando aquello que, en el espiritu mismo, obstaculiza la espi-
ritualizacion. (Bachelard, 1938/2004, p. 15)

Algunos de estos pensamientos, creencias y conocimientos que poseemos
pueden funcionar como un obsticulo a nuestra comprensién de los feno-
menos que percibimos. Nuestras generalizaciones pueden estar sesgadas
por nuestra tendencia a generalizar el conocimiento en unas pocas leyes o
principios de explicaciones que funcionan adecuadamente, como todos los
cuerpos caen, o la luz se propaga en linea recta, o sobre metéforas como e/
aire es una esponja.

Segln Bachelard, frente a lo real el alma no puede mostrarse ingenua; lo
que cree saberse obstaculiza lo que debiera saberse y no es posible hacer
tabla rasa de los conocimientos anteriores. “Cuando se presenta ante la cul-
tura cientifica, el espiritu jamas es joven. Hasta es muy viejo, pues tiene la
edad de sus prejuicios. Tener acceso a la ciencia es rejuvenecer espiritual-
mente, es aceptar una mutacion brusca que ha de contradecir a un pasado”
(Bachelard, 1938/2004, p. 16).

Para Bachelard, el obstaculo es un tipo de conocimiento ya disponible, a
menudo instalado desde hace mucho tiempo en nuestra mente y que ya no
percibimos como tal. Lejos de ser una dificultad mental, resulta de una facili-
dad intelectual que nos otorgamos, muy a menudo sin ser ya conscientes de
ello. Y aunque la dificultad sea dolorosa, el obstaculo esta confortablemente
asentado, de tal forma que se vuelve a él constantemente. El autor enuncié
algunos obstaculos en su obra: la experiencia bdsica o conocimientos pre-
vios, el conocimiento general, el obstaculo verbal, el conocimiento unitario y
pragmatico, el obstaculo sustancialista y el animista. (Bachelard, 1938/2004).
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Estrictamente hablando, es posible afirmar que Bachelard mismo nun-
ca dio una definicién de obstaculo epistemoldgico, aunque si dio muchos
ejemplos tomados de la quimica y de la fisica del siglo XVIII y la fisica con-
temporanea y sugirio el uso de esta idea como psicoanalisis del pensamiento
cientifico. Los obstaculos pueden ser encontrados en las tendencias huma-
nas a las generalizaciones precipitadas o a las explicaciones de las cosas
con metaforas familiares, o leyes universales tales como: “todos los cuerpos
caen” o aun, buscando una sustancia responsable para un fenémeno. Los
obstaculos aparecen asi en el proceso del cambio del pensamiento comdn
al cientifico, en el proceso del cambio de una clase de racionalidad a otra
clase de racionalidad.

Bachelard construy6 esta epistemologia en 1938 y fue solo en el afo 1976
cuando Brousseau la incorporé a la investigacion en educacién matemdtica
en el marco de su teoria de las situaciones didacticas, en el marco de la In-
genieria Didactica y de todo ese fenémeno diddctico que se dio en Francia
en la década de los 70. Se describe brevemente el transito de esta nocién
hacia el campo especifico de la investigacion en educaciéon matematica, que
se tard6 alrededor de 38 anos.

2.3 Aproximacion historica desde la educacion
matematica.

Ninguno de los ejemplos de obstaculo epistemolégico dado por Bachelard
se aplica a las matematicas, como él mismo lo advirti6,* puesto que la mate-
matica no es una ciencia natural, no trata acerca de fenémenos del mundo
real, ni se basa en la observacién y la induccién. Sin embargo, a partir del
debate que desaté la incorporacién del concepto a la educacion matemética,
se empez6 a creer que si tenia sentido hablar de obstdculos epistemoldgi-
cos en matemadticas, y que podian ser la explicacion para eso que a diario
se detectaba como obstaculizante en los aprendizajes de los estudiantes.
Se buscaba un fundamento tedrico para el nuevo concepto, y naturalmente
transferir este concepto de las ciencias naturales a las matematicas reque-
ria adaptaciones cuidadosas y profundas reflexiones filoséficas acerca de la
naturaleza de las matemadticas.

4 “...En efecto, la historia de las mateméticas es una maravilla de regularidad. Ella conoce pausas. Ella
no conoce los periodos de errores. Ninguna de las tesis que sustentamos en este libro apunta hacia
el conocimiento matematico. No se refieren sino al conocimiento del mundo objetivo”. (1938/2004)
Pag. 25
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Esta vision, a su vez, requiri6 repensar la ensefianza y la valoracién de la
comprension de los estudiantes, lo cual explicaba sus errores, pues algunos
de ellos eran causados por formas de pensar completamente legitimas con
una cierta estructura de la mente, un cierto contexto de problemas y ciertas
creencias acerca de lo que es verdadero en matematicas.

Emergi6 claramente entre algunos investigadores que algunas de las for-
mas de comprensién de los estudiantes merecian mds respeto y atencion,
y que en vez de tratar de reemplazar el conocimiento errado por el correc-
to, el esfuerzo de los profesores deberia ser invertido en la negociacion de
significados, en la invencién de problemas especiales en los cuales los es-
tudiantes experimentaran un conflicto mental que los hiciera conscientes
de que dichas formas de comprensién habituales, posiblemente no sean las
Gnicas y que no son universales.

Brousseau (1983/1995) ya veia en la nocién de obstaculo el medio de
cambiar el estatuto del error mostrando que el error y el fracaso no tienen el
papel simplificado que queremos a veces hacerles jugar, dado que el error
no es solamente el efecto de la ignorancia, de la incertidumbre, del azar,
como se cree en las teorias empiricas o conductistas del aprendizaje, sino el
efecto de un conocimiento anterior, que tuvo su interés, su éxito, pero que
ahora se revela falso o simplemente inadaptado. Los errores de ese tipo no
son erraticos e imprevisibles, ellos se constituyen en obstaculos. Tanto en el
funcionamiento del profesor como en el del alumno, el error es constitutivo
de sentido del conocimiento adquirido.

Distinguid, tres origenes fundamentales de los obstdculos encontrados en
la ensefianza matematica:

* Un origen ontogenético, debido a las limitaciones impuestas, por el nivel
de desarrollo de las capacidades cognitivas de los alumnos, en el proceso
de ensefianza.

e Un origen didéctico, debido a las decisiones del sistema educativo, o las ac-
ciones del profesor en el proceso de ensefanza.

* Un origen epistemoldgico, por los obstaculos ligados a la naturaleza del co-
nocimiento mismo y que son propios de él, se repiten en la historia, muestran
su persistencia y dificultad para evolucionar, es decir los obstaculos en el
sentido de Bachelard.
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Todo un programa de investigacion empezd6 a desarrollarse alrededor de
la nocién de obstaculo epistemolégico. Como un ejemplo de lo anterior
se cita la tesis sobre el aprendizaje de la nocién de limite sustentada por
Cornu en 1983 y los trabajos de Sierpinska (1994) que la prolonga, quien
se propone descubrir los obstaculos epistemolégicos ligados a las matema-
ticas que se ensefnan en la escuela y encontrar los medios didacticos para
ayudar a los alumnos a superarlos, conservando dos aspectos de la nocién
de obstaculo epistemolégico segliin Bachelard (1938/2004): el caracter in-
evitable de su aparicién, y la repeticién de su aparicion en la filogénesis
y la ontogénesis de los conceptos. Reafirma a partir de esta investigacion,
que aquello que estd en la base de cualquier clase de obstaculo episte-
moldgico, es su aparicion inevitable y su resistencia en la historia de los
conceptos considerados.

Segln Sierpinska (1994, p. 133)° las investigaciones se enfocaron entonces
en el disefio de situaciones de ensefanza, -ingenieria diddctica la llamaron
los franceses-, que suministraran condiciones favorables para la superacién
de obstaculos epistemoldgicos y posibilitaran asi una comprensién mejor y
mas profunda de los conceptos matemdticos. En esa tendencia practicamente
se identific6 comprensién con superacion de obstdculos. En la necesidad de
explicar las dificultades de comprensién en matematicas que se evidencian
en los estudiantes, se lleg6 a concluir que estas dificultades no dependian so-
lamente de la falta de experiencia con las matematicas, ni de las habilidades
o destrezas que puedan o no tener, ni de la idiosincrasia de su pensamiento
aun inmaduro, sino también de la naturaleza de los conceptos matematicos
mismos y de la cultura en la cual estos han sido desarrollados.

Es entonces cuando el concepto de “obstaculo epistemolégico” de Bache-
lard se vuelve muy importante, puesto que el pensamiento de los estudiantes
parece estar influenciado por ciertos obstaculos epistemolégicos que deben
ser superados si se quiere que emerja una real comprension en matema-
ticas. Estos obstdculos epistemolégicos —formas de comprensién basadas
en algo inconsciente, esquemas de pensamiento culturalmente adquiridos,
creencias no cuestionadas acerca de la naturaleza de las matematicas y
de categorias fundamentales como niimero, espacio, causa, infinito, ...
inadecuadas con respecto a teorias actuales- direccionaron el desarrollo
de los conceptos en la historia y han permanecido de alguna manera en
su significado.

5 Understanding in Mathematics. Edicion inglesa de 1994. Obra publicada en inglés, de la cual la au-
tora de este articulo ha elaborado ya una traduccién, en particular del capitulo IV.
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Se concentr6 asi la investigacion, desde una cierta tendencia, en detectar
los obstaculos epistemoldgicos y precisar su concepto y se formularon enton-
ces varias preguntas: ;Sobre qué bases podemos afirmar que el pensamiento
de los estudiantes se encuentra influenciado por obstaculos epistemologi-
cos? ;Es un obstaculo epistemoldgico un error, una mala comprension, una
incomprension, o sencillamente una cierta forma de conocer que funciona
en algunos dominios restringidos, pero se revela inadecuada en otros? ;O
es una actitud de la mente que permite tomar opiniones por hechos, y unos
pocos casos de evidencia por leyes generales? Es esta la temdtica que em-
prende Anna Sierpinska, cuyas ideas principales se describen a continuacion.

A partir de la observacion de dos parejas de alumnos identificando la tan-
gente como limite de una secante variable, y encontrando la ecuacién de la
tangente de una curva representativa de la funcién seno en el origen, Sierpins-
ka (1994) propuso una lista de cinco grupos de obstaculos epistemolégicos
relativos a la nocion de limite:

*  Horror al infinito, que reagrupa los obstaculos ligados al rechazo al estatuto
de operacion matemadtica para el paso al limite, la transferencia automatica
de los métodos del algebra propuesto para manipular magnitudes finitas a
las magnitudes infinitas, la transferencia de las propiedades de los términos
de una serie convergente a su limite, y finalmente el obstaculo que consis-
te en asociar el paso al Iimite a un movimiento fisico, a una aproximacion.

* los obstdculos ligados al concepto de funcion: no visualizacién de la nocién
de funcidn subyacente, restriccién de una sucesion de valores, reduccién mo-
nétona, no distincion de la nocién de limite y de extremo inferior o inferior.

e los obstaculos geométricos: la intuicién geométrica constituye “un obsta-
culo serio en la formulacién de una definicién rigurosa, tanto al impedir la
determinacién de aquello que debiera comprenderse por la diferencia de
dos magnitudes como por un apego de la nocién de limite a la nocién de
extremo de un conjunto”.

e los obstaculos logicos: ligados a la borradura de los cuantificadores o de
su orden.

* El obstaculo simbdlico: ligado a la reticencia a introducir un simbolo espe-
cifico para la operacion del paso al limite.
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Y concluyé que de esos trabajos se obtiene la impresiéon que aquello que
esta en la base de cualquier clase de obstdculo epistemolégico es su apari-
cién y su resistencia en la historia de los conceptos considerados, asi como
la observacion de concepciones andlogas en los alumnos.

En general Sierpinska se propone valorar como mas significativo un acto
de comprension que otro, si hay superacion de obstaculos, sean estos epis-
temoldgicos o de desarrollo, o culturales, o relacionados con la madurez del
proceso hacia el conocimiento cientifico. Se ilustra con un ejemplo (Sier-
pinska, 1994, p. 124):

Cuando se introduce la nocién de la potencia cero y por definicién
se dice que a’=1, algunos estudiantes sencillamente adicionaran
esta informacion a otras reglas matematicas conocidas por ellos,
sin pensar mucho en esta definicién. Otros lo aceptardan como una
convencion Gtil que les sirve para preservar la continuidad de la
funcion y=a*. Pero habra quienes se rebelaran en contra diciendo
que la notacién a®=1 no tiene ningln sentido, si tomar la potencia
significa multiplicar por si misma una cantidad n—1 veces.

En ese momento la conceptualizacion de la potenciacién como una mul-
tiplicacion repetida, (esquema tradicional de las clases convencionales en
las que se estudia la potenciacion), se convierte en un obstaculo para com-
prender la funcién exponencial. Esto implica una revisién de la nocién de
potenciacién, para superar el obstaculo, lo cual involucra una construccién
y no solamente una memorizacién del concepto de funcién exponencial.
Se relaciona explicitamente con las dificultades evidentes que se tiene en
matematicas con “lo dado” y las definiciones por decreto, sin ninguna ar-
gumentacion que las sustente.

Pero, para la educaciéon matemdtica lo que es esencial son exactamen-
te estas aceleraciones y regresiones, citadas por Piaget y Garcia, y las
rupturas epistemoldgicas, tanto como los obstaculos epistemolégicos y
las dificultades, porque se supone que comprender y aprender es supe-
rar obstaculos. Para Sierpinska, decir entonces que el equilibrio ha de
obtenerse finalmente, constituye una trivialidad, pues sin desestabilizar
primero las estructuras cognitivas de los estudiantes, ningln aprendizaje
de algo radicalmente nuevo podrd ocurrir: la construccion de sentido y
de significados esta determinada mas por el impacto negativo de varias
normas y creencias y caminos de pensamiento que constituyen obstacu-
los para dicho cambio.
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En cuanto a su filosofia de los obstaculos epistemolégicos, reafirma los
principios de Bachelard en la investigacion en educacién matematica y
enuncia ejemplos de las matemadticas, al decir que el primer supuesto de
los obstdculos epistemolégicos es que, de un nivel de conocimiento y com-
prension a otro, hay una necesidad de integracion y reorganizacién; que
la cognicién no es un proceso acumulativo y que las nuevas compren-
siones pueden solamente ser parcialmente construidas sobre caminos de
desarrollo previos.

Por ejemplo, cuando se pasa de los ndimeros naturales a los nimeros en-
teros, o de la aritmética al dlgebra debemos romper, para el arrepentimiento
intelectual, parodiando al epistemélogo francés, una reorganizacién de enten-
dimientos previos. Mientras que los enteros pueden ser considerados como
una generalizacion de los nimeros naturales, debemos tener en cuenta que
ni la comprensién ni el desarrollo de los nifos en los primeros anos de la
escuela han de servir de inmediato para esta generalizacion.

Con su investigacion Sierpinska reafirmé también el otro supuesto de la
filosofia de los obstaculos epistemolégicos: que no podemos hacer me-
tafisica de la comprensién cientifica, lo cual significa que los obstaculos
epistemoldgicos son inevitables (Sierpinska, p. 126). Nuestras creencias
acerca de la naturaleza del conocimiento cientifico, nuestras visiones de
mundo, imdgenes que tomamos y que estdn impresas en el lenguaje que
usamos, esquemas de pensamiento, todo ello forma un punto de partida
para nuestro manejo de los problemas cientificos tanto que ellos desvian
nuestros acercamientos y soluciones. Ellos se vuelven apoyos, pero tam-
bién obstaculos para un buen entendimiento. Su superacion requiere una
reconstruccion de comprensiones fundamentales.

Lo que es considerado como obvio y natural, lo que es incuestionado
determinara de alguna manera lo que sera considerado problematico. En
el nivel informal puede imprimirse el mismo como un esquema de pensa-
miento, un habito tan natural que se vuelve parte de nosotros mismos. Los
niveles formales e informales son, entonces, el semillero de los obstdcu-
los epistemologicos.

Hasta aqui la recopilacion en la historia y las investigaciones en educa-
cién matematica que desat6 el concepto introducido por Brousseau y la
mirada de Anna Sierpinska. A continuacién, algunos constructos teéricos
asociados al concepto de obstaculo.
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2.4 Visiones y perspectivas actuales en la educacion
matematica relacionadas con la nocion de obstaculo.

Existen diversos investigadores, enfoques y escuelas que han trabajado con
nociones que tienen una estrecha relacién con el concepto de obstaculo epis-
temoldgico, y que han extendido su significado a otros dmbitos, no solamente
cognitivos sino culturales, didacticos, semidticos, y de otros tipos. Es ingenuo
pensar que el concepto de obstaculo epistemoldgico sélo tiene defensores e
investigadores fervientes que encausan todos sus esfuerzos alrededor de esta
categoria. Todo lo contrario. El término ha suscitado polémica, debates, se le
ha asociado con una carga semantica fuerte en el sentido negativo de barrera
intraspasable y el adjetivo epistemolégico ha desatado por su parte una serie
de posturas divergentes pues lo asocian mas a una postura estricta y radical-
mente cognitivista que deja de lado la cultura como elemento fundamental
en la construccién y socializacion del saber, siendo que epistemolégico para
Bachelard es la connotacién que dirige al sujeto hacia el espiritu cientifico,
hacia el acto del conocimiento, postura compartida en esta investigacion.

A continuacion, se presentan algunas de esas nociones. En primer lugar, esta
el término de concepcion de Michele Artigue; en segundo lugar, la termino-
logia de error segln el enfoque de Luis Rico; en tercer lugar, la perspectiva
sociocultural de la matemdtica y su concepcién de obstdculos culturales
y didécticos de Luis Radford; en cuarto lugar, se cita la perspectiva de “El
Enfoque Onto Semidtico de la Instruccion matematica”, EOS, de Godino,
Batanero, Font y otros, con su constructo de conflicto semiético y sus tipos;
en quinto y ultimo lugar, y sin pretender ser exhaustiva, la mirada de Bruno
D’Amore con una vision renovada del término misconcepcion.

2.4.1 Concepcion.

En este paragrafo, se intenta restaurar la trayectoria de esta nocién en la
comunidad didactica francesa, para poner en evidencia sus relaciones a la
vez epistemoldgicas y cognitivas y para evocar, muy brevemente, el proble-
ma de su supervivencia en la escena de una teoria antropolégica como la
desarrollada por Chevallard.

La palabra «concepcién» se usa aqui en el sentido de Artigue (1984), para
establecer una distincion entre el objeto matematico que es Unico vy las sig-
nificaciones variadas que le pueden asociar los estudiantes, a medida que
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su conocimiento va evolucionando hacia un estatus superior. La identifica-
cion y caracterizacion de las concepciones que los estudiantes construyen,
a medida que avanzan en el estudio de las matematicas, es un tema que ha
despertado el interés de los investigadores en didactica de las matematicas
porque, como se ha sefalado (Brousseau, 1998, p. 142), son conocimientos
que, en algunos casos, se constituyen en obstaculos para el aprendizaje, en
torno a los cuales se reagrupan los errores recurrentes. Gémez (2000), afir-
ma que ademas el estudio de las concepciones permite conocer el efecto
de la ensefanza al determinar qué es lo que realmente estan aprendiendo
los estudiantes y tomar decisiones al respecto.

Artigue (1984) propone también que hay diferentes concepciones previas
derivadas del constructivismo, que sostiene que la mente del alumno no es
una pagina en blanco: el alumno tiene un saber anterior, y estos conoci-
mientos anteriores pueden ayudar al nuevo conocimiento, pero a veces son
un obstdculo en la formacién de este. El conocimiento nuevo no se agrega
al antiguo, sino que lucha contra él y provoca una nueva estructuracion del
conocimiento total. Los errores cometidos por los alumnos en matematica
son una manifestacién de esas dificultades y obstaculos propios del apren-
dizaje, y se acepta undnimemente que es necesaria la deteccion y analisis
de estos, y su utilizacién positiva en una suerte de realimentacion del pro-
ceso educativo.

2.4.2 Errores.

Otra tendencia que se encuentra al revisar la literatura es la mirada diri-
gida hacia la nocién de error, trabajada fundamentalmente por Luis Rico.
Se presentan a continuacién algunas visiones de la concepcion de error en-
contradas en distintas perspectivas, que muestran sobre todo el paso de una
connotacion descalificativa a una apuesta por ser la fuente de explicaciones
acerca del aprendizaje de los individuos.

Hay una pluralidad de aproximaciones tedricas acerca de las causas de los
errores de los estudiantes en el proceso de aprendizaje de las matemdticas.

La preocupacién por el concepto erréneo, por las condiciones que lo hacen
posible y por las funciones que puede desempenar en el dominio y avance
de la ciencia, ha ocupado parte importante de las reflexiones de fil6sofos de
la ciencia y epistemdlogos: Popper, Bachellard, Russell, Lakatos.
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Si los errores son elementos usuales en nuestro camino hacia el conoci-
miento verdadero, concluiremos que en el proceso de construccién de los
conceptos matematicos van a aparecer de forma sistematica errores y el pro-
ceso de construccién deberd incluir su diagnéstico, deteccién, correccion
y superacion, mediante actividades que promuevan el ejercicio de la critica
sobre las propias producciones (Rico 1998, p. 75).

Acerca de la conceptualizacion de los errores se ha llegado a varias
conclusiones: pueden contribuir positivamente en el proceso de apren-
dizaje, no aparecen por azar sino que surgen en un marco conceptual
consistente basado sobre conocimientos adquiridos previamente, cual-
quier teoria de instruccion debe modificar la tendencia a condenar los
errores culpabilizando a los estudiantes de los mismos, todo proceso de
instruccion es potencialmente generador de errores, al cometer un error,
el alumno expresa el caracter incompleto de su conocimiento y permite
a los companieros o al profesor ayudarle a completar el conocimiento y
llevarlo a la comprension.

Rico (1998, p. 84) enuncia algunas caracteristicas generales de como con-
sideran los errores distintas tendencias actuales:

* Los errores son sorprendentes, extremadamente persistentes y resistentes a
cambiar por si mismos ya que puede requerirse una reorganizacion funda-

mental del conocimiento de los alumnos.

e Pueden ser de dos tipos: sistematicos o por azar. Los primeros son mucho
mas frecuentes y se toman como sintomas que sefialan hacia un método o
comprension equivocada subyacente, que el estudiante considera como co-
rrecto. Los errores por azar reflejan falta de atencion y lapsus ocasionales,

que tienen relativamente poca importancia.

e Ignoran el significado al no cuestionar el significado espontaneo que se le
dan a simbolos y conceptos con que se trabaja (Rico, p. 1998) y surgen en
un marco conceptual consistente, basado sobre conocimientos adquiridos
previamente.

e Cualquier teoria de instruccién debe modificar la tendencia a condenar los
errores y a culpabilizar a los estudiantes de estos, sin perder de vista que
todo proceso de instruccion es potencialmente generador de errores.
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e Al cometer un error, el alumno expresa el caracter incompleto de su cono-
cimiento y permite a los compafieros o al profesor ayudarle a completar el
conocimiento y llevarlo a la comprensién.

Rico (1998, p. 84) afirma que Brousseau, Davis y Werner sefalaron tres
vias mediante las cuales se presenta el error:

e Ellos son el resultado de concepciones inadecuadas acerca de aspectos
fundamentales de la matematica, resultan de la aplicacién correcta y cré-
dula de un procedimiento imperfecto sistematizado o cuando los alumnos
utilizan procedimientos imperfectos y concepciones inadecuadas, y re-
quiere invencién de métodos propios y originales para resolver una tarea
especifica.

Esta nocién de concepcién deficiente sefiala una linea de pensamiento
que causa una serie de errores, todos procedentes de una premisa incorrecta
subyacente, en vez de errores esporadicos, desconectados y no sistematicos.
Aclara que la mayor parte de los estudios informan sobre la clasificacién de
errores y su frecuencia, lo cual no explica su origen y por tanto no pueden
tratarse sistemdticamente.

Estas consideraciones acerca del error muestran sobre todo el paso de una
connotacién descalificadora a una apuesta por ser la fuente de explicacio-
nes acerca del aprendizaje de los individuos.

Avancemos hacia otra mirada de los obstaculos en la perspectiva de la teo-
ria de la objetivacion cultural.

2.4.3 Obstaculos culturales y didacticos.

Luis Radford (2007), desde una perspectiva Socio-cultural de la matema-
tica, y desde su Teoria Cultural de la Objetivacion (TCO) afirma que una de
las principales caracteristicas de la aproximacién histérico-cultural al pen-
samiento matematico es el componente histérico, lo cual significa, entre
otras cosas, que aquello que conocemos y el modo con el cual [legamos al
conocimiento deben enmarcarse no sélo por medio de aquello que hace-
mos ahora y cémo lo hacemos, sino también por una inteligencia histérica
que reposa en practicas sociales, instituciones, lenguaje, artefactos, libros,
monumentos, etc.
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El conocimiento y el conocer son ambos sostenidos por esta inteligencia
histérica que hemos heredado de las generaciones pasadas. Ese es el motivo
por el cual los profesores deben conocer algo de la historia de la matematica.
La historia nos hace conscientes del hecho de que no somos ni el produc-
to exclusivo de nuestras actividades, ni el producto irrevocable de nuestras
practicas discursivas. La historia de la matematica es un medio para com-
prendernos a nosotros mismos como seres histéricos y comprender nuestra
responsabilidad de educadores.

De acuerdo con esta aproximacion histérico-sociocultural, el conocimien-
to estd relacionado con las actividades en las cuales los sujetos se ocupan
y esto debe ser considerado en relacién con las instituciones culturales del
contexto que se esté estudiando. Aquello que hace que un obstaculo sea
epistemolégico es su presunta naturaleza no cultural, no didactica, no on-
to-genética: lo es por su propia naturaleza epistémica intrinseca. Por tanto,
con dicha premisa, la naturaleza epistémica de la cultura estd excluida des-
de el inicio.

En este orden de ideas, el “milieu” (como se considera en la Teoria de las
Situaciones Did4cticas de Brousseau) se concibe como algo que se opone
al individuo, y mas precisamente, la relacién del individuo con su milieu
es antagonica.

Por tanto, se pregunta Radford qué tan fuerte puede ser el vinculo del obs-
taculo epistemoldgico y los factores sociales, y se atreve a concluir que no
puede ser tan fuerte, pues si lo fuera, la idea de obstaculo epistemolégico
resultaria destruida y la tipologia de obstaculos (onto-genético, didactico,
cultural y epistemolégico) ya no tendria sentido.

Considera que el pensamiento y el conocimiento estan imbricados de-
finitivamente en sus contextos culturales, y que la cultura es mucho mas
que un estimulo y mucho mas que un obstaculo para el conocimiento: la
cultura es co-sustancial al conocimiento, y sugiere que el conocimiento
es un producto del pensamiento — un tipo especifico de actividad humana
—y pensar es un género de praxis social, una forma de reflexién sobre el
mundo, que responde a categorias conceptuales, éticas, estéticas, y otras
categorias culturales.

La episteme china estaba conformada por categorias conceptuales diferen-
tes, por ejemplo la oposicion yin-yang, distincién que hizo concebible en el
campo matemadtico algo similar a lo que hoy Ilamamos ndmeros negativos,
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nlimeros inconcebibles en el periodo griego cldsico; entonces el mundo
occidental tuvo que enfrentar profundas transformaciones para crecer con
el germen de nuestro concepto contemporaneo de nimeros negativos... el
vinculo entre cultura y matemdtica es profundo y la razén es que las mate-
maticas son formas culturales de reflexién sobre el mundo, formas culturales
de dar sentido a éste.

Puede pensarse que los obstaculos apareceran cuando se lleven a cabo las
practicas socioculturales, y en esa visién antes de ser potenciadora la cultura
parece ser impedimento; otra cosa es considerar la cultura y sus prdcticas.
Al respecto dice que existen buenos modos de ensenar y malos modos de
ensenar, pero esta distincion entre bueno y malo depende de la concepcién
cultural del conocimiento y del rol con el cual profesores y estudiantes estan
involucrados en los procesos de ensefianza aprendizaje. Por esto un profe-
sor puede ser bueno en un pais y malo en otro.

Entonces, dado que Radford privilegia la construccién social, histérica y
cultural del conocimiento matematico, es posible inferir que concibe los obs-
taculos en tanto culturales o didacticos, pues parece plantear una oposicion
radical entre lo epistemoldgico y lo cultural. Segin esta mirada se debe, a
partir de las perspectivas culturales explicar el trabajo de los alumnos: cual
es el valor social que hace que uno cambie una cosa por otra, cudles son
las cosas que permitieron ese desenvolvimiento.

Finalmente, considera Radford (2007) que, si con el término “obstaculo
epistemoldgico” nos referimos a un tipo de conocimiento parcial, puesto en
alguna parte del recorrido del desarrollo conceptual, un conocimiento que
sirve para resolver ciertos problemas, pero que comienza a ser causa de erro-
res en el momento en que es aplicado por fuera de ese tipo de problemas,
entonces para él la cuestion fundamental a tratar concierne a la explicacion
de la naturaleza del camino, que se supone es recorrido por todos nosotros
durante el desarrollo conceptual, prescindiendo de nuestro encuadramien-
to temporal y cultural.

2.4.4 Conflictos Semioticos.

Otra perspectiva, no tan divergente, de la de los obstaculos epistemol6-
gicos, didacticos y culturales es la que plantean Godino, Batanero y Font
en “Un Enfoque Onto Semiético del conocimiento y la instruccién mate-
matica, EOS” (Seminario Doctorado DIE-UD 1-2007). Hablan de conflictos
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semidticos y los definen como: “Cualquier disparidad o discordancia entre
los significados atribuidos a una misma expresion por dos sujetos (personas
o instituciones) en interaccién comunicativa”.

Los conflictos semidticos se consideran como explicaciones potencia-
les de las dificultades y limitaciones de los aprendizajes matematicos.
Aclara Godino (2007) que si la disparidad se produce entre significados
institucionales hablamos de conflictos semiéticos de tipo epistémico,
mientras que si la disparidad se produce entre practicas que forman
el significado personal de un mismo sujeto los designamos como con-
flictos semiéticos de tipo cognitivo, en tanto que cuando la disparidad
se produce entre las prdcticas (discursivas y operativas) de dos sujetos
diferentes en interaccién comunicativa (alumno-alumno o alumno-pro-
fesor) hablaremos de conflictos (semidticos) interaccionales. Entonces
afirma que “Como se ve, el conflicto es una nocién mas general que la
de Obstaculo, y algo més especifica que la de “error” o “dificultad”. La
idea de conflicto sugiere un origen (semiético) de tales errores o difi-
cultades.” Y dota a tales nociones de un sentido pragmdtico mediado
por la actividad y la practica.

La nocién de conflicto semidtico y sus tipos puede ser mas flexible, al
aplicarse en situaciones menos exigentes que la de obstaculo (segin la con-
cibe Brousseau), y ademas aporta una posible explicacién: disparidad de
significados. Esta nocion se puede interpretar en términos de “conflictos de
significados”. Siempre que podemos decir que hay un obstaculo, existe un
conflicto de significados. Pero no a la inversa, o sea no todo conflicto se-
midtico es un obstaculo, en el sentido de Brousseau. Por tanto, la nocion
de conflicto semidtico puede ser una herramienta mas flexible que la de
obstaculo.

En general, obstaculo o concepcién epistemoldgica, se refiere al cono-
cimiento de un sujeto “epistémico”, un sujeto ideal. Afirma Diaz-Godino®
que el obstaculo (de origen epistemolégico, cognitivo, didactico) se concibe
como un conocimiento, no una falta de conocimiento, que al ser aplicado
en situaciones donde no es pertinente produce respuestas no adaptadas. Ese
conocimiento tiene unas caracteristicas especiales que Brousseau describe
(es resistente al cambio, etc.).

6  Comunicaciones personales (2007). En Seminario_idm_eos. Archivos — Contribuciones al foro. Sesiones
1.7, 10. (sesi6n 1: 19 de febrero de 2007; sesién 7: 23 de abril de 2007; sesién 10: junio de 2007).
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2.4.5 Misconcepcion.

La palabra misconcepcion es una traduccién del inglés “misconception”
que antes se traducia “concepcién equivocada”. D’Amore (2005) explica
los conflictos cognitivos en términos de imdgenes al decir que un estudian-
te ha podido en el transcurso del tiempo, haber adquirido un concepto y
haberse hecho una imagen, imagen misma que pudo haber sido reforzada
en el tiempo a través de pruebas, experiencias repetidas, pero entonces ella
se revela inadecuada respecto a otra del mismo concepto... se crea asi un
conflicto entre la imagen que tenia el estudiante y que la creia valida, in-
cuestionada (verdadera), y la nueva, que generalmente amplia los limites o
profundiza la aplicabilidad del concepto.

Dicho autor asocia la misconcepcién o concepto errado afirmando que
para alcanzar la construccion de un concepto es necesario pasar por una
misconcepcion momentdnea. Para él algunas imagenes pueden ser miscon-
cepciones, interpretaciones erradas de informaciones recibidas. Interesante si
la relaciéon que hace con el curriculo oculto del propio estudiante: aquellas
reglas que él considera correctas porque generalmente le han funcionado, y
para ello cita el ejemplo de las sustracciones en columnas (diferencia entre
curriculo ensefado y curriculo aprendido).

Por tanto, el conflicto cognitivo es un conflicto interno, a causa de la no
congruencia entre dos conceptos, o entre dos imagenes o entre una imagen
y un concepto. Pero también dota de una connotacién social al conflicto. Es
social cuando no solo actta sobre el plano interno del estudiante, sino que
su significado no es compartido por el grupo de practica social. Concluye
D’Amore que la carrera escolar de un individuo en las matematicas se cons-
truye por el paso o transito de misconcepciones a concepciones correctas,
luego la misconcepcién es una concepcién momentanea no correcta, en
espera de consolidarse cognitivamente mas elaborada, ellas no pueden ser
eliminadas, ni son un dafo ni un error, parecen ser un momento necesario
y delicado hacia el concepto correcto.

Para terminar esta mirada desde las visiones externas, desde la episte-
mologia hacia la educacion matematica en general y hacia el cdlculo en
particular, en el siguiente apartado se presenta un panorama general acerca
de las précticas vinculadas con el aprendizaje y la ensenanza del calculo,
en ese estado de transicion de estado curricular, cognitiva, cronolégica, de
paso del algebra al calculo que configura lo que aqui se ha denominado
“trabajo inicial en el calculo diferencial”.
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2.5 Transicion o ruptura del algebra al calculo:
dificultades y tensiones disciplinares.

En esta transicion del dlgebra al calculo TAC, es inevitable citar a Michelle
Artigue (1995), quien reagrupa las dificultades que encuentran los estudian-
tes en la transicion dlgebra-célculo en tres categorias:

e Llasdificultades ligadas a la complejidad matemética de los objetos basicos
del calculo: los nimeros reales, las funciones y las sucesiones, entre otros,
objetos que estan precisamente en construccion cuando se empieza la en-
sefianza del calculo.

e las dificultades ligadas a la conceptualizacién de la nocién de limite, que
es la nocién central del campo, y a su dominio técnico.

e las dificultades ligadas a la necesaria ruptura con modos caracteristicos de
pensamiento del funcionamiento algebraico.

En esta Gltima categoria, lo radical del término “ruptura” se puede ejem-
plificar mediante el tratamiento que se da en el calculo a las desigualdades
e inecuaciones, a la alternancia de cuantificadores, a las aproximaciones, al
simbolismo, al lenguaje, a los razonamientos y, en particular, a las demos-
traciones, todo lo cual rompe con las formas de trabajo que se presentan
en los cursos anteriores a la iniciacién del cdlculo escolar, por ejemplo, en
los cursos de dlgebra. Como Artigue (1995) afirma, generalmente se han
atacado los problemas de incomprensién del calculo con reformas e inno-
vaciones al interior del calculo mismo, sin estudiar todo ese proceso que
le antecede, y propone centrarse alli, para emprender una investigacion
que se ubique en la Transicion Algebra-Célculo, postulando que no exis-
te un paso natural del dlgebra al cdlculo, que no existe un desarrollo
continuo y regular del conocimiento, sino que se da un desarrollo cadti-
co: una ruptura, frente a la cual se debe emprender una investigacién, que
impacte en una comprension de los conceptos del andlisis.

Artigue enfatiza que, mientras la ruptura numérico/algebraico no sélo se
ha identificado, sino que ha desencadenado numerosas investigaciones que
aportan respecto a la comprensién del pensamiento numérico y algebraico,
no ha sucedido algo similar con la ruptura dlgebra/calculo: no existe una
multiplicidad de investigaciones sistematicas ni posturas paradigmaticas
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sobre lo que distingue esos dos pensamientos, esas practicas educativas, ni
se sabe como tender el puente y alistar el camino para iniciar el trabajo en
el calculo diferencial y mas importante atin tampoco se tiene conciencia so-
bre la importancia de estudiar esa transicion, esas practicas educativas del
trabajo inicial del calculo como otra manera de entender los problemas de
comprension de esta disciplina, ya sea en los cursos de educacién secun-
daria, media o bachillerato (o0 como se Ilame en cada pais), ya sea en los
primeros semestres de la educacién superior.

Artigue (1995) también resalta que el uso comuin de la palabra /imite evo-
ca las ideas de lo no traspasable, lo no alcanzable o de fin de un proceso.
Sefiala también una segunda dificultad que tiene que ver con la doble natu-
raleza, estructural y operacional, que tiene el concepto de limite, y enfatiza
la dificultad proveniente de la necesidad de disociar el objeto limite del pro-
ceso que permite construirlo, asocidandolo con el obstdculo sefialado por
Sierpinska en relacion con la consideracion del infinito. La formalizacién de
la nocién de limite es otra dificultad, que consiste en mostrar que en ella se
concibe un solo proceso, en tanto los estudiantes parecen ver dos, uno que
se efectta sobre la variable y otro sobre los valores de la funcién.

La reflexion acerca del paso, transicion o ruptura del dlgebra escolar al
calculo diferencial y de las dificultades, conflictos u obstdculos epistemo-
l6gicos, semidticos, didacticos o culturales que se dan en dicha transicion,
en esas practicas educativas iniciales, categorias todas cargadas semantica y
teéricamente y que han generado diversas tendencias, constituye un punto
crucial en las investigaciones sobre la ensefanza y el aprendizaje del cal-
culo en la educacién media y superior, punto central de esta investigacion.

Dando respuesta a la pregunta: ;qué elementos conceptuales trae el es-
tudiante para trabajar las nociones intuitivas del calculo? o ;qué requiere
para acceder al cdlculo?, las posibles respuestas (Neira, 2000) involucran
entidades como: funciones, nlimeros reales, infinito, aproximaciones, conti-
nuidad, vecindades, entre otras, nociones que como tales tienen sus propios
problemas de conceptualizacién y de representacion, los que ademds estan
en construccion precisamente en este estadio de desarrollo cognitivo y con-
ceptual, cuando se inicia el trabajo en el célculo.

Con respecto a las funciones, en algebra se manejan muy dependientes

de su representacion grafica o tabular, o de los procesos que las engendran,
y en cdlculo se deben trabajar como entes conceptuales sobre los cuales
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se van a aplicar nuevas nociones. El tema de funciones tiene su propio
campo de estudio y es él mismo un nucleo de investigacion en educa-
ciéon matematica; es, ademas, el eje central de toda la investigacion sobre
pensamiento variacional.

Vale la pena recordar aqui las dificultades que encuentran los estudiantes
para pasar de un registro semiotico de representacion a otro, y para articular
los distintos registros de representacion con sus representaciones semioti-
cas (Duval, 1992, 1998) y reconocer en todas el mismo objeto matematico.
Por ejemplo, usualmente no es reconocida como funcién por parte de los
estudiantes, la funcién real constante de valor 4 si se presenta en la forma
“y=4", porque lo que existe en el estudiante es una asociacién de la funcién
con su férmula dependiente de x o de funcién como variacién; en cambio,
si se presenta graficamente por la asociacion “recta = funcién”, se presen-
tan menos errores.

Aqui hay que destacar el doble estatus de los objetos matematicos: el ope-
racional (dinamico) y el estructural (estatico). En la historia de los conceptos,
el primer estatus precede al segundo, aunque luego se vuelve un proceso
dialéctico, y las investigaciones realizadas muestran que en la comprension
individual sucede lo mismo. A ese salto cualitativo que se refiere al paso
de una concepcién en un estatus dinamico a un estatus estructural, se le
ha denominado “encapsulacién” o “reificacién”. Tall (1996) ha designado
“proceptual” al caracter de las nociones matematicas que representa a la
vez los objetos y los procesos. Aqui se presenta un problema: esa flexibili-
dad es condicién necesaria en la comprension del célculo, pero a la vez se
evidencia la dificultad que hay para desarrollarla individualmente.

En cuanto a los nimeros reales, surge el interrogante ;serd que los estudiantes
tienen una clara distincion de los diferentes referentes numéricos? Algunas
investigaciones (como la de Artigue, 1995) muestran la tendencia de los
estudiantes a asociar el nimero real con la aproximacion que de él nos da
la calculadora, por ejemplo, las expresiones para m,V2... Entonces, en ese
estadio, se cuestiona por ejemplo si los nimeros decimales son iguales a los
nimeros reales. También se han detectado situaciones arraigadas en los es-
tudiantes de college o de primeros semestres de universidad en los Estados
Unidos, como que entre 3.25 y 3.26 no hay ninglin nimero, o que 3.138
es mayor que 3.4, o que (3.4)%s igual a 9.16, situaciones que muestran la
complejidad de estas simbolizaciones. No es dificil hacer un sondeo entre
nuestros estudiantes para confirmar que adolecen de los mismos vacios con-
ceptuales respecto a estos referentes.
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Segln Artigue (1995) hay algunas justificaciones interesantes de los estu-
diantes respecto a los limites. Por ejemplo, la concepcién de que el limite de
la sucesion 0.9, 0.99, 0.999,... debe ser menor que 1; que 0.9, 0.99, 0.999,...
no tiende a 1 pero tiene limite 1; que 0.999 es menor que 1, por mas nue-
ves que se le agreguen, siempre serd estrictamente menor que 1; aceptan
que nunca puede pasar de 1 (porque “tiende a tener” la propiedad de los
nimeros como 0.9999 que nunca pueden pasar del limite 1). Estas ideas se
han catalogado como el principio de continuidad (Leibniz) que consiste en
creer que cualquier propiedad comin a todos los términos de una sucesién
también la tiene el limite.

Para configurar las tensiones disciplinares y de aprehension cognitiva
en el dlgebra escolar y el calculo diferencial se plantean consideracio-
nes de la escolaridad institucional. Curricularmente el modo en que
ocurre la instruccién en la escolaridad institucional es dos cursos de
algebra en 8° y 9° grados, respectivamente, y un curso de calculo en
grado 11,7 es decir se presenta el dlgebra como un dominio, unas prac-
ticas, anteriores al calculo, y no solo anteriores sino como prerrequisito
para entrar a él posteriormente. En la universidad en primer semestre de
ingenieria, por ejemplo, y en la mayoria de las carreras, el estudiante
debe tomar un curso de cdlculo diferencial para el cual es necesario,
aunque no suficiente, un buen dominio del dlgebra. Incluso hay uni-
versidades que han incluido un curso de Fundamentos de matematica
o matematicas basicas, repaso del algebra y de las funciones, para su-
plir los vacios que puedan presentarse antes de entrar a un curso formal
de célculo. Histéricamente también se desarrollé primero el dlgebra y
posteriormente el calculo. Asi que, en este primer acercamiento, paso o
transicion significa el camino que ha dado tanto la humanidad como la
escuela en la adquisicion y ordenamiento de ciertos contenidos acep-
tados universalmente como bdsicos en la educacién, particularmente
en el dlgebra y el calculo escolar.

Hay mudltiples tensiones entre el andlisis real, el célculo escolar, la geo-
metria escolar, la geometria analitica escolar, el dlgebra abstracta, el dlgebra
de bachillerato, la aritmética de los reales, la aritmética de los racionales,
l[a aritmética de los enteros, la aritmética de los naturales, entre lo discreto
y lo continuo (y en el medio, lo denso), entre lo finito y el infinito actual (y
en el medio, el infinito potencial).

7 Asi es en nuestro pais y guardando las proporciones la organizacién curricular es similar en la ma-
yoria de paises del mundo, por lo menos en cuanto al orden en los cursos de dlgebra y el célculo.
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Hay algunos aspectos en los que la notacién del cédlculo parece ser la
misma del dlgebra escolar, pero no lo es, como se ve, ante todo, por la
ausencia de la composicion; por el entendimiento del exponente menos
uno (-1) como reciproco, no como inverso de la funcion; por el uso del
apéstrofe para la derivada; por la manera de entender las igualdades que
empiezan por “y =...” como funciones; por la yuxtaposicién de letras —sin
indicar multiplicacion— en los nombres de las funciones (como “Inx”). La
idea consistié en documentar que se trata de un registro semiético diferente
para un sistema conceptual diferente.

La principal operacién binaria analitica es la composicién de funciones,
operacion que no figura en el dlgebra de bachillerato. Los elementos u ob-
jetos del analisis no son los ndimeros racionales y reales, sino las funciones
reales de valor real. En noveno grado los estudiantes nunca vieron una “o0”
pequena entre dos términos algebraicos como 2x y x?, pues no representa-
ban dos funciones: la que duplica,d(_), y la que eleva al cuadrado,c( _), sino
los ndmeros resultantes. En calculo habria que escribir (co d) (x) y (d o c) (x)
que no es lo mismo. Los objetos del cdlculo son, pues, muy diferentes de los
objetos de la aritmética generalizada.

Respecto a la relacion continuo-discreta (al interior de la aritmética, del
algebra y del célculo), en el medio hay una zona gris: lo denso, o la densi-
dad. En lo discreto estdn los conjuntos finitos, los nimeros naturales y los
enteros; luego se llega a los racionales positivos Q*, que son densos, y de
alli se llega a los racionales Q. Luego se trata de capturar el continuo (linea,
region) a través de lo discreto y lo denso.

Generalmente se viene trabajando en el dlgebra de bachillerato con un
conjunto o tipo de funciones muy limitado: la funcién cuadrado, la funcién
cubo, las funciones lineales y las funciones afines o de grafica lineal (que se
confunden frecuentemente con las lineales). Poco se trabaja con funciones
constantes como funciones, se tratan mas como constantes, la x se considera
mas como incognita, como variable o indeterminada, pero no generalmente
como funcién (representa la funcion idéntica en los reales).

No es conveniente confundir la funcién, tomada como operacién o trans-
formacion, que es un objeto activo, con su grafo, que es un objeto pasivo
propio de la teoria de conjuntos. Se perderia el aspecto activo de la funcién
y no se podria hablar de la diferencia entre el conjunto de salida y el do-
minio, ni de la diferencia entre el conjunto de llegada y el recorrido, rango
o codominio. Menos conveniente todavia es confundir la funcién con su
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grafica cartesiana. La una es un elemento u objeto analitico, y la otra es un
elemento u objeto geométrico.

Para entrar en el mundo del cdlculo es necesario enriquecer la vision de
los estudiantes sobre la nocién de igualdad y desarrollar nuevos métodos
para probar igualdades. En este punto, es interesante notar que una recons-
truccién similar de la nocién de igualdad fue puesta en evidencia por la
investigacion didactica, en la transicion del pensamiento numérico al pen-
samiento algebraico.

En el dlgebra, para demostrar que dos expresiones son iguales, se razona
por equivalencia: se transforma la escritura a(x) = b(x) en una sucesién de
escrituras:

a;(x) = bi(x)
az(x) = by(x)

a;(x) = b;j(x)

Hasta obtener dos expresiones idénticas. Lo mismo se hace en el tratamien-
to de las ecuaciones y de las inecuaciones. Mientras que, en el cédlculo,
se hace un encaje con la proposicién.

Ve>0,la—b|<eg 38>0,talquesid > 0, 0 < |[a- x| < d.

Lo cual ha de llevar a comprender que, para demostrar que en la vecin-
dad de un punto a,

f(x) < g(x), no hay que resolver la inecuacién, sino encontrar un in-
tervalo de centro a donde tal desigualdad se pueda garantizar, mediante
aproximaciones y estimaciones. Se pasa de razonamientos por equivalen-
cias sucesivas a razonamientos por condiciones suficientes.

En efecto, al iniciar los cursos de célculo, se debe concebir la funcion
como un objeto, como una entidad sujeta a las operaciones que otros pro-
cedimientos efectien sobre ella, cuando lo que se concebia en cursos de
algebra, por ejemplo, era una nocién de funciéon presentada como un pro-
cedimiento aplicado a ciertos objetos [lamados niimeros; ahora ese mismo
concepto, el de funcién, deviene en objeto al ser operado bajo otros proce-
sos como el limite, la diferenciacién o la integracion, y se convierte en un
sujeto sobre el cual se predican propiedades como la existencia de limite,
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la continuidad, la diferenciabilidad o la integrabilidad. No en vano ha sido
nominado como el concepto fundamental de la llamada matematica moder-
na. (Tall, 1992, p. 11) El andlisis del comportamiento de las funciones es
uno de los principales rasgos que caracterizan al pensamiento variacional.
Pero para que los alumnos logren un acercamiento a esta forma de pensa-
miento es necesario que superen la idea de funcién como correspondencia
entre dos valores, y que comiencen a visualizar una situacién cambiante.

La nocién de tangente proporciona un caso prototipico de la reconstruc-
cion que los estudiantes estan obligados a hacer para entrar al mundo del
calculo (Vasco, 1995). La tangente (de un circulo, por ejemplo) es un objeto
geométrico que posee propiedades especificas:

1. No corta al circulo.
2. Lo toca solo en un punto.
3.Y en el punto de contacto es perpendicular al radio.

Todas estas propiedades son globales y no tienen nada que ver con la idea
de direccion comuin. Ademas, para ayudar a los alumnos a darse cuenta del
cardcter abstracto de los objetos geométricos, los profesores subrayan que
incluso, si perceptivamente el circulo y la tangente parecen coincidir local-
mente, en realidad tienen solo un punto comdn. Esta concepcién geométrica
se puede generalizar aplicindose a otras curvas, por ejemplo, parabolas, y
conduce a la concepcidn algebraica de la nocién de tangente como recta
que tiene una interseccion doble con la curva, que resulta operativa con las
curvas algebraicas.

Claramente, no hay una filiacion directa entre esta tangente y la definida
en calculo, caracterizada por una propiedad local: la recta con que la cur-
va tiende a confundirse localmente (aproximacién afin al orden uno) y cuya
pendiente esta dada por el valor de la derivada de la funcién asociada.

Para complementar este panorama, se enuncian a continuacién, algunas
consideraciones sobre el algebra escolar, el calculo diferencial y el caso del
limite, abordando como tema central si el dlgebra de octavo y noveno grados
es solo aritmética genérica o generalizada sin pretensiones adicionales, o si
las tiene, qué es lo que pretende. Creemos que es lo primero. Precisamente
cuando el pensamiento numérico estatico se combina con el pensamiento va-
riacional, todavia los términos reflejan los procesos de célculo aritmético y no
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se han objetivado como transformaciones de un sistema analitico. Aqui pue-
den ser Gtiles las ideas de Ed Dubinsky en su Teoria APOE (“APOS Theory”).

Se consideran el dlgebra y el calculo como dos sistemas conceptuales dife-
rentes, con registros semiéticos para diferentes sistemas: diferente semantica,
sintaxis casi igual. Como se sefal6 arriba, una diferencia en la sintaxis del
calculo (pero no del algebra) es el uso del simbolo “redondeado” usado para
designar la funcién compuesta. Una diferencia en la semdntica es la inter-
pretacion de la x como funcién idéntica, que ciertamente no es del dlgebra,
dominio simbdlico escolar que sirve para representar regularidades que se
repiten en patrones y que se asocia con el pensamiento variacional, catego-
rizado para sistemas algebraicos y analiticos. En el célculo los t6picos mas
importantes que se suelen estudiar son el de razén o tasa de cambio, los
limites, las derivadas, la continuidad, las integrales, nociones que giran al-
rededor del concepto de limite.

Para caracterizar lo que llamamos “el caso del limite”, es necesario citar la
aproximacion geométrica que tradicionalmente se presenta. “La tangente es el
limite de la secante (o de las secantes)”, se dice en el tratamiento tradicional.
Hay que plantear el limite de la secante como la tangente, pues eso se hace
en los cursos: se traslada el problema al terreno geométrico, pero ese es otro
tipo de limite, que no tiene € ni §; es bueno para mostrar que el profesor esta
usando una nocién de limite que no es la que se define con € ni §, y también
para llamar la atencién sobre otro punto poco explicitado: el profesor utiliza
la palabra tangente en dos sentidos: uno, con el significado del final de dé-
cimo grado, cuando se habla de las funciones trigonométricas, y otro, en el
sentido de la primera parte del décimo grado, cuando se habla de la tangen-
te a las graficas; luego, ahi el que esta poniendo un obstaculo didactico es el
profesor. Esta tendiendo una trampa que distingue dos usos que el enuncia-
dor sabe que son diferentes, pero el estudiante no. El profesor deberia decir:
“la tangente del angulo que forma la recta tangente con el eje horizontal”. El
concepto de pendiente como inclinaciéon puede medirse por el angulo, por
el seno del dngulo o por la tangente del dngulo, y esto es mds coherente que
tratar de definirla como razén de dos variaciones j_yg Doénde esta la tangente?

X

En las expresiones simbdlicas que involucran el simbolo de infinito, como:
lim x = oo

x — O

Suele haber una inconsciencia en los estudiantes, pero también en el profe-
sor, quien usa igual sintaxis y vocabulario cuando dice que “la x que tiende
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a infinito es una variable y la otra x es una funcién”. Precisamente ahi hay
un ejemplo de ese paso del dlgebra al calculo: en el dlgebra, la x representa
variables en el sentido de incégnitas para averiguar, o de ndmeros genéri-
cos, pero en el célculo representa la funcién idéntica.

Desde este marco conceptual, asi como la longitud de la circunferencia, el
area del circulo y otros problemas de cuadratura involucran ya el concepto
de limite en el sentido que se quisiera lo manejara el estudiante de calculo.
Lo mismo puede decirse respecto a los decimales infinitos: jserd que 0,9 pe-
riédico es igual a 1 o diferente de 1?2 Ahi estd presente el concepto de limite
como nosotros lo vamos a entender en el marco tedrico: sin absolutamente
ninguna preparacion sobre sucesiones, series, limites y desigualdades, sin
construccién de los nimeros reales ni conciencia de su completitud, etc.

En Euclides ya se habla de limite y hay una diferencia entre segmento finito,
semirrecta y recta indefinidamente larga. Para los profesores de educacién
media y de universidad, “calculo” es lo que aparece en los textos sobre cal-
culo. La conceptualizacion bésica involucra el estudio de los limites, las
derivadas, las integrales... y el caso del limite lo conforman todas aquellas
situaciones que requieren aproximaciones y vecindades; el mismo profesor
en su lenguaje utiliza expresiones como “acercarse mds y mas”, “acercarse

yow v ou

tanto como se quiera”, “tender hacia”, “infinitamente cercanas”, que involu-
cran entidades como lo infinito y lo infinitesimal. Esquematizando, tenemos:

Tabla 1. Tratamientos del algebra, del calculo y de otras areas relacionadas

Geometria
Analitica
Como tratamientos | Como tratamien- | Como conversiones | Como sistema concep-
en un registro simb6- | tos en un registro | entre dos registros | tual cuyos elementos
lico para la aritmética | simbdlico para el | simbélicos de ecua- | son las funciones rea-

generalizada analisis ciones y graficas les de valor real

Algebra Calculo Andlisis

Hay tres operadores sobre funciones que son los que caracterizan el tra-
bajo analitico que se suele hacer en el célculo: el limite (L), la derivada (D)
y la integral (.

El siguiente cuadro muestra en la primera columna cada operador ana-
litico por si solo y el mismo aplicado a su argumento (que es una funcién
reificada como objeto, como aparece en la segunda columna); en la tercera
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columna, el valor de esa funcién cuando se aplica a su propio argumento
genérico (que es un ndmero real); luego el argumento aparte (que es un ni-
mero real todavia no determinado) y un caso particular de un ndimero real.

Tabla 2. Operadores Analiticos

A t C
Operador ' gm;;? © | valor | Argumento part?gt(l)lar
L L(f) f f(x) X 1
D D(g) g (y) y 217
] I h h(z) z ”

Tres elementos fundamentales: “Procepts, reification, APOS theory”

Tall y Vinner (1981, citados por Vasco, 2009%) y Fischbein? propusieron
dos tipos de nociones intermedias entre las nociones vagas y los conceptos
cientificos (en inglés los [lamaron “concept image” 'y “procept”).

“Concept image” (“imagen conceptual”). Para comparar el concepto con la
imagen conceptual, Vasco (2009) propone pensar como ejemplo en el con-
cepto de curva en geometria diferencial; el concepto matematico de curva
dificilmente puede separarse de la imagen conceptual de una linea curva,
aunque dicho concepto se refiere a una funcién que proyecta un intervalo
de R en un espacio de dos 0 mas dimensiones, no a la imagen del interva-
lo bajo la funcién, que es la que mantenemos indisociablemente ligada a la
curva. La imagen conceptual es un conglomerado de todas las estructuras,
imdgenes, procedimientos y relaciones asociadas con el concepto, y muchas
de sus regiones pueden estar muy alejadas y adin contradecir la definicion
formal del concepto ya institucionalizada.

La palabra inglesa “procept” se podria traducir directamente por “procep-
to”, en el sentido de concepto procedimental, pues se relaciona mas con los
procesos, procedimientos o algoritmos que con los objetos o las relaciones,
pero oscila de uno a otro. Por ejemplo, el estudiante de primaria y secunda-
ria suele rechazar la distincion entre adicion y suma, pues no conceptualiza
propiamente la operacién binaria de adicién, sino que la confunde con la

8 Documento de trabajo en Seminario de investigacion del DIE-UD. Bogotd, 2009

9 Los autores se remiten a una idea de Fischbein, Tirosh y Hess de 1979 sobre las intuiciones del in-
finito y a la ponencia “Concept image, concept definition and the notion of function”de Vinner de
1980 en el PME IV.
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manera como hace las sumas, sin distinguir la operacién del resultado, ni
éstos del algoritmo que aprendié (por ejemplo, el algoritmo usual para su-
mar varios numerales decimales dispuestos en columna). En simbolos, a+b
puede significar sumar a con b, o el resultado de ese proceso.

Otro ejemplo es el del concepto de igualdad. Cualquier estudiante, siendo
aln “exitoso”, puede pasarse todo el bachillerato sin configurar el concep-
to de igualdad como relacién de equivalencia entre expresiones simbdlicas
que se refieren al mismo objeto y que permite la sustitucién de la una por la
otra. Le basta el procepto de igualdad, que condensa el proceso de obtener
un resultado y la relacién estatica de igualdad. Este procepto le permite leer
el simbolo “=" como “da”, aunque se pierda la propiedad simétrica. Va a
creer, por ejemplo, que la ecuaciéon “0 =x2— 1" estd “mal escrita”. Pero la
idea de Tall es que esa oscilacién o confusidn entre proceso y concepto no
es rechazable, mas auln, es una ambigliedad muy conveniente en el pensa-
miento de orden superior y los expertos también la utilizan sin darse cuenta
de que a veces se refieren al proceso y a veces al producto conceptual de
ese proceso.

Las palabras reificacion o cosificacion, segtin Vasco (2009), son dos traduc-
ciones del inglés reification, que se extendi6 en la educacién matematica con
los primeros trabajos de Anna Sfard (1991). En latin, “res” significa “cosa”,
y “hacer de algo —que no es cosa— una cosa”, se puede decir cosificacion o
reificacion.

La nocion inicial de cosificacién o reificacion es la de formar mentalmen-
te un objeto de lo que era un proceso, una accién, una operacién o una
relacion. Por eso se encuentra a veces la palabra objetivacion. Como toda
palabra terminada en “-cién”, cosificacion, reificacion u objetivacién a ve-
ces se refiere a la operacion mental y a veces al resultado de esa operacion.

Vasco (2009) enumera algunas pistas sobre la ocurrencia de la reificacion
de un nuevo producto mental:
e Separarlo de y contrastarlo con otras cosas, objetos, elementos o componentes.
e Operar sobre el nuevo producto.
e Nombrarlo con un sintagma nominal.
e Atribuirle predicados unarios o monadicos.

* Relacionarlo con otros y atribuirles predicados binarios, ternarios, etc.
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La propuesta inicial de Anna Sfard (1991) era que el progreso en la con-
ceptualizacién matematica con frecuencia consistia en cambiar de una
manera de concebir un proceso o procedimiento como algo activo, que
ocurre en el tiempo, a una consolidacion y detencién de este como un
nuevo objeto o cosa sobre la cual se empieza a actuar. Para el caso del
analisis, se podria pensar en que el estudiante toma las expresiones del
algebra de bachillerato solo como instrucciones para calcular un resulta-
do; por ejemplo, entenderia el término “x?— 1” como “eleve el nimero al
cuadrado y quitele uno”. Es una comprensioén limitada, porque no permite
pasar a la funcién respectiva, pero es correcta. Por eso puede tener éxito
en aprobar dos anos de adlgebra sin construir el concepto de funcién, pues
ese concepto requiere una reificacion del procedimiento de calcular el re-
sultado. Si no se reifican las funciones como objetos, no puede construirse
un sistema analitico en el que los elementos u objetos sean las funciones
reales de valor real. Aqui podria estar la diferencia entre el algebra de ba-
chillerato y el andlisis real.

En este caso, Vasco (2009) plantea que la reificacién es muy cercana al
paso del procepto de Tall, Vinner y Fischbein al concepto respectivo. Asi
lo ha utilizado Ed Dubinsky en experimentos de ensefianza de la teoria
de grupos. Pero no es el Gnico caso. Por ejemplo, las relaciones simbo-
lizadas por los signos “<”y “>”, que los estudiantes generalmente leen
menor y mayor cuando la lectura es izquierda a derecha, suelen que-
darse en una comparacion entre dos nimeros y no pasan a configurar
un sistema de relaciones con sus propiedades, su composicion, su in-
version, etc., pues esas relaciones no han sido reificadas, cosificadas u
objetivadas. No se puede trabajar con un sistema cuyos elementos sean
las relaciones si los estudiantes no las reifican, es decir, si no las vuelven
cosas u objetos mentales.

Aqui también puede haber una barrera para el paso al andlisis desde el
algebra de bachillerato y el estudio de precélculo y cédlculo con funciones
como instrucciones o como relaciones, sin reificarlas.

2.6 Nociones relacionadas con la ruptura
epistemolodgica.

De otro lado, y continuando con consideraciones de tipo epistemolégico
acerca de dos constructos importantes planteados aqui —obstaculo y ruptura
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epistemoldégica—,'* Vasco (1991) analiza los conceptos de revolucién cien-
tifica, ruptura epistemoldgica y otros relacionados con ellos, tomados de la
historia y de la epistemologia de la fisica, para estudiar su aplicabilidad a la
constitucién de las disciplinas matematicas. Discute y concluye las siguien-
tes tres tesis:

* En cada una de las disciplinas matematicas la ruptura epistemolégica, si
tiene sentido identificarla con la conformacién de la respectiva disciplina,
se da una sola vez.

* En cada una de las disciplinas matemdticas una vez conformada no se dan
propiamente revoluciones cientificas en el sentido de Kuhn, sino solo re-

fundiciones de esas disciplinas.

e Los intentos de unificacién de las disciplinas matematicas en una sola cien-
cia llamada “la Matematica” —en singular y con maytscula— no solo no son
ni revoluciones ni rupturas epistemolégicas, sino que puede decirse que han
fracasado, y que las matematicas, con o sin mayuscula, contindan, y previ-
siblemente continuaran siendo plurales.

Fichant y Pécheux (1969/1975) definen ruptura epistemoldgica como el ori-
gen o comienzo de una ciencia, en el momento que Kuhn llamé “revolucion
cientifica”. Estos autores consideran la ruptura constitutiva de esa ciencia,
que deviene en un nuevo paradigma. Podria plantearse que las revoluciones
cientificas constituyen un acercamiento mas sociolégico que epistemoldgico
al problema de los cambios cientificos. El término ruptura epistemoldgica
marca, en cambio, el punto de no retorno a partir del cual comienza una
nueva ciencia; en particular es todo el hecho epistemolégico que sucedié
con la constitucion de la fisica cientifica desde Copérnico hasta Newton.
Pero una vez constituida la nueva ciencia o disciplina después de la ruptura,
quedan adn muchas regiones del campo teérico abierto por esa ruptura, en
las cuales se mantiene un agregado de proposiciones teéricas que pretenden
ser cientificas, a pesar de estar formuladas todavia con lenguaje ambiguo. El
trabajo de elaboracién de los nuevos conceptos, las propuestas de respuestas

10 La ruptura epistemoldgica es un concepto introducido por el fil6sofo y poeta Gastén Bachelard (27
de junio de 1884, Bar-sur-Aube — 16 de octubre de 1962, Parfs) en Filosofia de las Ciencias (pos-
teriormente desarrollado en el dmbito de la sociologia en 1975), a raiz de un ensayo publicado en
Francia por Pierre Bourdieu, Chamboredon y Passeron, titulado E/ oficio de socidlogo.

11 Expresion atribuida a F. Regnault que usan Fichant y Pécheux para describir la ruptura epistemol6-
gica, en un curso en 1967-1968 en Paris, segin aparece en la advertencia inicial de Oscar Landi al
libro de Fichant y Pécheux (1969/1975, pp. 7-8; ver definicién I, p. 9, y la nota 6 de la p. 12).
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a las nuevas preguntas y la bisqueda de coherencia conceptual llevan a pe-
riddicas revisiones de esas subregiones que constituirian las refundiciones o
cortes intracientificos, terminologia que se atribuye también a Regnault (Fi-
chant y Pécheux, 1969/1975, p. 12, definicion Il y nota 6).

En este sentido, no se podria afirmar propiamente que, al pasar del alge-
bra al cédlculo en la organizacion curricular y cognitiva, lo que se da sea
una ruptura epistemoldégica en el sentido aqui planteado, pero si se afirma
como posicion inicial, que hay una ruptura en cuanto a practicas, simbolis-
mo, lenguaje, modos de demostracién y argumentacion, respecto a lo que
habitualmente se hace en los cursos de algebra y lo que se empieza a tra-
bajar en el calculo.

2.7 Algunas consideraciones sobre limite y derivada.

El concepto de limite es uno de los mas complejos de las matematicas que
se ensenan en los cursos de las carreras universitarias. Son de esperarse los
tropiezos de los estudiantes, dadas las complicaciones que Newton y Leibniz
no lograron sobrepasar, como lo muestra Neira (1998). Uno y otro proce-
dian intuitivamente, del mismo modo habria que proceder inicialmente en
los cursos de célculo, en lo que se emplean expresiones como “tender a”,
“acercarse”, y otras por el estilo que deberian desaparecer progresivamen-
te del lenguaje del estudiante cuando este haya madurado bien el manejo
del proceso.

Histéricamente, el retiro de tales expresiones ha sido forzado por la me-
jor comprension del proceso. Cauchy respecto de Newton, por ejemplo, o
Weierstrass respecto de Newton y Cauchy; ciertamente el curso de calculo
no es un curso de historia, pero el profesor que conoce el concepto genéti-
camente esta mds preparado para el desarrollo de sus estudiantes en dicho
aprendizaje, que el profesor que basa su ensefanza en el conocimiento re-
finado del célculo y reduce su ensefianza al esquema: definicion, teorema,
demostracion.

Transcribo a continuacion, algunos de los problemas del célculo diferen-
cial tratados por Newton, tomados de sus manuscritos originales de Methods
of Series and Fluxions tal como aparece en Neira (1998) en el que procede
mediante problemas que clasifica en dos fundamentales, que actualmen-
te equivalen a hallar la derivada y hallar la primitiva de una funcién dada.
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Considero el tiempo como fluyendo o creciendo mediante flujo
continuo y a otras cantidades como creciendo continuamente con
el tiempo y de acuerdo con la fluxion del tiempo, llamo fluxiones
a las velocidades con las cuales se incrementan todas las otras can-
tidades. También de acuerdo con los momentos de tiempo doy el
nombre de momentos a las partes de cualesquiera otras cantidades
generadas en momentos de tiempo...

Es decir, las fluentes o cantidades fluentes son cantidades que varian con
respecto al tiempo, dicho de otra manera, a las cantidades que fluyen se les
llama fluentes por oposicion a las cantidades constantes. Llama fluxion a la
velocidad de cambio con respecto al tiempo de las cantidades fluentes. La
forma en que las fluentes varian con el tiempo es arbitraria, Newton usual-
mente hace la hipétesis de que una de las variables, por ejemplo x se mueve
uniformemente, es decir, que x=1y lo que es importante no son las fluxio-
nes en si, sino sus razones.

Por otro lado, segtin Neira (1998) tres ideas fundamentales guiaron a Leib-
niz en su creacion del cdlculo diferencial; la primera era una idea filoséfica,
trataba de la construccién de una “Characteristica generalis”, es decir, un
lenguaje simbdlico mediante el cual se pudieran escribir todos los procesos
de argumentacién y razonamiento, idea que explica su gran interés por las
cuestiones de simbolismo y notacién en matematicas. La segunda idea a pe-
sar de lo imprecisa que era hacia 1673, sugeria ya un cdlculo infinitesimal
de sumas y diferencias de ordenadas mediante el cual podian ser determi-
nadas cuadraturas y tangentes y en el que estas determinaciones aparecian
como procesos inversos. La tercera idea principal fue la relativa al uso del
“triangulo caracteristico” en las trasformaciones de cuadraturas.

Resumiendo, los principales conceptos en la obra de Leibniz: la diferencial
de una variable y es la diferencia infinitamente pequena entre dos valores
sucesivos de y; dy es la diferencia infinitamente pequefa entre dos ordena-
das sucesivas, mientas que dx es la diferencia infinitamente pequena entre
dos abscisas x sucesivas, que en este caso es igual a la distancia infinitamen-
te pequena entre dos sucesivas.

Cuando Leibniz present6 su calculo recibié muchas objeciones acerca esa
nocion de cantidades infinitamente pequefas por lo cual decide cambiar el
concepto de diferencial y en su primera publicacién del cdlculo “Un nuevo
método para hallar maximos y minimos, asi como tangentes” introduce un
segmento finito Ilamado dx.
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En cuanto al significado de los infinitesimales (una cantidad que no es 0,
pero es que mds pequeia que todo ndimero real positivo) Leibniz, reconocid
que la existencia o no existencia de estos no es obstdculo para abreviar y
hablar universalmente, los llamo “ficciones dtiles” y era un poco precavido
acerca de la existencia real de ellos. En cuanto a Newton, afirma “por ulti-
ma razon de cantidades evanescentes (es decir, las que se aproximan a 0) se
debe entender la razén de las cantidades, no antes ni después que ellas de
desvanecen, sino con la cual ellas se desvanecen”; utiliza los indivisibles o
infinitesimales como un simple simbolismo o sistema conveniente para sus
pruebas matematicas.

Desde la invencién paralela de las derivadas y las integrales por Newton
y por Leibniz (sin precisar los aportes de Barrow), ya comenzaron dos en-
foques muy diferentes del Calculo infinitesimal, el enfoque de Newton vy el
de Leibniz. Desde la perspectiva actual, el enfoque de Newton parece mas
“analitico”, en el sentido de incluir los cambios en los valores de las varia-
bles como dependientes del tiempo, con la notacién del punto sobre la x
como simbolo de la fluxién de un fluyente en el tiempo (hoy dirifamos “de
los flujos como funciones del tiempo”, pero “funcién” es una terminologia
posterior). En cambio, el enfoque de Leibniz parece ser mds geométrico,
pues se preocupa por calcular las ecuaciones de las rectas tangentes a las
graficas y las dreas bajo las graficas.

2.7.1 Configuraciones epistémicas sobre derivada.

La nocion de configuracion epistémica (CE) permite encontrar un analisis
mas detallado y completo sobre los significados parciales de la derivada. Para
determinar este significado de la derivada, Pino-Fan, Godino y Font (2013)
hicieron una revision histérico-documental desde la matemética griega hasta
el siglo XX, en la cual identificaron nueve configuraciones epistémicas aso-
ciadas a los distintos problemas:

1. Trazado de tangentes en la matematica griega.
2. Problemas sobre variacién en la edad media.
3. Calculo de sub tangentes y tangentes con el dlgebra.

4. Trazado de tangentes mediante consideraciones cinematicas.
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5. Calculo de maximos y minimos mediante la idea intuitiva de limite.

6. Célculo de tangentes y subtangentes mediante métodos infinitesimales.
7. Calculo de fluxiones.

8. Célculo de diferencias.

9. Derivada como limite.

Las configuraciones anteriormente enunciadas, son un recuento de algu-
nos conceptos por los cuales se tuvo que pasar para poder llegar a definir la
derivada como un limite. Las configuraciones epistémicas se componen de
los objetos matematicos primarios y sus relaciones, que intervienen y emer-
gen de los sistemas de practicas matemdticas en distintos contextos de uso.

La configuracion epistémica mds global es la de la derivada como un limite.
Asi mismo los textos guias propuestos y analizados consideran como cono-
cimientos previos a la introduccién de la derivada: funciones, continuidad y
la nocién de limite. Adicionalmente se pudo observar, independientemente
del contexto de uso de la derivada, siempre aludian a un mismo significado:
la derivada como limite del cociente de incrementos.

2.8 Una aproximacion a las nociones de dificultad,
conflicto y obstaculo.

Las investigaciones sobre los errores, dificultades y conflictos en el campo
del pensamiento matematico avanzado no son uniformes en la terminolo-
gia, ya que muchas veces se utiliza indistintamente dificultad y obstaculo.
En todo caso, los estudios que se han consultado estan focalizados sobre la
deteccién de obstaculos y dejan en un segundo plano las limitaciones en
los aprendizajes debidos a significados personales poco representativos de
los significados institucionales de referencia.

En el EOS se considera a los objetos matemdticos como entidades emer-
gentes de los sistemas de practicas realizadas en un campo de problemas
(Godino y Batanero, 1994) y, por tanto, son derivados de dichas practicas.
Al objeto matemdtico se le asigna un estatuto derivado, mientras que a la
practica se le dota de un lugar privilegiado. Los objetos matematicos perso-
nales, seglin Godino y Batanero (1994, p. 335), son: “emergentes del sistema
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de practicas personales significativas asociadas a un campo de problemas”.
Estos objetos personales van cobrando forma —van emergiendo en un apren-
dizaje suscitado por la propia practica-, asi que un objeto personal implica
la generacién de una regla de comportamiento en el sujeto.

Dado que el significado de un objeto personal consiste en las practicas
que hace la persona, dicho objeto personal se convierte en una posibilidad
permanente de planificacién de practicas. El significado de un objeto perso-
nal queda entonces ligado a otros objetos personales y significados, puesto
que en las prdcticas intervienen diversos objetos personales. Aqui también
se logra entrever el caracter triadico de la semidtica de Peirce en cuanto a
la terceridad que se recrea en un ciclo de signos permanente, y también po-
dria verse aqui el primer supuesto de los obstaculos epistemolégicos, que de
un nivel de conocimiento y comprensién a otro, hay una necesidad de inte-
gracion y reorganizacion. La cognicién no es un proceso solo acumulativo.

Con relacién a los objetos matematicos institucionales, se pueden con-
siderar como entes que emergen progresivamente de sistemas de prdcticas
socialmente compartidas en una institucion, ligadas a la resolucion de cier-
to campo de problemas matematicos. Emergencia ésta que es progresiva a
lo largo del tiempo. Un objeto institucional implica la generacién de una
regla de comportamiento compartida por toda la instituciéon. (Godino y Ba-
tanero, 1994, p. 340)

Para el EOS, el alumno pasa de ser un alumno individual a ser un alum-
no-en-una-institucion, la relacion entre los significados de los objetos
personales y los institucionales hay que pensarla bdsicamente en términos
de “ajuste”. Esta parte es clave y acerca al EOS con la Teoria Cultural de la
Objetivacion TCO de Radford, sin perder de vista los objetos personales y
los demas aspectos cognitivos. Se pretende que el significado de los objetos
personales se ajuste lo mas posible al significado de los objetos instituciona-
les. Esta relacion de ajuste es la que subyace y posibilita “la evaluacién de
los conocimientos de los alumnos, y es la que me parece potente, coherente
y practica para estudiar tales obstaculos o conflictos semidtico de cualquiera
de los 6rdenes enunciados, relacion de ajuste que la veo mediada y medida
por la normatividad. Esta parte de la teoria dota de metodologias y marcos
tedricos aterrizados y practicos a las investigaciones; es decir, se vuelve tan-
gible lo que se va a medir en términos de los significados.

En el EOS se define conflictos semiéticos como: “Cualquier disparidad o
discordancia entre los significados atribuidos a una misma expresion por dos
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sujetos (personas o instituciones) en interaccion comunicativa”; considera que
cabe hacer la distincion entre el significado personal global, el declarado y
el logrado. La parte del significado declarado no concordante con el institu-
cional es lo que habitualmente se consideran como errores de aprendizaje.
De acuerdo con Font (2000a) y Godino, Batanero y Font (2003, p. 73-74):

- Hablamos de error cuando el alumno realiza una practica (accién, argu-
mentacion, etc.) que no es valida desde el punto de vista de la institucién
matemadtica escolar.

- El término dificultad indicara el mayor o menor grado de éxito de los alumnos
ante una tarea o tema de estudio. Si el porcentaje de respuestas incorrectas
(indice de dificultad) es elevado se dice que la dificultad es alta, mientras

que, si dicho porcentaje es bajo, la dificultad es baja.

- A veces el error no se produce por una falta de conocimiento, sino porque
el alumno usa un conocimiento que es valido en algunas circunstancias,
pero no en otras en las cuales se aplica indebidamente.

- Siuntipo de error se manifiesta en un cierto nimero de alumnos de mane-
ra persistente en una tarea, su origen se debe buscar en los conocimientos
requeridos por la tarea, y no tanto en los propios alumnos. La compleji-
dad semiética asociada a la practica matemdtica es una posible causa de
las dificultades de aprendizaje. El analisis de la trama de funciones se-
midticas asociada al contenido matematico permite prever su grado de
dificultad potencial e identificar las variables a tener en cuenta para faci-
litar su ensefianza.

- Cuando el error se produce porque el alumno usa un conocimiento, que
es vdlido en algunas circunstancias, en contextos donde no se puede apli-
car decimos que existe un obstaculo. La superacion del obstaculo requiere
que el alumno construya un significado personal del objeto en cuestién su-
ficientemente rico, de manera que la practica que es adecuada en un cierto
contexto no se use en otro en el que no es valida. Para ello sera necesario,
ademads, que los significados pretendidos e implementados sean suficiente-
mente representativos de los significados de referencia.
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Los errores, dificultades y conflictos que tienen su origen en la complejidad
semidtica o bien en la falta de representatividad de los significados pretendidos
e implementados, en el EOS se Ilaman conflictos semidticos y conflictos epis-
témicos. Esta parte de la teoria del EOS es la que tiende un puente, posibilita
un transito entre lo planteado por Brousseau en la escuela didactica francesa
clasica de corte basicamente cognitivo y, nuevos enfoques mas dinamicos y
fluidos, que la permean de cultura y socializacién en la interaccién humana.

La nocién de conflicto semiético y sus tipos puede ser mas flexible al aplicarse en
situaciones menos exigentes que la de obstaculo (segtin la concibe Brousseau), y
ademads aporta una posible explicacién: disparidad de significados. Segiin Godino
en “Un enfoque ontolégico y semidtico de la cogniciéon matematica” (Seminario
Doctorado | y 11-2007), esta nocién se puede interpretar en términos de “conflic-
tos de significados”. Siempre que podemos decir que hay un obstaculo, existe
un conflicto de significados, pero no necesariamente aparece como un conflicto
semidtico percibido por el profesor o el estudiante mismo. Esta relacién no se da
a la inversa, o sea no todo conflicto semiético se genera por un obstaculo, en el
sentido de Brousseau. Por tanto, la nocién de conflicto semidtico puede ser una
herramienta mas flexible que la de obstaculo, pero no pueden confundirse. Los
obstaculos epistemoldgicos mas profundos no producen ningtn conflicto en el
estudiante ni en sus interacciones con los profesores y comparieros.

Los andlisis a priori permiten formular hipétesis sobre conflictos semiéti-
cos potenciales entre los cuales destacan, por su relevancia, aquellos que
origina un libro de texto al dejar a cargo del alumno la realizacion de deter-
minadas funciones semidticas que son basicas para la correcta interpretacion
del texto y que, de no producirse, pueden ocasionar una disparidad entre el
significado personal global del alumno y el significado institucional preten-
dido. Por su parte, los analisis a posteriori permiten determinar los conflictos
semi6ticos realmente producidos y contrastarlos con los detectados a priori.
En el EOS, los conflictos semidticos se consideran como explicaciones de
las dificultades y los significados pretendidos.

2.9 Una aproximacion propia a una conceptualizacion
de los obstaculos.

De este panorama posible: obstaculo epistemolégico, concepciones,
obstaculos culturales, obstaculos didacticos, conflictos semidticos, episté-
micos, cognitivos e interaccionales, misconcepciones, podemos ver que,
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reconociendo sus diferencias sustanciales, han existido en la literatura dis-
tintos modos de enunciar esas dificultades, errores, caidas, tropiezos que los
maestros detectamos en los estudiantes en las aulas de clase, en todos los ni-
veles de escolaridad, en toda clase de instituciones y de diferentes maneras;
sin embargo, como el lector encontrard documentado en este libro, algunas
de esas dificultades, caidas, tropiezos pasan desapercibidas para maestros y
estudiantes sin generar conflicto alguno, y se ha focalizado el interés de los
investigadores por indagar lo que subyace a tales dificultades con el afan de
proponer categorias de analisis para explicarlas potencialmente.

Se conceptualiz6 obstdculo como un conocimiento y no como una au-
sencia de conocimiento; como un conocimiento y no como un error; un
conocimiento que funciona bien en algunos contextos, pero que al ser apli-
cado en otros produce “errores”. Un inconveniente concreto que se presente
en algln tema y que se revele en los errores que se cometen, en las dudas,
en la perplejidad, puede deberse a que no se tienen los conocimientos ne-
cesarios, o a que los que se tienen dificultan el trabajo. A diferencia del que
falta, el conocimiento que si estd pero que provoca dificultades y conflic-
tos, dudas y errores, es sintoma de la existencia de conocimientos previos
—presentes 0 ausentes— que entorpecen y dificultan el aprendizaje. Una di-
ficultad concreta que se presenta en un tema y que se revela en los errores
que se cometen, en las dudas, en la perplejidad, puede deberse a que no
se tienen los conocimientos necesarios, o puede deberse a que los conoci-
mientos que si se tienen dificultan el trabajo.

Esta misma diferencia se plantea en el tipo de errores detectados: acciden-
tales, ocasionales, lapsus y errores sistematicos, que se deben a algo... ;a qué
se deben? En la conceptualizacién de obstaculos planteamos como supuesto
una contraposicion entre el conocimiento ausente (ignorancias) y el presente,
pero dificultante que son los obstaculos. Esta es una variable importante para
precisar lo que son los obstaculos: que son conocimiento, y no falta de él.

Los errores, en el marco tedrico de esta investigacion, se consideran como
los sintomas de los obstaculos; como las manifestaciones visibles de las di-
ficultades que emergen en las practicas educativas; y los obstaculos como
la posible causa atribuida a esos errores; los obstaculos se convierten en
la etiologia que explica, epistemolégicamente hablando, tal o cual error.

Se reconoce creatividad en los errores que cometen los estudiantes y se
explican como comprensiones divergentes de las preguntas formuladas. Se
trata de no cargar la palabra semdnticamente con la tradicién que la asocia
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al enjuiciamiento peyorativo y calificativo hacia los estudiantes. Los errores
—concebidos de esa manera— se convierten en la fuente de indagacion mas
importante, pues los obstaculos pueden inferirse de los errores en las practi-
cas y de la dificultad experimentada por los que participan en ellas.

En sintesis, concebimos obstaculo como un constructo del que supone-
mos o inferimos su presencia como fuente de los errores sistematicos y de
las dificultades experimentadas por los estudiantes, de manera general, en
las practicas educativas. Es una atribucién de causalidad a las dificultades
manifiestas por los estudiantes en las PEUC. Vino entonces la caracteriza-
cién para precisar su naturaleza, sea que genere o no algtn tipo de conflicto.

Para entender las reservas sobre el calificativo “epistemolégico” que en-
contramos en Radford, llamémoslo obstaculo cognitivo o didactico, pues se
debe a un conocimiento presente en el estudiante en un proceso cognitivo
de aprendizaje, sin decidir todavia si es solo de orden cognitivo individual
en el EOS, o también es de orden epistémico de la comunidad académica
de referencia, o si es generado por la did4ctica presente en las practicas.

2.10 Analisis didactico del EOS y categorias descriptivas.

2.10.1 Configuracion diddctica.

El EOS (Godino, 2016) define la nocién de configuracion didactica como
cualquier segmento de actividad didactica (ensefanza y aprendizaje) com-
prendido entre el inicio y fin de una tarea, que incluye las acciones de los
estudiantes y del profesor, asi como los medios planificados o usados para
abordar la tarea. Distinguen tres tipos de configuraciones:

e Configuracion epistémica: (sistema de practicas, objetos y procesos mate-
maticos institucionales requeridos en la tarea).

» Configuracion instruccional (sistema de funciones docentes, discentes y
medios instruccionales que se utilizan, asi como las interacciones entre los
distintos componentes).

e Configuracion cognitiva — afectiva: (sistema de précticas, objetos y proce-
sos matematicos personales que describe el aprendizaje y los componentes
afectivos que le acompanan).
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2.11 Analisis de facetas de idoneidad didactica.

IDONEIDAD

NORMAS

CONFIGURACIONES
% PRACTICAS §
/ INTERNACIONAL \

PROCESO
DE
ESTUDIO

Figura 1. Facetas y niveles de andlisis diddctico

La nocién de idoneidad didactica, sus dimensiones y criterios segtin Ba-
tanero (2013) fueron introducidas en trabajos previos (Godino, Contreras y
Font, 2006; Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2006; Godino, 2011) como
herramienta de paso de una didactica descriptiva — explicativa a una diddc-
tica normativa, esto es, orientada hacia la intervencion efectiva en el aula.
Esta se define como la articulacién coherente y sistémica de las seis com-
ponentes siguientes (Godino, Batanero y Font, 2007):

- ldoneidad epistémica: se refiere al grado de representatividad de los sig-
nificados institucionales implementados (o pretendidos), respecto de un
significado de referencia.

- ldoneidad cognitiva: expresa el grado en que los significados pretendidos/
implementados estén en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asf
como la proximidad de los significados personales logrados a los significa-
dos pretendidos/ implementados.

- Idoneidad interaccional: un proceso de ensefianza-aprendizaje tendrd ma-
yor idoneidad desde el punto de vista interaccional si las configuraciones y
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trayectorias didacticas permiten, por una parte, identificar conflictos semié-
ticos potenciales (que se puedan detectar a priori), y por otra parte permitan
resolver los conflictos que se producen durante el proceso de instruccion.

- Idoneidad mediacional: grado de disponibilidad y adecuacién de los re-
cursos materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de
ensefianza aprendizaje.

- Idoneidad afectiva: grado de implicacién (interés, motivacién,) del alumnado
en el proceso de estudio. La idoneidad afectiva esté relacionada tanto con
factores que dependen de la institucién como con factores que dependen
béasicamente del alumno y de su historia escolar previa.

- Idoneidad ecolégica: grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyec-
to educativo del centro, la escuela y la sociedad y a los condicionamientos
del entorno en que se desarrolla.

Pitélogo g Recursos técnicos
n eracqon. . Tiempo
Comunicacion
\V
MEDIACIONAL
INTERACCIONAL ) o~
(Negociaciénn) (Disponibilidad)

AFECTIVA
(Implicacion)

ECOLOGICA
(Adaptacion)

Actitudes Sociedad
Emociones Escuela
Motivaciones Curriculo
COGNITIVA EPISTEMICA
(Proximidad) (Representatividad)
Acoplamiento
Participacion
Apropiacion

Figura 2. Idoneidad didactica
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Representan mediante un hexagono regular la idoneidad correspondien-
te a un proceso de estudio El hexdgono irregular interno corresponderia a
las idoneidades efectivamente logradas en la realizacion de un proceso de
estudio implementado, y sitGan en la base las idoneidades epistémica y cog-
nitiva al considerar que el proceso de estudio gira alrededor del desarrollo
de unos conocimientos especificos.

Niveles de andlisis

Primer nivel: configuraciones de objetos intervinientes y emergentes de
los sistemas de practicas

Se mira el uso de lenguajes, verbales y simbdlicos. Estos dos lenguajes son
parte de conceptos, preposiciones y procedimientos que estan en la elabora-
cién de argumentos para decidir las acciones simples; en conclusién, cuando
alguien tiende hacer una practica matematica activa situaciones-problemas,
lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos que es-
tan presentes en un lenguaje matematico.

Ademas, aparecen estas tipologias que se basan en el lenguaje matema-
tico que son:

e Elementos lingiisticos: estan términos, expresiones, notaciones y graficos;
también estan de forma escrita, oral y gestual.

e Situaciones-problemas: se encuentran las aplicaciones matematicas, tareas
y ejercicios.

* Proposiciones: son enunciados que se encuentran seguin el concepto.
e Procedimientos: son los algoritmos, operaciones y técnicas de célculo.

e Argumentos: se articulan con las preposiciones y procedimientos para vali-
dar una explicacion sobre un tema en especifico.

e Conceptos: definicién (introducido mediante definiciones o descripciones).

Las situaciones-problemas son el origen de las actividades; el lenguaje
sirve para representar las ideas y sirve de instrumento para la accién y los
argumentos justifican los procedimientos y proposiciones que relacionan
los conceptos.
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Segundo nivel: atributos contextuales

Segln Godino (2002) los objetos matematicos que intervienen en las prac-
ticas matematicas y los emergentes de las mismas segun el juego del lenguaje
en que participan, pueden considerarse en las siguientes facetas duales:

¢ Personal/institucional.

e Ostensivo/no ostensivo.

* Expresién/contenido.

e Extensivo/intensivo (ejemplar-tipo).
e Unitario/sistematico.

Por otro lado, la herramienta configuracion ontosemiética incorpora nocio-
nes de concepto, concepcion, esquema, praxeologia matematica y registro
de representacién semidtica. Para el EOS un objeto abstracto es entendido
como una entidad: Inmaterial (no ostensiva), General (intensiva); que a su vez
se puede considerar de manera: Unitaria (como regla) o sistémica (configu-
racion ontosemidtica de prdcticas, objetos y procesos), Personal (mental) o
institucional (sociocultural) y Antecedente (significante) o consecuente (sig-
nificado) en una relacién semidtica.

La articulacion de estos elementos se aprecia en la siguiente figura toma-
da de Godino (2016), y se amplian en el capitulo 4:

CONTENIDO PERSONAL
=
Z
S 4
kS =)
@G %
& )
i o Z
“ Ay, a7
CO% LENGUAJES o
e, Com@/‘cacfén S\‘\\\)G\
, %
S Préticas %
& Q' ranamaisact) 2
S 2
Contexto 13
Institucional Zz
[e]

Figura 3. Configuracién ontosemidtica
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A continuacion, se presentas algunas ideas fundamentales de la Teoria de
los Registros de Representacion Semidtica de Raymond Duval, a los que acu-
dimos para la comprension de algunos objetos descritos en la configuracion
ontosemiotica como lenguajes, proposiciones, argumentos, definiciones y
conceptos.

2.12 Enfoque Noético-Semiotico (ENS) de Raymond
Duval.

En la perspectiva de Duval (2006a), las matematicas se distinguen de otras
areas del conocimiento, entre otros aspectos, en que el Ginico acceso a sus
objetos es de naturaleza semidtica: solo se conocen por la via de sus re-
presentaciones semidticas, cada una de las cuales pertenece a un registro
semidtico especifico RSR(m). Segun el registro al que pertenezca, cada una
de las representaciones de un objeto matemético solo lo puede presentar
parcialmente: no presenta las mismas propiedades o caracteristicas del ob-
jeto que pueden presentar otras representaciones del mismo registro o de
otros registros, y reciprocamente, ninguna representacion en ningun registro
es completa y adecuada al objeto.

Ademas, segln la naturaleza del sistema productor de la representacién
o registro semi6tico RSR, y el modo fenomenolégico de produccion de sus
representaciones, se habla entonces de representaciones semiéticas de pro-
duccién intencional, para distinguirlas de las representaciones neurales,
cuya produccién no es intencional sino automdtica, en tanto se involucran
procesos motores, sensoriales y neuronales. Dicho de otra manera, una re-
presentacion semiotica se produce con signos y reglas de uso que llevan un
caracter intencional; en cambio, las representaciones no semiéticas no tienen
este cardacter intencional. En efecto, Duval (2006a), sefala dos caracteristicas
que distinguen el papel central y particular de las representaciones semi6-
ticas en matematicas que pueden ayudar a los alumnos a no confundir los
objetos matemdticos con sus representaciones semioticas.

En primer lugar, las representaciones semidticas son importantes en la
medida en que pueden transformarse en otras representaciones semiéticas
pertenecientes al mismo registro RSR(m) o a otro registro RSR(n). Segtin Du-
val (2006a), las transformaciones de representaciones semiéticas se pueden
clasificar en dos tipos. Por una parte, el tratamiento, como transformacion
de una representacion en otra representacion de un mismo registro, y la
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conversion, como transformacion de la representacién de un objeto en un
registro en otra representacion del mismo objeto en otro registro. Asi pues,
las representaciones semidticas son importantes porque se las puede utilizar
para efectuar tratamientos, como razonamientos simbélicos aritméticos, al-
gebraicos o analiticos, y para hacer calculos internos en el mismo registro,
o para hacer conversiones de una representacion semiética RS (m, k) perte-
neciente a un registro RSR(m) a otra representacion RS (n, 1) perteneciente a
otro registro diferente RSR(n).

En segundo lugar, es necesario recurrir a tipos diferentes de representacio-
nes semidticas producidas por dos o mas registros diferentes, ya que cada RS
(m, k) como sistema semidtico ya producido ofrece posibilidades diferentes
de tratamiento segun el sistema semiético productor o registro RS(m) que la
produzca y presenta diferentes aspectos del mismo objeto matematico que
pueden aparecer mejor a través de conversiones a representaciones de otros
registros. Piénsese por ejemplo en la representacién de los primeros cuatro
nimeros de contar levantando uno o varios dedos de la mano derecha; o
con palitos o muescas como 1, II, III, IIII; o en numeracién romana como
L 1L, III, IV, en numeracion griega como las letras alfa, beta, gama y delta,
y en la sino-indo-arabiga decimal como 1, 2, 3, 4, mientras que en otro re-
gistro semidtico diferente, como la numeracién en base cuatro ya el mismo
nlimero cuatro no tiene numeral propio, sino que habria que escribirlo ‘10°,
aunque en base tres seria ‘11’ y en base dos ‘100’. Cada numeracién en base
natural b de dos en adelante es un registro diferente, y en el caso de n=16
o hexadecimal digital, se utilizan también literales como A, B, C, D, E, F, G
que sirven, asi como digitos para los nimeros representados por los nume-
rales decimales 10, 11, 12, 13, 14y 15.

Es decir, el punto fundamental en la actividad matematica no es la utiliza-
cion de representaciones semidticas, lo cual es necesario e ineludible, sino
la capacidad para pasar de una representacion semiotica a otra represen-
tacion semidtica del mismo objeto en el mismo registro o en otro registro.

Desde esta perspectiva se postula que las representaciones en matemati-
cas son de naturaleza semidtica y que toda actividad matematica implica el
recurso a representaciones semidticas y a sus transformaciones (tratamientos
o conversiones), porque los objetos estudiados no son accesibles perceptiva
o instrumentalmente, como en otros ambitos de conocimiento cientifico; es
decir, s6lo se puede acceder a los objetos matematicos mediante sus repre-
sentaciones semidticas, pero no se puede confundir el objeto con ninguna
de sus representaciones.
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En la Didactica de las Matemdticas en cuanto a la ensefianza, para Duval
es crucial presentar a los estudiantes el mismo objeto matematico a través de
representaciones diferentes producidas por registros semiéticos diferentes, al
menos dos de ellos y preferiblemente mas, asi como distinguir claramente
y ensefar a efectuar los dos tipos de transformaciones semidticas, los tra-
tamientos y las conversiones. En cuanto al aprendizaje, Duval es radical al
precisar la comprensién en matematicas como la habilidad para articular dis-
tintos registros de representacion con el fin de construir y estudiar los objetos
matematicos a través de las conversiones y los tratamientos. Esta precision
duvaliana de lo que es comprender un sistema conceptual de objetos mate-
maticos con sus relaciones y sus operaciones permite orientar eficazmente
los procesos de ensenanza, de aprendizaje y de evaluacion.

Cuando se le brinda al estudiante una pluralidad de representaciones del
mismo objeto matematico, se le estan brindando mayores posibilidades de
comprension de ese objeto; pero no basta el caracter multi-representacional,
es decir, no es suficiente representar de diversas maneras un mismo objeto
en un registro, por potente que sea, como el verba oral o el verbal escrito, si
no se garantiza también mediante el trabajo cognitivo de caracter multi-re-
gistro el reconocimiento del mismo objeto en distintas representaciones de
los diferentes registros.

Por ejemplo, el objeto “mitad”, se puede representar como ‘el 50%’ en un
registro numérico porcentual, o como ‘0,5’ en el decimal usual, o como ‘%%’
en el fraccional, o como “un medio” o “la mitad de” en el verbal escrito, o
como un cuadrado dividido en dos partes rectangulares iguales con una de
ellas sombreada en un registro grafico areal, o como ‘|—I—/ en otro registro
grafico lineal. El objeto mental se construye en la medida en que se detecta
aquello que permanece invariante ante las conversiones de sus represen-

taciones de un registro a otro o ante los tratamientos dentro de un mismo

. e 1 2 .
registro, como en el caso de escribir 'E =i= 0,5 = 0,50’ en el registro nu-

mérico decimal usual.

Acerca de la comprension de los estudiantes, Duval (2006a) manifiesta
la importancia que tiene para los profesores el hecho de que los alumnos
usen diferentes representaciones en el aprendizaje de objetos y conceptos
matematicos, pero a la vez resalta que el tema principal en la formacién
inicial y continuada de los docentes es saber cuales son los tipos de tareas
y actividades que sirven para lograr este proposito, qué dificultades ofrece
cada registro y qué potencial presenta para apoyar y guiar la deteccion de
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distintos aspectos y propiedades de cada objeto matemético por cada tipo
de estudiantes y situaciones.

Al parecer la idea mas obvia es exponer varias posibles representaciones
al mismo tiempo. Pero, desde un punto de vista didactico estas actividades
por si mismas no suelen llegar muy lejos, dado que toda representaciéon com-
porta dos dimensiones semdnticas que pueden dificultar la aprehensién del
objeto: la del contenido que representa solo parcialmente, y que es intrinseca
al registro movilizado, y la del objeto que representa, que es independiente
del registro que se moviliza, pero que también puede capturarse solo par-
cialmente en una sola representacion de ese registro.

2.13 Algunas consideraciones acerca de las practicas
educativas universitarias vinculadas con el trabajo
inicial en el Calculo Diferencial.

Se considera en esta investigacion que las practicas educativas universita-
rias vinculadas con el trabajo inicial en el calculo diferencial PEUC de los
estudiantes de primer semestre de la Facultad de Ingenieria de la Universi-
dad Distrital, incluyen las practicas discursivas y no discursivas usuales con
que estudiantes y maestros “viven” las clases, con las que participan en el
aula de clase alrededor de las tematicas propias de la disciplina. Contienen,
entre otras, las formas de “hacer tareas”, de discutir con otros, de estudiar
individualmente y en grupo, de participar.

En esta investigacion se indagd la entrada al mundo del célculo diferencial
en un curso mas formal que el acercamiento que da el bachillerato, como
fuente rica de informacién acerca de los obstdculos epistemoldgicos, se-
midticos, culturales, didacticos, o de la naturaleza que sea, precisamente en
ese trabajo inicial, porque se empieza a construir un lenguaje, una forma de
nominar, un rigor, un hacer que permea la practica. Porque se empiezan a
tratar funciones como objetos, sobre los cuales se van a definir limites, con-
tinuidad y derivadas. Porque se habla, se escribe y se significa de una cierta
manera: es ahi donde se ubicé esta investigacion que parti6 del supuesto
que esa Transicion del algebra al calculo que conforma lo que hemos deno-
minado trabajo inicial, es fuente de indagacién importante.

Se concibi6 la practica configurada también por las actividades de estudian-
tes y maestros, por el contexto, el medio, el “curriculo oculto” y el explicito
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por el que transita un “curso”. Implica la apropiacion de unas practicas, cuyo
sentido estd dado por la practica misma, y crean una cultura propia. Se ca-
racterizan porque constituyen una realidad colectiva, delimitan un espacio
especifico, acttian en unos limites temporales determinados, definen roles,
predeterminan y sistematizan contenidos y proponen formas de aprendizaje
descontextualizado, pues los alumnos construyen sus propios procesos in-
telectuales, compartiendo medios semidticos, como la escritura o formales
como las matemadticas.

Se describen a continuacién algunos elementos constitutivos de esas prac-
ticas, como los esquemas de clases, los textos usados, las tareas y ejercicios,
las evaluaciones, los planes de estudio, los perfiles de profesor y el trata-
miento mas o menos general de algunas nociones. Descripciéon basada no
solo en la experiencia personal y la observacién, sino confirmada a través
de didlogos, entrevistas con un niimero significativo de maestros del ciclo
bdsico de ingenieria de varias universidades colombianas, ademas de con-
sultas con documentos curricularmente institucionalizados en el area de
matematicas de la facultad de ingenieria. Toda esta parte constituye lo ins-
titucional en el EOS.

* Acerca de los esquemas de clase: las clases de introduccion al Calculo
Diferencial, en general, de las universidades colombianas, incluida la Uni-
versidad Distrital y, especificamente, en su Facultad de Ingenieria, son clases
tradicionales,’? en las que el profesor explica los contenidos inscrito en el
esquema convencional: definiciones, teoremas,'* ejemplos, ejercicios gene-
ralmente basados en un texto guia o de consulta, en los que el tratamiento
de las temdticas es usualmente el mismo. En el aula, no hay espacios para
elaboracion de talleres y trabajos en grupo.

* Acerca de los textos guia y de consulta: los textos mas utilizados (impresos
o ahora en formato PDF) son Calculo o Introduccién al Célculo, de autores
como Stewart, Thomas, Swokowski, Purcell, Leithold, Protter, Larson; li-
bros que han reinado como textos guia segiin se vuelvan paradigméticos en

12 Se reconoce que hay esfuerzos individuales innovadores y también algunos mediados por la tecno-
logfa. Pero la generalidad, la institucionalidad del enfoque del area y del ciclo bésico de ingenieria
esta disefiado sobre una metodologia tradicional.

13 Los teoremas tienden a desaparecer de la clase tradicional, no sus enunciados, sino sus demostracio-
nes formales; a cambio, lo que generalmente se hace son “mostraciones” argumentadas del hecho
que enuncia el teorema.
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algunas facultades de la Universidad Nacional de Colombia, de la Univer-
sidad de los Andes, y de la Escuela Colombiana de Ingenieria..., al parecer
todos ellos comparten un enfoque tradicional de por o menos 50 afios.'

* Acerca de las tareas y ejercicios: lo usual es que cada profesor disponga de
un repertorio o archivo personal referente a ejercicios que ilustran mejor
una situacion, cominmente tomados de los libros, de los solucionarios o
generados en grupos de trabajo de docentes. Esto se puede corroborar en
las notas de clase que publican algunos maestros por medio de la Ofici-
na de Publicaciones de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas,
como también en las gufas dejadas por los profesores en las fotocopiadoras
de las facultades.

Se aclara, por supuesto, que el hecho de que el tratamiento sea clasico,
convencional o tradicional, no significa que no se haga un buen trabajo,
comprometido, responsable y guiado hacia lo que se considera juega un
rol importante en el desarrollo conceptual de los estudiantes, es decir que
puede tener una alta idoneidad epistémica, usando la terminologia del EOS.

e Acerca de las evaluaciones: hay parciales y examenes conjuntos, lo cual lleva
al necesario consenso acerca de contenidos, enfoques, temdticas y metodo-
logias. Los profesores llevan propuestas de evaluacién y se conforma asf la
prueba, que se convierte en un verdadero sufrimiento para los estudiantes,
pues la “mortalidad” es significativamente alta en estas pruebas conjuntas:
se vuelven todo un reto, pues se advierte que Gltimamente han desapare-
cido las pruebas finales conjuntas, debido a los problemas generados por
protestas, paros, y recorte de tiempo de semestres.

* Acerca del curriculo general de ingenieria en la Universidad Distrital: hay un
ciclo basico en matematicas que comprenden célculo diferencial, calculo in-
tegral, algebra lineal, l6gica, célculo multivariado y ecuaciones diferenciales.

* Acerca del perfil del profesor en ingenieria: en general, el perfil requerido
es matematico o licenciado en matemdticas con posgrado en el area. Se en-
cuentran profesores egresados principalmente de las universidades: Nacional,

14 Por citar un ejemplo, la primera edicién del Célculo de Thomas es de 1952, y van en la 12 edi-
cion. Si comparamos la edicion de 1945 y la de 1995, podemos efectivamente confirmar su enfoque
tradicional.
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Pedagogica, Distrital y de los Andes, quienes, por lo general, dictan clases
en més de una universidad; una gran cantidad cuenta con maestria en ma-
temdticas o en areas de la ingenieria; muy pocos tienen especializaciones
o estudios en educacién o en educacién matematica. Al parecer, ni en el
area de matematicas —ni en ningtn drea del ciclo de especializacién en in-
genieria en si— la pedagogia y la didactica son consideradas un problema
pues se parte del hecho que, el conocer la materia es suficiente para saber
ensenarla. En ciertos casos, algunos docentes se desempefian Gnicamente
con el conocimiento que recibieron en sus carreras; por ejemplo, ingenie-
ros con las matematicas que vieron en sus respectivos pensum de formacion
de pregrado.

Acerca del tratamiento del célculo diferencial en libros de texto: dentro de
los libros mas utilizados ya enunciados, si bien algunos acuden a la his-
toria de la matematica como anécdota, se encuentra un tratamiento, en
general, formal desde el punto de vista de favorecer un esquema basado en
definiciones, ejemplos y ejercicios propuestos. Los teoremas basicos no se
demuestran desde el punto de vista formal matemético y, los ejercicios pro-
puestos, son de un nivel apropiado para estudiantes de ingenieria, es decir,

no muy abstractos, ni tampoco muy superficiales.



Capitulo 3.
Lineamientos metodoldgicos y presentacién
de los datos

3.1 Introduccion.

En este apartado se presentan algunos lineamientos de orden metodolégico
que describen el proceso realizado desde la observacién, documentacién y
constitucién de datos, como también la elaboracion de los diferentes tipos
de matrices que fue necesario construir para el analisis y discusion de resul-
tados de los objetivos propuestos.

3.2 Lineamiento metodolodgico.

Esta investigacion se enmarcé en un enfoque de investigacion cualita-
tiva, de tipo descriptivo-interpretativo, con estudio de caso. El enfoque
es cualitativo, en tanto se orienta al estudio de las acciones humanas y
de la vida social y utiliza la metodologia interpretativa.

Se realizaron entrevistas a estudiantes para documentar sus vivencias
y experiencias con el fin de tratar de encontrar las causas de las dificul-
tades y errores sistematicos en las PEUC, asi como la observacion de las
practicas, lo que permitié determinar las posibles dificultades, conflictos
y razones que los generan y los mantienen. Estos elementos aportaron en
la consecucién de los objetivos 2 y 3. El objetivo 2 se complementé con
la observacion no participante de tipo etnogréfico. Para el objetivo 4 se
hizo un andlisis de los episodios seleccionados a partir de las categorias
descriptivas del EOS.
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En particular para el Objetivo 1

1. Configurar un marco de comprensién para la conceptualizacién de algunos
constructos tedricos relacionados con la nocién de obstaculo.

Se alcanzé a partir del andlisis de las diferentes teorias y tendencias que
sobre obstaculos, conflictos, dificultades, errores, transicion y rupturas epis-
temoldgicas se logré documentar, y sobre la construccion propia que se
logré elaborar acerca de los obstdculos como atribucién de causalidad de
las dificultades y errores.

La metodologia fue la consulta y contraste de fuentes documentales usando
como instrumento fichas de contenido, lo que permitié tomar una posicién
propia acerca de los obstadculos como atribucién de causalidad de las difi-
cultades y errores.

En particular para el objetivo 2

2. Describir y caracterizar algunas practicas educativas universitarias (PEU)
vinculadas a la iniciacién del célculo diferencial (PEUC) en un curso de

primer semestre de Ingenieria.

Se llevaron libretas de apuntes, diarios, protocolos, en los que se hizo
el registro de la observacion etnografica no participante en las clases
documentadas.

En particular para los objetivos 3 y 4

3. Identificar y caracterizar las dificultades y conflictos que emergen en las in-

teracciones observadas en las PEUC.

4. Inferir posibles obstaculos para proponer una explicacién de la ocurrencia

de tales dificultades y conflictos.

Para cada una de las dificultades detectadas se realiz6 primero una trian-
gulacion de fuentes: observaciones de clases y del material usado (libros de
texto, listas de problemas, etc.), didlogos con la profesora, entrevistas con
estudiantes y con profesores, con el objetivo de seleccionar los episodios
de aula mas significativos para la explicacién de la emergencia y manteni-
miento de esta dificultad (reduccion de datos). Posteriormente se hizo una
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triangulacion de expertos (doctoranda, director, experto en el EOS, semina-
rio de investigacion) sobre el andlisis diddctico realizado.

Se trabajaron 16 episodios de clase desde las Categorias Descriptivas del
EOS (Godino, Batanero y Font, 2009) y desde la Idoneidad Didactica, a tra-
vés de la construccion de:

* Matrices documentales (trascripcion a cuatro columnas de los segmentos
de cada episodio de clase)

e Matrices categoriales descriptivas de analisis de las matematicas implicadas
en los episodios (problemas, lenguajes: verbal y simbélico, conceptos, pro-
posiciones previas y emergentes, procedimientos y argumentos)

e Matrices de facetas de idoneidad didactica binarias (Epistémico — Cognitiva,
Interaccional — Mediacional y Emocional — Ecoldgica)

* Matriz categorial descriptiva de practicas matematicas y configuracion de
objetos y de dualidades y oposiciones.

Se hizo un andlisis teniendo en cuenta los cinco niveles de andlisis didactico
propuesto por el EOS (identificacion de practicas matematicas, identificacion
de objetos y procesos matematicos, descripcion de interacciones en torno a
conflictos, identificacién de normas, valoracion de la idoneidad interaccio-
nal del proceso de instruccion). Por Gltimo, se buscé explicar la emergencia
de la dificultad a partir de dicho andlisis.

Aunque en la investigacién cualitativa no se suele hablar de poblacién y
muestra, por conveniencia descriptiva se tomé como poblacién mds amplia
solo a los estudiantes que cursan la asignatura Célculo Diferencial en la fa-
cultad de Ingenieria de la Universidad Distrital en los afos 2014 a 2016. El
criterio para seleccionar esta poblacion fue que eran estudiantes que, en el
contexto de una carrera de Ingenieria, empezaban su formacién basica en
matematicas con un curso de Célculo Diferencial, y en este mismo grupo
estuvieron los estudiantes que a pesar de llevar 3 o 4 semestres en la carrera
continuaban cursando calculo | o calculo diferencial.

De esa poblacion estudiantil se tomé como muestra solo a los estudiantes
del semestre 2014-1, 2014-3, 2015-1, 2015-3 que describo asi: El estrato
socioeconémico es 2, 3 y 4, generalmente, la mayoria estrato 3. Son estu-
diantes con puntajes medio y medio altos en las pruebas Saber 11 y cierta
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disciplina en habitos de estudio, de conformacion familiar heterogénea,
la mayoria estable, y cada vez son menos los casos de estudiantes de pro-
vincia o que trabajen al iniciar sus estudios. En general son mas hombres
que mujeres y proceden tanto de colegios distritales como de colegios pri-
vados, estos Gltimos bien posicionados en las pruebas Saber 11. El criterio
de seleccién fue por la asignatura de Célculo Diferencial y el semestre en
que iba a iniciar la investigacion.

El caso estudiado dentro de esa muestra estuvo constituido por los es-
tudiantes de primer semestre de Ingenieria de la Universidad Distrital
Francisco José de Caldas, que conformaban el curso de Célculo Diferencial
cuya profesora titular permitié y cooperé con el trabajo de observacién e
investigacion. Estos estudiantes eran en su mayoria repitentes de la asig-
natura Cdlculo Diferencial, la estdn cursando por segunda, tercera, cuarta
y hasta por quinta vez. El criterio de seleccién del caso fue por la dispo-
nibilidad de la profesora, a quien llamaré “profesora (P)”; solo hubo una
profesora que accedi6 al estudio durante todos los semestres trabajados.

Las edades de los estudiantes estdn comprendidas entre 18 y 21 afos,
esto por el grado de repitencia y atraso en que caen al perder materias
del llamado ciclo basico en la Universidad Distrital, del que hace parte
el calculo.

La “profesora (P)” es Licenciada en Matematicas egresada de una Univer-
sidad oficial de Bogota, ejerce la docencia universitaria hace 15 afios; dicta
clases simultdneamente en varias universidades de Bogota de caracter publi-
cas como privadas y manifiesta haber dictado el curso de Célculo Diferencial
unas 20 veces aproximadamente. A diferencia de una gran cantidad de pro-
fesores que dictan en la Facultad de Ingenieria, se declara comprometida
con la ensenanza, preocupada porque los estudiantes pasen la materia e in-
teresada por los métodos para ensefar y aprender mejor.

La investigacion requirié la observacion directa de las prdcticas en el
curso, asi como con las clases de dos profesores mas; también de alguna
propuesta de las tareas pertinentes a las temdticas del curso, la elaboracién
de cuestionarios, disefio y ejecucién de entrevistas para complementar
la informacion.

Un estudio de caso es importante pues es fuente de informacion y se sus-
cribe en una problematica relevante tanto local, nacional o internacional.
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Por ello, el presente estudio aborda elementos particulares correspondien-
tes a diversas practicas compartidas (profesores, textos, talleres, ejercicios,
...) dentro de la educacién superior en Colombia, respecto a la ensefianza
de la materia Calculo Diferencial, constituyéndose ademas en el primero
en su género en haberse realizado en Colombia, de ahi la importancia
del presente estudio. Contestar estas preguntas siempre va mas alla de un
caso particular porque el maestro, los estudiantes, las clases son repre-
sentativas de la generalidad de estudiantes y cursos tanto a nivel local,
nacional, como internacional por compartir unos estandares curricula-
res y de evaluacion.

Se elaboré una matriz documental a 4 columnas: Segmento — Obser-
vaciones o Relato — Transcripcion y Actividades de cada uno de los dos
episodios que se han denominado fundamentales: Ep. 4] Episodio 4. Ejer-
cicios sobre limites algebraicos y trigonométricos, y [Ep. 12] Episodio 12:
Derivada logaritmica y trigonométrica, por cuanto aportaron elementos muy
interesantes en las PEUC y que permitieron inferir elementos contenidos
en la pregunta de investigacion a través de los indicadores y descripciones
del EOS. Fueron numerados episodios 4 y 12 de acuerdo con el orden te-
matico que cronolégicamente sucedian en el curso. Fueron seleccionados
porque documentaron unas dificultades respecto a los limites y las deriva-
das. También por su riqueza en datos acerca del lenguaje, de lo semiético,
de la gestion de las preguntas y eventuales conflictos, ademds permitieron
inferir elementos contenidos en la pregunta de investigacion a través de los
indicadores y descripciones del EOS. Ademas, se hizo necesario centrar la
atencién en uno o dos elementos de la gran cantidad de informacién y de
datos recogidos y trabajados. Por motivos de extension de estas matrices
no se presentan aqui, no obstante, se pueden consultar en la tesis comple-
ta, y pasaremos directamente a presentar la matriz categorial descriptiva
de estos episodios.

Existen otros 14 episodios que se han denominados complementarios
puesto que, al igual que los fundamentales, se generaron a partir de la ob-
servacion de clases completas de 2 horas en diferentes momentos de los
semestres académicos de la misma “profesora (P)”, de los cuales se han
seleccionado momentos que nos han permitido corroborar nuestras inferen-
cias respecto a las vinetas seleccionadas de los episodios fundamentales.
A estos también se les trabaj6 la matriz documental y las categoriales y de
indicadores de idoneidad.
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ANALISIS DE LAS MATEMATICAS IMPLICADAS EN LOS EPISODIOS
Matriz Categorial Descriptiva de los episodios fundamentales

Practicas matematicas

Tabla 3. Configuracién de objetos: problemas

Ep PROBLEMAS

4 Problemas

P1: Calcular
o (V% - V3)

x-3 x- 3

P2: Calcular

1-cosx

lim
x—0 x

P3: Calcular

(tagx - senx)

x—0 x3

P4: Calcular

tgx
lim (—)
x—0 X

P5: Calcular
(1- tanx)

im————
x_,;_f senx - cosx

& | Universidad Distrital Francisco José de Caldas
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12

P1: Hallar la derivada de
x 3 x2+ 1
y = logs [(§)<1— x><x+ 2

P2: Hallar la derivada de

1

3x \3
e
P3: Hallar la derivada de
fe = |22
* " V2x —1

P4: Hallar la derivada de
f(x)=Inyx(x+1)
P5: Hallar la derivada de

(e + 1)
(ex —

f() =

P6: Hallar la derivada de
f(x) = sen (x* + 3x)

P7: Hallar la derivada de
f(x) = (sin(x* + 5x))3

P8: Hallar la derivada de

2x >]2
x+4

fx) = [sen(

P9: Demostrar mediante definicion formal de limite.

y = senx =y = Cosxdx

P10: Hallar la derivada de
f(x) = (sec(5x3 — 7x))?

)
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Tabla 4. Configuracién de objetos: lenguajes

LENGUAJES

Ep

Verbal

Simbolico

Limite, limite especial, limites
trigonométricos, identidades
trigonométricas, angulos espe-
ciales, dngulos coterminales,
indeterminacién, seno, cose-
no, tangente, circunferencia
unitaria, angulo, grados, trian-
gulo, conjugado.

(tagx—senx)

lim 3
x—-0 X
. (1-tanx)

. tgx . 0
lim (L); lim ;lim f(x) ;=
x—-0 \ X x> SeNX—COSX ~ xq 0

4

lim (\/;—\/?:) : lim l—cosx;

x—3 x=3 x—0 X ’

Simbolos de las expresiones simbdli-
cas de las funciones que aparecen (tan
X, X, X2, x3...)

12

Diferencia de cuadrados,
derivada, logaritmo, deriva-
cion Exponencial, derivacion
logaritmica, propiedades,
funciones trigonométricas,
limite.

El cociente de la derivada de la fun-
cion entre la funciéon multiplicada por
el logaritmo de la base:

y=Inx - y’=1;dx

Inx
y=logyx =y=1—
l
, dx
y =xlnb

y=a - y = a*lna dx

senx =y = (cosx)dx

Siy
Siy = cosx -y = (—senx)dx

Siy = tgx >y = (sec®x)dx

Siy = ctgx -y = (—csc?x) dx
Siy = secx =y = (secx)(tgx)dx

Siy = cscx -y = (—cscx)(ctgx)dx

2
f(0) = n - f'no esta definida en 0
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Tabla 5. Configuracién de objetos: conceptos

Ep CONCEPTOS

4 |Limites especiales, funciones trigonométricas, identidades trigo-
nométricas, limite indeterminado de tipo 0/0

12 | Derivacion, funciones trigonométricas, logaritmos, derivadas de
las funciones trascendentes, comin denominador, simplificacion.

Tabla 6. Configuracion de objetos: proposiciones

FX)=X"> f'(x) =nX"1

F@+g@I =f@W+g@ |2,
(). g@] =F (). g(x) +f(x).9 (x)

Q] _ f@0-f@e®
o) TOR

PROPOSICIONES
Ep Previas Emergentes
4 | Para las funciones continuas lim &= e
. o im = na
(implicita) X3 x-a
lim f(x) = f(a) lim OFV3)_ _ V3
x—a x—3 x=3 6
1 —cos2x = sen2x
Tan x = senx lim L-cosx =0
cosx x->0 X
a
-=1 i Lagr=sen) 1
¢ W
El limite de un producto de g
funciones es el producto de lim (T): 1
limites (1 - tanx) )
lim == = 1 M o — cosx 5
o x x—y SEM X — COS X V2
12 f@=c-rw=0  [1): 2 (3 (24
FO0 =X - P = 1 y = logo () () (5
FX)=MX>F'(X)=M l
CF(X) = C.F'(X) ,_ 1 () 2x

y = xIlne - (1-x)Iné6

1
2

fG) =In <x3-:62)
l

ro=3 (5

(x2+1)In6 - (x+2)In6
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12 y= Inx - y’—ldx f() | [(X—Z)S
= = - . X)) =In|l—=
X 3): V2x —1
— loobx = _lnx !
y=oghx =Y =10 5x — 1
! F& = ax-n
, dx
y =7lnb 4):
y =e* - y =e¥dx fO) = Inyx(x+1)
l
y=a* - y =a*lnadx 1,1 1
Siy=sinx->y =cosx dx f(x) ZE(;_l—x)
Siy=cosx »y = —sinxdx 5
Siy=tanx->y = (secx)z dx ) (e*+1)
. [
Siy =cotx » y = —(cscx)?dx 169 " (e —1)
Siy: secx—>y’=secxtanxdx !
) —2e*
Siy=cscx >y = —cscxcotx dx flx) = e2x _ 1

o f(x) = sen (x* + 3x)
l
F@) = [cos(x? +30)](2x +3)
7 f(x) = (sin(x* + 5x))3
l
f'(x) = 3(8x3+5)(Cos(2x*
+5x))(sen(2x* + 5))?
8): _ 2x \1?
£ = [sen (53]
l
. 2x 2x
f’(x) _ 165in (x + 4-) cos (x + 4)
(x + 4)*
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9): Demostrar mediante definicion
formal de limite.

y = senx -y = Cosxdx

' l
f(x) =cosx

10):
f(x) = (sec(5x% — 7x))?
l
F(x) =2 sec(5x° — 7x) sec(x®—
7x) tan(x® — 7x) (15x* = 7)

Tabla 7. Configuracién de objetos: procedimientos

Ep PROCEDIMIENTOS

4 | 1) Célculo de limites por evaluacién

2) Racionalizacién

3) Célculo de limites indeterminados del tipo 0/0
4) Evaluar la funciénen x = a

5) En caso de tener una indeterminacién hay que expresar la fun-
cion de una forma diferente (hay que hacer un tratamiento usando
propiedades)

6) Volver a evaluar para ver si desparece la indeterminacion

7) En caso contrario hay que volver a hacer un tratamiento usando
propiedades

8) Despeje de ecuaciones

9) Uso de identidades trigonométricas para solucion de limites
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1) Aplicacién propiedades logaritmos.

2) Factorizacién
3) Derivacion

4) Aplicacion limites

Tabla 8. Configuracién de objetos: argumentos

Ep ARGUMENTOS
4 e Argumento 1:
Tesis
LOE=E)
-3 x—3 6
Razon
1° Forma
(F-V3) (F-E) -3
R (x/E—x/_) x—>3(x—3)(\/_—\/_)
li Tambi 3 li d
m-——-- am Len— racionalizando
f “Vi zf
2° Forma
C(WE-v3) o (ENE) 1
B3 Rt B (Ve -V3) VR +B 28
0 Argumento 1.1:
Tesis
: \/_ — \/a n—1
lim——— =na
x=a X —a
Razon
Vx—+a X —a 9
lim = lim = na"
x=a X —a x=a X —a

Limite Especial
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e Argumento 2:

Tesis
1 —cosx
lim——= 0
x—0 X
Razén
1-—cosx 1+cosx _ 1—cos’x sen’x
Lim * = lim =lim
-0 X 1+ cosx x0x(1+ cosx) x-0x(1— cosx)
. senx senx 0
= ]1 * —— = 1 ¥ — = 0
x-0 X 1+ cosx 2

Se ha seguido el procedimiento de calculo de limites para el caso
de indeterminacién 0/0 realizando un tratamiento y utilizando, en-
tre otras, la propiedad que el limite de un producto es el producto
de limites

e Argumento 3:
Tesis
(tagx — senx) 1

x-0 x3 2

Razon
senx

Se cumple que Tanx =
cosx

(senx )
— Ssenx

COSX

m

(tagx — senx)
=1 3

x—0 x3 x—0 X

(senx — senx * cosx)
_ CoSx ~ senx(1 — cosx)
Lim e =lim————=
-0 x %0  x3cosx

senx(1 — cosx) 1+ cosx senx(1 — cos® x)
* —

Lim

3 = lim— =
x>0 x3cosx 1+ cosx x-0x3cosx(1 + cosx)

) senx * sen’x _ Senx senx senx 1
lim lim * *

x-0 x3cosx(1 + cosx) x>0 x x

*
x  cosx(1 + cosx)

1
2
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e Argumento 4:

., 1
El resultado de evaluar la funcién en x = 0 es >

x_,;l senx — cosXx

COoSX — senx

lim
x_% cosx(senx — cosx)

x_,;_f sen x — cos x

Tesis
o rtgx
lim (—) =
x—0 X
Razon
senx
tgx CoSx senx
i (222) =t [ €055 | = o (22
x—0 X x—-0 X x-0 \X * COSX
~ senx 1 . 1
lim * = lim =1
x>0 X cosx x>0 coSx
* Argumento 5:
Tesis
i (1 —tanx) 2
m— = —-—
x_% sen x — cos x V2
Razon
( 1 senx) (cosx - senx)
(1 —tanx) . coSX . cosx
lim = lim = lim

senx — Cosx

T
x——
4

CoOSX — senx

= lim — =
x—*;-r cosx(cosx — senx)
1 2
Z v
2

8 | Universidad Distrital Francisco José de Caldas
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12

e Argumento 1:

Tesis

Y= logé [(g) (é) (’;2-:—21)] - y' = riw - (1—(;)13n6 + (x2+21x) Iné - (x+21) Iné

y = loge [(’2—‘) (5 i,) <3;2++ 21)]

_ x | 3 | x> 41
S ORA R oy 25

y = logg(x) — loge(2) +1oge(3) — loge (1 — x) +logg(x% + 1) — logg(x +2)
(ln(x) —In(2) +In(3) = In(1 — x) + In(x* + 1) — In(x + 2))
y =

In6
In(x) . dx d
= - =
y In(a) Y = Xma ™
) 1 (-1 2x 1

y = x1n6_(1—x)1n6+(x2+1)ln6_(x+2)1n6

e Argumento 2:

Tesis 1
3

@ =) @ =3 (G

Razon

7 =3[
Fe) =

r0=3(-572)

1
3

[In(3x) — In(x + 2)]

W] =
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e Argumento 3:

Tesis

—In (x —2)3 s 5x—1
f(x) [ *f(x)—m
Razén

) =1 (x—2)3]

fe)=hn| =

f(x) = In(x — 2)° —In(v2x — 1)

f(x) = 3In(x —2) — %ln(Zx -1
f&=3 (ﬁ) _%(sz— 1)

fea = (x i 2) N (2x1— 1)

, _6x—3—x+2
f(x)—m
N 5x—1
f(x)_m
e Argumento 4:
Tesis
1 1
f(x)=Inyx(x+1) > f @)—_G_l_x)
Razén

f(x)=Inyx(x+1)
£ = In x(x+1)

flx) = E (Inx(x + 1))

flx) = l (Inx +1In(1 —x))

f()——(l—li)

X
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e Argumento 5:

Tesis

f(x)-l[

1 -2
(" )] PO = e

Razon
(e* + 1)
(ex —

fe) = |

f(x) = In(e*+1) —In(e*- 1)

RO P —_—
(e*x+1) (e*x —1)
) B (e*-1)e* — (e* + 1)e*
FO) == 1
) 3 (EZx_ ex - er_ex)
fe = (e*+1)(e*—1)
.o\ —2et
f(x) - eZX_ 1

2
f)=-= i f'no esta definida en 0

e Argumento 6:
Tesis

f(x) = sen (x?+3x) > f'(x) = [cos(x? + 3x)](2x + 3)

Razoén
f(x) = sen (x* + 3x)

f'(x) = [cos(x?* + 3x)](2x + 3)
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e Argumento 7:
Tesis

f(x)=(sin(x*+5x))3 > f'(x) = 3(8x3+5)(Cos(2x*+5x))(sen(2x*+5))?

Razoén .
f(x) = (sin(2x* + 5x))3

f'(x) = 3(sen(2x* + 5x))ZCos(2x4 + 5x)(8x3 +5)

f'(x) = 3(8x3 + 5)(Cos(2x* + 5x))(sen(2x* + 5))?

¢ Argumento 8:

Tesis 2
fx) = [sen (xz_f4>]2 - f) = o (x(;t i):)ozs (x + 4)
Razon
2 2
£ = [sen (55|
2sin (2257) cos(2XD((2(x + 4) - 20)
f’(x) _ Sin (X T 4) COS(.X-X-;-I_:)2 X X

. 2x 2x
251n(x+ 4) cos(x T 4)(8)

fx)=

(x+ 4)2
f'(x) _ 16 sin( + 4_) cos(x n 4)

E: (x+4)°
3
3
N
8 * Argumento 9:
o
g Tesis
:g y = senx -y = Cosxdx = f'(x) =cosx
a
£
94
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Razon
Si

, _ flx+h) —f(x)
f(x)= }gr(}f <—>

h

sin(x + h) — sinx
h

f(x) = lim

sinx cosh + sinhcosx — sinx
h

f () = lim f(

. i sinx(cosh — 1) . sinh cos x
f () = hl—rgf h + hl—r»% h

£ () = sinxlim f (%) + cosxlim ™ h
£ (x) = sinx (0) + cos x (1)
f (%) = cosx
* Argumento 10:
Tesis:
f(x) = (sec(5x3 - 7x))? - f'(x)

= 2sec(5x3 - 7x) sec(5x3 — 7x) tan(5x3 - 7x) (15x2% — 7)
Razon:

f(x) = 2sec(5x° — 7x) sec(5x> — 7x) tan(5x° — 7x) (15x% — 7)
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Capitulo 4.

Analisis general de los datos

4.1 Introduccion.

Se disponen a continuacién algunos elementos teéricos del EOS que permi-
ten construir los atributos de oposiciones duales a las matematicas implicadas
en cada episodio dispuesto en la Matriz Documental.

Segun el EOS (Godino, Batanero y Font, 2008) se considera que los obje-
tos matemdticos son emergentes de sistemas de practicas. Tal emergencia la
explican mediante dos niveles de objetos que emergen de la actividad ma-
tematica. En el primer nivel estan problemas, definiciones, proposiciones,
etc. En el segundo nivel se tiene una tipologia de objetos que emerge de las
distintas maneras de ver, hablar, operar sobre los objetos del nivel anterior,
es decir objetos personales o institucionales, ostensivos o no ostensivos, uni-
tarios o sistémicos, etc.

En el primer nivel encontramos la siguiente tipologia de objetos matema-
ticos primarios:

- Elementos lingliisticos (términos, expresiones, notaciones, graficos, ...) en
sus diversos registros (escrito, oral, gestual, ...)

- Situaciones-problemas

- Conceptos- definiciones

- Proposiciones (enunciados sobre conceptos, ...)

- Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, ...)

- Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y

procedimientos, deductivos o de otro tipo, ...).
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En el segundo nivel encontramos los objetos matematicos que intervienen
en las practicas matematicas y los emergentes de las mismas; segin el juego
de lenguaje en que participan, pueden ser consideradas desde las siguientes
facetas o dimensiones duales (Godino, 2002):

Personal/Institucional. Si los sistemas de practicas son compartidos en el
seno de una institucion, los objetos emergentes se consideran “objetos ins-
titucionales”, mientras que si estos sistemas son especificos de una persona
se consideran como “objetos personales” (Godino y Batanero, 1994, p. 338).

Ostensivo/No ostensivo: cualquier objeto que es publico y que, por tanto,
se puede mostrar a otro es ostensivo. Los objetos institucionales y perso-
nales tienen una naturaleza no ostensiva (no perceptibles por si mismos).
Ahora bien, cualquiera de estos objetos se usa en las practicas piblicas por
medio de sus ostensivos asociados (notaciones, simbolos, gréficos...). Esta
clasificacion entre ostensivo y no ostensivo es relativa al juego de lenguaje

en que participan.

Expresién/Contenido: antecedente y consecuente La relacion se establece
por medio de funciones semidticas, entendidas como una relacién entre un
antecedente (expresion, significante) y un consecuente (contenido, signifi-
cado) establecida por un sujeto (persona o institucién) de acuerdo con un
cierto criterio o c6digo de correspondencia.

Extensivo/Intensivo (ejemplar - tipo). Un objeto que interviene en un jue-
go de lenguaje como un caso particular (un ejemplo la funcién y = 2x +1)
y una clase mas general (p.e., la familia de funciones y = mx + n). La dua-
lidad extensiva/intensivo se utiliza para explicar una de las caracteristicas
basicas de la actividad matemdtica: el uso de elementos genéricos (Contre-
ras y cols, 2005). Esta dualidad permite centrar la atencién en la dialéctica
entre lo particular y lo general,

Unitario/Sistémico. En algunas circunstancias los objetos matematicos parti-
cipan como entidades unitarias (que se suponen son conocidas previamente),
mientras que otras intervienen como sistemas que se deben descomponer
para su estudio. En el estudio de la adicién y sustraccién, en los Gltimos ni-

veles de educacion primaria, el sistema de numeracion decimal (decenas,
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centenas, ...) se considera como algo conocido y en consecuencia como
entidades unitarias (elementales). Estos mismos objetos, en el primer cur-
so tienen que ser considerados de manera sistémica para su aprendizaje.

Segin Godino (2017), la necesidad de identificar los objetos y procesos
que intervienen y emergen en las practicas matematicas que se realizan
para la resolucién de las situaciones - problemas conduce a la nocién de
configuracion ontosemidtica (de practicas, objetos y procesos), y dicho re-
conocimiento de tales objetos y procesos permite, entre otras cosas, prever
conflictos potenciales y efectivos de aprendizaje.

El EOS entiende un objeto abstracto como una entidad: inmaterial (no os-
tensiva), y general (intensiva); que se puede considerar de manera:

e Unitaria (como regla) o sistémica (configuracién ontosemidtica de practi-

cas, objetos y procesos).
¢ Personal (mental) o institucional (sociocultural).

* Antecedente (significante) o consecuente (significado) en una relacién

semidtica.

Con el fin de ampliar, analizar y enriquecer un poco mas las nociones aqui
expuestas para extraer elementos e indicadores metodol6gicos que permitan
aplicar dichas oposiciones a la matriz categorial de nuestros dos episodios,
se agregd una columna a la matriz individual de cada episodio teniendo en
cuenta los elementos tedricos citados antes, y que por razones de extension
no se disponen aqui, pero pueden ser consultadas en el documento de tesis.
Solamente se presentaran en detalle algunas de las vifietas seleccionadas de
cada episodio.

4.2 Analisis de los episodios fundamentales.

4.2.1 Episodio 4.

4.2.1.1 Cinco Niveles de Andlisis.
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A continuacion, se presentan los cinco niveles de analisis planteados por
el EOS, aplicados al episodio 4.

Primer nivel de analisis.

En cuanto a la identificacién de practicas matematicas segtn Font, Planas
y Godino (2009) se observa que:

La “profesora (P)”: tiene el papel protagénico de este episodio. De manera
general es la que formula y plantea los ejercicios, ella misma los resuelve,
genera y comunica preguntas, selecciona los estudiantes que pasan al ta-
blero, enfatiza, repite, da instrucciones para la solucién de los ejercicios,
realiza llamados de atencién, generaliza sobre un tipo de limites y nomina
(les coloca nombre) [EP.4-Sg3].

Los estudiantes: tienen un papel menos activo que el de la “profesora (P)”,
solo intervienen dos estudiantes del curso; ellos se ocupan de los procesos
de racionalizacién, factorizacion, simplificacion y evaluacion del calculo
de limites.

Desde el punto de vista de la practica matematica la “profesora (P)”, tanto
plantea como resuelve los ejercicios, lo cual puede deberse a factores como:

- El paradigma de formacién por el cual ha pasado la “profesora (P)”.

- Modelo de desarrollo de la clase limitado por el curriculo (guia de catedra,
pensum).

- Tiempo de desarrollo del curso (Cronograma curricular).

- Falsa percepcién de optimizacién del tiempo por parte del profesor al solu-

cionar los problemas el mismo.

- El esquema de clases de matemdticas de la facultad de ingenieria que si-

gue el o patrén:
o Definir
o Describir

o Ejemplificar
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o Solucionar

o Ejercitar (dejar ejercicios de tarea).
- Desconfianza en la capacidad de los estudiantes para resolver los problemas.
- Elimaginario que el profesor es quien sabe mas y explica mejor.
- Desconocimiento del error como herramienta de aprendizaje.

- Desinterés por buscar herramientas que mejoren la practica docente y po-

sibiliten un mejor aprendizaje.

- En general la “profesora (P)” se relaciona con un estudiante repitente (Ale-
jo) [EP.4; Sg.6, Sg.7, Sg.91.

Por otra parte, desde el punto de vista de la practica matematica podemos
identificar que para este caso los estudiantes estan representados por dos
alumnos que son los visibles. Asumen el rol de receptores y cuando tratan
de resolver los ejercicios propuestos lo hacen de manera general, fenéme-
no que puede deberse a:

- Predominancia de la “profesora (P)” como protagonista.
- Metodologia propuesta por la “profesora (P)”.

- Imaginario de los estudiantes de que asi se desarrolla una clase de

matematicas.

- Carencia de los elementos bases para participar, preguntar, proponer,

cuestionar.
- Pena, timidez al participar.
- Desinterés debido a:
o Porque no entiende.
o Falta de empatia con el profesor.
o Incomodidad por la repitencia de la materia.

o Falta conviccién por la carrera.
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o Falta de claridad sobre el proyecto de vida.
o  Conflictos personales de diversas indoles.
o Falta de coherencia entre lo que se ensefia y el mundo que vivencia.

o La predominancia del enfoque cuantitativo en las materias versus
ganancias de saber cualitativo (conocimientos adquiridos, proce-

sos de aprendizaje).

Segundo nivel de analisis.

En cuanto a la identificaciéon de objetos y procesos matematicos segin
Font, Planas y Godino (2009) se tiene:

e Procesos

Se evidencia un proceso de algoritmizacién de célculo de limites en el
que tiene un papel importante el proceso de tratamiento para conseguir ex-
presiones equivalentes.

En sintesis, podriamos estructurar la configuracién de la siguiente manera:
hay un procedimiento general para calcular limites de reales de una variable:

- Sustituir o evaluar.
- Ver si sale una indeterminacion o no.

- Sisale una indeterminacién, expresar la funcién de forma equivalente pero
diferente, es decir, hacer tratamientos.

- Segun el tipo de indeterminacién y de funcién, sugerencias, maneras, recur-
sos, herramientas, intuiciones, algoritmos, formas de tratamientos especificos.

- Recordar propiedades: identidades, casos de factorizacién, productos no-

tables, potencias, ...

- Segun sea la funcién, es mas conveniente usar un proceso que otro.

Podriamos dar pautas de un procedimiento general para calcular limites
que luego se subdividen en especificos, no para algoritmizar o mecanizar,
sino para que tengan cada vez mas elementos en el cdlculo de limites que,
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junto con derivadas, es lo que busca el Célculo Diferencial, ya sea en las
facultades de ingenieria o en general, de primer semestre que no sea de una
carrera de matematica pura o disciplinar; con lo cual se quiere decir que,
si este cdlculo tiene como fin principal, entre otros, dotar a los estudiantes
de las herramientas y conceptos necesarios para lograr un buen desempe-
fio, tener éxito en la solucién de limites, deberia al menos, cumplir con esa
funcién adecuadamente.

El tratamiento, como una de las transformaciones propuestas por Duval,
en el célculo de limites, es un procedimiento no epistémico de la profesora
en estos tratamientos de lo cual es l6gico que los estudiantes experimenten
dificultades de diversa indole.

Los alumnos en general encuentran dificultades en célculo de limites, lo
cual se evidencia en el hecho de que, descontando un porcentaje muy bajo

de estudiantes (aproximadamente el 15%), la mayoria no tiene éxito.
Tercer nivel de analisis.

En cuanto a la descripcién de interacciones en torno a conflictos matema-
ticos seglin Font, Planas y Godino (2009) se tiene:

¢ Interaccion

En esta clase, la “profesora (P)” pasa al tablero a dos alumnos, los mismos
que pasan en casi todas las clases.

La “profesora (P)” procede con el siguiente patrén de interaccion: inicio-res-
puesta-evaluacién, en algunos casos la respuesta es de un alumno (r), pero
en muchos casos ella misma se responde (R).

“Realicen el siguiente ejercicio. No sé si estd o no en el taller, pero
lo vamos a revisar:”

lim (tg—x) Que esta en la forma 0/0 y pasa Alejo.

x—0\ X
“Listo Alejo, y si esta en la forma 0/0 s qué hago?” ella misma dice:

“quitar ese indeterminado y como? Pues lo tnico que sé es lo que ustedes
van a hacer de tarea “

103



[l Gloria Inés Neira Sanabria

La “profesora (P)” resuelve el primer limite en el tablero y hace interve-
nir a dos alumnos siguiendo el patrén I-r-E (iniciacion profesora-respuesta
alumno-evaluacion profesora). En el segundo limite la interaccién comien-
za con I-R-E (la profesora pregunta, ella misma contesta y ella misma lo da
por bueno) y continua con I-r-E; I-R-E; I-r-E; I-R-E hasta que la “profesora
(P)”misma dice: “me perdi”. El segundo problema queda sin resolver.

En el tercer problema sale un alumno al tablero y lo resuelve sin decir nada.
La “profesora (P)” lo da por bueno. Lo mismo sucede con el cuarto proble-
ma, aunque el alumno que lo resuelve es otro.

Hay que resaltar que la “profesora (P)":

1. No resuelve el primer [imite como un caso particular de lim ———, v ape-
xX—-a -

sar de decir que lo iba a hacery,
2. que el célculo del tercer limite lo deja sin terminar.

La interaccidn que estd presente en esas practicas fomenta que siempre
sean unos pocos alumnos los que solucionan los problemas:

Espera un ratico (creo que no mas de 3 minutos) y pasa a Felipe:
Luego dice “Felipe te escucho”

La sucesion de las rectas secantes (Sn) se acerca a la recta tangente
T, esto ocurre cuando qué Felipe

Realicen el siguiente ejercicio. No sé si esta o no en el taller, pero lo
vamos a revisar: lim (t‘g—x) que esta en la forma 0/0 y pasa Alejo.
x-0 \ X

Listo Alejo, y si esta en la forma 0/0 ;qué hago? ella misma dice:
quitar ese indeterminado y ;como? Pues lo tnico que sé es lo que
ustedes van a hacer de tarea

Evalué Alejo, Alejo dice: 0/2
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Y en otros semestres el papel de Alejo estuvo representado por Car-
los y Cindy.

Conflictos y dificultades

* Conflicto semiético (CS1)

. o (Ve =3) .

En el primer ejercicio lim *————, para llegar al mismo resultado que
x-3 x-3

la estudiante Ilegd por medio de la racionalizacion de la expresion alge-

braica, la profesora pretende que los estudiantes lo vean como un caso de

lim &= _ . n-1(“que denomina jlimites especiales!”). Se produce una
xX—3 x—a
- , . . (x"—a™ n-1
ambigiiedad ya que deberia haber escrito lim ~——— =na"""".
x-a X—a

En este punto se produce un conflicto de interpretaciones ya que los alum-
nos normalmente asocian la letra n del exponente con un niimero natural
y la “profesora (P)” pretende que lo consideren un exponente fraccionario.

Esta disparidad de interpretaciones - junto al hecho de que la manera
prototipica de resolver limites con raices sea la racionalizacién y no el tra-
tamiento para pasar a una expresioén con potencias - produce una dificultad
en los alumnos (en el sentido que ninguno de ellos hace el tratamiento que
quiere la profesora). La interpretacion de n como un ndimero natural aqui
se convierte en un obstdculo de tipo. Si la profesora hubiese utilizado, por
ejemplo, una k en lugar de la n este obstaculo quizas se habria superado.

e Errores y Ambigiiedades

Hay que resaltar que la “profesora (P)” es poco cuidadosa con las notacio-
nes. Ademds de utilizar la n para representar nimeros que no son enteros
como ya hemos comentado, introduce notaciones ambiguas que no son va-
lidas desde el punto de vista institucional al hacer una reduccién simbdlica
(usa LIM en lugar de )lcl_r)r‘ll iy, quiza para no escribirlo todo) lo cual puede

generar confusiones e interpretaciones incorrectas en sus alumnos.
Otro ejemplo de uso poco preciso, lo tenemos en el siguiente didlogo:

“Listo alejo, y si esta en la forma 0/0 ;qué hago?” (Ella misma dice): “qui-
tar ese indeterminado y ;como?... pues lo tnico que sé es lo que ustedes
van a hacer de tarea; quitar ese indeterminado”.
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En otro momento (2) del episodio

La “profesora (P)” comete varios errores e incurre en algunas ambigiieda-
des. No sefiala las cosas importantes. Deja un problema a medio hacer. No
resalta la importancia ni es muy cuidadosa con el tratamiento de expresio-
nes algebraicas. Tampoco precisa el conjunto al que pertenece la potencia
, es decir, es natural, entero, racional, ... lo cual posibilita explicar las difi-
cultades en el calculo de limites.

La interaccion que estd presente en esas practicas fomenta que siempre
sean unos pocos alumnos los que solucionan los problemas:

En el primer ejercicio propuesto presentado en la tabla de episodio 4:
) (\/x - \/3)
lim ———
¥x-3 x—3

Cuando ella insiste en que los estudiantes lo vean como un caso de lo que
denomina “limites especiales”:

. (xM—a™ n—1 Lo .y
1) lim—— = na™"!, Institucionalmente la expresién
x—3 xX—a (xn_an)
- ue corresponde es lim ——— =
nan 1 q p x-a X—a

2) lim =1

x-0 X

. 1—-cosx
3) lim
x—0 x

senx

=0

xn_an)

Especificamente el 1: lirr;(— = na™ len primer lugar es muy impor-
X

X—a

tante establecer las condiciones para el exponente n que aparece en esta
“térmula”; por otra parte también aparece la duda de si es valido, es decir si
es un teorema, si aparece en los libros, luego hacemos una bisqueda bas-
tante intensiva y exhaustiva, encontrando un video en el que lo enuncian 'y
lo demuestran de dos maneras: tanto con el teorema del binomio como por
la regla de L’'Hopital, anunciando de entrada la condicién para n ndmero
natural, entero positivo. Ante lo cual es valido preguntarnos si por ejemplo
al desarrollarlo por el teorema del binomio se supone tdcitamente n entero
positivo, o si la aplicacién de la regla de L'Hopital es correcta o se suponen
funciones continuas y diferenciables. La “profesora (P)” quiere que lo vean
como un caso particular del Iimite especial que ha numerado 1y le apliquen
la férmula para llegar al mismo resultado que la estudiante llegd por medio
de la racionalizacién de la expresion algebraica.
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1/2_21/2)
limE 2 = 1/2(3712=1/2y3

x—3 x-3 -

Al omitir la condicién para la potencia se comete un error, y es una cues-
tion de tratamiento, se observa que los estudiantes tienen poco éxito en
hacer este tratamiento, entonces inferimos que tienen dificultad porque ellos
identifican, asocian que n es natural o entero positivo, entonces al ser la po-
tencia fraccionaria: 2, no le otorgan el sentido ni significado que la maestra
ve natural otorgarle.

Y ;por qué nadie lo ha hecho? pregunta la “profesora (P)”.

Esta transformacion en la representacion (tratamiento) es en Gltimas es de
lo que se trata todo'™. Y también es importante preguntar: ;Por qué ellos aso-
cian inmediatamente, sin dudarlo, sin pensarlo que n es natural y por tanto
no tiene sentido para potencia fraccionaria?

Entonces también podria constituir un error de la “profesora (P)” que po-
tencia o genera un conflicto u obstaculo en los estudiantes; ademds no lo
resuelve porque finalmente en esa clase de limites, ni en las siguientes, vol-
vi6 a abordar este ejercicio ni otro similar.

1. Escritura no institucional de la “profesora (P)”:

(x"—a™ (x"—a™ n-1

lim =na™ ! lim =na .
x53 x-a x-a X—a no es valido cuando n

no sea un ndmero natural, entero positivo.

2. Sino hay error y puede ser vélido también para racional o real...hay una
dificultad de tratamiento para convertir raices en potencias y una dificultad
de sentido y significado para asociar una expresion algebraica enunciada
en términos de raices con una regla algebraica como la sustraccién de rai-
ces enésimas.

¢ Dificultades

15 Hay trabajos que dan cuenta de dificultades o conflictos asociados a dichas transformaciones. Por
ejemplo: Rojas, P., Articulacién y cambios de sentido en situaciones de tratamiento de representa-
ciones simbdlicas de objetos matematicos. Tesis Doctoral 2012.
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Los alumnos encuentran dificultades en cdlculo de limites, lo cual se eviden-
cia en el hecho de que (descontando un porcentaje muy bajo de estudiantes)
la mayoria no tiene éxito.

Una explicacion plausible de como emerge esta dificultad es: que el pro-
cedimiento general para resolver limites no se ha explicado con claridad ni
se ha institucionalizado, como tampoco se han explicado ni institucionali-
zado los procedimientos de calculo de limites especificos.

En efecto, institucionalmente hay un procedimiento general para calcular
limites, que contiene los siguientes pasos:

1. Sustituir o evaluar el limite para ver si se obtiene una indeterminacion o no.

2. En caso de tener una indeterminacion hay que expresar la funcion de una

forma diferente (hay que hacer un tratamiento).
3. Volver a evaluar para comprobar si desaparece la indeterminacion

4. Si la indeterminacion persiste, hay que volver a hacer un tratamien-
to utilizando ciertas propiedades y definiciones (por ejemplo, que

sinx a
,—=1,etc.)
cosx’ a

1 = (sinx)? + (cosx)?, tanx =

5. Segdn la funcion concreta y el tipo de indeterminacién hay que usar deter-

minadas propiedades.

Dicho procedimiento estd implicito en el episodio, pero no se explica cla-
ramente ni se institucionaliza.

En la practica observada en los episodios de clase se evidencia que favo-
receria dar las pautas de un procedimiento general para calcular limites, los
cuales posteriormente se subdividen en unos mas especificos, ya que segin
sea la funcién y la indeterminacion, es mas conveniente usar un proceso u
otro. Igualmente seria favorable enfatizar que el limite que se calcula es un
caso de una familia de Iimites que tienen tales propiedades. En sintesis, al
pretender responder la pregunta: ;Por qué se genera esta dificultad?, es po-
sible plantear las siguientes ideas:

- No hay un procedimiento general, no hay procedimientos especificos,
los estudiantes no poseen los conocimientos necesarios para calcular limi-
tes y no se han dado las pautas generales.
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- No hay una representatividad de tipologia de limites diferentes: todo es
muy inconexo. No se dice este [imite es la tipologia de una familia de Iimi-
tes que tienen tales propiedades. Falta la representatividad de una familia,
los casos de Iimites que propone qué representatividad tienen en cuanto a
los ejercicios que deberian estar calculando.

Sin pretender descalificar las practicas de la “profesora (P)”, y dado que el
EOS categoriza errores y ambigliedades, en este analisis es posible detectar
algunos de ellos. No se sefala ni se enfatizan las cosas importantes por par-
te de la “profesora (P)”. Se dejan problemas sin terminar. No se resalta ni se
es muy cuidadosa con la importancia del tratamiento planteado por Duval,
de expresiones algebraicas. Todo esto hace posible explicar la dificultad del
calculo de Iimites.

Continuando con el otro momento (2)

Tenemos una dificultad: En general la resolucién de limites requiere un
tratamiento para tener éxito, pero ademas aqui la “profesora (P)” quiere que
hagan un tratamiento: una transformacién de raices a potencias en forma
de fracciones.

No es que la causa de esto sea que, en este caso particular estd implicado
que el exponente estd asociado como un nimero natural, entero positivo, si
asi fuera, la “profesora (P)” comete ambigiiedad en la notacion. El obstaculo

. . . S (xM—a™ —
que inferimos alli es que x™ en la expresion lm; ( — = na™"1 , correcta-
X -
. . x"—a™ _ . .
mente enunciada: lim %~ = pgn-1 representa una potencia con ndmero

x-a X—a
natural, entero positivo. Parece ser que para los estudiantes x™ no puede repre-
sentar una raiz...no puede ser una raiz...en todo caso si la clase esta inscrita
en un modelo mecanicista o formalista, la “profesora (P)” no realiza correc-
tamente ciertos procesos formales, como la condicién para la potencia de x.

¢ Generalidades

Por otro lado, en el cuarto apartado de la tabla la “profesora (P)” aborda
uno de los tres limites que ha Ilamado “especiales”: el tercero y lo escribe
de la siguiente manera de la cual llama la atencién que solo escribe lim, en
vez de hacer referencia a todo el limite, y que sigue usando la notacién lim
aunque al reemplazar ya ha pasado al limite:

1 — cosx ) 1-1 0

lim——"% — i o= —— = —
T % m 0 0
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Que ademds no necesita una férmula sino requiere un procedimiento, un
algoritmo de solucion que involucra algunas identidades y simplificaciones
bdsicas. Sin embargo, es de resaltar que realiz6 este tercer limite, después de
decir que les iba a hacer el primero, lo que realmente habria sido muy adecua-
do pues no los dejaria con la duda y seria consecuente con el ejercicio anterior.

En cuanto al simbolismo utilizado se podria afirmar que la “profesora (P)”
hace una reduccién simbdlica de tipo incorrecto al englobar con la expre-
sion Lim todo el limite (;quiza para no escribir todo?) es otra ambigtiedad
que puede generar confusion en los alumnos; es decir, hace un uso ambiguo
de esa notacion, que, por lo tanto, también estd dificultando el tratamiento
algebraico en los alumnos. Claramente, ademds no se hace necesaria esa
expresion, pues ya pasa a evaluar el limite.

En el apartado 6 de la tabla del episodio 4 que estamos analizando:

Listo Alejo, y si esta en la forma 0/0 ;qué hago? ella misma dice: quitar ese
indeterminado y ;Cémo?¢ Pues lo unico que sé es lo que ustedes van a hacer
de tarea quitar ese indeterminado.

Constituye una ambigtiedad de tipo discursivo...una ambigtiedad en el tipo
de discurso que instaura en la clase, lo cual documenta el hecho de que aun
acercandose a un modelo de clase formalista-mecanicista tampoco lo es por
la falta de claridad y cierto rigor en el discurso, en los simbolos, en toda la
semidtica puesta en juego, y luego en el apartado 7 de la misma tabla res-
pecto al episodio 2: cuando plantea uno “mas interesante” (las comillas son

mias, las palabras de ella)
. (tagx — senx)
lim——————
x—-0 X
...Me perdi. Por favor terminenlo por ahi ahorita que van a trabajar en gru-
po. Pero similarmente puedo desde el comienzo obtener un seno cubo (ella
quiere decir sen’(x)).

Y lo dej6 a medio hacer, dijo “me perdi” (Matriz documental Ep4) y dio
unas pautas que no corresponden al ejercicio pues aludié al ejercicio ante-
rior de multiplicar arriba y abajo por 1 representado en una cierta expresion
que no conduce al desarrollo del ejercicio. Entonces la no resolucion de los
ejercicios, sea cual sea su causa, podrian interpretarse como potencialmen-
te generadoras de dificultades.
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En sintesis, para este tercer nivel de andlisis:

1. Los alumnos encuentran dificultades en el calculo de limites y se pue-
den evidenciar en algunos exdmenes conjuntos, parciales y talleres. [Ver

Anexos en Tesis completa]
2. ;Por qué se produce esta dificultad?

Una posible explicacién es que la “profesora (P)”, como quiza sucede lo
mismo con muchos profesores, interactda Gnica y repetitivamente con los
estudiantes que suelen ser los mds sobresalientes, olvidandose del res-
to. En este espacio de interaccion se observa que es la “profesora (P)” la
protagonista: ella formula, explica, resuelve, evalda, institucionaliza, lo
que significa que no tenemos informacién acerca de la faceta cognitiva
de los otros estudiantes, de su comprensién y que esta la inferimos de los
exdmenes.

3. Al observar la interaccion que se ha producido en el aula, se plantean otras
razones para explicar las dificultades que encuentran los alumnos, por
ejemplo, en el lenguaje y formalismo matematico se presentaron errores,
ambigiiedades y poca representatividad en los ejercicios desarrollados.

4. Especificamente en la clase de limites, la “profesora (P)” deja un ejerci-
cio a la mitad, hace tratamiento de la n como si fuera un niimero entero
positivo, usa la expresion informal /im para englobar todo el limite, y eso
no constituye lo mas significativo. Lo mds significativo es que lo esen-
cial del célculo de limites, los contenidos y procesos para calcularlos,
no estan suficientemente conectados, pues no aparece ni se explicita el
procedimiento general, en el cual el tratamiento algébrico de Duval es
fundamental, ademas la “profesora (P)” no es especialmente cuidadosa
ni tampoco le hace ver la importancia a los estudiantes de estas trans-
formaciones algebraicas.

5. Segun el tipo de funcién a la cual se le va a calcular el limite, se requiere
emplear determinados procesos algebraicos lo cual hace necesario que se
planteen diversos tipos de funciones para que haya representatividad.

11
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Estando precisamente el Célculo Diferencial dedicado al estudio de limites y
derivadas, no se esperaria que se encuentren tantas dificultades, pero la prac-
tica observada en la clase genera un tipo de interaccion que se convierte en
obstaculo; es decir, el problema es el tipo de transformaciones matematicas
que se da y el tipo de interaccion que se establece. Mientras no se cambien
esas practicas matematicas y el tipo de interaccién establecida, se seguirdn
generando y manteniendo las dificultades observadas.

Cuarto nivel de anélisis.

En cuanto a la identificacion de normas y basados segtin Godino, Font y
Wilhelmi (2008) se infiere que:

- Laclase empieza a una determinada hora con los estudiantes que estén,
pero los otros pueden ingresar posteriormente, asi mismo pueden retirarse
cuando lo necesiten.

- La “profesora (P)” es eje central en cuanto al desarrollo tematico, es decir las
explicaciones de los temas, la resolucion de los ejercicios, el planteamiento
de talleres y los modos de proceder son dispuestos y desempenados por ella.

- Nose privilegia la participacion de los estudiantes, ni se da el tiempo para
identificar progresos o dificultades, ni tampoco se le da importancia a esta
labor de evaluacion que podriamos denominar formativa.

- Los estudiantes son receptores del proceso educativo, ellos escuchan, toman
apuntes, en general no responden las preguntas.

- El esquema de la clase es, podriamos llamarlo, tradicional: la “profesora
(P)" explica, habla, y los estudiantes copian y tratan de hacer los ejercicios;
piden ayuda extra-clase.

- Lainteraccién es escasa, solo se da con uno o dos estudiantes que sobresa-
len en el curso. En este episodio es “Alejo”, en otros semestres, “Felipe” u
otro que hace el papel de “Alejo”.

- No hay espacio para desarrollar talleres o trabajos en grupo en la clase.

- El ritmo con que se deben “dictar” los temas es apresurado, pues hay unos
tiempos determinados por las respectivas guias de catedra, y por la realiza-
cién de las pruebas conjuntas.
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- Los estudiantes en general no reclaman acerca de las notas, ni cuestionan
formas de evaluar o metodologias, menos contenidos teméticos o ejercicios.

- La “profesora (P)” asiste a todas sus clases, se preocupa por ir al dia en con-
tenidos, y hasta planea clases extras (por ejemplo, los sabados) para poder
abarcar todos los temas propuestos.

- El uso de tecnologia, o estrategias para visualizar funciones, gréficas, ...
esta a cargo de un estudiante (Alejo) quien lleva su computador portatil, y
la “profesora (P)” busca un cable y conectan al televisor. Si Alejo no llega
o no lleva el portatil no se realiza la actividad de visualizacién planeada.

"l

- La“profesora (P)” regaia, es sarcastica (“toca pensar”, “no se hagan los que
estan pensando” ..., “por eso se caen los puentes”).

Quinto nivel de anadlisis.

En cuanto a la valoracion de la idoneidad didactica segtn Font, Planas y
Godino (2009) se tiene:

Componentes e indicadores de idoneidad epistémica (matematica)

La “profesora (P)” propone solo ejercicios en contexto intramatemdtico por
lo que no se fomenta la modelizacién. Tampoco se fomenta la argumenta-
ciéon mas alla de la ejemplificacion del método de célculo de limites. Por
otra parte, tampoco llega a justificar claramente la aplicacién de los pasos
del método (por ejemplo, se dejan problemas sin terminar).

Los procesos de simbolizacion que realiza la “profesora (P)” en algin
caso son ambiguos por no decir incorrectos (por ejemplo, utiliza simbo-

: H 4 2 P T (xn—a")
los que no son institucionales como “Lim” |jm ~——"—
x>3 Xx—a

de la n para representar a un nimero racional). Si bien se observan trata-

n—-1

=na™ 1, o0eluso

mientos no se institucionaliza la importancia de este tratamiento. Por otra
parte, no se observan conversiones de expresiones simbdlicas a numéri-
cas (tablas) ni graficas.

El proceso fundamental que se da es la mecanizacién, pero de manera

imprecisa ya que la practica que realizan los alumnos resolviendo limi-
tes (durante tres clases) no los lleva a tener claros los pasos del método.
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En Contreras, Garcia y Font (2012) y Garcia (2008) se proponen las si-
guientes configuraciones epistémicas para caracterizar la complejidad del
objeto limite: grafica, geométrica, pre infinitesimal, infinitesimal, numéri-
ca, métrico-analitica y topoldgica. Nosotros, de manera andloga a lo que
hacen en Contreras, Ordénez y Wilhelmi (2010) y Ordéiiez (2011) con la
integral, creemos necesario considerar también otra configuracién que lla-
maremos algebraica. La “profesora (P)” analizada presenta basicamente esta
configuracion algebraica y en menor medida la métrica-analitica. Por otra
parte, con relacion a estas dos configuraciones los elementos esenciales no
estan bien explicados ni claramente institucionalizados, en particular el pro-
cedimiento general de célculo de limites esta presente de forma implicita.

Hay que resaltar que, situados en la configuracién epistémica algebrai-
ca, no se visualiza una muestra representativa de tipos de limites ya que se
pone el énfasis sobre todo en los que tienen la forma indeterminacién 0/0...

La falta de procesos relevantes, en particular de modelacion y de argumen-
tacion, la falta de representatividad de significados parciales (basicamente
solo se presenta la configuracion algebraica), la falta de variedad de tipos
de limites donde se aplica el célculo de limites, la falta de claridad y de
institucionalizacién de las nociones esenciales, etc., nos permiten afirmar
que estas clases sobre limites tienen una baja idoneidad epistémica.

4.2.2 Episodio 12.

4.2.2.1 Cinco Niveles de Analisis.

A continuacion, se presentan los cinco niveles de analisis aplicados al
episodio 12; en el quinto nivel se hace alusion a la matriz de facetas ante-
riormente presentada.

Primer nivel de analisis.

En cuanto a la identificacion de practicas matematicas segtn Font, Planas
y Godino (2009) se observa que:

De manera similar al episodio 4, la “profesora (P)” parece ser el eje cen-
tral del desarrollo de la clase aun asi es visible la participacion de algunos
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estudiantes los cuales responden a las preguntas que ella realiza durante
el episodio.

Durante el desarrollo de este episodio es la “profesora (P)” quien pregunta
y responde a sus propios interrogantes, los cuales parecieran estar dirigidos a
los estudiantes, pero a los que en varios momentos no deja responder [EP.12
Sg 2]. Andlogamente la “profesora (P)” es la que cuestiona de manera iréni-
ca los errores que cometen los estudiantes [EP.12 Sg 4] y no profundiza en
las posibles causas de dichas confusiones; la “profesora (P)” también cumple
el papel de proveer las herramientas y conceptos bases para el desarro-
llo del tema, aun asi algunas representaciones en leguaje simbdlico de los
conceptos expuestos pueden llegar a ser algo confusos [EP.12 Sg 1, Sg 7, Sg
11] lo que puede generar en los estudiantes un manejo inadecuado del len-
guaje matemdtico. Finalmente son evidentes como procesos realizados por
la “profesora (P)” la proposicion de mecanismos de solucion, la correccion
de errores, la exposicion de propiedades (logaritmicas), demostracién de las
proposiciones matematicas y resolucion de los ejercicios.

Por otra parte, los estudiantes cumplen el papel de receptores de los plan-
teamientos expuestos por la “profesora (P)”, ocasionalmente proponen [EP.12
Sg 12]y se evidencia un notorio condicionamiento de su papel a ejecutar los
procedimientos establecidos en el episodio por la “profesora (P)” [EP.12 Sg
2]; los estudiantes también estan encargados de calcular algunos limites y
derivadas, sin embargo son pocos los estudiantes que participan en el desa-
rrollo y aplicacién de los procedimientos, debido a que generalmente es la
“profesora (P)” la que realiza estos procesos; en casos particulares son algu-
nos de los estudiantes los que recuerdan, reconocen y asocian el elemento
conceptual para el desarrollo de un planteamiento matematico [EP.12 Sg 12].

Segundo nivel de analisis.

En cuanto a la identificacién de objetos y procesos matematicos segin
Font, Planas y Godino (2009) se tiene:

Lenguajes

e Objetos

Verbal (Diferencia de cuadrados, derivada, logaritmo, derivacion
Exponencial, derivaciéon logaritmica, propiedades, funciones trigo-
nométricas, limite)
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Simbdlico: El cociente de la derivada de la funcion entre la funcion
multiplicada por el logaritmo de la base:

y=lIlnx - y = %dx, Siy = senx »y = (Cosx)dx,Siy =

Cosx -y = (=Senx)dx,Siy = tgx -y = (sec’x)dx,Siy = ctgx -y =

(—csc?x) dx, Siy = Secx =y = (Secx)(tgx)dx, Siy = Cscx -y =
(=Cscx)(ctgx) dx, f(0) = —% - f'no esta definidaen 0, f )=
; fx+h)—f(x)

fim  (F=57)

Este episodio estd marcado por una constante presencia de elementos simb6-
licos. La carga de representatividad recae en las expresiones matemdticas que se
presentan durante toda la clase; el lenguaje verbal es la herramienta mediante la
cual se sustentan las proposiciones simbdlicas, no es en si centro de desarrollo,
sino que cumple la funcién de medio de interconexion entre lo expuesto como
concepto y lo representado de manera simbdlica; aun asi, ocasionalmente es e |
lenguaje verbal el que permite la poca interaccién profesor-estudiante y viceversa.

* Procedimientos

Evidentemente, al ser la “profesora (P)” el eje central, la mayoria de los pro-
cesos estan caracterizados por la validacion de los conceptos [Ep.12 Sg 1, Sg
7, Sg12] que se desarrollan durante el episodio; asi mismo la “profesora (P)”
es la encargada de la enunciacion y argumentacion de las proposiciones ma-
tematicas, lo que genera un bajo indice de participacion de los estudiantes
durante la clase. Sin embargo, el uso de la abreviatura dx al enunciar las deriva-
das de las funciones no hace parte del saber institucional, pues esta expresion
no representa la derivada interna de la funcion, sino es una representacién de
la diferencial de x: dx. Hace parte de la faceta cognitiva de la “profesora (P)”
quien usa esta expresion con la intencion de que el estudiante asocie con ella
la derivada de la funcién, y lograr asi un mejor desempefio en las evaluaciones.

Los estudiantes por su parte son los encargados de los procesos de con-
ceptualizacion; es decir, son los que deberian interiorizar los conceptos y
procesos expuestos por la “profesora (P)”, su papel se caracteriza por una
actitud pasiva desde la cual solo responden preguntas realizadas en pocos
momentos del episodio donde la “profesora (P)” permite la participacién
[EP.12 Sg 12], la identificacion de la herramienta necesaria para la demostra-
cién del limite trigonométrico también hace parte de los procesos realizados
por los estudiantes (puntualmente un estudiante[Ep.12 Sg 12]); aun asi los
procesos de proponer y argumentar, que en gran medida deberian estar
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marcados por la participacion de los estudiantes, quedan limitados debido
a la actitud de la “profesora (P)” [Ep.12 Sg 2] .

Tercer nivel de andlisis.

En cuanto a la descripcién de interacciones en torno a conflictos matema-
ticos seglin Font, Planas y Godino (2009) se tiene:

e Interaccion

Los patrones de interaccion son muy parecidos a los propuestos en el tercer
nivel de andlisis del episodio 4. Parece ser una caracteristica constante en el de-
sarrollo de las clases que dirige la “profesora (P)”, al darse siempre, el siguiente
patron de interaccion: inicio-respuesta-evaluacion, en algunos casos la res-
puesta es de un alumno (r), pero en muchos casos ella misma se responde (R).

Por otra parte, la “profesora (P)” limita la participacion activa del estudiante,
pues cuando realiza una pregunta (evidentemente dirigida a los estudiantes),
no espera y se responde, ella misma, casi que de manera automatica suponien-
do en alguna medida, que los estudiantes no lo van a hacer. No obstante, este
hecho no debe verse como una responsabilidad dnica de la “profesora (P)”,
pues si bien es cierto que cohibe el tiempo de respuesta del estudiante, tam-
bién es necesario tomar en cuenta que las actitudes de los estudiantes como:
desinterés, preocupacion, incomodidad, etc., y los imaginarios que poseen
sobre el desarrollo de una clase de mateméticas: complicada, tediosa , abu-
rrida, etc., son otros factores que propician un ambiente complicado para el
desarrollo de la clase.

[Ep.12 Sg 2]. “P: Por propiedades de logaritmos, Ustedes qué prefieren de-
rivar: jproductos y cocientes, o sumas y restas?

Se responde a si misma.
P: Pues sumas y restas por eso hacemos las propiedades.”

La predominancia de la “profesora (P)” como elemento principal de la
clase genera un ambiente poco dinamico. El desarrollo del episodio se
torna lineal y en ocasiones predecible; la interaccién la mayoria de veces
queda reducida a: pregunta la profesora- responde ella misma (I-R-E), en
contadas ocasiones es el estudiante es el que pregunta y no necesariamen-
te hace referencia a un tema expuesto, sino que algunas veces tiene que
ver mds con cuestiones de plazos y tiempos de entrega de trabajos (i-R-E)
[Ep.12 Sg 2].
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En el aspecto cognitivo se puede decir:

El desplazamiento del estudiante hacia una posicion meramente receptiva
y operativa complejiza el andlisis de falencias y vacios conceptuales, ya que
estas no se muestran explicitamente, sino que se extraen momentos puntua-
les en los que los estudiantes mediante gestos y actitudes dejan en evidencia
su incomprension de una pregunta o un concepto; ejemplo de ello es que
durante varios momentos de la clase cuando la “profesora (P)” pregunta so-
bre la solucién de un ejercicio, ellos guardan silencio.

Conflictos y dificultades

¢ Conflictos semiéticos (CS1)

En este episodio un conflicto semiético se evidencia en la proposicion
[Ep.12 Sg 1] realizada por la “profesora (P)” donde expresa lo siguiente:

y=Inx - y'=§dx

Inx

=1 =y=—
y=10gpx =Y =17
\J

_ dx
y “xInb

P . 4 p . .
La expresion Y significa 77, que representa una razén de cambio: el cambio

de y con respecto al cambio de x, por lo que constituye una falta de preci-
sién y de rigor escribir el dx en la parte derecha de la formula pues el dx ya
estd contenido en Y. Se puede interpretar que utiliza el dx para representar
“la derivada interna de la funcién”. Sin embargo, esta escritura y esta forma de
hacer las cosas se caracteriza como un error y como una ambigliedad, ambas
categorias generadoras de conflictos y obstaculos inferidos desde las practicas
observadas. Aqui aparece claro que la “profesora (P)” usa las diferenciales (dy,
dx) para la funcién logaritmica de manera totalmente mecanica y por demas
no institucional pues no distingue entre la derivada y la diferencial.

Por otra parte, no es sencillo evidenciar cuales razones son las que llevan
a que la “profesora (P)” utilice dicha expresién [EP.12 Sg 1-2-7-11-12] para
representar la derivada de la funcion. El primer supuesto sobre este fenémeno
podria ser que la “profesora (P)” intenta generalizar la proposicién no solo
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para x sino que desea incluir funciones compuestas de tal manera que cuando
se realice la derivada se tenga en cuenta la funcién interna contenida en In.

e Errores y Ambigiiedades

Hay que resaltar que la “profesora (P)” en cuanto a las notaciones no siempre
sigue reglas institucionales. Ademas de utilizar dx para representar derivadas
o diferenciales, pareciera que los utiliza para representar nimeros, cuando
de hecho no son niimeros. Esa expresion dx claramente no epistémica, no
institucional, no rigurosa, es como una estrategia para que los estudiantes
recuerden la derivada interna de la funcion.

¢ Dificultades

De manera general se evidencia una cierta dificultad por parte de los estu-
diantes en la comprensién de las propiedades de los logaritmos [Ep.12 Sg 4].
La “profesora (P)” escribe la siguiente funcién en el tablero:

=
2x—1

La “profesora (P)” la reescribe usando propiedades de los logaritmos de la
siguiente manera:

f(x) = In(x —2)® —In(v2x — 1)
f@) = 3In(x—2) - SIn(2x — 1)

Deriva la funcién y obtiene:

A 3<xi2)_%(2x2— 1)

fe = (x i 2) B (le— 1)

ooy 6Xx—=3-—x+2
@ == — 1D
N 5x—1

@ == — 1D

Es en este momento donde un estudiante propone que:
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E: ;Desde el comienzo habria podido ser:
In(x —2)3
Inv2x —1

!

Inmediatamente la “profesora (P)” corrige al estudiante y le dice:

P: ino! Esas son las propiedades que ustedes se inventan. Si también tratan
de hacerlo con el producto.

La pregunta del estudiante es sumamente profunda pues para él de alguna
manera el logaritmo de un cociente deberia ser el cociente de los logaritmos,
pues ese operador Ln en la cognicién funciona algo asi como un operador
lineal, es decir, deberia poderse distribuir en el numerador y denominador.

Sin embargo, no hay una reflexién, ni un cuestionamiento para esclarecer
cudles son los motivos por los cuales el estudiante realiza dicha pregunta,
la dificultad evidentemente tiene que ver con el manejo de las propiedades
de logaritmos. Este hecho puede propiciar la permanencia de la incompren-
sion en el estudiante y de esta manera generar posteriores conflictos sobre
la utilizacion de las propiedades de los logaritmos.

En cuanto a la gestion de la clase por parte de la “profesora (P)”, se puede
inferir que cuando hay una pregunta no se responde o no se aclara la duda
manifestada. La respuesta se reduce a un conjunto de normas sin explicacién
tal como emerge en esta situacion, que puede resultar en un potenciador
de conflictos, obstaculos y dificultades presentes y futuras. La respuesta mas
bien representa una ironia, en la que no se responde la pregunta del estu-
diante, ni se pone un contraejemplo para hacerle ver que la propiedad que
el propone no es correcta, sino que se contesta con una especie de sarcas-
mo: “Esas son las propiedades que ustedes se inventan”.

Cuarto nivel de analisis.

En cuanto a la identificacién de normas, basados en Godino, Font y Wil-
helmi (2008) se infiere que:

- Laclase empieza a una determinada hora con los estudiantes que estén,
pero los otros pueden ingresar posteriormente, asi mismo pueden retirarse
cuando lo necesiten.
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La “profesora (P)” es eje central en cuanto al desarrollo tematico, es decir las
explicaciones de los temas, la resolucion de los ejercicios, el planteamiento
de talleres y los modos de proceder son dispuestos y desempeiados por ella.

No se privilegia la participacion de los estudiantes, ni se da el tiempo para
identificar progresos o dificultades, ni tampoco se le da importancia a esta
labor de evaluacion que podriamos denominar formativa.

Los estudiantes son receptores del proceso educativo, ellos escuchan, toman

apuntes, en general no responden las preguntas.

El esquema de la clase es, podriamos llamarlo, tradicional: la “profesora
(P)” explica, habla, y los estudiantes copian y tratan de hacer los ejercicios;

piden ayuda extra-clase.

La interaccion es casi nula, se habla con uno o dos estudiantes; Alejo, o en
otros semestres, Felipe u otro que hace el papel de Alejo.

no hay espacio para talleres o trabajo en grupo elaborados en la clase.

El ritmo de dictar temas es apresurado, pues hay unos tiempos determina-
dos por las respectivas guias de catedra, y por la realizacion de las pruebas
conjuntas.

Los estudiantes en general no reclaman acerca de las notas, ni cuestionan

formas de evaluar o metodologias, menos contenidos temdticos o ejercicios.

La “profesora (P)” asiste a todas sus clases, se preocupa por ir al dia en con-
tenidos, y hasta planea clases extras (por ejemplo, los sabados) para poder
abarcar todos los temas propuestos.

El uso de tecnologia, o estrategias para visualizar funciones, gréficas, ...
estd a cargo de un estudiante (Alejo) quien lleva su computador portatil, y
la “profesora (P)” busca un cable y conectan al televisor. Si Alejo no llega o

no lleva el portatil no se realiza nada.

Y/

La “profesora (P)” regafia, es sarcastica (“toca pensar”, “no se hagan los que
estan pensando”, “esas son las propiedades que ustedes se inventan”, “por

eso se caen los puentes”.
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Quinto nivel de analisis.

En cuanto a la valoracién de la idoneidad didactica segin Font, Planas y
Godino (2009) se tiene:

Si bien el episodio esta marcado por la interaccién entre los diferentes
actores del contexto educativo (profesor, estudiante), dicha interaccion esta
caracterizada en gran parte del episodio por ser unidireccional, es decir,
se desarrolla de tal manera que el flujo interaccional toma como punto de
inicio a la profesora y se desplaza a los estudiantes, quienes pocas veces
invierten dicho flujo para retroalimentar las explicaciones de la “profesora
(P)”, lo cual ayudaria a monitorear la compresién o dificultad de un tema
por parte de los estudiantes.

La faceta mediacional queda reducida en el contexto tangible a la utilizacién
del tablero como herramienta por excelencia para la exposicion de propo-
siciones. Herramientas como televisores, computadoras, textos académicos
son ocasionales y dependen en gran medida de elementos extracurricula-
res; para el caso puntual de este episodio dicho medio es visualizado en el
episodio [Ep.12 Sg 4].

La predominancia de la faceta epistémica en la mayoria de los segmentos
indica que uno de los focos de interés de la clase es la obtencion de procedi-
mientos basicos para la solucién de ejercicios matematicos. Para dicho efecto
la “profesora (P)” enfatiza en lo que ella considera importante; asi mismo
corrige y realiza comentarios sobre los errores cometidos por los estudian-
tes; sin embargo aunque dicha faceta posea tal importancia, pocos son los
momentos en los que los estudiantes tienen oportunidad de preguntar sobre
lo que no les queda claro, al tiempo que en gran parte del episodio no se
resuelve ni se profundiza sobre los vacios conceptuales y procedimentales
de los estudiantes, quienes ven limitada su participacién a la mera recepcion
de informacion proporcionada por y desde la “profesora (P)”.

En comparacion con la faceta epistémica, de /a faceta cognitiva no pode-
mos decir mucho debido a que son pocos los instantes en que el estudiante
trabaja de manera auténoma. La mayoria de los procesos matematicos
estan a cargo de la profesora, asi como la proposicién de enunciados y
la identificacion de los errores; los estudiantes poco proponen modelos
o procesos de solucion para los ejercicios, son contadas las ocasiones en
los que son los protagonistas del episodio. Esto puede estar relacionado
con el hecho de que es la “profesora (P)” la que generalmente incentiva
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la interaccién, aun cuando es ella misma la que no permite que se con-

crete eficazmente.

Por dltimo, tenemos la faceta ecoldgica. Esta faceta es escasamente perceptible
en el episodio; son pocos o insuficientes los indicadores que podemos encontrar
a lo largo del episodio; la relacion de los contenidos académicos propuestos con
elementos extraacadémicos es a grandes rasgos imperceptible, no se evidencia
explicitamente referencia a variables sociales, econémicas, culturales, etc., lo

cual puede transformase en una posible explicacién a factores como:

- Desinterés de los estudiantes (;Por qué es importante?)

- Descontextualizacién del conocimiento matematico (;Ddénde se usa?).

- Aplicabilidad del conocimiento matematico (;Para qué se aplica en el mundo?)
- Importancia de los elementos conceptuales (;Por qué es importante adquirirlos?)

- Incomprensién del célculo.

4.3 Matriz categorial descriptiva (practicas matematicas

y configuracion de objetos) y de oposiciones.

4.3.1 [Ep. 4] Episodio 4. Ejercicios sobre limites algebraicos y
trigonométricos.

Tabla 9. Matriz categorial descriptiva y de oposiciones — episodio 4

Categorias

Dualidades y Oposiciones

Problemas

P1: Calcular
i GF—3)
m-——---

x-3 x-3

P2: Calcular
. 1-cosx
lim

x—0 X
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P3: Calcular

(tagx — senx)
m— >

x—0 x3

P4: Calcular
tgx

im (%)

x-0 X

P5: Calcular
(1 —tanx)

x_% sen x — CosXx

Lenguaje

¢ \erbal

Limite, limite especial, limites trigo-
nométricos, identidades trigonométricas,
angulos especiales, angulos coterminales,
indeterminacion, seno, coseno, tangente,
circunferencia unitaria, angulo, grados,
triangulo, conjugado.

o Simbélico
. Vx =3 . 1l-cosx . (tagx—senx)
llm( ) ; lim : lim 3 ;
x—3 x-3 x—-0 X x—-0 X
. tgx . (1-tanx) . 0
lim (L); lim ———— lim f(x) ; -
x—-0 \ X Sen x—Ccosx  x-aq 0

X-—r
4

Simbolos de las expresiones simbdlicas
de las funciones que aparecen (tan x, x?,

* Proposiciones
Previas

Para las funciones continuas
lim f(x) = f(a) (implicita)

La definicién es una expan-
sion discursiva y también un
concepto.

La definicion como letrero es
un lenguaje.

La definicion también es un
proceso y concepto.

En el lenguaje hay términos,
predicados, proposiciones, ex-
pansiones discursivas.

Son Términos:
Ostensibles.
Sistémico.
Expresion.

Extensivo.
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1—cos2x = sen2x
senx

Tanx =
CoSXx

a

- =1

El limite de un producto de funciones es
el producto de limites

. senx
lim
x-0 X

Emergentes:

n_,n)
1) &0 na
2)

=1

lim n-1
x—3

i O3

xX—a

x-3 x-3

lim
x—0
lim

x-0

1—cosx

3) =0

X

(tagx—senx) 1

4) 2

x3

(=)

(1-tanx)

5) Ll_r}’(l)
2

6) =

ba
x_)ZSeTl X—COs X

¢ Argumentos

Argumento 1:

Tesis
i (Vx—V3) 3
im———+=—
x-3 x-3 6
Razédn
1° Forma
(\/' \/—) (Vx—v3) _ im x—3
x_)3 x-3 (\/’ V3) T x53 (x=3)(Vx—v3)
V3
}ch«/_ 5= 2\/5 Tamblen? racionalizando
2° Forma
S ) R P (e V3)
x_,3 x-3 x—3 (\/—+«/_)(\/_ V3)

1

= lim =5

x—-3 \/—+\/—

Son proposiciones como parte
de lenguajes.

No ostensivas.

Intensivo.

Anuncia que demostrara este
primer limite que llama espe-
cial, sin embargo, el que realiza
es el tercero.

Estas 6 proposiciones son:
No ostensivas

Extensiva

Sistémica

Personal

Las proposiciones son impor-
tantes por el concepto que
expresan, por tanto, también
pueden estar en la casilla de
conceptos.

En las proposiciones vy las ra-
zones lo importante no es el
lenguaje sino el contenido
conceptual.
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Argumento 1.1:

Tesis
VE-VE _

lim n-1
x-a X—a

Razoén
. Vx—Va
lim
x-a X—a
Limite Especial

na

xM—a™

= lim
x-a X—a

=na

Argumento 2:
Tesis

. 1—cosx
lim =

0

x-0 X

Razon

1-cosx " 1+cosx _ ;.

1-cos? x

n-1

sen?x

Lim

x-0 x

senx senx

= lim *

0
= k — =
x-0 X 2

1+cosx

Se ha seguido el procedi
calculo de limites para e
indeterminacion 0/0 real

es el producto de limites

Argumento 3:

Tesis

lim (tagx—gsenx) _ 1
x—0 X 2
Razén

Se cumple que Tan x

(tagx—senx) _

=11m =1l1m
1+cosx x—-0x(1+cosx) x—0x(1—cosx)

0

miento de
[ caso de
izando un tra-

tamiento y utilizando, entre otras, la
propiedad que el limite de un producto

senxxsen®x

X0 ¥3cosx(1+cosx)  x—0 X

X
1
2

Lim lim 3 =
x—0 x x-0 X
(Senx—Senx*COSx) (1 )

. T osx . senx(1-cosx
Lim €o5x = lim— =
x—0 x x—0  x3cosx
Lim senx(1—cosx) " 1+cosx _ senx(1-cos?x) _
x—0 x3cosx 1+cosx  x—0 x3cosx(1+cosx)

senx senx senx 1
* *

X

cosx(1+cosx)

Son proposiciones ostensibles
y extensivas

La razén del argumento es no
ostensible e institucional por-
que se comparte.

Se reconoce una dificultad para
clasificar cada evento en las ca-
tegorias de EOS

Hay varios tipos de argu-
mentos, sin embargo, en esta
clase son puramente alge-
braicos y procedimentales,
El argumento es el resultado y
el procedimiento. Es resulta-
do en tanto objeto descrito en
el analisis didactico del EOS
como queda lingliisticamente
en la transcripcion; Es proceso
en tanto procedimiento argu-
mentativo como ocurrié en la
situacion problémica en el aula.
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El resultado de evaluar la funcién en

1
x=0es -
2

Argumento 4:

Tesis
. tgx
lim (L): 1
x—0 \ X
Razén
¢ senx
. X . . senx
lim (L) = lim (ﬂ) = llm( ) =
x-0 \ X x—0 X x—0 \X*COSX
.. senx 1 . 1
lim * = lim =1
x—0 X COSX  x—0 COSX
Argumento 5:
Tesis
. (1—tanx) 2
im—— =—-=
x_,%sen xX—cosx V2
Razén
senx cosx—senx
. 1-tanx 1- . ok
im ( ) = ( COSX) =llm ( COSX )
x_%sen X—Ccosx x_%sen X—COSX x—% sen x—cosx

cosx—senx cosx—senx

= lm—«-——-—-=
x—L cosx(senx—cosx) mT  cosx(cosx—senx)
4

X

3
lim-——=——=—-—=
xol  cosx vz 2
4 2
Conceptos Son:

Limites especiales, Funciones trigo-
nométricas, Identidades trigonométricas,

No ostensibles (inmateriales)
Intensivos (generales)

Limite indeterminado de tipo 0/0 Contenidos.
Intensivos
Procedimientos
Son:

1) Célculo de limites por evaluacion.
2) Racionalizacion.

3) Célculo de limites indeterminados del
tipo 0/0

4) Evaluar la funciénen x = a

No ostensibles.
Informales y no rigurosos

Calculos algebraicos

Evaluacién calculo aritmético
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5) En caso de tener una indeterminacién | Transformaciones tipo trata-

hay que expresar la funcién de una miento de Duval
forma diferente (hay que hacer un tra- ) ) )
tamiento usando propiedades). Extensiva y no intensivo

6) Volver a evaluar para ver si desparece
la indeterminacion.

7) En caso contrario hay que volver a ha-
cer un tratamiento usando propiedades.

8) Despeje de ecuaciones.

9) Uso de identidades trigonométricas
para solucion de limites.

Tabla 10. Elementos de analisis de resultados del episodio 4

Al tratar de distinguir los objetos que se podrian clasificar dentro de los len-
guajes y los que no lo son, se encontraron frecuentes dificultades. Por ejemplo,
las definiciones que se presentan por parte de la profesora o en los libros de
texto son también proposiciones, claramente identificables y ostensibles, pero
también podrian ser clasificadas como conceptos, pero serian no ostensibles.

Las proposiciones y las argumentaciones son lenguajes, pero habria que
caracterizarlas en sus propias categorias que se distinguen entre si porque
toda argumentacion tiene una o mds proposiciones, pero ambas volverian
a aparecer en lenguajes.

Para evitar estas dobles clasificaciones, tanto proposiciones como argumen-
taciones podrian ser reubicadas como subcategorias de los lenguajes, que
seria una macro-categoria con situaciones, procesos y objetos.

Las proposiciones podrian tener a su vez una subcategoria que fueran las Defi-
niciones cuando se toman como formulaciones lingtiisticas, no como procesos
mentales. Pero cuando en una argumentacion se usa una definicion sin repe-
tirla, se puede clasificar como Concepto, y por lo tanto seria no ostensible.

Pero proposiciones y argumentaciones como subcategorias no agotan los ob-
jetos que pueden aparecer en la macro-categoria lenguajes. Podrian agregarse
subcategorias como expresiones semidticas no articuladas (como los gestos),
y en las articuladas se podrian distinguir subcategorias como términos, opera-
dores y predicados; luego vendrian las proposiciones y las demas expansiones
discursivas, entre ellas las argumentaciones, las narraciones y las instrucciones.

| Universidad Distrital Francisco José de Caldas

-
N
(-]



Dificultades en las practicas del Calculo Diferencial i

Tabla 11. Vifeta episodio 4

Vineta Ep4 Seg1-2-3

P: ;Recuerdan el taller sobre limites? Pues hoy vamos a dedicar la clase a
resolverlo: ustedes lo van a hacer ;bueno?
(Vx-V3)

P: Empecemos: lim
x-3 x=-3

Pasa a un estudiante e insiste en que la raiz se pueda ver como diferencia de
potencias. Anota en el tablero la férmula que ella llama limites especiales:
(xn_an)

1) lim—— =na
x—3 Xx—a

n-1

2) lim ==

x-0 X

=1

3) lim—==0

x—0 X

1° Forma racionalizando

lim (\/x - \/g) . (\/x - \/g) — lim x—3

=3 x=3  (Vx—+v3) *3(x-3)(Vx—+V3)
lim; = L Tambien —
x=34[x =3 2+/3 6

2° Forma factorizacion: diferencia de cuadrados en el denominador

lim(ﬁ_\/g)zlim (\/E—\/?) = lim L :L
28 X3 xB(Jr+V3)(Vx—V3) *SVR+v3 2V3

3° Forma. Aplicando la férmula del “limite especial”

N CCab ) N S S

x>3  x—3 2 =2\/§

Son proposiciones ostensibles y extensivas
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Tabla 12. Andlisis de dualidades y oposiciones de la vifieta del episodio 4

Vineta Ep4 Seg1-2-3

Andlisis de dualidades y oposiciones

i V= V3)
x>3 x—3
X" — an)
lim (7 =na"?!

x—-3 X—a

La expresion correcta
que corresponde es
(xn_an)

lim—— = na
x—=a xX—a

n—-1

La profesora insiste nuevamente en que la raiz
se pueda ver como diferencia de potencias para
aplicarle la formula enunciada. Pero en ninguno
de los libros de célculo consultados aparece este
como limite especial.

También es importante preguntar: ;por qué los
estudiantes asocian inmediatamente, sin dudarlo,
sin pensarlo que n es natural y por tanto no tiene
sentido para potencia fraccionaria? Ese exponente
n que aparece en esa férmula al desarrollarlo por
el teorema del binomio se supone tacitamente n
entero positivo.

De hecho, es un limite que requiere un caso de
factorizacion de resta de potencias iguales, y su
procedimiento nuevamente es algebraico, ma-
nual, quiza lo especial podria ser que la potencia
n es intensivo y no extensivo, es generalizacion y
no un caso particular con n=2 o n=3.

Ademas, podria realizarse usando la regla de
L'Hopital pues es un limite de la forma 0/0 y que-
daria de la siguiente manera derivando numerador
y denominador por separado:

(Y

lim

xX—a X — a
oyl
lim —— = na™1
x—a 1

| Universidad Distrital Francisco José de Caldas

-
w
o




Dificultades en las practicas del Calculo Diferencial i

Tabla 13. Elementos de andlisis de resultados de la vifieta seleccionada

Hay una resistencia en los estudiantes para realizar el limite propuesto con la
férmula de “limite especial”, pues lo abordan en primer lugar por racionaliza-
cién, método que esta mas asociado cuando se presentan raices en los limites.
O ese segundo procedimiento que involucra un caso de factorizacién en el
denominador, que no es en lo primero que piensan la mayoria de los estu-
diantes. Pero el que la profesora insiste en usar como un caso particular de lo
que ha llamado limite especial, ninguno lo ha realizado por ese método, in-
cluso se tardan bastante en aplicar la férmula para obtener el resultado, pues
ahi no habra ningtin procedimiento mds que reemplazar la x por el nimero 3.

Los argumentos son proposiciones como parte de Lenguajes, No ostensi-
vas, Intensivo.

Hay varios tipos de argumentos, sin embargo, en esta clase son puramente
algebraicos y procedimentales.

El argumento es el resultado y el procedimiento. Es resultado en tanto ob-
jeto descrito en el analisis didactico del EOS como queda lingtisticamente
en la transcripcién; Es proceso en tanto procedimiento argumentativo como
ocurrié en la situacién problemética en el aula.

Se reconoce una dificultad para clasificar cada evento en las categorias
de EOS.

Al peguntar a la “profesora (P)” la razén por lo que llama a ese limite “espe-
cial” respondi6 que asi se lo ensené un profesor en la licenciatura, y ese era
“el profesor” admirado, el que sabia, el que form6 a muchas generaciones de
licenciados. Se podria afirmar que lo llama “especial” porque se hace por un
modelo matematico o formula que evita realizar procesos algebraicos. Este caso
podria corroborar la creencia de que el ejemplo ensefia mas que la palabra, y
también que, por ese rol de autoridad que ostentan algunas personas se tien-
de a repetir actitudes y habitos incuestionables en estas practicas educativas.

En cuanto al ejercicio niimero 3 también tiene un procedimiento analitico de
solucién que consiste en multiplicar por la conjugada del numerador, hacer apa-
recer la identidad fundamental, reemplazarla, identificar el limite fundamental y
evaluarlo, es decir, no tiene el estatus epistemoldgico del limite nimero 2 que si
es un teorema, que no se puede resolver con un tratamiento algebraico, ni anali-
tico. Lo maximo que se puede hacer es verificarlo con vecindades alrededor de
0y tomar el , luego el cociente y estimar la tendencia de esos cocientes hacia 1.
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4.3.2 [Ep. 12] Episodio 12. Derivadas logaritmica y
trigonométrica.

Tabla 14. Vifieta episodio 12

Vineta Ep12 Seg2

P: Hoy se van a trabajar ejercicios de derivacion exponencial y logaritmica

Y=Ihx - y’=1;dx Y=logbxzy=:—;—>y’:i—xlnb

P: El cociente de la derivada de la funcion entre la funcion multiplicada por
el logaritmo de la base:

Y =e* - y =e*fdx

Y =a* - y = a¥lna dx

Vineta Ep12 Seg7

Si f(x) = sinx - f'(x) = cosx dx

P: La derivada del seno de una funcioén es el coseno de la funcién por la
derivada de la funcién, es un error decir solamente “derivada de seno es
coseno”.

Vineta Ep12 Seg11

P: Enel tablero: Siy = senx -y = (Cosx) dx
Siy = Cosx -y = (—Senx)dx
Siy = tgx »y = (sec’x) dx
Siy = ctgx -y = (—csc?x)dx

Siy = Secx —» y' = (Secx)(tgx)dx
Siy = Cscx =y = (—Cscx)(ctgx)dx

Esto seis enunciados en los que claramente aparece el uso de en la deriva-
da se presentan con el fin de dar cuenta de que no se presenté solamente
en una situacion, sino que hace parte del discurso de la “profesora (P)” al
explicar todas las derivadas.
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Tabla 15. Andlisis de dualidades y oposiciones episodio 12

Vineta Ep12 Seg2

Andlisis de dualidades y oposiciones

Y=Inx - y’=§dx

Es una proposicién compuesta que consta de dos
partes con un operador intermedio

Las proposiciones estan unidas por un operador
de — implicacién por lo tanto parecen requerir un
proceso de validacion.

Las razones aparecen en lo no ostensible y en lo
cognitivo personal. Esa implicacién es compartida
por todos los profesores por lo tanto es institucional
también. El operador l6gico — necesita una expli-
cacién que no aparece explicitamente.

Las tesis estan ostensibles como proposiciones lingtiis-
ticas compuestas de dos partes. Esa razén cognitiva es
también institucional o epistémica porque es acepta-
da por toda la comunidad académica.

Son proposiciones como parte de Lenguajes,

No ostensivas
Intensivo

Extensiva
Sistémica
Personal

La razén es no ostensible e institucional porque
se comparte. Hay varios tipos de argumentos, sin
embargo, en esta clase son puramente algebraicos
y procedimentales.

El argumento es el resultado y el procedimiento.
Es resultado en tanto objeto descrito en el andlisis
didactico del EOS como queda lingliisticamente
en la transcripcion. Es proceso en tanto procedi-
miento argumentativo como ocurrid en la situacion
problematica en el aula.

Se reconoce una dificultad para clasificar cada
evento en las categorias de EOS.
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Vineta Ep12 Seg7

Andlisis de dualidades y oposiciones

Si
f(x) =sinx - f'(x)=

cosx dx

P: La derivada del
seno de una funcién
es el coseno de la
funcién por la deriva-
da de la funcion, es un
error decir solamente

La “profesora (P)” pone la diferencial de x (dx)
como parte de la derivada. Se podrian inferir por
lo menos dos explicaciones para esta escritura.

La primera es que esta pensando en una regla de
la cadena y ese drepresenta la derivada interna de
la funcidn, “la derivada del seno de una funcién
es el coseno de la funcion por la derivada de la
funcion”, y la segunda es que esta pensando en la
integral, mds exactamente en la antiderivada que

“derivada de seno es
coseno”.

requiere ese dx para devolverse y decir algo como
la antiderivada de cos x dx es sin x.

Revela fundamentalmente esa falta de distincién
rigurosa entre la derivada y la diferencial. La no-
tacion compartida por la comunidad académica y
por los textos de calculo para lo que en la clase la
“profesora (P)” quiere decir es, por ejemplo:

Si f(x) = sinx - f'(x) = cosx ,o0

du
Si f(u) =sinu,yues funciéonde x - f'(u) = cos U

Se tuvo la oportunidad de entrevistar a la “profesora (P)” para conocer de
primera mano, tanto el uso como el significado que ella hace del dx, y tener
de primera mano sus concepciones acerca de esa practica, de esa forma de
notacién, como también acerca del significado que le otorga a ese dx, en
un cierto momento de esa entrevista, a la que el lector puede acceder en la
tesis completa, afirmé: “no siempre les van a colocar en el seno derivar el
sen (x) sino ese dx lo que les van a colocar ahi es cualquier funcién.

Tabla 16. Andlisis episodio 12 - segmento

Ep12 Seg4
Ahora el segundo: Alejo pasa y copia el ejercicio
—9\3
Ejercicio 3: f(x) =1In [(x—Z)]
2x —1
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Dificultades en las practicas del Calculo Diferencial i

f(x) = In(x —2)> —Inv2x — 1

f() = 3In(x—2) - SIn(2x — 1)

P: Ahi ya puedes derivar y ;hay alguna otra propiedad? Ella misma se
responde

fe) = 3(xi2) _%(sz— 1)

fe) = (x i 2) N (2x1— 1)

' 6x—3—x+2
F&) = =@ =D
! 5x—1

@ =@ -1

P: Por el otro lado seria largo y dificil: derivada de derivada de raiz deri-
vada de cociente y después dicen que los parciales son dificiles y largos.
E: ;Desde el comienzo habria podido ser

_In(x - 2)°

CInv2x—1

P: {No! Esas son las propiedades que ustedes se inventan. Si también tra-
tan de hacerlo con el producto.

f)

El andlisis de este fragmento se centra en la pregunta del estudiante que
consiste en aplicar “mal” las propiedades de los logaritmos y, sobre todo,
por la respuesta de la “profesora (P)” que no argumenta por qué no se
puede aplicar “esa propiedad”, ni profundiza las razones por las cuales
el estudiante esta convencido que es correcta y asi se abreviaria los cal-
culos, sino que emite una frase irénica: “{No! Esas son las propiedades
que ustedes se inventan. Si también tratan de hacerlo con el producto”.
Es decir, los potenciales conflictos que podemos inferir en esta situacion
no dan lugar a una gestiéon adecuada por parte de la “profesora (P)” que
logre transcenderlo.
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4.4 Descripcion de la Practica.

Esta seccion constituye el complemento a la seccion 3.6 del Marco Te6-
rico en la que se esbozaron rasgos generales descriptores de las PEUC. En
este apartado se presentan los enunciados de lo mds relevante al interior de
las PEUC en una secuencia de 16 clases en diferentes semestres con la mis-
ma “profesora (P)".

De las matrices documentales y categoriales es posible concluir que las
clases son magistrales, en las que la “profesora (P)” define, explica, justifica,
evalla, institucionaliza, responde, desarrolla, realiza, y tiene bajo su dominio
la mayoria de las actividades que soportan el curso de Calculo Diferencial.

Los estudiantes toman apuntes, atienden, preguntan poco, intervienen poco,
pasan al tablero solo uno o dos en algunas clases, de un curso de 25 a 30
estudiantes. No se les asigna trabajo en grupo en el sal6n, tampoco se les da
espacio para desarrollar talleres de ejercicios, ni para interactuar libremente
hablando entre ellos alrededor del desarrollo de algin tema.

En cuanto a la gestion de las preguntas y a la atencién que se da a ellas,
aproximadamente en 15 ocasiones (segmentos) donde estudiantes le pregun-
tan a la “profesora (P)”, se observé que, o no se responden, o se responden
con sarcasmos, con ironias que no profundizan en el trasfondo de la pregun-
ta para decantar las posibles dificultades o eventuales conflictos que tiene
el estudiante, ni tampoco se aprovechan para ampliar un tema o para ha-
cer caer en cuenta en algo sumamente importante, o para que ellos tomen
conciencia, objetiven algtin proceso u objeto matematico, o alguna practica
que se considere fundamental. En ese sentido no se gestionan las dudas, las
dificultades no se tienen en cuenta, mucho menos se interesa o cuestiona
acerca de posibles obstaculos que puedan estar ocasionando tales dudas o
que puedan estar generando potenciales obstaculos por dejar asi las preguntas.

Otro aspecto muy llamativo es el hecho de dejar a medias algunos ejer-
cicios, aproximadamente en 22 ocasiones (segmentos) en total de los 16
episodios de clase, por ejemplo, en los segmentos 6 y 7 del episodio 4 con
frases como “terminenlo”, o por ejemplo, en los segmentos 6 y 11 del epi-
sodio 12 enunciando frases que parecen estar guiando el proceso que falta:
simplifiquen, evallen y ya” pero que potencialmente son generadores de
obstaculos que estan emergiendo para futuros cursos, como el método de
la derivacion implicita, asemejando un proceso de derivadas parciales, o
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Dificultades en las practicas del Calculo Diferencial i

el de separar las variables como en ecuaciones diferenciales para hallar la
derivada de logaritmo natural, momentos que no causan conflicto ni a los
estudiantes, ni a la “profesora (P)”, pero si al observador o investigador. No
se les moviliza a cuestionarse a si mismos y cuando alguno se da cuenta que
falta algo importante como que falta el la “profesora (P)” lo pasa por alto.

Con base en la clasificacion de conflictos del EOS (seccién 3.1): “...con-
flictos semidticos potenciales, entre los cuales destacan, por su relevancia,
aquellos que origina un libro de texto al dejar a cargo del alumno la realiza-
cién de determinadas funciones semidticas que son basicas para la correcta
interpretacion del texto y que, de no producirse, pueden ocasionar una
disparidad entre el significado personal global del alumno y el significado
institucional pretendido”, es claro que esta categoria es la que aparece cada
vez que la “profesora (P)” deja sin terminar un ejercicio, o dice terminenlo,
o me confundi, factoricen y evalden y ya. Frases como esa, son indicadores
claros de este conflicto semidtico con esta explicacion.

La interaccién se limita a uno o dos estudiantes con los que la docente
cuenta para que realicen algtn ejercicio, dicten una definicién, evalten un
limite, respondan alguna pregunta, traigan el portatil para proyectar alguna
grafica en los televisores, entre otras. De forma general, se encontré que en
el Episodio 4 (Ep4) hay un poco mds de interaccién pues la “profesora (P)”,
al menos, pregunta a su estudiante: “Alejo” y pasa algin otro estudiante al
tablero, mientras que el Episodio 12 (Ep12) en contraste, se desarrolla en su
mayoria con explicaciones e intervenciones tedricas por parte de la “profesora
(P)”. A continuacién, se presentan algunos segmentos (Sg.) de los episodios
fundamentales en los que se documenta, soporta y evidencia lo descrito.

Ep4 — Sg. 2/6: La “profesora (P)” hace todo, tiende a tomarse la totalidad
de la clase. Ella formula, pero ella misma responde. No permite que el estu-
diante responda. Trabaja con un estudiante que generalmente es el mismo:
Alejo. Algo visto como una especie de segregacion, pues solo tiene en cuenta
a uno de todos los estudiantes, solo le presta atencién a uno de ellos.

Ep4 — Sg. 2/5/7/10/11: La “profesora (P)” tiende a usar frases sarcdsticas,
irbnicas, agresivas en cierto modo, lo cual revela una actitud de burla o pe-
yorativa de parte de ella: “No se hagan los que estan pensando”, “Cudntas
neuronas perdimos’, “En esta toca pensar...”.

Ep4 — Sg. 1/3/6: Con base en las experiencias recolectadas de la observacion
y documentacion de las clases de la “profesora (P)” (por ejemplo, cuando
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dice “esas son las propiedades que ustedes se inventan” o no resuelven un
ejercicio como debe ser) y en los resultados obtenidos en las evaluaciones y
parciales [Ver Anexos] se puede inferir que los estudiantes vienen con muy
pocas y deficientes bases algebraicas.

Ep4 — Sg. 8: En particular, por lo observado en todos los episodios de clase,
a la “profesora (P)” le cuesta dejar hacer, dejar equivocarse, dejar rectificar,
dejar preguntar, en fin, dejar trabajar a los estudiantes. Ella interviene rapi-
damente y empieza a hacer “lo correcto”, es como si sintiera que la clase
se termina y no se alcanzé a hacer nada de lo esperado; es decir, dejarlos
construir su propio conocimiento es considerado como: “no hacer nada” y
que el tiempo de clase se ha perdido. En conclusién, no se fomenta la prac-
tica de construir saber, de compartir procesos, de contrastar, de poner en
comun, de defender procedimientos, argumentos y resultados.

Ep4 - 8/9: Hay una constante tendencia de la “profesora (P)” de cambiar
las préacticas y, de paso, la intencionalidad de la clase, pues no es conse-
cuente entre lo que dice y lo que hace; de ahi que se pueda inferir que es
un comportamiento arraigado en su ser docente

Ep4 — 11: Borra muy rapido. No da el tiempo suficiente para que el estu-
diante tome notas, ponga atencion, piense

Ep12 — 2/6: Sigue en una dindmica de preguntar y responder ella misma.

Ep12 — 4: Al hacer resta de fracciones, al parecer no siente la necesidad
de explicar dudas que algunos estudiantes seguramente tienen; postura que
se justica o se defiende con frases como: “eso es dlgebra”, “no me puedo
devolver tanto, hasta el colegio, ni mas faltaba”, “esa parte es de ustedes”.
Dichas frases infieren que la materia algebra es un prerrequisito del calculo,
base sin la cual se dificulta avanzar en su estudio y, mucho menos entender-
lo. Por otro lado, da una mirada peyorativa a que el dlgebra se da por vista,
por asimilada por el estudiante, tanto, que no se puede “rebajar” a explicar
algebra, [“ni mas faltaba”, no me puedo devolver tanto”].
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Capitulo 5.

Resultados y conclusiones de la investigacion

5.1 Introduccion.

Se presenta en este capitulo una tabla de dificultades, conflictos y obsta-
culos inferidos (D.C.O) aplicada a las vifietas seleccionadas de los episodios
fundamentales, cuya intencionalidad es distinguir o observable que son las
dificultades y los conflictos, y lo no observable que son los obstaculos, como
una inferencia de tipo abductivo, lo cual hace parte de la discusion de re-
sultados de la investigacion. A partir de esta conformacién de la tabla, se
presentan unas conclusiones tanto desde la indagacion teérica como desde
el andlisis de los datos que responden a las preguntas de investigacion ini-
cialmente propuestas.

5.2 Resultados.

En cuanto a la categoria de lenguajes en las matrices categoriales, al tratar
de distinguir los objetos que se podrian clasificar dentro de los lenguajes y
los que no lo son, se encontraron frecuentes dificultades. Por ejemplo, las de-
finiciones que se presentan por parte de la “profesora (P)” o en los libros de
texto son también proposiciones, claramente identificables y ostensibles, pero
también podrian ser clasificadas como conceptos, pero serian no ostensibles.

Las proposiciones y las argumentaciones son lenguajes, pero habria que
caracterizarlas en sus propias categorias que se distinguen entre si porque
toda argumentacion tiene una o mas proposiciones, pero ambas volverian a
aparecer en lenguajes. Para evitar estas dobles clasificaciones, tanto propo-
siciones como argumentaciones podrian ser reubicadas como subcategorias
de los lenguajes, que seria una macro-categoria con situaciones, procesos
y objetos.
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Las proposiciones podrian tener a su vez una subcategoria que fueran las
definiciones cuando se toman como formulaciones lingiiisticas, no como pro-
cesos mentales. Pero cuando en una argumentacion se usa una definicién sin
repetirla, se puede clasificar como concepto, y por lo tanto seria no ostensible.

Pero proposiciones y argumentaciones como subcategorias no agotan los
objetos que pueden aparecer en la macro-categoria lenguajes. Podrian agre-
garse subcategorias como expresiones semidticas no articuladas (como los
gestos), y en las articuladas se podrian distinguir subcategorias como térmi-
nos, operadores y predicados; luego vendrian las proposiciones y las demas
expansiones discursivas, entre ellas las argumentaciones, las narraciones y
las instrucciones.

A continuacion, se presentan las Dificultades, Conflictos y Obstaculos in-
feridos (D.C.O) de los episodios fundamentales 4 y 12, con las respectivas
vifetas seleccionadas, dispuestos estos resultados en forma de tabla.

Tabla 17. Tabla D. C. O. ndmero 1

Propone un ejercicio:
i O = V3)

x—-3 x—3

Al pedir que lo resuelvan no lo hacen como ella espera, sino que en primer
lugar lo desarrollan racionalizando el numerador:

L (E=V3) | (VF )

=3 x—3 (Vx +3)
lim x 3
3= (X +V3)
lim#=L
=3\x +v3  2V3

Luego lo hacen viendo el denominador como un caso de diferencia de
cuadrados, es decir, usando factorizacién.

lim Vx —V3
5 (V —V3)(Vx +3)
1 1

SBx +v3) 203

| Universidad Distrital Francisco José de Caldas

-
N
o



Dificultades en las practicas del Calculo Diferencial i

Por dltimo, pasa un estudiante y le solicita explicitamente que lo desarro-
lle usando la “férmula del Iimite especial” que anot6 en el tablero.

o ox"—at
lim
x>a X —a

=na"!

Con dudas el estudiante aplica el “limite especial”.

C(Wx=v3) 1 1 1
lim~———— =—x32=——
x»3  x—3 2 243
Dificultades Conflictos Obstaculos Inferidos

Hay una dificul-
tad en ver las raices
cuadradas como
diferencia de po-
tencias iguales. Y un
obstaculo no preci-
samente semiotico
sino generado por
la semidtica.

Hay dificultad en-
tre los estudiantes
y la docente pues
ellos no ven que se
pueda aplicar la for-
mula a este limite

Seg. 2

Ep. 4

Conflicto pues hay
disparidad de sig-
nificados: para los
estudiantes el n de
la férmula es entero
positivo, por tanto, la
potencia fraccionaria
no se ajusta al caso.

Hay un desajus-
te de significados,
realmente hay un
conflicto semi6-
tico epistémico y
cognitivo.

Es de resaltar que los es-
tudiantes resolvieron el
limite, e incluso de dos
formas: racionalizando que
fue en lo que primero pen-
saron, multiplicaron por la
conjugada del numerador
arriba y abajo, simplifica-
ron, evaluaron el limite. Y
en segundo lugar factori-
zando como diferencia de
cuadrados el denominador,
no fue nada facil verlo de
esta forma, aunque no fue
tan rapido, pues se espe-
ra que las raices cuadradas
sean exactas y no que se
dejen indicadas. El obsta-
culo radica en que ellos no
pueden ver esta expresion
como un caso de “limite
especial” que la profeso-
ra enuncia, y el que ella
espera que apliquen. La
dificultad aqui no es al-
gebraica - operativa sino
como “institucional” en
tanto hay desajuste de
significados.
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Tabla 18. Tabla D. C. O. ndmero 2

Cuando la profesora escribe de manera mas formal los limites en el tablero
comete un error, pues pone un 3 en el limite, en vez de a:

(x™ —a™

X—a

lim n-1
x—3

=na

\/§ — 31/2

En un momento de la clase cuando le pregunte en privado, porque los lla-

maba asi, me dice que porque asi se los ensefiaron cuando vio calculo.

Dificultades

Conflictos

Obstaculos Inferidos

Se presenta una impre-
cision en la escritura del
[imite pues escribe en
vez cuando lo estd enun-
ciando en forma general
lo que también contribu-

Este “limite especial” que llama
la profesora no es mas que la
aplicacién de la regla de L'Hopi-
tal pues el limite estd en la forma
0/0 lo que permite derivar arriba
y abajo por separado vy llegar al

ye a confundir alin mas la | resultado que se presente.
aplicacién de ese “limite

especial”.

"

Ep.4 Seg.3

Este argumento: “...asi me lo
ensefaron” demuestra que las
practicas de ensefianzas malas
o buenas se adquieren y se man-
tienen por imitacién a lo largo de
la formacién académica.

Tabla 19. Tabla D. C. O. nimero 3

Yo voy a demostrarles el primero y el otro lo hacen ustedes y esta en todos
los libros.

.. 1l—cosx 1-1 0
lim——= —=-
x-0 X 0 0
Dificultades | Conflictos Obstaculos Inferidos
Es un conflic- | La profesora es imprecisa en el lengua-
- to epistémico [ je puesto que dicen va a demostrar uno
&b ya que se pre- | y realmente lo que hace es desarrollar
& senta una el tercero.
< d,'SP‘a.”dad de | Usa el termino demostrar cuando en
S sngnnilcaglos realidad lo que hace es desarrollar el
del término | gjercicio algebraicamente a lo cual
demostracion. | no se le puede llamar en matematicas
demostracion.
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Tabla 20. Tabla D. C. O. nimero 4

La profesora le pide a Alejo que resuelva
1 — cosx

lim

x—0 X
Multiplica por la conjugada del numerador, aplica la identidad funda-
mental, separa el limite y Alejo evalda. A pesar de que afirma que ellos lo
hagan de tarea, no espera ni 10 segundos y se pone a realizarlo y al final
dice “terminenlo”

Dificultades Conflictos Obstaculos Inferidos

genera una dificultad al | Terminen- Hay una baja interaccion.
no permitir que los es- | lo. Dejar
tudiantes resuelvan el | inconcluso un | La profesora pregunta, for-
ejercicio para ver las | ejercicio es po- | mula, responde, escribe,
dudas y posibles con- [tencialmente  [evalda, institucionaliza; es

flictos que tengan generador de [ ella quien lo hace todo,
© conflictos, lo cual se asocia con un
eo| Dificultad porque la nivel bajo en la faceta
“ | docente no completa interaccional.
< | ciertos ejercicios o cor-
g | taba el proceso, lo que Dejar inconcluso algin
“lno permite su completa ejercicio es potencialmen-
comprension. te generador de conflictos,

pues no se sabe si lo termi-
nen bien, o si realmente lo
termine, y entonces queda
en su cognicion y en sus
practicas a medio hacer,
con vacios.

Tabla 21. Tabla D. C. O. nimero 5

La profesora plantea un ejercicio que considera “interesante”.

(tagx — senx)

x—0 x3

Les pregunta a algunos estudiantes partes del proceso, pero no espera la
respuesta y lo desarrolla a su manera.
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trigonométricas

Dificultad entre
los estudiantes en
los procedimientos
algebraicos

Dificultad en el de-
sarrollo del limite
pues no sefala cla-
ramente coOmo se
habria podido ob-
tener ese del que
habla.

Ep.4 Seg.7

dice “me perdi” y pide
que lo terminen.

Pierde o cambia la in-
tencion de trabajo en
grupo. Lo anuncia y lue-
go lo cambia.

Por dltimo, también
afirma que desde el
comienzo se podia ob-
tener un a partir del
ejercicio anterior.

Dificultades Conflictos Obstaculos Inferidos
Dificultad al apli- | En un momento del de- | Considera interesan-
car identidades|sarrollo del ejercicio | te el ejercicio porque

involucra varias identi-
dades trigonométricas
y procesos algebraicos,
temas en lo que sabe
que los estudiantes
presentan dificultades.

Es la profesora quien
nuevamente desarrolla
el ejercicio quitando
la posibilidad de par-
ticipacion de algdn
estudiante a pesar de
que les formula, pero
son retoricas y no tie-
ne en cuenta.

El hecho de decir “me
perdi, terminenlo”
es generador de difi-
cultades, conflictos
y de obstaculos pues
deja a medio hacer
un ejercicio que po-
tencialmente presenta
vacios, falencias, in-
certidumbre y mas si
no hay la retroalimen-
tacion respectiva.

Respecto al traba-
jo en grupo cambia
las practicas que
quisiera hacer, por
supuesto también la
intencionalidad.
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Tabla 22. Tabla D. C. O. ndmero 6

La profesora expresa la derivada de Y = In x como ¥’ = %dx,

Y también las dos derivadas siguientes:

Y =e* - y =edx
Y =a* - y = a*lna dx
Dificultades Conflictos Obstaculos Inferidos

Ep. 12 Seg. 1

El uso de ese dx al lado de-
recho es un error desde el
punto de vista matematico,
epistémico e institucional.
Desde el punto de vista
del analisis Constituye un
conflicto epistémico y cog-
nitivo de la profesora, sin
embargo, ese conflicto no
es publico ni observable.

Es un indicador de un con-
flicto epistémico-cognitivo
de la profesora.

Puesto que dx representa
una diferencial y no una
derivada. Ademas, la deri-
vada es una razén de dos
. . ) dy
diferenciales: y' = ——es de-
cir, la derivada ya contiene
la expresion dx, luego no
se explica como ese dx
aparece multiplicando al
otro lado de la ecuacion.

Se podria atribuir esta con-
ducta tan particular de dos
formas:

Que ella estd pensando
como en variables sepa-
rables cuando se intenta
resolver una ecuacion dife-
rencial, o que el dx juegue
el papel que juega en la in-
tegral indefinida.

Ella tiene su propia forma
de institucionalizar, tie-
ne su propia concepcion
de las derivadas con el fin
de que los estudiantes se
acuerden de las férmulas.
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Tabla 23. Tabla D. C. O. ndmero 7

La profesora pide derivar la siguiente funcion:

1
X \3
e =in(75)

Dificultades Conflictos Obstdculos Inferidos
Dificultad en expresar las No explica ni ve la necesidad
raices ctbica en forma de de aclarar por qué la potencia

- potencia queda elevada a la 1/3, es de-
ol . cir, convierte la raiz cubica en
&'| Dificultad para apreciar y potencia sin tener en cuenta
entender la conveniencia si es claro para todos los estu-
2 de escribir las raices en for- diantes. Y tampoco argumenta
g|ma de potencia la razén por la cual conviene
mas esa representacion semio-
tica, que es justamente para
aplicar propiedades de loga-

ritmos antes de derivar.

Tabla 24. Tabla D. C. O. ndmero 8

Al terminar de resolver la derivada de la funcion:

_ (x—z>3]
[0 ==

Aplicando propiedades de los logaritmos, un estudiante le pregunta si des-
de el comienzo habria podido ser

In(x — 2)3
Inv2x — 1

A lo que la profesora responde: “iNo! Esas son las propiedades que uste-
des se inventan... Si también tratan de hacerlo con el producto”
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Ep. 12 Seg. 4

Dificultades

Conflictos

Obstaculos Inferidos

Dificultad al en-
tender y aplicar las
propiedades de los
logaritmos, en par-
ticular el logaritmo
de un cociente

Dificultad al reci-
bir la respuesta a
la pregunta formu-
lada en forma de
ironia o sarcasmo

Discordancia
entre lo que
los estudian-
tes creen que
deberia ser el
logaritmo de
un cociente y
lo que mate-
maticamente
es correcto.

La pregunta del estudiante tiene
mucho sentido porque pareceria
natural que el logaritmo de un
cociente sea el cociente de los
logaritmos, pero no es asi y no
se explica el por qué. Esta sobre
generalizacion de patrones de
linealidad constituye un obsta-
culo que se mantiene porque no
se profundiza la respuesta, no
se hace una reflexién, ni episté-
mica ni didactica sobre hechos
como este, lo que mantiene y
perpetla este tipo de creencias
en los estudiantes.

Aqui se puede observar un inadecuado manejo y gestion de las preguntas
formuladas por los estudiantes, las escasas ocasiones en que se animan a
preguntar. Una inadecuada manera de responder pues solo se sefiala que
son invenciones, pero ni siquiera se contrasta con la propiedad matema-
ticamente correcta, ni se profundiza un poco para decantar las posibles
dudas, creencias, misconcepciones que puedan estar provocando tal for-
ma de pensar y proceder.

Tabla 25. Tabla D. C. O. ndmero 9

Se repite ese uso particular del al hablar de las derivadas trigonométri-

cas, tales como:

Siy

Siy =

Siy tgx » y =

Siy = ctgx -y =

Siy =

senx —» y = (cosx) dx

cosx —» y = (—senx)dx

(sec?x) dx

(—csc?x) dx

secx =y = (secx)(tgx)dx

Siy = cscx -y = (—cscx)(ctgx)dx
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Dificultades Conflictos Obstaculos Inferidos

Dificultad de [ Conflicto semié- | Esto constituye un conflicto se-
la docente tico epistémico y [ midtico-epistémico y cognitivo

= [ consigo misma | cognitivo: desajus- | desde el punto de vista del do-
o~ | al utilizar una | te de significados | cente. Epistémico, porque hay
so| €Xpresion no [ institucional-per- | una disparidad entre lo institu-
& | adecuada para |sonal en el docente | cional matemdtico y lo que ella

significar la ha apropiado como la derivada de
& [ derivada de la una funcion; y cognitivo, porque
s funcioén esta disparidad o discordancia de

significados a pesar de darse un
sujeto epistémico como el docen-
te marca la forma como ella se ha
apropiado de este saber cognitivo.

Tabla 26. Tabla D. C. O. ndmero 10

Cuando Alejo le pregunta en donde esta el en la demostracion de:
f(x) = senx - f'(x) = (cosx) dx

Cuyo resultado de la demostracion fue:

f(x) = cos x

La profesora no responde.

Dificultades | Conflictos Obstaculos Inferidos

Este segmento es sumamente importante
pues un estudiante muy agudamente se da
cuenta que en la demostracion al final por
ninguna parte se ha obtenido el . Esto ha de-
bido tocar a la profesora, hacerla reflexionar
pues deberia crear en ella un conflicto; si se
profundizara en esa pregunta del estudiante
quiza se hubiera podido llegar a la conclu-
sién que efectivamente esa forma de escribir
las derivadas con ese dx al final no es ma-
tematicamente correcta. Pero a cambio de
toda esta potencialidad, no hubo respuesta
por parte de la profesora y se pasé a otro
tema, se dio por terminada la clase.

Ep. 12 Seg. 12

| Universidad Distrital Francisco José de Caldas



Dificultades en las practicas del Calculo Diferencial i

5.3 Conclusiones de la Indagacion Tedrica.

1. Inicialmente se partié de una reflexion amplia sobre las culturas, las cien-
cias, los conocimientos, los saberes y las opiniones, en la que se [lamé la
atencion sobre el hecho de que en una concepcién amplia de opinién, de
saber, de conocimiento, de ciencia y de cultura no es posible concebir unos
conceptos sin los otros, y se hizo explicito que la epistemologia subyace
a todos esos conceptos, en tanto forma de aproximarnos al conocimiento
cientifico, razonado, sustentado, fundamentado, y no al de la mera opinién,
primer obstaculo que hay que superar, segiin diria Bachelard.

2. De esa reflexion se derivé una primera conclusion. Los obstaculos epistemold-
gicos son obstaculos para un cambio en la manera de construir conocimiento
y de aprender; no son solamente obstaculos para una correcta o incorrecta
comprension; es decir, obstaculizan la comprension en si misma. El rastreo
tedrico nos ayudé a separar las dificultades de aprendizaje y los conflictos
semidticos, que se observan en la interaccion entre maestros y estudiantes,
de los obstaculos subyacentes que no son ostensibles ni directamente ob-
servables, sino que solo podemos inferirlos a partir de los datos por medio
de las herramientas teéricas de que disponemos porque han sido ya traba-
jados en varias teorias de la Didactica de las Matematicas: en el EOS, en
la Teoria de las Situaciones Didacticas de Brousseau, en la teoria de Pensa-
miento Matematico Avanzado de Tall, en el Enfoque Noético-Semiético de
Duval, en el Enfoque Semiético-Cultural de Radford y en otras teorias sobre
el aprendizaje, tanto respecto a los procesos cognitivos personales de los es-
tudiantes como respecto a la intermediacion lingiistica (que consideramos
solo parte de las distintas interacciones semidticas en distintos registros). En
sintesis pudimos especificar que las dificultades y conflictos son detectables
desde la observacién no participante y en las respuestas de los participantes
a preguntas de otros participantes y a las posteriores preguntas, examenes y
entrevistas de los investigadores y, por ello, podrian ser en alguna forma os-
tensibles; pero los obstdculos no lo son, sino que son inferencias que hace,
en este caso el investigador, en otros podria ser el mismo profesor (en al-
gunos casos a posteriori) a partir de sus “microscopios” teéricos. Por ello
podemos fundamentalmente atribuir las dificultades y conflictos que obser-
vamos a obstaculos didacticos causados involuntariamente por los procesos
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seguidos por los docentes en las situaciones didacticas en las que ubican
a sus estudiantes y en los problemas o tareas que en ellas les proponen, y
por las herramientas de ensehanza empleadas por los docentes (incluido
el lenguaje utilizado como herramienta privilegiada, segiin Vygotsky, y en
particular, incluidas las producciones lingtisticas producidas por el registro
semidtico de la lengua materna del estudiante como registro privilegiado
pero no Unico pues seria ineficaz en algunos casos, si no se triangula con
otros registros, seglin Duval); también podemos atribuir las dificultades ob-
servadas a obstaculos cognitivos en cada estudiante, debidos a los distintos
grados de conocimientos previos de tipo conceptual o de adquisicién de
destrezas de célculo algebraico y, a mayor nivel de profundidad, podemos
atribuirlas a obstdculos epistemoldgicos que se deben a conocimientos pre-
vios adquiridos y arraigados que han sido exitosamente utilizados en otras
situaciones problemadticas anteriores pero que inconscientemente para maes-
tros y discipulos impiden las reconceptualizaciones necesarias para superar
las dificultades observables. En una u otra concepcion de sociedad, cultura
e interaccién humana, los tres tipos de obstaculo referidos anteriormen-
te son culturales.; por ser atribuibles a cada estudiante en particular, son
también obstaculos individuales, y todos ellos, mas o menos directamen-
te, son también de naturaleza semidtica; pero los obstaculos didacticos, y
en particular los lingtisticos, se pueden considerar mas directamente como
culturales, y los cognitivos y los epistemolégicos se pueden considerar més
directamente como individuales, en cuanto la cultura y en particular el len-
guaje, han sido ya internalizados y “hechos propios” o “apropiados” por el
estudiante en procesos de aprendizaje anteriores a la situacion observada

en una investigacion.

Asi que podemos introducir a los estudiantes en una nueva situacion didac-
tica, problemética o situacion-problema y esperar que en el curso de ella
emerjan toda clase de dificultades y conflictos, que denominamos errores,
misconcepciones, malas comprensiones o les damos otros nombres peyora-
tivos, pero dificilmente podremos reorientar eficazmente nuestras practicas
como docentes de manera que podamos superar esas dificultades y con-
flictos si no podemos atribuirlas a obstaculos especificos que consideramos
actuantes y potentes aunque directamente inobservables. Precisamente esta

es una de nuestras principales tareas como profesores: si conjeturamos a
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qué tipo de obstaculo pueden deberse las dificultades y conflictos experi-
mentados, con mas eficacia podremos ayudar a los estudiantes a superarlos
por si mismos, a ser conscientes de las diferencias; entonces, los estudiantes
quizas puedan hacer sus propias reorganizaciones mentales y reconcep-
tualizaciones de manera que tengan menos dificultades y experimenten
menos conflictos para alinear sus producciones cognitivas internas con las
epistémicas institucionalizadas en los curriculos, textos y producciones ma-
tematicas avanzadas.

Superar obstaculos no significa cambiarse a otro sistema de creencias o a
otro esquema de pensamiento mas persistente y mas creible, sino mas bien
es un proceso critico y autocritico que —con la ayuda del docente dotado de
los “microscopios” tedricos apropiados— puede Ilegar a ser mas apropiado
para que cada estudiante pueda aproximarse a los problemas con los que
se enfrenta en cada situacion didéctica con una permanente conciencia
sobre el campo de construccién y aplicacién de los conceptos, modelos y
teorias, acerca de su alcance y de sus limitaciones para saber en qué domi-
nios aplicarlos y en cudles no, asi como para automotivarse y autoevaluarse.

La razé6n por la cual un educador matemético de cualquier nivel de ensefan-
za podria llegar a interesarse por la teoria de los obstaculos y a distinguirlos
de los conflictos y dificultades es porque el patrén del desarrollo concep-
tual en la historia de muchas ramas de las matematicas y la fisica parece
ser “recapitulado” cada vez que un estudiante en su nifiez y adolescencia
se embarca en el proyecto de comprension de algo nuevo o en la construc-
cion de un nuevo concepto. En ese sentido muy restrictivo pero utilizable de
manera heuristica, podriamos hablar de la recapitulacién del asocio génesis
histérico-cultural de los conceptos cientificos en la ontogénesis individual
del aprendizaje de esos mismos conceptos por parte de los estudiantes (Pia-
get y Garcia, 1982; para la reinterpretacion heuristica, ver Vasco, 1995).

El estudio de los conflictos y dificultades detectados en la transicion del al-
gebra al cédlculo diferencial y de los obstaculos que se pueda conjeturar que
estan activos detrds de lo observado podrd aportar muchas herramientas de
apoyo y orientacion didactica a los formadores de profesores, a los profesores
en ejercicio y a los estudiantes que se preparan para ser futuros profesores
en varios aspectos: en la caracterizacién y explicacion de la estructura y
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funcionamiento de cada obstaculo inconscientemente atravesado en el ca-
mino de los estudiantes por la actividad semiético-comunicativa del docente
mismo, y por lo tanto, dentro del sistema didactico; en afinar su mirada y
su atencién para no caer en imprecisiones que se conviertan en obstaculos
didacticos que creen dificultades y conflictos a sus estudiantes, y en la ex-
plicitacién de herramientas teéricas y metodolégicas para el mejoramiento
de su practica docente que le sean Utiles para superar esas dificultades y
conflictos si se dan, y para facilitar y potenciar su propio aprendizaje conti-
nuado y permanente en el calculo diferencial e integral y en su ensefianza
en diferentes niveles de escolaridad.

Respecto a como se generan ciertas dificultades o conflictos a partir de las
practicas cotidianas en el aula, sin consciencia y sin culpa alguna por parte
del docente, se podria afirmar que siempre que las clases sean tales como
transcurrieron las clases que fueron documentadas, observadas y analiza-
das en esta investigacion, la consecuencia dificilmente evitable es que se
van a generar este mismo tipo de dificultades y conflictos. Paralelamente,
se puede también afirmar que siempre que la gestion de los conflictos y las
respuestas a las preguntas, a las dudas y a las inquietudes de los estudiantes
sean como se documentdé en los episodios analizados aqui, estas mismas
dificultades van a seguir estando presentes; es decir, se van a mantener en
un modelo de practicas educativas universitarias en la iniciacion del Célcu-
lo Diferencial e Integral (PEUC) que no permiten, ni fomentan, ni parecen
posibilitar la interaccién productiva, ni la retroalimentacion apropiada, ni
la gestion eficaz de los conflictos, ni las respuestas adecuadas a las pregun-
tas de los estudiantes.

En el camino del aprendizaje del Calculo en las universidades, o sea, en
las Practicas Educativas Universitarias (PEU) de la adquisicion de cono-
cimientos, habilidades y destrezas matematicas, para el caso del Célculo
como rama aplicada del andlisis matematico se podria ya adelantar otra
conclusién: mientras el estudiante no pase de tomar las férmulas y ecuacio-
nes como simbolos de procesos de calcular niimeros a partir de remplazar
variables por constantes numéricas o —para reformular lo anterior con la
teoria APOE de Ed Dubinsky y con la teoria de la primera Anna Sfard (1991,
1994)— mientras no se logre el paso de acciones y procedimientos a los
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objetos y esquemas, y mientras no se pase de los procesos a la reificacion,
el estudiante no puede pasar de los sistemas aritmético-algebraicos, cuyos
elementos son los nimeros enteros, fraccionarios y reales, a los sistemas
analiticos, cuyos elementos son las funciones como operaciones unarias
reificadas. Tanto los estudiantes como muchos de sus profesores siguen
pensando que el sistema simbdlico que aprendieron en el 4lgebra de ba-
chillerato representa lo mismo cuando se usa en el calculo, pues en ambas
asignaturas basta saber operar con algunas reglas que se refieren solo a los
simbolos, sin tener que pensar en los conceptos. Pero no es asi, pues ma-
nejar variables como x, y, z, cuyos valores son nlimeros especificos de un
sistema numérico elemental, como R, no es lo mismo que utilizar, ademas,
nuevas variables como f, g, &, cuyos valores son funciones especificas de un
espacio funcional F(R® en R™), que transforman los valores de argumentos,
por ejemplo, x, y, z en otros valores, ni las operaciones usuales entre nime-
ros son las mismas que las operaciones entre funciones, y menos todavia,
no hay consciencia clara de que esas operaciones pueden o no diferir de
la nueva operacion basica entre funciones, que es la composicién, nunca
explicitada en el dlgebra elemental. (Neira, 2012)

5.4 Conclusiones del analisis de los datos.

5.4.1 Respecto al uso del dx al plantear las derivadas de
senx,Inx,cosx,tanx y otras funciones

Cuando la “profesora (P)” ubica, siempre al lado derecho de la derivada
de la funcién la expresion dx, como se documenté en la seccién respectiva,
es posible afirmar que hay aqui unas practicas, discursos, formas de expre-
sion y de ensefianza que no se pueden atribuir a la comunidad académica
internacional, ni siquiera a la de la misma universidad y facultad en donde
ejerce su docencia la “profesora (P)” observada, sino a ella como “profe-
sora (P)” concreta y particular o a cada profesor que incorpore ese tipo de
practicas, discursos y formas de expresién con la conviccién de que esta
proponiéndola a sus estudiantes como mediacién del saber sabio al saber
que esta de facto ensefiando, sin ser consciente de las diferencias entre el
saber sabio o epistémico, el saber institucional de su propia institucion y el
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saber que él toma por el saber a ensefiar aqui y ahora. Esta distinciéon nos
aclara por qué la “profesora (P)” puede utilizar algo que no esta ni en el sa-
ber sabio ni en el saber a ensefiar, con toda la consciencia de que es una
expresion matematicamente correcta y didacticamente potente para resolver
futuros ejercicios de derivacion.

Aparece en esa vifieta una practica distante de lo epistémico y de lo ins-
titucional. Podemos categorizarla como una prdctica no institucional, no
epistémica, que es fruto de la apropiacién personal que la “profesora (P)”
ha hecho de las derivadas y las diferenciales, por una parte, y de otra, por
las dificultades que ella sabe que los estudiantes van a encontrar en las pre-
guntas de los exdmenes, y por tanto ella se ha apropiado una préctica que
cree les va a ayudar a sus estudiantes resolver esos ejercicios sin dificultad.
El uso del dx después de la derivada de la funcién, no es institucional, es
cognitivo de ella; parece jugar el rol para la “profesora (P)” de la derivada
interna de la funcién que ella en la entrevista aclara diciendo:

“iEstd mal decir que la derivada de seno es coseno, no no no no!
La derivada del seno de una funcién es el coseno de la funcién por
la derivada de la funcién”: dx representa justamente “la derivada
de la funcién”.

Curiosamente, la “profesora (P)” utiliza no una expresion que se parezca
du,

a otras que ha utilizado para las derivadas, como =, 0 un apéstrofe (como

u’), sino ‘dx’, que se utiliza en las integrales para expresar cudl es la varia-
ble con respecto a la cual se integra: | f(x)dx.

Aunque no se tienen datos explicitos acerca del aspecto cognitivo en los
estudiantes, porque la interaccion de la “profesora (P)” con ellos fue muy
poca y porque no fue posible seguir el desempefio de los estudiantes pre-
cisamente por el esquema y la practica instaurada por la “profesora (P)” ya
descrita en las matrices documentales, si es posible inferir algunos elemen-
tos a partir de las preguntas, a partir de las proposiciones interrogativas y de
los resultados obtenidos.

Analizando los exdmenes parciales, en los casos “exitosos”, que son mas
que los reportados como exitosos en el episodio de limites, sus estudiantes
lograron identificar una “derivada interna” distinta de la funcién que se les
pedia derivar. La conjetura de que se trata de la derivada interna se confir-
ma con lo que ella manifiesta en la entrevista, y es que a sus estudiantes “les
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va mejor” que, en otros temas, pues logran “acordarse” del ‘dx’ al lado de
la derivada de la funcién y notan la necesidad de hacer una derivacion in-
termedia. Parece pues ser claro que la buena intencién de la “profesora (P)”
funciona; aunque es una practica no institucional ni epistémica, en térmi-
nos de lo cognitivo de lo que se logra apropiar el estudiante, si le ayuda en
cuanto a escribir bien las férmulas de las derivadas que requieren la deriva-
cién intermedia de la funcién que afecta al argumento final.

5.4.2 Sobre la distincion entre lo epistémico y lo cognitivo y su
relacion con lo institucional y lo personal en el Enfoque Onto
Semidtico—EQS

En el Analisis Didactico planteado por el Enfoque Ontosemiético-EOS hay
una distincién entre lo epistémico y lo cognitivo; el primero, asociado a lo
institucional, representado por libros de texto, disciplinas y curriculos, por
maestros, autoridades educativas y cientificas como representantes institucio-
nales del saber epistémico o saber sabio; el segundo, asociado al estudiante
y a sus procesos personales de estudio y aprendizaje. Pero el analisis de los
episodios y vifietas en las que la “profesora (P)” introduce diferenciales en
la expresién algebraica de las derivadas, nos obligé a revisar y contrastar
las oposiciones entre lo cognitivo y lo epistémico, y entre lo personal y lo
institucional, como se venian utilizando en el EOS y como comenzamos a
utilizarlas en el andlisis de los datos.

En el caso de la introduccién de diferenciales en las expresiones de las
derivadas, hay un elemento cognitivo en la “profesora (P)” al apropiarse de
saberes y conocimientos epistémicos manifestados constantemente en su dis-
curso oral y escrito durante sus clases, al punto que toma dicha apropiacién
personal como algo institucional procediendo a imponerla con autoridad
a los alumnos, a pesar que esa concepcién no es epistémica ni aparece va-
lidada e institucionalizada en los textos y curriculos, ni siquiera entre sus
colegas que ensefnan el mismo curso de Célculo Diferencial.

Esta distincion mas fina entre las dos polaridades el EOS —la una entre lo
institucional y lo personal y la otra entre lo epistémico y lo cognitivo— no se
esperaba antes del andlisis, pero apareci6 clara y repetidamente en las trans-
cripciones de la actividad docente de la “profesora (P)”.

Segun el esquema metodolégico ya muy extendido para la clasificacion de
los conocimientos, saberes, opiniones y creencias de los actores del sistema
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didactico, tanto en el tridngulo didactico de Brousseau como en el de Che-
vallard (Saber-Profesor-Estudiante), en el saber hay una distincién clara entre
el saber apropiado por el profesor (el saber-a-ensenar) y el cognitivo del es-
tudiante (el saber-aprendido).

La conclusién de nuestro andlisis es, al menos en este caso, que se da clara-
mente un nivel intermedio entre lo Institucional de la Universidad, la Facultad
y las Carreras de Ingenieria y lo Personal de cada sujeto individual, y entre
lo Epistémico del saber circulante en la comunidad matematica y lo Cogni-
tivo del saber provisorio del que haya logrado apropiarse cada estudiante.

Proponemos que hay un nivel intermedio de saber que ha interiorizado
el profesor, el cual pretende ensenar al estudiante, con una concepcién o
creencia subjetiva, acompanada de un convencimiento personal del profesor
que, ese saber, es coincidente con el saber institucional de tipo epistémico
para el Célculo Diferencial e Integral.

Asi pueda parecer repetitivo, nuestra interpretacion del saber de la “pro-
fesora (P)”, observada en clase de derivadas, diferenciales, sus relaciones y
anotaciones, no corresponde ni a lo epistémico de la comunidad matemati-
ca, ni a lo institucional de la universidad, ni de la facultad, ni a lo cognitivo
y personal del estudiante, tal como esta descrito en el EOS de Godino, Ba-
tanero y Font. Habria que situarlo en un nuevo nivel de transposicién del
saber epistémico, al saber cognitivo-del-docente que podria compararse y
evaluarse con relacién al saber epistémico, avalado por la institucién y que
puede o no llegar a convertirse en saber cognitivo personal del estudiante, o
generarle nuevas interpretaciones y concepciones alternas y aun equivocadas
al estudiante que experimenta situaciones didacticas disefiadas y gestionadas
por un docente que tiene ese tipo de concepcién intermedia.

Sin entrar en detalles o diferencias de interpretacion, esta propuesta parece
coincidir con una de las criticas que le hizo Chevallard a Brousseau sobre
el saber sabio y el saber escolar como transposicion didactica del saber sa-
bio. La idea es que no hay solo una transposicion diddctica del saber sabio
de la comunidad de investigadores en matematicas, que podria considerarse
epistémico solo para un tiempo, un lugar amplio y una cultura especifica,
a un saber escolar que podria considerarse institucional pero solo para una
institucion educativa especifica. Habria muchas y muy distintas transposicio-
nes, practicamente una para cada institucion situada en un tiempo y lugar
y una para cada educador afiliado a esa institucién en ese tiempo y lugar,
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o para cada texto escolar especifico, y el educando solo estaria expuesto a
ese saber particular, sin acceso directo al saber epistémico o saber sabio,
pero al menos con la posibilidad de criticar uno de esos saberes escolares a
los cuales esta expuesto desde otro de ellos. En nuestro caso, un estudiante
detectd la ausencia del ‘dx” en la conclusion de una pretendida “demostra-
cién de la formula de la derivada”.

Algo parecido le sucedi6 a Chevallard cuando empezé a trabajar en la
transposicion didactica con Josep Gascon y Mariana Bosch: encontré que la
transposicion didactica no era solo del saber sabio de las mateméticas de in-
vestigacion a los libros de texto escolar, como creian inicialmente Brousseau
y él, sino que también aparecia en la apropiacién diferencial de los maestros
de ese saber ya traspuesto, que era otra especie de transposicion que hace
dificil mantener la distincion entre el saber sabio (que en el EOS es el epis-
témico institucionalizado) y el saber escolar (que en el EOS es el cognitivo
personalizado por los estudiantes), pues aparece como intermediario ese sa-
ber circulante entre los maestros, que es personal de cada uno de ellos pero
no puede calificarse de epistémico por no coincidir con el saber circulante
en la comunidad de matematicos investigadores, ni de institucional por no
aparecer en los planes, programas, syllabus y textos recomendados y otros
documentos oficiales de la universidad o la facultad o el departamento de
matematicas, aunque cada docente cree que si lo es y siente la necesidad
de institucionalizarlo asi en su actividad docente cotidiana.

No hay duda de que hay una primera transposicion del saber sabio al saber
institucional escolar local representado en textos, libros, manuales y articulos,
syllabus, guias de catedra, notas del profesor, que ya dispersa lo que pare-
cia homogéneo como lo seria el saber escolar institucional para esa escuela
o institucion educativa. Asi, la transposicion didactica puede tener diferen-
tes etapas y ser efectuada varias veces por distintas personas hasta llegar al
aula. Pero otra transposicion puede ocurrir en el momento en que el mismo
profesor de la asignatura Calculo | empieza a escribir un texto escolar, una
guia, un taller o un plan de clase o de periodo escolar, o cuando toma un
curso de capacitacién o profundizacién y cambia su percepcion de lo que
creia que deberia ensefiar. Ahi hay otra transposicién cuyo producto podria
distanciarse y aun contradecir otros productos de otras transposiciones. En
el Calculo Diferencial, por ejemplo, de hecho, la definicién de limite que se
encuentra en un libro puede ser diferente de la de otros libros de calculo. La
categoria del saber cognitivo del docente pone también en cuestién la ca-
tegoria del saber escolar en el sentido saber institucionalizado y su relacion
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con el saber sabio y con el saber escolar en el sentido del saber especifico
que circula durante las clases concretas de ese docente en un periodo esco-
lar dado. Es la presencia documentada en la “profesora (P)” observada de esa
practica de ensefar un saber intermedio entre el epistémico, el institucional
y el escolar la que nos exige refinar y subdividir estas categorias del EOS.

Tal vez fue por alguna razén semejante por lo que Chevallard propuso que
en la TAD no deberiamos partir de que los investigadores ya sabemos lo que
es institucional y lo que es epistémico, sino que lleguemos al salén de cla-
se como un antropdlogo que quiere estudiar etnograficamente una cultura
extrana de la que sabe poco, no domina su lenguaje, y solo puede descri-
bir las practicas y sus praxeo-logias observables, asi como las técnicas y sus
tecno-logias acompafantes, sin juzgar externamente cuales cree el mismo
investigador que son “las verdaderas, correctas, epistémicas o institucionali-
zadas”, sino afirmar cudles parecen ser las “localmente institucionalizadas”
en esa cultura escolar, con un sentido mucho mds etnografico de “institucién”
y sin postular una institucién matematica universal que sea la poseedora del
saber sabio y epistémico.

5.4.3 Acerca de la Idoneidad Emocional y la ocurrencia de
sarcasmos

Cuando la “profesora (P)” da a sus estudiantes un discurso sobre la impor-
tancia de estudiar, de tomar buenas decisiones, la primera vez tiene una alta
idoneidad emocional, pero, la segunda o tercera vez, es de baja idoneidad
emocional, pues los estudiantes lo perciben como mera repeticion ya sin
sentido para ellos. Un aspecto para tener en cuenta es si la “profesora (P)”
considera que, estas repeticiones de las exhortaciones a estudiar, contribu-
yen a formar un buen clima de aula. Otro aspecto dificil de evaluar es, si los
estudiantes lo perciben de esa manera.

En cuanto a la ironia y la manera como la “profesora (P)” responde a los es-
tudiantes cuando formulan una pregunta: cémo habla de bonito, no se haga
el que estd pensando, no se invente leyes o reglas, estas expresiones no solo
no tienen en cuenta la duda manifestada en la pregunta, la incomprensién
que estan tratando de hacer explicita, sino que causan una cierta ruptura en
la interaccion de la pregunta con la respuesta esperada. Esto corresponde a
la faceta emocional pero también a la ecoldgica y es parte central de la ges-
tion de los conflictos ante las preguntas que formulan los estudiantes, incluso
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no detecta su sentido, ya sean de caracter profundo o superficial, llegando
a ignorarlas y banalizarlas hasta con frases irénicas. Por consecuente, dicha
practica no solo no aclara las dudas de sus estudiantes, sino que se convierte
quiza en un mecanismo que genera y mantiene las dificultades de la ense-
fianza vinculadas con el Célculo Diferencial.

5.4.4 En cuanto a la Herramienta metodologica del EOS utilizada

La metodologia empleada en el analisis de los datos emerge como una
herramienta potente para futuras investigaciones, en particular por el refi-
namiento metodoldgico realizado junto con el hecho de unir la matriz de
practicas matematicas y configuracion de objetos con la de oposiciones agre-
gando una columna. La matriz descriptiva de procesos, objetos y polaridades
también es un aporte y una innovacioén pues se le aplica a cada objeto. En
sintesis, el aparato analitico-metodolégico utilizado y configurado en esta
tesis es un aporte al EOS.

En cuanto a los episodios fundamentales y las vifietas seleccionadas, se
estudiaron las practicas en las que observamos algunos procesos y objetos;
entre los procesos los que se repiten son los procedimientos tipo algoritmi-
co y, entre los objetos, encontramos los observables y los no observables.

Se analizé una clase dedicada a Iimites en un episodio y otra a derivadas
en otro episodio; de ellos sacamos los lenguajes, los conceptos y los procedi-
mientos. Al tratar de usar el EOS caimos en cuenta que hay lenguajes, gestos
y expresiones de otro tipo, por lo cual la categoria de lenguajes queda dema-
siado amplia, pues alli estan contenidos: simbolos, términos, proposiciones,
predicados...y aiin expresiones que no se podrian catalogar como ninguna
de ellos como, razén por la cual tratamos de usar una lingtistica mas fina.

El aporte al EOS no es solamente el resultado del analisis, sino emerge del
esfuerzo de utilizar las categorias del Enfoque y de haber encontrado muchas
dificultades para clasificar los objetos y los procesos. De esas dificultades y
de los distintos conflictos semidticos experimentados durante el andlisis de
los datos y la redaccion de resultados y conclusiones, se pudo inferir que
el obstaculo que estaba detras era la ambigtiedad de los términos y la no
disyuncion de las categorias y subcategorias de los Lenguajes y los Concep-
tos/Definiciones. Asi fui cayendo en la cuenta de la necesidad de refinarlas
y operacionalizarlas mejor.
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Esto se vio de manera muy especifica en el analisis de algunos casos que
llaman mucho la atencién en las transcripciones. Por ejemplo, en el caso
de solucién de un Iimite para la “profesora (P)” es una férmula, pero para
los estudiantes no; o por ejemplo que %dx no es una proposicion ni es
una FBF (formula bien formada) entonces surge la pregunta, ;qué es? Nos
quedamos cortos con las categorias de proposicion, argumento, concep-
to, definicion, ... casos como este nos hace requerir un instrumento mas
refinado, que hile un poco més delgado y en el que se puedan plantear
atributos correspondientes. En el proceso de andlisis nos dimos cuenta de
que clasificamos todo en lenguaje. Eso da la necesidad de refinar la ca-
tegoria para lenguajes, proposiciones y argumentos. Podria por ejemplo
proponerse la utilizacion de categorias o subcategorias como términos,
predicados, operadores.

En la lista de los seis tipos de objetos ciertamente las Proposiciones y
los Argumentos ya son subtipos del tipo Lenguajes. Los Procedimien-
tos (algoritmicos o no) si formarian un tipo objeto diferente de los Lenguajes.
Lo mismo pasa con Concepto/Definicién: generalmente se identifican los
conceptos con las definiciones rigurosas que dan los libros, y eso tam-
bién reduciria este subtipo al tipo Lenguajes. No quedarian sino dos tipos
puros: Lenguajes y Procedimientos.

En sintesis, usamos el EOS con su analisis didactico descriptivo: se dis-
tinguen las situaciones, los procesos y los objetos; luego se clasifican en:
lenguajes, conceptos-definiciones, proposiciones, argumentos y procedimien-
tos. A esas cinco categorias se le aplicaron las oposiciones del decagono, y
se hizo necesario subdividir y refinar la categoria lenguajes, y precisar la de
conceptos-definiciones.

Comenzando por la Gltima, hay un problema en entender la definicién
como una expansion discursiva, con lo cual volveria a quedar en la categoria
lenguajes y seria claramente ostensiva, mientras que, si se considera como
un concepto mental, seria apenas inferida de los usos de la misma palabra
o expresion, y claramente no ostensible. La definicién como un letrero este-
reotipado con una palabra o expresién breve al comienzo (definiendum), el
verbo “es” y luego otra expresion larga (definiens) es claramente de la cate-
goria Lenguajes, pero también puede ser un concepto mental, y en algunos
casos también puede ser un proceso de definir un concepto nuevo con la
ayuda de otros conceptos ya definidos y por medio de la conocida técnica
de dar ejemplos y contraejemplos.
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También se hizo necesario precisar la categoria Argumentos, pues hay varios
tipos de argumentos, y a veces algunos tienen una sola proposicion explicita;
en el caso de algunos tratamientos puramente algebraicos para transformar un
término en otro ni siquiera tienen proposiciones explicitas. Los argumentos
observados en las clases fueron puramente algebraicos y procedimentales, de
tal manera que pareciera que el argumento fuera la coincidencia del resul-
tado de seguir paso a paso el procedimiento con la regla o caso prototipico
enunciado previamente, tal como se aclaré en el andlisis de oposiciones.

Igualmente, la categoria de Argumentos y la de Proposiciones son subca-
tegorias de la de Lenguajes, no son dos categorias paralelas a Lenguajes. En
caso de que un argumento tenga una sola proposicién explicita, no hay cri-
terio claro para ubicar ese renglén como Proposicién o como Argumento.
Ya vimos como una Definicién puede ser una proposicion, y por lo tanto
seria también de la categoria Lenguajes y de la subcategoria Proposiciones.
Esto requiere una revision por parte de los expertos en el EOS para refor-
mular y distinguir las cinco categorias, precisar las distinciones apropiadas,
dar los criterios que operacionalizan cada categoria y reforzarlos con algu-
nos ejemplos.

5.4.5 Acerca del obstaculo de la “sobregeneralizacion “de
Linealidad

Segln De Bock, Van Dooren, Janssens y Verschaffel (2007) diversas inves-
tigaciones han demostrado que los estudiantes de diferentes edades tienen
una fuerte tendencia a aplicar modelos lineales o proporcionales en cual-
quier lugar, incluso en situaciones donde no son aplicables. Por ejemplo,
en geometria se sabe que muchos estudiantes creen que, si los lados de una
figura se duplican, el drea se duplica también. Sin embargo, también la his-
toria de la ciencia proporciona varios casos de pensadores que postularon
inadecuadamente las relaciones lineales para describir las situaciones.

El uso indebido de la linealidad se ha encontrado en diferentes niveles y
en una variedad de contextos matematicos (véase, por ejemplo, De Bock et
al., 1999). En la aritmética elemental, el fenémeno del razonamiento propor-
cional inadecuado se relaciona a menudo con una “falta de sentido comin”
en el aula de matematicas (Gagatsis, 1998, Greer, 1993, Nesher, 1996, Ver-
schaffel et al., 1994, Wyndhamn y Saljo, 1997). Cuando se enfrentan a los
llamados “problemas de pseudo proporcionalidad” (por ejemplo, “Se tarda
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15 minutos en secar una camisa en el tendedero. ;Cuanto tiempo tardard en
secar 3 camisas fuera?”), muchos estudiantes dan respuestas basadas en la
proporcionalidad directa, es decir, triplicando el tiempo de secado porque
el nimero de camisas se triplica. También en los casos en que el modelado
con proporcionalidad directa en el mejor de los casos ofrece una aproxi-
macion, como, por ejemplo, en el problema del corredor: “el mejor tiempo
de John para correr 100 metros es 17 segundos ;Cuanto tiempo le llevara a
correr 1 kilometro?),

S6lo muy pocos estudiantes se dan cuenta de que la proporcionalidad di-
recta dard s6lo una respuesta aproximada. En la educacién secundaria, los
«errores de linealidad» se presentan a menudo en los campos de algebra y
precdlculo. Los estudiantes tienden a sobre generalizar lo que se ha experi-
mentado como “verdadero” para funciones lineales a funciones no lineales;
por ejemplo, un caso muy comun es querer concluir que la raiz cuadrada
de una suma, es la suma de las raices cuadradas, o que, el logaritmo de un
producto es el producto de los logaritmos. O como en lo evidenciado en el
episodio 12 [Segmento 4] cuando el estudiante pregunta si desde un principio
se hubiera podido expresar el logaritmo de ese cociente, como el cociente
de los logaritmos; a lo que la “profesora (P)” respondié con un sarcasmo en
sefal de que esas son invenciones de los estudiantes, pero sin tener concien-
cia que esa pregunta, expresa un obstaculo que es la ilusion de la linealidad.

De Bock., et al citan a Matz (1992), quien afirma que estos errores de linea-
lidad resultan de la sobre generalizacién de la ley distributiva por parte de los
estudiantes. La utilizacion tan reiterada de la ley distributiva en la aritmética
y el dlgebra temprana hace que los estudiantes la apliquen en contextos no
lineales, sin preguntarse en qué condiciones se utiliza, y sin que los profe-
sores ni siquiera adviertan esa sobre generalizacién que es potenciadora de
errores, conflictos, dificultades y obstaculos.

El ejemplo mas conocido del uso indebido de la linealidad por parte de los
estudiantes es la aplicacion inadecuada de ésta en problemas que involucran
relaciones entre la longitud y el drea o el volumen, ampliados o reducidos
(De Bock et al., 1998). Como el esclavo en el didlogo de Platén, los estu-
diantes de diferentes niveles educativos tienden a generalizar cambios en las
dimensiones lineales a cambios en el area y el volumen. Al responder a las
preguntas sobre el efecto de reducir a la mitad o duplicar las caras de una fi-
gura para producir una figura similar, la mayoria de los estudiantes -e incluso
los futuros profesores- afirman que el area y el volumen seran reducidos a la
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mitad o duplicados (Consejo Nacional de Maestros de Matematicas, 1989;
Y Mitchelmore, 2000, Simon y Blume, 1994, Tierney et al., 1990). En pala-
bras de Bock, Van Dooren, Janssens y Verschaffel (2007):

Intuitive reasoning, the linearity illusion, shortcomings in geometrical
knowledge, inadequate habits and beliefs seem to be a fertile soil for
a superficial or deficient mathematical modelling process. As seve-
ral authors have stressed, mature mathematical modelling involves
a complex, cyclical process consisting of a number of subsequent
steps: understanding the situation described; selecting the elements
and relations in this situation that are relevant; building a mathema-
tical model and working through it; interpreting the outcome of the
computational work in terms of the practical situation; and evalua-
ting the results and the applied model itself (Burkhardt, 1994; Greer,
1997; Verschaffel et al., 2000). In the modelling process observed in
many of our students, some of these steps were completely bypas-
sed. Little effort was invested in understanding the problem situation
and in making a clear mental representation of the relevant elements
and relations. The mathematical model then mainly occurred on the
basis of ‘reflex-like recognising’, and is almost immediately transla-
ted in calculations. These calculations received the most time and
attention in the problem-solving process. The superficial modelling
was moreover affected by inadequate habits and beliefs (e.g. solving
word problems is just doing the correct operations with the given
numbers, drawings are less trustworthy than formulas).

...students’ improper use of linear reasoning can also be seen as a
symptom of an immature and even distorted disposition towards
mathematical modelling.

A manera de sintesis:

Del panorama presentado en el estado del arte en cuanto a las miradas,
enfoques y formas de nominar aquello que se ha manifestado dificultante
en el aprendizaje del célculo, se quiso caracterizar lo encontrado como una
dificultad, o como un conflicto; sin embargo, se concluye que el concepto
de obstaculo sigue siendo vélido y no se puede reemplazar por el de con-
flicto porque el hecho de que no haya conflicto no evidencia para nadie el
problema.

En el marco tedrico se consolidaron como punto de partida varios elemen-
tos referentes a esta categoria que a lo largo del analisis fueron adquiriendo
identidad propia, aunque un poco distinta a lo consolidado en lo tedrico,
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que fue emergiendo y constituyendo un valioso aporte de esta investigacion
por cuanto muestra la dindmica del proceso de discusion y analisis.

Lo observable es que hay una dificultad, evidenciada en la demora al
contestar, en los errores, en el tipo de preguntas que formulan cuando se
atreven a hacerlo, en las respuestas que dan cuando se atreven a hablar, en
los errores que comenten en los exdmenes, todo esto constituye los sinto-
mas y podrian muchos de estos ser caracterizados como conflictos, en el
sentido de la disparidad entre los significados institucionales y/o personales,
pero puede ocurrir la dificultad sin conflicto y esas son las mas dificiles de
detectar precisamente porque no son observables, se les pasa al profesor, al
observador, al estudiantes, a todos. Se adopt6 la categoria de obstaculo y
las otras dos se tomaron como sintomas: dificultades en la comunicacién,
dificultades en el desarrollo de ejercicios y dificultades para terminar los
ejemplos, entre otras. Las dificultades y los conflictos fueron lo observable,
mientras que los obstaculos fueron inferencias de lo que estaba pasando.
Algunos ejemplos de dificultades:

e El estudiante no puede terminar el ejercicio.

e Cuando la “profesora (P)” habla de triangulo “recto” hay una dificultad de co-
municacion por el conflicto semiético de llamar a ese objeto incorrectamente.

e Enelusode no hay dificultad, no nota ningln conflicto, pero ahf viene la
inferencia de que eso no es institucional, pero la “profesora (P)” lo insti-
tucionaliza como si lo fuera: esta es precisamente la categoria nueva. Las

practicas parecen ocurrir sin conflicto.

* Los estudiantes no aplican la férmula del limite “especial” porque no reco-

nocen las hipétesis para su aplicacion: la potencia fraccionaria

* Los trabajos en grupo adin no estan institucionalizados como practicas,
cuando lo anuncia lo hace por darle gusto al observador (a mi), pero final-

mente no lo realiza

* En el episodio que la “profesora (P)” pregunta qué no entendieron de la
definicién de limite se habla de la vecindad, y ella responde que “no es la
vecindad del chavo’, la pura definicién de limite es un obstaculo didactico,
y al ponerlos a leer y decir “eso asi se estudia, leyendo, consultando, pregun-
tando”, institucionaliza el buen estudio, los buenos habitos de estudio pero
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no la definicion ni el concepto de limite, ni de vecindad, porque no explica
lo que es, solo hace un chiste con el programa televisivo “El chavo del ocho”,
ni la nocién de distancia, ni la de valor absoluto, ni la de los cuantificado-
res, ni la de los épsilon y deltas. De hecho, algo importante en cuanto a las
vecindades es que se pierde el concepto de cercania al exigirle la clausura
al espacio, lo cual si crea un obstaculo epistemolégico pues ya no es vecin-
dad si no esta cercano, lo cual es condicién para serlo. La “profesora (P)”
soslaya la dificultad diciendo lean, investiguen, empiricamente diferentes.

* En el episodio donde deriva implicitamente un producto de la forma xy, di-
ciendo “derivo respecto a x, luego derivo respecto a y”, estd haciendo algo
como una derivada parcial, lo cual no es epistémicamente correcto pues no
son derivadas parciales porque requeriria que tanto x como y fueran variables
independientes de otra funcién z que depende de ellas, también es como
un truco o un algoritmo que puede funcionar pero que al institucionalizar,
tanto el proceder como el concepto, y tanto la “profesora (P)” como luego
los estudiantes lo institucionaliza y es su propia reconstruccion puede de-
venir en obstaculos epistemoldgicos, por ejemplo al definir el concepto de
derivada parcial en un futuro curso de calculo multivariado que obligatoria-
mente verdn los estudiantes en su carrera. Se estan sembrando las semillas
de potenciales obstaculos a futuro. Importante también ampliar un poco
este tema de las variables dependientes e independientes. La forma de de-
rivar de ella puede ser un truco o un algoritmo que puede funcionar pero
que epistémicamente es erréneo.

El asunto que una dificultad no genere conflicto es un riesgo para que ni
el docente, ni el estudiante, ni el investigador vean una dificultad y entonces
no podamos decir qué fue lo que causé el obstaculo. El hecho que no haya
conflicto no quiere decir que no haya una dificultad, un problema. La cate-
goria de obstaculo que no produce conflicto es muy potente, lo cual se ve

por ejemplo en la vifieta en la que la “profesora (P)” usa el dx de esa manera.

Resumiendo:

e Conflicto lo tomamos como perturbacion de una conducta; es un observa-
ble, un ostensible como dice el EOS.

*  Obstaculo (epistemoldgico) es un constructo que “emerge” de la repeticién

de ciertas perturbaciones en las practicas.
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Todas estas consideraciones nos han Ilevado a proponer que hay razones
para mantener el concepto de obstdculo, es decir, que esta bien utilizado
el término obstaculo como algo que inferimos que describe bien algo que
pasa desapercibido porque no hubo conflicto. El problema de que no haya
conflicto observable es semejante a una situacién en que no nos ponemos
a buscar la Ilave porque ni siquiera nos hemos dado cuenta de que se cayé.
En nuestro caso y a manera de metafora una situacion es que la “profeso-
ra (P)” le ponga una cascara de platano para que el estudiante caiga y otra
que ponga una cascara sin darse cuenta, como es el caso del uso dx en las
derivadas. Al no crear conflicto, tanto profesores, como estudiantes e inves-
tigadores podrian pasarse toda la vida sin cuestionarse nada.

Se mantuvo la conciencia acerca de la ambigliedad de las ideas de obs-
taculo, dificultad y conflicto, lo cual fue potente analiticamente para hacer
el andlisis de los datos, pues esa independencia en las categorias descritas
permitié que emergieran libremente los problemas epistémicos, didacticos,
cognitivos, ... con su correspondiente explicacion.

Por ejemplo, en nuestro caso de dx, ese dx es un simbolo, una GESTALT
que puede significar que la “profesora (P)” no distingue entre diferencial
y derivada, que usa el dx como abreviatura de la derivada interna o abre-
viatura de la diferencial, y que claramente no es correcta ninguna de las
dos interpretaciones, se esta confundiendo la derivada con la diferencial,
lo que constituye un obstdculo semiético, epistémico y cognitivo de la
“profesora (P)".

El problema es que estas formas de proceder no corresponden ni con la
derivada de Leibniz ni con el teorema fundamental del calculo: la derivada
es una razon de diferenciales:

fleo=5
Si f(x) =Lnkx) - f/(x)=idx - Z—z=%dx

Es una equivocacion llamar dx a la derivada y dx a la diferencial. Desde
el punto de vista semiético es un error [lamar lo mismo a cosas diferentes,
resaltamos que lo contrario si se puede hacer, es decir, Ilamar de diferentes
maneras a lo mismo, por ejemplo, 7> = mitad.

Se debe usar el mismo signo para lo mismo, pero [lamar de la misma
manera a dos cosas diferentes no es correcto. Se tiene aqui claramente un
obstaculo semidtico.
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Desde el punto de vista analitico podemos observar que la “profesora (P)”
no da explicacion de las férmulas que enuncia para las derivadas que in-
volucran el uso del dx y esa falta de aclaracion se puede explicar porque
desde el punto de vista de la “profesora (P)” no es necesario, todo estd bien,
lo hace porque asi lo hace siempre y lo considera correcto, es mas consi-
dera que el dx le da un énfasis casi nemotécnico para que los estudiantes
recuerden cuando saquen una derivada, sin embargo desde el punto de
vista académico-matematico no es algo correcto, va en contra de lo insti-

. p o1 P
tucional. En cuanto a la categoria Lenguajes, > €s untermino compuesto
de 2 términos y 1 operador simbélico. Nos quedamos cortos con las ca-

tegorias de proposicién, argumento, concepto, definicién, ...casos como
este nos hace requerir un instrumento mas refinado, que hile un poco mas
delgado y en el que se puedan plantear atributos correspondientes. En el
proceso de andlisis nos dimos cuenta de que clasificamos todo en lenguaje.
En la lista de los seis tipos de objetos ciertamente las Proposiciones y los
Argumentos ya son subtipos del tipo Lenguajes. Los Procedimientos (algo-
ritmicos o no) si formarian un tipo objeto diferente de los Lenguajes. Pero
si se trata de programas de computador o simples listas de instrucciones,
también serian subtipos del tipo Lenguajes.

Y claro que ese refinamiento se hizo necesario cuando, por ejemplo,
quisimos analizar lo que dice la “profesora (P)” cuando escribe un limite

: 1 . s e . .
como lim = 'y vimos que no aporté mucho escribir en la matriz categorial
xX=0
que eso es lenguaje, pues no pudimos clasificar ese sistema de semiético

en un subtipo de lenguaje, como proposicién, pues no lo es, ni siquiera es
una férmula bien formada. Tampoco es un argumento, ni un predicado ni
una propiedad. Parece que en algunas exposiciones del EOS se propuso
que las propiedades son ciertos tipos de proposiciones, pero una cosa es
la propiedad conmutativa de la multiplicacién y otra cosa es una proposi-
cién que la enuncie, como “xy=yx”".

Por todo lo anterior al intentar avanzar en el analisis, experimen-
tamos la necesidad de refinar las categorias del EOS, en particular, la
categoria Lenguajes.

Lo mismo pasa con Concepto/Definicion: generalmente se identifican
los conceptos con las definiciones rigurosas que dan los libros, y eso tam-
bién reduciria este subtipo al tipo Lenguajes. No quedarian sino dos tipos
puros: Lenguajes y Procedimientos.
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Por otra parte, evaluar no es sinénimo de institucionalizar, aunque toda
evaluacion puede ser una forma de institucionalizacién, pero no al contra-
rio. La evaluacion como actividad diddctica es diferente de la gestion de la
situacién diddctica. Un proceso se institucionaliza en el momento en que
se vuelve semejante al ostentado por los libros, por las guias, por los curri-
culos; en cambio al evaluar lo que se hace es mas revisar si ese proceso ha
sido asimilado por el estudiante.

Al considerar la faceta Epistémica centrémonos por ejemplo en las si-
guientes expresiones: dx? y d?x. Respecto a ellas podemos formular algunos
interrogantes: ;por qué son diferentes?, ;qué significan?, ;qué representa
cada expresion?, ;por qué el cuadrado en sitios diferentes?, ;los estudiantes
se dan cuenta de esto?, jreconocen estas diferencias? Generalmente se usan
estas notaciones sin la suficiente explicacion ni profundizacién sobre lo que
el cuadrado estad haciendo en cada una de las expresiones y, mucho menos,
reflexionando si para los estudiantes significan, lo que nosotros queremos
que ellas signifiquen. Este caso es un prototipo de cémo la simbologia de
las matematicas oculta los significados de los objetos.

Acerca de la faceta interaccional, ella estd marcada por las interaccio-
nes que se den o no, a propésito de los temas que se estén desarrollando,
en cambio lo normativo es todo aquello que explicita o tdcitamente rige
la interaccién (profesor-alumno; alumno-alumno) en la clase, y ademads
de la interaccién determina y condiciona el desarrollo de los conteni-
dos y de todo el curso. Luego lo normativo no se reduce solamente a lo
interaccional.

El EOS prefiere no hablar de obstaculos ni dificultades ni errores, sino de
conflictos semidticos. El problema es que, al hacer el andlisis, se empieza a
ver que las dificultades mds de fondo se dan precisamente cuando ni el pro-
fesor ni el estudiante parecen tener ni sentir ninglin conflicto. El observador
no ve conflictos como conductas disruptivas en el aula de clase que observa
(que si los ve cuando el saber personal cognitivo del estudiante choca con el
saber institucional epistémico que el profesor representa) pero si detecta una
especie de conflicto o dificultad entre el discurso que desarrolla el profesor
y lo que es el saber epistémico que el observador cree que deberia presentar
el docente como representante de lo institucional, o entre lo que el profesor
trata de institucionalizar con recomendaciones, instrucciones, ejemplos y
evaluaciones y lo que el observador cree que deberia haber institucionali-
zado, pues no es lo que el observador considera epistémico. Efectivamente,
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es el investigador el que experimenta esa sensacién de que hay un conflic-
to, no el profesor ni los estudiantes.

Se vio muy bien en la manera como la “profesora (P)” agrega “dx” a las
derivadas usuales, pensando que con eso les ayuda a sus estudiantes a recor-
dar la derivada interna cuando la variable sobre la que actda la funcién no
sea x sino otra funcién de x. Eso no es epistémico ni institucional, pues no
aparece ni en el texto, ni en el syllabus ni en lo que dicen y usan otros pro-
fesores de Calculo I (diferencial) de la misma Universidad. Mas adn, es un
error epistétmico confundir la diferencial con la derivada; pero desde el punto
de vista diddctico, la “profesora (P)” cree que eso ayuda, y lo confirma con
que a sus estudiantes les va mejor en esas preguntas capciosas en donde los
estudiantes de otras secciones “caen en la trampa” de derivar directamente.

Ni el caso de dificultades y obstaculos epistemolégicos, semidticos y di-
dacticos que no producen conflicto, ni el caso de la tensién entre lo que
es personal-cognitivo del profesor respecto al saber epistémico institucio-
nal estan contemplados en el EOS, y por eso son conclusiones muy valiosas
que constituyen un aporte metodolégico al EOS y a futuras investigaciones.

Es decir que, si afinamos el andlisis y los resultados, vemos dificultades y
tensiones que no producen conflicto abierto, y vemos un nivel intermedio
entre el saber epistémico institucionalizado y el saber cognitivo personali-
zado por cada estudiante, asi no sepamos cémo llamarlo, pues es cognitivo
en el maestro, pero él cree que es epistémico, y asi lo hace aparecer antes
sus alumnos, considerando “de buena fe” que debe institucionalizarlo.

En los enfoques citados en el estado del arte se consideran los obstaculos
cognitivos y los epistémicos, caracterizados fundamentalmente porque los
cognitivos estan asociados a procesos en los estudiantes, mientras que los
epistémicos estan estrechamente relacionados con los maestros. Sin embar-
go, lo encontrado en esta investigacion, respecto al uso de dx por parte de
la “profesora (P)” para representar la derivada de la funcién, como ha sido
ampliamente discutido en el andlisis, hace emerger una nueva categoria que
podriamos ubicar en la mitad entre lo cognitivo y lo epistémico, que no es
exactamente cognitivo ni epistémico pero que a la vez tiene dimensiones
cognitivas y epistémicas.

No es cognitivo como lo considera el EOS pues es una practica que hace
la “profesora (P)” y no el estudiante. No es epistémico como lo considera
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el EOS pues este uso de dx no estd institucionalizado en el saber sabio:
textos, generalidad de maestros. Es una practica cognitiva de la maestra,
es una apropiacién del saber muy particular de ella; es como una trans-
posicion didactica del saber sabio al saber de los textos, las instituciones;
saber sabio por parte de la “profesora (P)”, pero no epistémico porque no
es compartido, en sintesis: es no epistémico porque no es compartido y es
no cognitivo porque no es de los estudiantes. Es la apropiacion de la “pro-
fesora (P)”, que en el espacio de la clase se vuelve institucional por el rol
que ella desempena alli. Esto nos esta diciendo que la clasificacion cogni-
tivo - epistémico tal como aparece en la teoria en estos momentos no da
cuenta para casos como el aqui reportado en cuanto a la apropiacién del
conocimiento por parte de la “profesora (P)”. Por un lado son dos polos que
parecen ser disyuntos, y por otro lado se requieren como varios estadios
grises entre un polo y el otro. Por ejemplo, el saber puesto en lo didacti-
co configura, si bien una institucionalidad, ésta es diferente a la llamada
“matemadtica pura”, y diferente también a la institucionalidad representa-
da en los textos de pregrado.

En el EOS todo conflicto genera un obstaculo, pero un aporte especifico
de esta investigacion es que se reportan unos obstaculos que no producen
conflicto. Emerge un objeto que no es personal ni epistémico.

5.5 Observaciones finales.

Lineas Abiertas para futuras investigaciones

Se mencionan algunos elementos para una agenda de trabajo. En pri-
mer lugar, quedan 14 episodios de clase, a los que es posible realizarles el
tratamiento que se le hizo a los episodios fundamentales, para analizar la
emergencia de otros saberes u objetos andlogos a la aparicién de dx.

En segundo lugar, se invita a elaborar propuestas que indaguen el grado en
que los contenidos implementados o pretendidos estan en la zona de desa-
rrollo potencial de los alumnos.

En tercer lugar, las herramientas metodoldgicas utilizadas, pueden conver-
tirse en un complemento metodolégico que utilicen las matrices Descriptivas
y Categoriales y que contemplen el caso de dificultades y obstaculos episte-
molégicos, semidticos y didacticos que no producen conflicto.
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Por dltimo, se Ilama la atencién, para que las investigaciones tengan en
cuenta lo documentado acerca del caso de la tensidn entre lo que es per-
sonal-cognitivo del profesor respecto al saber epistémico institucional, y
los diferentes niveles de trasposicién didactica.
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El presente libro que el lector o lectora tiene en sus manos, constituye un traba-
jo denso y profundo sobre las formas de ensefianza inicial del Calculo diferencial,
estudiando las interacciones entre estudiantes y profesora sin juzgar los fendme-
nos como “buenos” o “malos”, tratando de inferir los propdsitos, métodos y
técnicas de la profesora y buscando compararlos con lo que sus estudiantes
aprenden o no aprenden bien, o entienden o no entienden bien, o al menos
repiten bien después de un semestre o varios semestres de clases. Respecto a
los aspectos epistemoldgicos, la autora logra penetrar la maraia de vocablos,
definiciones e interpretaciones que circulan en la literatura de la educacidon
matematica sobre los obstaculos, errores, conflictos, dificultades y concepciones
o “misconcepciones” de los estudiantes. Poniendo de relieve que la investiga-
ciéon en el paso, transicién o ruptura del algebra escolar al calculo diferencial, y
las dificultades, conflictos u obstaculos epistemoldgicos, semidticos, didacticos o
culturales que se dan en esa transicidn, constituyen puntos cruciales en las
investigaciones sobre la ensefanza y el aprendizaje del Calculo Diferencial e
Integral en la educacidon media y en la educacion superior.
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