UNA CADENA COLECTIVA DE SIGNIFICACION EN LA
CONCEPTUALIZACION DE FRACCIONES

Adalira Sdenz-Ludlow

El método de ensefianza empleado en el experimento?® al que se refiere este
articulo propicié interacciones entre estudiantes y entre ellos y el profesor,
como procesos dindmicos de interpretacion y representacion. Tal interaccion
dindmica fundamenté el surgimiento de signos generados individual y colec-
tivamente que llegaron a constituirse en una cadena de significacion que me-
di6 la transicién desde las conceptualizaciones de nimero natural que estos
estudiantes de cuarto grado tenfan hasta sus conceptualizaciones iniciales de
fracciones en totalidades discretas. La meta del experimento de ensefianza era
analizar la naturaleza de esta transicion.

Justificacion tedrica

La justificacién tedrica considera las nociones de signo, semiosis y cadena
de significacion, lo mismo que la nocién de nimero como composicién de
unidades; estas nociones juegan un papel importante en la interpretacién de
la informacién recogida. Las dos primeras secciones sintetizan las nociones de
signo y semiosis en Peirce,?® ya que constituyen la esencia de las cadenas de
significacion. La tercera seccion da una ojeada al reconocimiento histérico de
la importancia de las unidades en la conceptualizacién de ndmeros naturales.

Signos

La contribucién de Peirce a la semiética no estuvo en conceptualizar signos
como diadas de la forma objeto-representacion (significado-significante), sino
como triadas de la forma objeto-representamen-interpretante (N&th, 1990). Peirce
considera los signos como procesos generales de representacion en los que el obje-
to, el representamen y el interpretante del signo juegan un papel importante (1903).

28 Esta investigacion fue financiada por la National Science Foundation (RED 9155734 y RED
9596106) y la University of North Carolina en Charlotte. Los puntos de vista y las conclusiones que
se expresan aqui son de la autora y no necesariamente de las instituciones.

29 Las citas que provienen de los escritos de Peirce se acogen a la forma estandar. CP 1.337 se
refiere al volumen 1, pardgrafo 337 de la obra Collected papers of Charles Sanders Peirce, 1931-1966
(editada por Hartshorne, Weiss y Burks). MS 654.7, 1910 se refiere al manuscrito 654, pagina 7,
datado en 1910, en la coleccién de Harvard University como se catalogé en el Annotated Catalogue
of the Papers of Charles S. Peirce (editado por Robin).
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Los signos, en el sentido mas amplio, son entidades que sirven como vehiculos
para disparar el pensamiento, facilitar la expresion del pensamiento y encarnar
el pensamiento original y convencional. Como lo afirma Peirce: “Solo mediante
hechos externos puede conocerse el pensamiento. El Gnico pensamiento, en-
tonces, del que es posible tener cognicion es el pensamiento en signos. Pero un
pensamiento del que no se pueda tener cognicién no existe. Todo pensamiento,
por consiguiente, debe acaecer en signos”*° (Peirce, 1867, p. 49).

Peirce no solo da una definicién de signo, sino una abundancia de definiciones
que se complementan mutuamente enfatizando sus elementos constitutivos.
Un signo esta en lugar de algo ante la idea que él produce o modifica. O, es
un vehiculo que transmite a la mente algo desde fuera. Aquello en lugar de
lo cual esta se llama su objeto; lo que transmite, su significado; y la idea que
genera, su interpretante.’' (CP 1.339)

Un signo esta en lugar de algo, su objeto. Estd en lugar de ese objeto, no en
todos los sentidos, sino en referencia a cierto tipo de idea, que a veces he
[lamado el fundamento de la representacién.’? (CP 2.228; énfasis agregado)

Por Signo quiero decir una cosa, sea la que sea, real o figurada, que es capaz
de adoptar una forma sensorial, es aplicable a una cosa que no sea ella, ...
y que es capaz de ser interpretado en ... lo que llamo su Interpretante, de
manera tal que sobre su Objeto comunica algo que puede no haberse sabido
antes. Por lo tanto, existe una relacién triddica entre un Signo, un Objeto y
un Interpretante.®® (MS 654. 7) (Citado en Parmentier, 1985, énfasis agregado)

Segln Peirce el objeto de un signo es la idea mental o el objeto fisico repre-
sentado por el signo, el interpretante de un signo es la idea producida en la
mente del intérprete, y el representamen de un signo es el vehiculo material o
mental que se adecua para representar al objeto fisico o mental (véase Figura
1). Es decir, objeto, representamen e interpretante estan interconectados inhe-
rentemente en el signo.**

30 El texto original es: “Only by external facts can thought be known at all. The only thought, then,
which can possibly be cognized is thought in signs. But thought, which cannot be cognized, does
not exist. All thought therefore must be in signs”. Agradezco a Roberto Perry, miembro del Centro de
Sistematica Peirceana de Bogota (Colombia), sus valiosas sugerencias en la traduccién de las citas
de la obra de Peirce. [N. T.]

31 El texto original es: “A sign stands for something to the idea that it produces or modifies. Or, it is a
vehicle conveying into the mind something from without. That for which it stands is called its object;
that which it conveys, its meaning; and the idea to which it gives rise, its interpretant”. [N. T.]

32 El texto original es: “A sign stands for something, its object. It stands for that object, not in all respects,
but in reference to a sort of idea, which | have sometimes called the ground of the representation”. [N. T.]

33 Eltexto original es: “By a Sign | mean anything whatever, real or fictile which is capable of a sensible
form, is applicable to something other than itself ... and that is capable of being interpreted in ... which
I call its Interpretant as to communicate something that may have not been previously known about its
Object. There is thus a triadic relation between any Sign, an Object, and an Interpretant”. [N. T.]

34 Varios autores llaman al representamen, en si mismo, signo y consideran la triada objeto, signo,
interpretante. Esto presenta dificultades para algunos lectores porque en esta triada el signo juega el
papel de parte y todo al mismo tiempo. De hecho, en un cierto periodo, Peirce también se refiere a
la triada objeto, signo, interpretante.



REPRESENTAMEN/VEHICULO DEL SIGNO
R
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OBJETO INTERPRETANTE

Figura 1. Signo triadico de Peirce

Objeto

Para Peirce, un objeto de un signo es cualquier cosa que llegue a ser objeto
de pensamiento, por ejemplo, una cosa, un estado de cosas, un evento, un
pensamiento, una relacion, una cualidad, un hecho o cualquier cosa que
tenga existencia real o la posibilidad de tenerla.

Los Objetos —puesto que un Signo puede tener varios de ellos— pueden, cada
uno, ser una cosa Gnica, existente, conocida o una cosa que se crea que haya
existido en el pasado o se espere que exista en el futuro, o una coleccién de
tales cosas, o una cualidad conocida, o relacion o hecho conocidos.’ (CP
2.232)

Es importante observar que en la semidtica, las palabras objeto y cosa no
son intercambiables. Los objetos son lo que las cosas llegan a ser tan pronto
como son experimentadas; es decir, las cosas llegan a ser objetos tan pronto
han cobrado existencia en la experiencia. Los objetos siempre incluyen una
relacion con un observador o un organismo que los experimenta (Deely, 1990).

Representamen

Un representamen se adecua para representar al objeto de distintas mane-
ras. Primero, el representamen se puede tomar como el objeto, debido a una
cualidad particular que ambos comparten y, por tanto, en ese aspecto son
intercambiables (CP 1.558, 1867; CP 3.362); Peirce llama icénica a esta rela-
cién. Segundo, la posicién espacial, temporal o contextual de un representa-
men puede hacer que se adecue para representar algiin objeto en un campo
experiencial; Peirce llama indéxica a esta relacion. Tercero, la relacion entre

representamen y objeto puede trascender tanto el ambito de la cualidad comdn

35 El texto original es: “The Objects —for a Sign may have a number of them— may each be a single
known existing thing or thing believed formerly to have existed or expected to exist, or a collection
of such things, or a known quality or relation or fact”. [N.T.]
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como el del contexto comun. Peirce llama simbdlica a esta relacién; en esta
relacion representamen y objeto estan relacionados dnicamente debido a que
el interpretante los incluye como relacionados. En resumen, el representamen
no solo juega un papel esencial en la naturaleza expresiva de un signo, sino
que también satisface una relacion particular con el objeto al que representa y
con el interpretante que genera.

Interpretante

No se deberia confundir un interpretante con el intérprete. El interpretante no
es resultado ni producto del signo, es aquello en lo que un signo se convierte
en la mente del intérprete; encarna la actividad cognitiva del intérprete. En
contraste, el intérprete es un agente personal que toma parte en el proceso
de interpretacion. Es decir, el intérprete no es la fuente ni el resultado de la
semiosis, sino mas bien su lugar.

Un signo se dirige a alguien, es decir, crea en la mente de esa persona un sig-
no equivalente, o quiza un signo mds desarrollado. Al signo creado lo llamo
el Interpretante del primer signo.*® (CP 2. 228; énfasis afiadido).

Los interpretantes juegan un papel importante en la semiosis. En primer lugar,
existen en aquellos puntos de la semiosis en donde los objetos son transforma-
dos en signos o los signos son transformados en otros signos. En segundo lugar,
los interpretantes definen puntos de innovacién en la semiosis al nivel de la
representacion objetiva y la evolucién de la comprension (Deely, 1990). Por
tanto, los interpretantes juegan un papel importante en la cognicién no solo de
manera retrospectiva (como huellas de nuevos interpretantes), sino también de
manera prospectiva (como la fuente de interpretantes mas sofisticados).

Semiosis

Para Peirce, el signo tiene naturaleza triadica y relaciones diadicas inherentes
entre sus tres elementos. Son las relaciones entre objeto y representamen; re-
presentamen e interpretante y objeto e interpretante. Sin embargo, la naturaleza
triadica del signo no se puede partir en estas tres relaciones didadicas separadas
puesto que, cuando se enfoca la relacion diddica entre objeto y representamen,
las otras dos relaciones diddicas (representamen e interpretante, objeto e inter-
pretante) se activan también de una manera sinérgica, aun cuando no lleguen
a la mente del intérprete todas al mismo tiempo. Peirce (1906a) llama semiosis
o actividad semidtica a esta relacion trirrelativa.

36 El texto original es: “A sign addresses somebody, that is, creates in the mind of that person an equivalent
sign, or perhaps a more developed sign. That sign which it creates I call the Interpretant of the first sign”.
[N.T]



La semiosis es un proceso triadico en el que un objeto genera un represen-
tamen, el representamen genera un interpretante, y a su vez este interpretante
genera un nuevo representamen que representa a un objeto modificado que
determina un interpretante mas sofisticado, y de esa manera continda la espiral
de signos. Asi que, la semiosis es un proceso en el cual se genera una serie po-
tencialmente ilimitada de interpretantes, representamenes y objetos. Es decir,
en la semiosis un signo tiene efecto cognitivo sobre su intérprete (Colapietro,
1993, p. 178) en la medida en que el intérprete se convierta en agente de
interpretacion y representacion.

La semiosis es inherente a la nocién triadica de signo. El representamen (vehi-
culo del signo) media entre objeto e interpretante. Esta mediacién es un proceso
continuado de “representar” que relaciona a objeto e interpretante a través del
representamen. Mertz (1985) y Merrell (1995) sostienen que la relacién “estar
en lugar de” de Peirce es una relacién dindmica y mediadora a través de la cual
un signo llega a ser un nuevo signo. En este proceso, cada nuevo signo contiene
un signo anterior como huella. También sostienen que la relacién “estar en
lugar de” describe una conexion entre el representamen, el objeto y el inter-
pretante. Es decir, el representamen representa a su objeto, y el interpretante
representa a su representamen y a su objeto, mientras que al mismo tiempo, el
interpretante estd determinado por su representamen y su objeto. Esto quiere
decir que los tres elementos del signo sostienen una interrelacion dialéctica.

Deely (1994) y Parmentier (1985) también explican la relacion “estar en lugar
de” de Peirce. Por una parte, Deely considera una tal relacion como dialéc-
tica. El considera el interpretante (I) como pasivo (i.e., determinado por) con
respecto al representamen (R) mientras que el representamen (R) es también
pasivo con respecto a (i.e., determinado por) su objeto (O). Sin embargo, el
interpretante (I) en Gltimas llega a ser activo con respecto a, y representando
tanto al objeto (O) como al representamen (R). Es decir, el representamen (R)
y el interpretante (I) representan al mismo objeto, aun cuando en diferentes
grados de especificidad. Por otra parte, Parmentier considera la dinamica del
signo en términos de vectores de determinacion y representacion (véase Figura
2). En esta figura, los vectores de sentidos opuestos simbolizan la dialéctica
entre determinacion y representacion. El vector de determinacion entre O e | es
la suma de los vectores de determinacién entre O y R, y entre R e |; y el vector
de representacion entre | y O es la suma de los vectores de representacion entre
lyR, yentre Ry O.

El encaje de los vectores de representacién y determinacién implica que los
tres elementos que estan en la relacion de signo nunca son permanentemente
objeto, representamen e interpretante, sino que mas bien cada uno cambia de
papel a medida que se realizan nuevas determinaciones y representaciones.
(Parmentier, 1985, pp. 27-29)
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Entonces, cuando uno se enfoca en uno de los elementos del signo (objeto,
interpretante o representamen), los otros dos estan simultdneamente presen-
tes y sinérgicamente activos. En la semiosis, el objeto, el representamen vy el
interpretante nunca son entidades estaticas ni aisladas. Por el contrario, son
entidades interrelacionadas, cambiantes, que llegan a existir como resultado de
procesos de interpretacion y representacion del intérprete.

REPRESENTAMEN/VEHICULO DEL SIGNO

R estéa con respecto a I en una relacién de determinacion
R esta con respecto a O en una relacion de representacion

R

(0] I

OBJETO (relacionado con la experiencia de un organismo) ~INTERPRETANTE (cognicion de la mente)

I esta con respecto a R en una

O esta con respecto a R en una relacion de determinacion ~, o
relacion de representacion

O esta con respecto a I en una relacion de determinacion I esté con respecto a O en una relacion de
representaciéon como resultado de R
— Vectores de determinacion

P R— Vectores de representacion

Figura 2. Relaciones dialécticas entre los elementos del signo
(adaptado de Parmentier, 1985)

Tan pronto como el objeto inicial determina un representamen y un interpre-
tante, este Gltimo determina un nuevo representamen que representa a un nuevo
objeto que determina un interpretante nuevo y mas sofisticado (véase Figura 3).
Cada nuevo interpretante representa al objeto inicial en el mismo aspecto y con
el mismo significado como lo hiciera el primer representamen, aunque es mas
sofisticado y esta determinado en mds alto grado. La secuencia de triadas, a saber,
objeto-representamen-interpretante (O,, R,, I,), representamen-objeto-interpretante
(R,, O,, 1,), y asi sucesivamente, esta en el corazén mismo de la semiosis.

El poder del interpretante para crear un objeto mds descontextualizado es lo
que Peirce llama “abstraccién hipostética”. Este poder es la clave de la capaci-
dad del interpretante para cumplir con su carga original de representar al mismo
objeto que representa el primer representamen y con el mismo significado que
este le asigna. De esta manera, la triada del signo de Peirce es dindmica y esta



virtualmente en movimiento perpetuo involucrando procesos abiertos de repre-
sentacién y determinacién de los cuales surgen cadenas de significacion. En
este proceso, los signos se transforman en pensamiento cuando ellos mismos se
desvanecen, siendo totalmente transparentes a las relaciones de determinacion
y representaciéon mediadas por ellos.

R

R

© In..
Figura 3. Cadena de significacion constituida en un proceso de semiosis

Es decir, las cadenas de significaciéon se manifiestan en la continuidad de
los procesos de determinacién y representacion por parte del intérprete (i.e.,
el agente del signo). Cuando estos procesos del intérprete son compartidos
con los miembros de un grupo contribuyen a los procesos de determinacion
y representacion de los otros individuos y del grupo como colectividad. A tra-
vés de la semiosis, Ilegan a existir cadenas de significacién y en este proceso
los interpretantes presentes anticipan interpretantes futuros y mas sofisticados
que inherentemente contienen como huellas a interpretantes previos. En otras
palabras, una cadena de significacion es la incrustacion de signos dentro de
nuevos y mas sofisticados signos que para su funcionamiento dependen de
signos previos mas simples que se mantienen como huellas.

Namero en términos de unidades

La idea de nimero natural como “una multitud de unidades compuestas”
proviene del Libro VIl de los Elementos (Heath, 1956, p. 277). También el mate-
matico Stevin (1585) sostuvo que “la parte es del ‘mismo material” que el todo.
La unidad es una parte de una multitud de unidades. Por tanto, la unidad es del
‘mismo material” que la multitud de unidades; pero el material de una multitud
de unidades es el nimero. Por tanto, el material de una unidad es el niimero”
(como lo cita Moreno-Armella y Waldegg, 2000, p. 187). Desde una perspec-
tiva psicolégica, McLellan y Dewey (1908) hicieron un analisis de la idea de
unidad y de su aplicacion a métodos de ensefianza de la aritmética. Ellos ob-
servaron que “solo cuando la unidad se trata no como una cosa, sino como un
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patron para los valores numéricos de medicion, la adicion y la multiplicacion,
la division y las fracciones se correlacionan de manera racional” (p. 100).

Newton y Euler introdujeron la nocién de nimero como razén. Segin New-
ton, “ndmero es la razén abstracta de una cantidad a otra de la misma clase”
(como es citado en McLellan y Dewey, 1908, p. 72). De modo similar, Euler
definié ndmero como “la razén de una cantidad a otra cantidad que se toma
como una unidad” (como lo citan McLellan y Dewey, 1908, p. 72). De la mis-
ma manera, McLellan y Dewey expresaron la idea de nimero como:

La expresion mds simple de cantidad en términos numéricos que incluye dos
componentes: 1) una unidad patrén, una unidad de referencia —esta es de
suyo una magnitud necesariamente de la misma clase que la cantidad medi-
da; y 2) un valor numérico —que expresa cudntas unidades patron hacen o
construyen la cantidad que se va a medir... El ndmero es el producto de la
mera repeticion de una unidad de medicion; simplemente indica cudntas hay;
es puramente abstracto, denota la serie de actos mediante los cuales la mente
construye partes definidas en un todo unificado y definido. (1908, p. 69)

Casi un siglo més tarde, Davydov (1990/1972) definié ndmero de una manera
parecida. Lo describié como un caso particular de la representacion de una re-
lacion general de cantidades, en la que una de ellas se toma como una medida
y se estd calculando la otra. “Un ndimero se obtiene mediante la férmula general
A/C=N, donde N es un nimero particular, A es cualquier objeto representado
como una cantidad, y C es cualquier medida. Claramente, al cambiar la medida
se puede cambiar el nimero que le corresponde al mismo objeto” (p. 362).

La construccion mental de unidades como objetos conceptuales y su impor-
tancia en la conceptualizacién de ndmeros naturales han sido estudiadas por
von Glasersfeld (1981), von Glasersfeld y Richards (1983), Steffe, von Glasers-
feld, Richards y Cobb (1983). En la conceptualizacion de fracciones, también
se ha reconocido la importancia de la unidad fraccionaria (Behr, Khoury, Harel,
Post y Lesh, 1997; Bergeron y Herscovics, 1987; Hunting, 1980; Hunting, Da-
vis y Pearn, 1996; Kieren, 1988; Kieren y Nelson, 1981; Lamon, 1996; Saenz-
Ludlow, 1994, 1995; Streefland, 1991). Sin embargo, se ha estudiado poco la
transicion que los estudiantes hacen desde las unidades de ndmeros naturales
a las unidades de niimeros fraccionarios.

El propésito de este articulo es presentar un analisis de una cadena de signi-
ficacion obtenida colectivamente por un grupo de estudiantes de cuarto grado
que participaron en un experimento de ensefanza cuya duracién fue de un
ano. En sus procesos de construccion, expresion e interpretacion, los estu-
diantes trascendieron su conocimiento sobre nimero natural y construyeron
sus conceptualizaciones iniciales de las fracciones en totalidades discretas. La
semidtica peirceana contribuye a la explicacién de la apropiaciéon de signos
aritméticos y la produccién de signos idiosincraticos que los estudiantes hacen



en sus procesos de conceptualizar el nimero. Esta teoria de signos explica las
cadenas de significacion (creacién de signos, uso de signos e interpretacion
de signos) que mediaron las reconceptualizaciones de los nlimeros naturales y
las conceptualizaciones iniciales de los nimeros fraccionarios por parte de los
estudiantes de cuarto grado.

Metodologia

Experimento de ensefnanza

La metodologia de experimento de ensefianza, tal como fue conceptualizada
inicialmente por Steffe (1983) y Cobb y Steffe (1983), abarca la interaccion so-
cial entre estudiante e investigador, aunque solamente se enfoca en el andlisis
de la actividad aritmética del estudiante. Cuando esta metodologia se extiende
al aula y cuando el factor social se considera junto con la actividad aritmética
de los estudiantes (Cobb y Yackel, 1995), su andlisis del razonamiento ya no se
enfoca en la especificacion de comportamientos cognitivos sino en la caracte-
rizacion de la calidad de sus experiencias aritméticas (Cobb, 2000a), tomando
en cuenta los aspectos sociales y culturales de su actividad (Bauersfeld, 1995;
Steffe y Thompson, 2000; Van Oers, 2001). La experiencia matemdtica de los
estudiantes es inseparable de sus propios patrones de uso de los signos y de
creacion de los signos (Ernest, 2002; Godino y Batanero, 2003; O’Halloran,
2003; Saenz-Ludlow, 1998; Sdenz-Ludlow y Walgamuth, 2001).

En esta metodologia (sea que el profesor/investigador interactde con un estu-
diante, un grupo pequefio o todo el grupo), hacer hipétesis sobre las maneras
en que comprenden, sobre sus acciones matematicas y sobre sus patrones de
uso de signos y de creacién de signos deberia constituir un proceso progresivo
y continuado. La esencia de la metodologia es facilitar e impulsar la interaccion
entre estudiante y profesor y entre estudiantes, y en consecuencia, proporcio-
nar muchas oportunidades para que construyan, simbolicen y expliquen sus
estrategias numéricas.

Siguiendo una metodologia de experimento de ensefanza similar a la de Cobb
y sus colegas, se condujo un experimento de ensefianza de un afio con un grupo
de estudiantes de cuarto grado. En cada episodio de ensefianza se prest6 especial
atencion, por una parte, al cambio operado en los estudiantes de “un reflejo
simbdlico” (reaccion pasiva a los signos) a una “iniciativa simbélica” (creacién
dindmica de signos y uso de signos) y, por otra parte, a la mediacion de signos
idiosincraticos y convencionales en su reconceptualizacién de ndimero, de pa-
labras numéricas, de la estructura del valor posicional de los numerales, de las
operaciones con nimeros y sobre la conceptualizacion de fracciones.
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El experimento de ensefanza en que participaron los estudiantes consistio en
episodios diarios de ensenanza en el aula y en entrevistas semanales a peque-
fos grupos. La profesora de cuarto grado y la investigadora ensenaron en equi-
po la clase de aritmética, y la investigadora condujo las entrevistas semanales a
un grupo pequeno. Las interacciones dialdgicas entre profesora y estudiante y
entre estudiantes caracterizaron cada episodio de ensefanza. En cada episodio
de ensefianza, la profesora/investigadora hizo un esfuerzo para “ver” las estra-
tegias de solucién de los estudiantes desde las perspectivas de ellos. Este esfuer-
zo le permiti6 a la profesora/investigadora formular preguntas que pudieran ser
interpretadas por el grupo, de acuerdo con sus propias experiencias numéricas,
y estimularlos a formular preguntas por si mismos y plantearlas a los demas.

Esta estrategia pedagdgica esta sustentada por la afirmacién de Vygotsky
(1986/1934) segtin la cual “el marco del nifio es puramente situacional, con la
palabra atada a algo concreto, en tanto que el marco del adulto es conceptual”
(p. 133). En consecuencia, para comprender las conceptualizaciones de las ta-
reas aritméticas de los estudiantes, la profesora tuvo que interpretar en paralelo
tanto sus propias acciones aritméticas como las de los estudiantes para “ver” la
solucion de ellos desde la perspectiva de ellos, y para mantener una interaccion
dialdgica significativa.

Como parte del proyecto de investigacion, la profesora colaboradora par-
ticip6 en un campo de verano intenso para profesores y nifios en el que se
us6 la metodologia de experimento de ensenanza. Durante el ano lectivo, esa
profesora también participé en cursos ensenados por la investigadora, para
progresar en su comprensién del fundamento socioconstructivista de la me-
todologia. Diariamente, la investigadora y la profesora se comprometieron en
conversaciones sobre la naturaleza y el propdsito de las tareas aritméticas que
se propondrian a los estudiantes, las estrategias numéricas de los ninos, el uso
de signos y la creacion de signos, y el papel mediador de aquellos signos en
sus conceptualizaciones.

Estudiantes

La escuela elemental que colaboré con el experimento de ensefianza era
considerada de bajo rendimiento académico y la mayoria de los estudiantes
provenia de familias de estatus socioeconémico bajo. Los estudiantes de cuarto
grado que participaron (seis nifias y ocho nifios) estaban retrasados en su desa-
rrollo numérico, segin los lineamientos curriculares de tercer grado. Ademas,
también quedaron clasificados en un nivel muy bajo en la prueba estandariza-
da que tomaron en tercer grado.



Expectativas para la actividad matematica

La ensefanza en aritmética que estos estudiantes recibieron en los afos
anteriores se podria caracterizar como tradicional en el sentido de que se es-
peraba que realizaran cdlculos aritméticos usando solamente los algoritmos
convencionales explicados y modelados por el profesor. Al comienzo del afo
escolar, tendian a esperar instrucciones especificas o a buscar la aprobacion
de la profesora, pero cuando ella no les daba tales instrucciones, comenzaron
a confiar en su propio razonamiento. Una practica comdn en el experimento
de ensenanza fue la presentacion oral y escrita de tareas aritméticas que se les
asignaban para resolver individualmente. Después de darles un tiempo adecua-
do, la profesora procedia a la discusion con todo el grupo; ellos explicaban y
justificaban sus estrategias de solucion y como habian llegado a sus respuestas.
Se esperaba que cada uno escuchara con atencién la solucion de otros y expre-
sara su acuerdo o desacuerdo junto con una justificacion.

Rapidamente, los estudiantes comenzaron a asumir la responsabilidad de su
propio pensamiento, y las normas sociales y sociomatematicas del aula (Yackel
y Cobb, 1996) comenzaron a cambiar. La interaccién dialégica en el aula me-
jor6 a medida que los estudiantes sentian que sus contribuciones se tenian en
cuenta y sus soluciones eran aceptadas y validadas por los otros miembros del
grupo. La satisfaccion con el nuevo ambiente de ensefianza-aprendizaje en el
aula se manifesté en la voluntad de proponer al grupo problemas aritméticos
generados por ellos mismos, de interpretar las estrategias de solucién de otros,
e incluso de imitar algunas de esas estrategias.

Recoleccion de informacion

Para analizar la evolucién de la actividad aritmética en el aula, las estrategias
de solucion de los estudiantes y la creacion y el uso de signos, las clases fueron
grabadas en video y un observador tomé a diario notas de campo. También
se recogieron las hojas de tarea, los papeles de borrador de los estudiantes y
copias de las transparencias usadas por ellos. Toda la informacién se recopilé
en orden cronoldgico.

Tareas de ensefianza

Se generaron tareas especiales para el experimento de ensefianza, que su-
frieron cambios de acuerdo con las necesidades aritméticas y cognitivas de los
estudiantes. Se generaron también nuevas tareas como resultado de las inte-
racciones del grupo en los episodios de ensefanza. En general, la generacién
de tareas y la actividad de investigacion fueron evolucionando conjuntamente
de una manera sinérgica. Este enfoque no fue diferente del recomendado por
el enfoque didactico de Freudenthal (Freudenthal, 1991; Gravemeijer, 1994).
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El principio que gui6 la preparacion de tareas consistié en facilitar la concep-
tualizacién amplia de los nimeros naturales en términos de unidades de diez
y otras unidades. Las tareas pretendian ayudar a los estudiantes a: 1) construir
una comprension mas profunda del valor posicional y de las palabras numé-
ricas; 2) reconceptualizar los algoritmos convencionales que ya conocian y
construir, desde la perspectiva de sus propias estrategias numéricas, aquellos
que no conocian todavia, y 3) conceptualizar los nimeros fraccionarios.

Analisis

Conceptualizacion de los niimeros naturales como multiplicidad de unidades

De conformidad con el curriculo de aritmética de la escuela en donde se
llevé a cabo el experimento de ensefianza, a los estudiantes de tercer grado se
les ensefiaron los algoritmos usuales con ndmeros de dos digitos, y se esperaba
que los de cuarto grado sumaran, restaran, multiplicaran y dividieran con nu-
meros de tres digitos. Con esta expectativa en mente, decidimos indagar sobre
la comprension que estos estudiantes tenian de ndmero y de las operaciones
con numeros. Para lograr este fin, disefamos tareas aritméticas que inclufan
contar hacia adelante y hacia atrds, comenzando en cualquier nimero, tareas
que presentaban ndmeros en configuraciones geométricas para evitar la pre-
sentacion convencional de los nimeros en forma vertical y horizontal, y dife-
rentes tipos de tareas con dinero.

Al comienzo del afo escolar, los estudiantes tuvieron dificultad con la se-
cuencia de palabras numéricas mds alla de 99; la mayoria podia sumar y restar
mediante los algoritmos usuales, pero dificilmente daban sentido a los nlime-
ros mas alla de 150. Ademas, tenian una comprensién rudimentaria del valor
posicional. Por ejemplo, podian escribir numerales correspondientes a palabras
numéricas como doscientos treinta y cinco, pero tenian dificultad para escribir
los numerales correspondientes a palabras numéricas como doscientos seis, ya
que la posicion de las unidades de diez estd silenciosamente preservada en la
palabra numérica; por tanto, escribian 2006 en vez de 206.

Ademas, cuando se les pedia encontrar el nimero de decenas en ndmeros
como doscientos cuarenta y seis, respondian 4 sin tener en cuenta el nimero
de decenas en las unidades de una centena. Algunos, sin embargo, podian con-
tarde 5en 5y de 10 en 10, y tenian un buen sentido de los nimeros anteriores
a 500. Estos estudiantes aportaron a la clase maneras de hablar y pensar sobre
los ndmeros que contribuyeron al surgimiento de una metafora colectiva que
medi6 la descomposicion de nimeros en unidades. El surgimiento de esta me-
tafora colectiva y los consiguientes diagramas numéricos estan documentados
en otro articulo (Sdenz-Ludlow, 2004).



Al comienzo del afio escolar se asignaron tareas como encontrar el nime-
ro de doses, treses, cuatros y seises en 12, usando diferentes contextos (una
docena de huevos, una docena de rosquillas, una docena de barras de dulce,
doce meses en un ano, doce pulgadas en un pie, doce horas en un reloj de
manecillas, y asi sucesivamente).

En todos los didlogos, P representa a la profesora y una letra mayuscula segui-
da de una mindscula (excepto Ee) se usan como abreviatura del pseudénimo
de un estudiante, y apareceran en letra cursiva. Ee representa a estudiantes que
respondieron simultdneamente. Las flechas en los diagramas numéricos indican
el sentido en el que los estudiantes los construyeron. Al hacer conteo doble,
los estudiantes ponen en correspondencia uno a uno la sucesion que mantiene
los registros de iteracién de una unidad particular (sucesion de iteracion) con
la sucesion que mantiene los registros del nimero de veces que se produce la
iteracion (sucesion de conteo).

Episodio #1

1 P:  Encuentre el nimero de doses en 12.

2 Jp:  1-2,3-4,5-6,7-8,9-10, 11-12 [golpea cada dedo dos veces y muestra uno a uno seis dedos].

3 Li:  [Levanta uno por uno seis dedos para llevar la cuenta de su conteo de dos en dos] 2-4-6-8-10-
12; 6.

4 Ri: 6.2-4-6-8,y 4 mas.

5 P:  ¢Ra?

6 Ra 2esl,4es2,6es3,8es4,10es5, 12 esb.

Al contar el niimero de doses en 12, los estudiantes mostraron un conteo doble
implicito y explicito de acuerdo con su conceptualizacion de 2 como una unidad
compuesta o como una unidad iterable (Steffe, 1983). Por ejemplo, el concepto
que Jp tenia de 2 no era el de una unidad compuesta, sino mas bien el de una
unidad iterable de dos unos, ya que él golpeé cada dedo dos veces. Es decir, el
doble golpe de cada dedo era una indicacién de la iterabilidad de su unidad
de 2 mientras mantenia los registros de conteo en el dedo con el que golpeaba
(linea 2). En la linea 3, Li us6 uno a uno sus dedos para mantener el registro de
su conteo de 2 en 2, dejandonos con una indicacién de su conceptualizacion de
dos como una unidad compuesta. Su sucesion de iteracion fue explicita, mientras
que su sucesion de conteo fue implicita en los movimientos de los dedos.

El conteo de Ri (linea 4), aunque sofisticado, fue menos explicito, ya que la
sucesion de conteo fue totalmente implicita. Usé primero una sucesién nu-
mérica para mantener los registros de conteo de 2 en 2 hasta 8, y luego usé
su conocimiento de 4 como resultado de iterar dos doses para llevar la cuenta
mentalmente de todos los doses en 12. Ra (linea 6) fue quien conté de mane-
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ra mas explicita, ya que superpuso, en una correspondencia uno a uno, las
sucesiones de iteracion y de conteo. Las maneras de contar de Li, de Ra y de
Ri indican que, para ellos, 2 era ya una unidad compuesta con la cual podian
operar directamente; en contraste, para Jp, 2 era solamente una unidad iterable
que requeria ser construida cada vez para operar con ella.

Los estudiantes hicieron sus propias interpretaciones de la tarea (objeto) y
expresaron su comprension (interpretantes) a través del conteo doble (represen-
tamen simbélico) y movimientos de dedos (representamen indéxico). Es decir,
la actividad de conteo fue un proceso triadico de tipo signico.

Los estudiantes también recurrieron a diagramas numéricos, ademds de su
conteo doble implicito o explicito. El diagrama en el episodio que sigue fue
interpretado por uno de ellos como algo que sugiere la relacién inversa entre
los procesos de iterar una unidad y la plausibilidad de descomponer la unidad
resultante, mds grande, en sus unidades constitutivas.

Una instancia del uso de un diagrama por parte del grupo para esquematizar
relaciones numéricas tuvo lugar el dia después del episodio que se presentd
antes. La profesora les pidi6 que distribuyeran mentalmente 12 rosquillas en
cuatro grupos iguales y calcularan el nimero de rosquillas en cada grupo.

Episodio #2

1 Li: 3 grupos, quiero decir 4 grupos de 3. Un grupo de 3 aqui, otro 3 aqui [gesticula en el aire]. 3,
3,y3es9,y3mases12.

2 Pr: Toma dos grupos de 3; 3y 3 es 6; y otros 2 grupos de 3 es 6; 6y 6 es 12. [Pasa al tableroy
hace el siguiente diagrama de abajo hacia arriba como lo indica la flecha].

12
6/\6
3 33 3

3 St [Interpretando el diagrama de Pr] Si, podrias hacer esto si supierasque 6y 6 es 12,y3y 3 es
6.

4 Co: Toma?2,2,2y haces6;toma otros 2, 2, 2 y haces otro 6. Luego, toma 2, 2y hacesun 4; 2, 2
otro 4; 2, 2 otro 4. [Pasa al tablero y hace el siguiente diagrama en los sentidos indicados por
las dos flechas].

I N2 N2 |
4 4 4

5 P Pero, no dije tres grupos iguales, dije cuatro grupos iguales. iBuena explicacion para una
pregunta diferente, Co!



Todos los estudiantes del didlogo anterior parecen poder componer a 12 me-
diante iteracion. Li y Pr anticiparon a 3 como la unidad apropiada de iteracion
y compusieron a 12 iterando a 3 cuatro veces o iterando a 3 dos veces para
hacer un 6y luego 6 dos veces. St interpreta la solucion de Pr e inmediatamente
sefiala que la unidad de iteracion se debe anticipar para descomponer a 12 en
cuatro grupos.

Cuando la unidad apropiada de iteracién no ha sido anticipada, otras unida-
des se podrian iterar para componer a 12 aunque el objetivo de tener cuatro
grupos no se cumpla. Co, por ejemplo, iter6 tres doses para componer a 6y
luego iteré dos doses para componer a 4 y como resultado final descompuso a
12 en tres grupos iguales de 4. Sin embargo, no pudo ver que tener tres grupos
iguales de 4 era diferente de tener cuatro grupos iguales de 3. Al parecer, no
podia darse cuenta de la diferencia entre la cardinalidad de las unidades de
iteracion y el nimero de iteraciones.

El episodio anterior es significativo por tres razones. Primero, ilustra la capa-
cidad de los estudiantes para convertir representamenes de un tipo (expresiones
linguisticas aritméticas) en representdmenes de otro tipo (diagramas numéricos)
y su capacidad de interpretar las soluciones de otros. Segundo, ilustra la dificul-
tad que tienen algunos para diferenciar el nimero de grupos y la cardinalidad
de cada grupo. Tal diferenciacion es necesaria para conceptualizar cuantifica-
ciones fraccionarias en totalidades discretas, como se mostrara en la siguiente
seccion. Tercero, ilustra acciones inversas de los estudiantes cuando iteran una
unidad para componer un nimero y descomponen un nimero en unidades
constitutivas de iteracién.

La iteracién se puede hacer directamente una vez conocida la unidad de
iteracion; sin embargo, cuando se distribuye igualmente una cantidad, se tiene
que anticipar la unidad apropiada de iteracién. Esto es para decir que cuando
los estudiantes son capaces de iterar, son capaces de multiplicar; sin embargo,
solo cuando son capaces de descomponer un ndmero en unidades de la misma
cardinalidad, son capaces de distribuir (dividir) un ndmero dado de objetos.
En otras palabras, para distribuir un nimero de objetos dados, los estudiantes
deben poder anticipar la unidad de iteracién y diferenciar entre la cardinalidad
de la unidad de iteracién y el nimero de iteraciones.

En el siguiente episodio, los estudiantes indican su capacidad de descom-
poner e iterar unidades mediante un conteo doble intencionado o un razona-
miento proporcional simple para encontrar el nimero de cuatros y doses en 24
sabiendo el nimero de cuatros que hay en 12. También encontraron el nimero
de treses que hay en 36 sabiendo el nimero de seises que hay en 36.
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Episodio #3

1 p: Por la clase anterior sabemos el nimero de unos, doses, treses, cuatros, seises y doces que
hay en 12. Hoy, veamos si podemos encontrar el nimero de cuatros que hay en 24. [Escribe
en el tablero 24 = 4].

2 Ho:  Hay tres cuatros en 12, luego seis cuatros en 24.
3 An:  Dos cuatros en 8. Hay tres ochos en 24. Luego hay seis cuatros en 24.

4 P: [Escribe en el tablero 24 ~4 =6y 6 x 4 = 24 ). Si tenemos seis cuatros en 24, {cudntos
doses hay en 24? ¢Se tienen mds doses 0 mas cuatros en 24?

5 Ee:  Mas doses.

6 St: Mas doses porque vi tres ochos en 24. Conté de dos en dos y hay cuatro doses en 8. Cuatro
doses en 8 y agregué un 8 mas y eso es cuatro doses mas, mds cuatro doses mas agregados
a los ocho [ella quiere decir ocho doses] eso es doce doses.

7 p: Muy bien. Sabemos que hay seis seises en 36 [escribe en el tablero 6 x 6 =36y
36 + 6 = 6]. ¢Puedes encontrar cudntos treses hay en 36?

8 Ra:  Eldoble.
9 P: éPor qué?

10 Pr: Partes 6 por la mitad y tienes 3 y 3 [va al tablero y continta]. Esto fue lo que hice. Sabia que
seis seises es 36. Solo conté dos treses por cada 6; 2, 4, 6, 8, 10, 12. Tan solo tomé a6y lo
parti en mitades [hace el siguiente diagrama en el tablero].

36

6 6 6 6 6 6
33 33 33 33 3
Hay dos treses alli [sefiala a los primeros dos treses y continua sefialando a las siguientes
parejas de treses] cuatro treses, seis treses, ocho treses, diez treses, doce treses.

1 P [Escribe en el tablero 12x3=36y 36 +3=12].

El didlogo anterior ilustra la utilidad del conteo doble (sea implicito o explici-
to) para iterar y descomponer un nimero; también ilustra la representacion de
la iteracion y la descomposicion a través de diagramas numéricos. La iteracién
y la descomposicién también parecen estar en la raiz del razonamiento propor-
cional implicito de Ho y Ra. La respuesta de Ho “hay tres cuatros en 12, luego
seis cuatros en 24” parece ser una inferencia basada en la relacién entre 12 y
24. Su explicacion indica que él sabe que hay dos doces en 24 y tres cuatros
en 12; en consecuencia, el nimero de cuatros que hay en 24 es el doble del
nimero de cuatros que hay en 12. Asimismo, la respuesta sucinta de Ra “el
doble” parece ser el resultado de una inferencia del mismo tipo: hay dos treses
en 6y seis seises en 36, entonces el nimero de treses que hay en 36 es el doble
del nimero de seises que hay en 36.

En contraste, £ encuentra el nimero de doses que hay en 24, no como una
inferencia del nimero de cuatros que hay en 24, sino a partir de “ver” a 24
compuesto de tres unidades de 8 y cada 8 compuesto de cuatro unidades de
2; entonces ella iter6 cuatro unidades de 2 tres veces. Pr también usa conteo



doble para iterar el nimero de treses que hay en 36; sin embargo, él utiliza el
hecho dado de que hay seis seises en 36 y se enfoca en el nimero de iteracio-
nes de la unidad de 3 para componer una unidad de 6 usando la sucesion de
conteo 2-4-6-8-10-12, mientras que mantenia implicita la sucesion de iteracion
(3-6/9-12/15-18/21-24/27-30/33-36). Después complementé su conteo doble
implicito con un diagrama numérico.

El didlogo anterior ilustra la conceptualizacién hecha por los estudiantes
sobre niimeros particulares en términos de diferentes unidades: 24 como seis
cuatros, 24 como doce doses, 24 como tres ochos, 36 como seis seises, y 36
como doce treses. En clases siguientes se les pidié hablar, de tantas maneras
como pudieran, sobre 36, 48, 60, 72 y otros nimeros. Por ejemplo, 36 fue
conceptualizado como dos dieciochos, tres doces, cuatro nueves, seis seises,
nueve cuatros, doce treses y dieciocho doses. Los estudiantes usaron, ademas
del razonamiento proporcional y el conteo doble, diagramas numéricos para
representar la iteracion y la descomposicion.

Decimos que un estudiante construye el nimero como multiplicidad de uni-
dades cuando es consciente de diferentes, aunque equivalentes, maneras en las
que se puede componer y descomponer el mismo niimero por medio de unida-
des de la misma cardinalidad. La construccién del nimero como multiplicidad
de unidades requiere no solo la construccion del nimero como una unidad de
unidades (Steffe, 1983), sino también la conciencia de varias representacio-
nes del mismo ndmero como una unidad de unidades en diferentes, aunque
equivalentes, maneras. Es decir, el nimero como multiplicidad de unidades se
refiere a la plausibilidad de expresar simultdneamente el mismo ndmero como
una unidad de unidades en mas de una manera. Es en este sentido en el que
decimos que estos estudiantes estaban en via de construir el nimero como
multiplicidad de unidades.

Tenemos aqui nuestro primer signo colectivo en el que la iteracion y la des-
composicion de unidades es el objeto (O,) del signo; expresiones numéricas
lingtifsticas, conteo doble y diagramas numéricos son representdmenes (R,) del
signo; y, finalmente, el nimero como multiplicidad de unidades es el interpretan-
te (I,) del signo. En la mente de los estudiantes, el nimero como multiplicidad de
unidades es una conceptualizacién generalizada de iteracién y descomposicion.
Esto significa que el nimero como multiplicidad de unidades representa no solo
a su objeto (iteracién y descomposicion), sino también a sus representdmenes
(expresiones numéricas lingtiisticas, conteo doble y diagramas numéricos) de
una manera mds abstracta. Al mismo tiempo, el nimero como multiplicidad de
unidades estd determinado por la iteracién y la descomposicién (O,), lo mismo
que por expresiones numeéricas lingtiisticas, conteo doble y diagramas numéricos
(R1). Es decir, el nimero como multiplicidad de unidades (I,) mantiene una rela-
cién dialéctica de determinacion y representacion con O, y R, (véase Figura 4).
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Este signo colectivo esta constituido por tres pares interrelacionados:

e iteracién/descomposicién y expresiones numéricas lingtiisticas/conteo doble/
diagramas numéricos (O, R));

e expresiones numéricas lingtiisticas/conteo doble/diagramas numéricos y nd-
mero como multiplicidad de unidades (R, 1,);

e iteracién/descomposicién y nimero como multiplicidad de unidades (O, I,).

Cada elemento de un par interactia dialécticamente con el otro en el sentido
de que el primero determina al segundo, mientras que el segundo representa al
primero. Estas relaciones dialécticas se indican en la Figura 4 mediante los vec-
tores opuestos de determinacién y representacion. La relacion dialéctica entre
iteracion/descomposicién de unidades (O,), y nimero como multiplicidad de
unidades (I,) es una relacion de encaje en la que iteracién/descomposicion esta
generalizada, preservada y cumplida en la conceptualizacién del nimero como
multiplicidad de unidades. Esta relacién de encaje también representa la suma
de las otras dos relaciones dialécticas intrinsecas de los pares (O,, R)) y (R, I,).

Es conveniente formular dos preguntas. La primera es si la conceptualizacién
que los estudiantes tienen del nimero como multiplicidad de unidades podria
o no influir en sus construcciones de los nimeros fraccionarios en totalidades
discretas. Por ejemplo, si los estudiantes fueron capaces de conceptualizar a 24
en términos de unos, doses, treses, cuatros, seises, ochos, doces, ;estarian en
capacidad de conceptualizar cuantificaciones fraccionarias entre 1, 2, 3, 4, 6,
8, 12 y 242 La segunda pregunta se refiere a si las sucesiones de iteracién y de
conteo en el conteo doble jugarian o no un papel en la conceptualizacién que
de las fracciones en totalidades discretas hagan los estudiantes. Las siguientes
secciones se concentran en estos asuntos.

Expresiones numéricas lingiiisticas/conteo doble/diagramas numéricos
Ry

0, L

El nimero como

Iteracion/descomposicion o )
multiplicidad de unidades

— Vector de determinacion

A Vector de representacion

Figura 4. Primer signo colectivo: de la iteracion y la descomposicion (O1)
al nimero como multiplicidad de unidades (I1) a través de expresiones
numéricas lingiiisticas, conteo doble y diagramas numéricos (R1)



Dificultades iniciales de los estudiantes en sus conceptualizaciones
de fracciones

Por la época en que comenzamos a plantear tareas de fracciones a los estudian-
tes, aparecieron en sus estrategias numéricas la iteracion y la descomposicion
sofisticadas de nimeros naturales; esto se hizo evidente en sus maneras creati-
vas de realizar calculos mentales y escritos (Saenz-Ludlow, 1997, 1998). Puesto
que una de las metas principales del experimento de ensenanza era analizar la
naturaleza de la transicién de los estudiantes para ir de su conocimiento sobre
nimeros naturales a su conceptualizacion de fracciones en totalidades discretas,
dedicamos veinte clases consecutivas a trabajar con fracciones. Mds adn, a partir
de finales de febrero hasta el final del afio escolar, todas las entrevistas semanales
a pequenos grupos estuvieron enfocadas solamente en fracciones.

Al comienzo parecié que podria ser algo mas facil para los estudiantes iden-
tificar fracciones de tortas o barras de dulce que fracciones simples de totali-
dades discretas relativamente pequenas. En las primeras cuatro clases sobre
fracciones, hicieron relaciones fraccionarias entre las partes iguales en que se
dividian objetos continuos (circulos, regiones cuadradas y regiones rectangu-
lares) y el objeto completo. La comprensién inicial que tenian de fracciones
en totalidades continuas se ilustra mediante varias muestras de su trabajo. Por
ejemplo, cuando se les dio una figura dividida y se les pidié expresar la parte
sombreada de cada figura mediante un ndmero fraccionario, pudieron relacio-
nar el nimero de partes sombreadas con el nimero total de partes de la figura
dada y expresarlo verbalmente como “tantas partes del nimero total de partes”.
La siguiente tarea proviene de la hoja de trabajo de Pr.

b

También cuando se dio a los estudiantes una figura dividida y se les pidi6
colorear cuatro octavos de la figura, ellos pudieron no solo hacer eso sino tam-
bién escribir el numeral fraccionario. Ademads, estaban deseosos de dibujar una
figura similar y colorear cuatro octavos de ella de diferentes maneras indicando
la independencia entre la relacién cuantitativa fraccionaria y la posicién de las
partes en el todo. La siguiente tarea proviene de la hoja de trabajo de Mi:

CAPITULO SEXTO
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Los estudiantes también manifestaron su capacidad para generar fracciones
simples equivalentes cuando recibieron figuras divididas y se les pidi6 som-
brear la mitad de la figura y expresar eso en términos de fracciones distintas de
un medio. La siguiente tarea proviene de la hoja de trabajo de Ho:
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Reciprocamente, cuando se les dieron numerales fraccionarios, pudieron repre-
sentarlos usando totalidades continuas. El trabajo de Pry de Ja en la figura siguiente
indica que pudieron tomar una totalidad particular (en este caso un rectangulo) y
dividirla teniendo en cuenta el nimero de partes indicadas por el denominador
del numeral fraccionario, aunque pasaron por alto la igualdad del tamano de las
partes. El trabajo de Ja en la segunda fila de la figura muestra que él tampoco pudo
mantener igual el tamano de las totalidades usadas en su representacion.
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Aunque el trabajo de estos estudiantes no indica una comprension sofisticada
de cuantificaciones fraccionarias en totalidades continuas, si indica una com-
prension que estd en progreso. Cuando trabajaron con barras de dulce, tortas u
otras totalidades continuas, tuvieron éxito por dos razones. Primera, no tenian
que preocuparse por la magnitud de cada parte, pues estaba determinada fi-
sicamente por la extensién de las partes y, por consiguiente, los estudiantes
contaron el nimero de partes en que la totalidad estaba dividida y a partir de
ello tomaron una o mas partes para establecer cuantificaciones fraccionarias.
Segunda, habian trabajado con fracciones en tercer grado y habian aprendido
algo sobre numerales fraccionarios y las palabras numéricas para fracciones.
Expresiones como “2 partes ‘de’ 3 partes” para “dos tercios” y el simbolo “2/3”
les eran conocidos en el contexto de totalidades continuas. Indagamos enton-
ces si serian capaces de encontrar fracciones como 1/3 y 2/3 de cualquier
ndmero de objetos que fuera mdltiplo de 3 y de transformar su expresién cono-
cida “dos partes ‘de’ tres partes” en una expresion de la forma “dos unidades
de cardinalidad k ‘de’ tres unidades de cardinalidad k”.



El proposito de esta seccion es analizar la transicién progresiva de los estu-
diantes que va de su comprensién de fracciones en totalidades continuas a su
comprensién emergente de fraccion en totalidades discretas. Tal transicion se
basé en la interpretacién que daban al nimero como multiplicidad de unida-
des al mismo tiempo que podian mantener activa pero implicita la cardinalidad
de la unidad de iteracion. Los estudiantes que no podian mantener implicita
esta cardinalidad experimentaron dificultades en la conceptualizacion de frac-
ciones de totalidades discretas.

En los siguientes episodios se les present6 dos tipos complementarios de tareas.
Estas tareas se pueden describir asi: a) dado el nimero de objetos de un grupo,
encontrar un subgrupo que represente una fraccion particular del grupo (e.g.,
muestra un tercio de 18 frijoles), y b) dado un subgrupo de un grupo, encontrar
el nimero fraccionario que establece una relacion fraccionaria entre el subgrupo
y el grupo (e.g., 6 frijoles son qué fraccion de 18 frijoles). La siguiente tarea se

les presentd en un formato escrito durante una entrevista a los grupos pequefios:

Muestra 1/3 de 18 Muestra 2/3 de 18
O000O0O0 O000O0O0
O0000O0 O0000O0
O000O0O0 O000O0O0

Los estudiantes tuvieron tiempo de pensar y resolver esta tarea individual-
mente o con un compaiero. Varios encerraron con una linea un conjunto de 3
redondeles como la respuesta a 1/3 de 18 y 2 conjuntos de 3 redondeles como
la respuesta a 2/3 de 18.

Episodio #4

1 Li:  [Encierra con una linea 3 redondeles y escribe 3 como respuesta para 1/3 de 18].
2 P: Dime, ¢como calculaste que 3 es un tercio de 18?

3 Li:  Porque todos los grupos son de 3.

4 P: Ya veo. ¢Qué significa para ti tener un tercio de algo?

5 Li: Uno ‘de’ 3.

6 P:  ¢Un qué ‘de’ 3 qué?

7 Li: Un grupo ‘de’ 3 grupos.

8 P:  Yaveo. Muéstrame tus 3 grupos aqui.

9 Li:  [Sefiala a 3 grupos de 3 redondeles cada uno].

10 P:  (Cudntos redondeles usaste en total?

11 Li:  [Noresponde].

12 P: Tedaré 18 frijoles y 3 tazas para que me muestres 3 grupos.

13 Li: [Coloca cada vez un frijol en cada una de las tres tazas y comienza de nuevo el proceso hasta

que ya no tiene mas frijoles].

o
=
w
o
-
o)

=
3
O

213



214

14  P:  Muéstrame un tercio de tus frijoles.

15  Li: [Sefiala una taza).

16  P:  ¢Cudntos frijoles en un tercio de 18?

17  Li:  Seis.

18 P:  Asique, dices que 6 frijoles es é¢qué fraccion de todos tus frijoles?

19 Li:  Unseis.

20 P: Déjame preguntarte algo. ¢6 es qué fraccidn de 18 frijoles, un medio, un tercio, un cuarto,...?

21 Li:  Unsexto porque hay 6 frijoles en cada taza.

La comprensién inicial de Li de “un tercio” fue “un tres”, asi que encerré
tres redondeles del conjunto de 18 redondeles; esto indica que no se percaté
de ningun tipo de relacion fraccionaria entre el subgrupo de 3 frijoles y el
grupo de 18. Cuando recibi6 3 tazas y 18 frijoles, ella us6 este material sin
hacer intento alguno de anticipar el nimero de frijoles por taza; en cambio,
los distribuyé secuencialmente uno a uno en las tres tazas. El hecho de que
ella hubiera terminado con tres grupos iguales de 6 frijoles en cada uno fue
solo una funcién del ndmero inicial de frijoles y el nimero de tazas. Tan pronto
como tuvo las 3 tazas de 6 frijoles en cada una, ella se refirié a una taza como
un tercio. Sin embargo, cuando la profesora cambié la manera de expresar la
misma pregunta, Li cambi6 su respuesta a “un seis” y luego a “un sexto”. Este
cambio es consistente con su interpretacion inicial de un tercio como “un

tres”.

El mismo dia, /Ja experiment6 una dificultad similar en su entrevista en grupo
pequeno. La tarea escrita que recibio fue la siguiente:

Episodio #5
1 P:  ¢Podrias mostrarme un tercio de esos 12 redondeles?

2 Ja:  Solo encontré cédmo hacer las partes /1-2-3 [mostrando tres grupos de 4] /4 en cada lado.

oo ooo
COoOoQoo
[Después Ja escribe 1/3 de 12 = 4].
3 P:  Siun tercio de 12 es 4, {puedes mostrarme dos tercios de 12?

4 Ja: Dos tercios de 12... [Traza una linea horizontal como se muestra en la figura

00000
OO0 000

siguiente] y 1-2-3/4-5-6/ y seis en el otro lado.
2/3de12=6.

5 P:  Antes tenias tres grupos de 4 redondeles cada uno... y me dijiste que 4 es un tercio de 12.



6 Ja:  Eso quiere decir 2 partes [mostrando el 2 en 2/3] ... hay dos partes alli.
7 P:  Muéstrame una parte.

8 Ja: Una parte podria ser precisamente 6 [Encierra los 6 redondeles que hay arriba de la linea
horizontal].

9 P:  Muéstrame dos partes ‘de’ tres partes.

10 Ja: [Borrasurespuesta “6” en “2/3 de 12 = 6” y la remplaza por 12].

Ja pudo encontrar a 4 como un 1/3 de 12; esto indica que interpret6 un
tercio como “una parte ‘de’ tres partes”. Sin embargo, cuando se le pidié
mostrar 2/3 de 12, interpret6 a 2/3 como “dos treses”, como quedé indicado
por las pausas en su conteo en la linea 4 (“1-2-3/4-5-6/y seis en el otro lado”).
Cuando se le pidi6 reconsiderar su respuesta, decidié que 2/3 de 12 era dos
seises y, por tanto, era 12. La confusion de Ja parece deberse a la fusién de
su interpretacion de 2 en dos dominios diferentes: el dominio de los nime-
ros naturales cuando interpreta a 2/3 como “dos treses” y el dominio de las
fracciones cuando interpreta a 2 como dos partes, pero sin tener en cuenta el
papel del 3 en las tres partes en que se dividio el nimero total de redondeles.

Después del didlogo anterior, la profesora continué haciéndole preguntas
relativas a la figura en la que él hizo tres grupos de 4 redondeles cada uno.
Se le pidi6 usar diferentes colores para mostrar cada uno de los tres grupos y
también establecer la relacién fraccionaria entre uno, dos y tres subgrupos y
el grupo total. Finalmente, él se dio cuenta de que 2/3 de 12 era 8, en vez de
“dos treses” o “dos seises”, como lo habia interpretado antes.

Las interpretaciones que de 1/3 de 18 y 2/3 de 12 dieron respectivamente
Liy Ja, indican que no tomaron a 18 o a 12 como unidades en si mismas
que hubieran de tenerse en cuenta. El hecho de que estos estudiantes no se
percataran del todo como una unidad en si misma los condujo a interpretar
a 1/3 como un tres y a 2/3 como dos treses. Li y Ja no estaban solos en sus
interpretaciones de fracciones como multiplicacién entre el numerador y el
denominador. En general, cuando estos estudiantes de cuarto grado tuvieron
que enfrentarse a totalidades discretas, interpretaron la fraccién m/n como
mxn (i.e., m enes) en el sentido de “m veces la unidad de cardinalidad n”.
A esta interpretacién de la fraccién m/n la [lamamos interpretacion como nu-
mero natural.

Otros estudiantes interpretaron la fraccién “1/n sacado de k” como “un n
sacado de k” (i.e., de k tomar n). A esta interpretacion de la fraccion 1/n, la
[lamamos interpretacion aditiva. En el didlogo siguiente, Mo y Mi ilustran las
dos interpretaciones anteriores.
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Episodio #6

1 P: Moy Mi: cada uno de ustedes tiene en frente 12 frijoles. ¢ Podrian darme un tercio de sus
respectivos frijoles?

2 Mo: [Cuenta 3 frijoles de su grupo de 12 frijoles y muestra el grupo de 3 frijoles].
3 Mi: [Saca 3 frijoles de su grupo de 12 frijoles y sefiala el grupo de 9 frijoles].

4 P: Mi, écrees que un tercio de 12 es 9?

5 Mi: Mm hmm.

6 P Mo, icrees que un tercio de 12 es 3?

7 Mo: Mm hmm.

8 P: Mo, dime por qué.

9 Mo: [No responde].

10 P éCudntos treses tienes en 12?

11 Mo: Cuatro.

12 P ¢éTienes cuatro grupos de tres?

13 Mo: Si.

14 P Si me das tres frijoles, équé fraccidn de tus frijoles me habras dado?
15 Mo: jOh! ... Un cuarto.

16 P ¢Por qué?

17 Mo: Porque 3,y3,y3,y3es12.

18 P Mi, ¢podrias darme un tercio de tus frijoles?
19 Mi: Cuatro [contando cuatro frijoles].

20 P ¢Por qué?

21 Mi: Porqued4y4y4esl2.

A primera vista, pareciera como si las confusiones de Mi y Mo fueran mucho
mas serias, cuando de hecho ellos han construido pero no consolidado relacio-
nes parte-a-todo (Saenz-Ludlow, 1994, 1995). Es decir, 12 no se habia consolida-
do multiplicativamente como tres unidades de 4. Mo conté 3 frijoles y los separd
indicando que habia interpretado un tercio como “un 3”. Mi hizo un grupo de 9
y un grupo de 3 y mostré el grupo de 9 después de tomar 3 frijoles de 12 frijoles
e indicar que ella habia interpretado “un tercio de 12” como “un 3 tomado de
12” (i.e., de 12 sacar 3). De manera que faltaba la anticipacion de 4 como la
unidad de iteracién para construir a 12 'y, por tanto, la relacién parte-a-todo (i.e.,
12 compuesto como tres unidades de 4) y también faltaba la relacién todo-a-
parte (i.e., 12 descompuesto en tres unidades de 4). Como consecuencia, estos
estudiantes estaban haciendo temporalmente una “interpretacion aditiva” y una
“interpretacion como ndmero natural” de las fracciones.

Sin embargo, después de algunas preguntas de parte de la profesora, ellos
pudieron encontrar un tercio y un cuarto de 12. Fue relativamente facil guiarlos
‘fuera de’ su propia confusion, debido a que tenian ya construido el nimero



como multiplicidad de unidades y podian componer a 12 multiplicativamente
como tres cuatros y cuatro treses (relaciones parte-a-todo), pero ahora también
tenian que construir relaciones todo-a-parte (Sdenz-Ludlow, 1994, 1995) para
construir relaciones fraccionarias entre la parte y el todo. Es decir, la interpre-
tacion inicial de “un tercio” como “una parte ‘de’ tres partes” tiene que ser
transformada en “una unidad de 4 ‘de’ tres unidades de 4” para conceptualizar
a cuatro como un tercio de 12.

Asimismo, la interpretacion inicial de “un cuarto” como “una parte ‘de’ cua-
tro partes” tiene que ser transformada en “una unidad de 3 ‘de’ cuatro unidades
de 3”. Esto indica que construir al nimero como multiplicidad de unidades
es necesario pero no suficiente en la conceptualizaciéon de cuantificaciones
fraccionarias. El nimero como multiplicidad de unidades estaba aqui represen-
tado por su conteo doble implicito en el que ambas sucesiones, la de iteracion
y la de conteo, se mantenian implicitas pero estaban representadas por las
repeticiones de la unidad de iteracién (3 o 4). Solo manteniendo implicita la
unidad de iteracién mientras se enfocaban en el nimero de iteraciones (4 o 3,
respectivamente) fue como los estudiantes pudieron conceptualizar a 3 como
un cuarto de 12 y a 4 como un tercio de 12.

En el siguiente episodio, otra pareja de estudiantes también estaba haciendo
la transicion desde la “interpretacién como ndmero natural” hasta la “inter-
pretacion fraccionaria” de las palabras numéricas fraccionarias. Esta transicion
estuvo acompanada con la fusion entre el nimero de iteraciones y la cardinali-
dad de la unidad de iteracion en la descomposicion de una totalidad discreta.

Episodio #7

1 P: ¢Cudnto es cuatro quintos de cien?

2 Ri: Cuatro quintos es 20.

3 P: [Repite la pregunta] ¢Cuanto es cuatro quintos de cien?
4 Ri: 20.

5 P: Dije cuatro quintos de cien no cuatro cincos.
6 Ri: 20.

7 P: Ri, écudnto es un quinto de 100?

8 Ri: ... 20.

9 P: ¢Cuanto es cuatro quintos de 100?

10  Ri: jOh! 80.

11 P: éCudnto es veinte centésimos de 1007?

12 Ri: ¢éVeinte centésimos?

13 Ho:  jOh! 20.

14 P: ¢Cudnto es un veinteavo de 100?
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15 Ho: 20.

16 Ri: Si, 20 ... veinte billetes de un ddlar.

17 P: [Repite la pregunta] ¢ Cuanto es un veinteavo de 100?
18 Ho: Cinco veintes en 100.

19 P: Luego 20 ¢es qué fraccion de 100?

20 Ho: Un quinto.

21 P: Luego 20 es un quinto de 100, pero ¢pregunté por un quinto de 100? No. Pregunté por un
veinteavo de 100.

22 Ho: hmm ... un veinteavo.

23 Ri: ... cinco

24 Ho: [Contando con los dedos, cada dedo representa cinco] 5, 10, 15, ... 100; son 40 partes.

25 Ri: 20 partes ... tus manos no tienen 20 dedos.

26 P: ¢Cuanto es cuatro quintos de 100?

27 Ri: 80 porque 20, 40, 60, 80, 100, y 20, 40, 60, 80 son cuatro veintes ‘de’ cinco veintes.

Ri'y Ho estuvieron haciendo temporalmente “interpretaciones como néimero
natural” de palabras numéricas fraccionarias. Interpretaron “un veinteavo de
100” como “un 20”. Llegaron a conceptualizar un veinteavo de 100 cuando
pudieron fijar a 100 como la unidad que se puede componer y descomponer
en términos de unidades de 5. En esta conceptualizacién, transformaron su
interpretacion de “un veinteavo” o “uno ‘de’ veinte”, usada para referirse a
fracciones de totalidades continuas en “una unidad de 5 ‘de’ veinte unidades
de 5”. Para verificar la respuesta de Ri, Ho conté de cinco en cinco hasta 100
usando una sucesion de iteracién explicita y sustituyendo su sucesion de con-
teo con el movimiento de sus dedos. Ri conceptualizé a 5 como un veinteavo
de 100 porque se enfocé en la sucesion de conteo mientras mantenia implicita
la sucesién de iteracion.

Ri'y Ho interpretaron inicialmente a “cuatro quintos de 100” como “cuatro
cincos”; sin embargo, cuando Ri pudo anticipar a 20 como la unidad que se
debia iterar cinco veces para componer a 100, conceptualizé a ochenta como
cuatro quintos de 100. En la linea 27, Ri explicé su respuesta segtn la cual 80
es cuatro quintos de 100. El dijo, “80 porque 20, 40, 60, 80, 100, y 20, 40,
60 y 80 son cuatro veintes “tomados ‘de’ cinco veintes”. Aun cuando Ri dejo6
implicita su sucesion de conteo, la utiliz6 en combinacién con su sucesion
de iteracion para trascender su comprension de cuatro quintos en totalidades
continuas como “4 partes ‘de’ 5 partes” y conceptualizar cuatro quintos de 100
como “4 unidades de 20 ‘de’ 5 unidades de 20”.

Los episodios anteriores ilustran las luchas y los éxitos de los estudiantes para
diferenciar el niimero de iteraciones (como la contraparte del nimero de partes
iguales) de la cardinalidad de las unidades de iteracién (como la contraparte



del tamafo de cada parte), lo mismo que sus luchas y éxitos al cuantificar rela-
ciones fraccionarias entre unidades de iteracién y la unidad compuesta. Estos
episodios también indican que conceptualizar el nimero como multiplicidad
de unidades y el conteo doble no son suficientes para la conceptualizacion de
las fracciones, a menos que los estudiantes mantengan la sucesién de iteracién
jugando un papel subsidiario y la sucesion de conteo jugando un papel focal.

La anticipacién de la unidad de iteracién y la conciencia del nimero de
iteraciones (mientras se mantiene implicita la cardinalidad de la unidad de
iteracion) parecen ser esenciales en la conceptualizacion de las fracciones de
totalidades discretas. Tal conciencia requiere un periodo de transicion y del
uso de conteo doble (implicito o explicito) como vehiculo conceptual (i.e.,
representamen) en los procesos de iteracién y descomposicion. Este periodo
transicional fue mas largo para estudiantes que no habian consolidado al nd-
mero como multiplicidad de unidades y mas corto para aquellos que lo habian
hecho. La siguiente seccion se enfoca en el papel jugado por el conteo doble
y los diagramas numéricos en las conceptualizaciones de fracciones de los
estudiantes.

El conteo doble y los diagramas numéricos de los estudiantes en la
generacion de cuantificaciones fraccionarias

El conteo doble fue una estrategia generalizada que estos estudiantes usaron
para consolidar relaciones entre la parte y el todo (i.e., relaciones parte-a-todo
y todo-a-parte). El conteo doble, implicito o explicito, fue el medio por el cual
iteraron unidades particulares para conceptualizar a los nimeros naturales
como multiplicidad de unidades, antes de considerar la descomposicion de un
ndmero en sus unidades de iteracién. Es decir, el conteo doble fue el medio de
los estudiantes para establecer relaciones multiplicativas parte-a-todo, antes de
establecer relaciones fraccionarias todo-a-parte.

En totalidades discretas, las preguntas del tipo “x es qué fraccién de un mal-
tiplo particular de x” fueron mas faciles para los estudiantes que preguntas del
tipo “encuentra la fraccion m/n de una cantidad y”. Los diferentes grados de
dificultad se debieron a que en el primer caso se daba a los estudiantes la uni-
dad que se debia iterar, mientras que en el segundo caso tenian que anticiparla
antes de determinar la unidad fraccionaria 1/n y luego la fraccién m/n como m
veces la unidad fraccionaria 1/n.

En el siguiente episodio, iteran una unidad dada y la comparan con una
unidad mas grande dada para conceptualizar la unidad de iteracién como una
relacion fraccionaria con la unidad mas grande.
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Episodio #8

1 P: 100 es équé fraccion de 4007

2 Ho: Un cuarto...

3 P: éPor qué?

4 Ho: Porque hay cuatro cientos en 400. Por eso es un cuarto.

5 P: 1.000 es ¢qué fraccion de 10.000?

6 Ho: Un décimo.

7 Ri: Porque 5.000 y 5.000 es 10.000. 5.000 es 5 miles y 10.000 es 5 miles y 5 miles. 10.000 es
10 miles.

En el didlogo anterior, la manera en que Ri y Ho descompusieron a 400 y a
10.000 indica que conceptualizaron estos nimeros como multiplicidad de
unidades (400 como cuatro unidades de 100; 10.000 como dos unidades de
5.000; y 5.000 como cinco unidades de 1.000). Una vez establecidas estas
relaciones multiplicativas (i.e., relacion parte-a-todo), los estudiantes, enfocan-
dose en el nimero de iteraciones mientras mantenian implicita la unidad de
iteracion, estuvieron pendientes de las unidades mas grandes y su descomposi-
cién en unidades mas pequenas (i.e., relaciones todo-a-parte) para conceptua-
lizar cada unidad de iteracién como algo que esta en relacién fraccionaria con
la unidad mas grande.

Los siguientes episodios indican la confianza de los estudiantes en el conteo
doble explicito o implicito para resolver tareas del tipo “encuentre la fraccion
m/n de la cantidad y” y “x es qué fraccién de y” cuando y es una totalidad dis-
creta. En este episodio, anticiparon la unidad que habrian de iterar y luego por
medio de iteracion y conteo doble establecieron cuantificaciones fraccionarias.

Episodio #9

1 P: ¢Puedes encontrar un tercio de quince?

2 Mi: Un tercio de quince/creo que es 5/tres manos y 15 dedos, y una mano de 5 dedos es un
tercio, un quinto, espera ... Un tercio.

3 P: Mo, écuantos dedos es dos tercios de 15 dedos?

4 Mo: 10 porque 5y 5 es 10.

5 Mi Voy a explicar lo que ella estd tratando de decir.

6 P: Bueno.

7 Mi: Un tercio de 15 es 5, otro tercio de 15 es 5, otro tercio de 15 es 5. Se suman estos dos un

tercio, esto junto da 10.

En la linea 2, Mi anticip6 primero a 5 como la unidad de iteracién y luego
hizo conteo doble usando sus manos para iterar cincos con el propésito de
componer a 15 como tres unidades de 5. La respuesta de Mo (linea 4) también
se baso en iteraciones de cincos; cada 5 estaba representando implicitamente



a un tercio. Mi hizo explicito lo implicito cuando se ofrecié a explicar la res-
puesta de Mo. Mi (en la linea 7) hizo una correspondencia uno a uno entre
tres cincos y tres un tercios. Luego, ella sumé dos tercios sumando dos cincos
para llegar a la misma respuesta de Mo. El didlogo anterior indica que Mo y
Mi conceptualizaron dos tercios de quince como dos veces un tercio usando
conteo doble implicito.

En el episodio que sigue, la profesora propuso una tarea similar usando un con-
texto social y dividi6 la pregunta en dos partes: a) ;cudntos dulces por estudiante?
y b) ;qué fraccion de los dulces recibira cada estudiante? En este episodio, los
estudiantes conceptualizaron fracciones equivalentes por su cuenta y usaron un
diagrama numérico y un conjunto de redondeles para explicar sus soluciones.

Episodio #10

1 P: La sefiora Walgamuth reparte por igual 15 dulces entre 3 estudiantes. ¢ Cuantos dulces por
estudiante?

2 Ra: 5,5y5y5esi15.

3 P: ¢Qué fraccion de 15 dulces recibe cada estudiante? o
4 Je: 5es1,10es 2, 15 es 3 [hace el siguiente diagrama en su hoja]. Un tercio o cinco §
quinceavos. fo)
)
=
15 £
o
5 5
5 221
5 Ra: Cinco quinceavos o un tercio [hace el siguiente dibujo en su hoja].
00000
00000

En la linea 2, Ra iter6 a 5 tres veces, “5y 5y 5 es 15”7, para encontrar el ni-
mero de dulces que correspondia a cada estudiante. En la linea 4, Je recurri6 al
conteo doble explicito y conceptualizé dos fracciones equivalentes, es decir, un
tercio y cinco quinceavos. La conceptualizacion de Je de estas dos fracciones
indica que él consider6 a 15 como multiplicidad de unidades (quince unidades
de 1y tres unidades de 5). Mds atin, consider6 las diferentes funciones de cada
una de las dos sucesiones en el conteo doble (5-10-15 la sucesién de iteracién
que lleva la cuenta de los resultados de iterar cincos, y 1-2-3 la sucesion de
conteo que lleva la cuenta del nimero de iteraciones).

Sin embargo, parece ser claro para Je que al contar de uno en uno, la sucesion
de iteracion y la sucesiéon de conteo habrian sido idénticas y, por consiguiente,
seria innecesario identificarlas. Es decir, la sucesion 1-2-3-...-15 habria sido
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suficiente para iterar las unidades de 1, lo mismo que para llevar la cuenta
del nimero de iteraciones. Se podria decir que contar de uno en uno es un
caso degenerado de conteo doble. El diagrama de Ra fue otra explicacion para
las respuestas de Je; €l indicé tanto la plausibilidad de hacer tres cajas con
cinco redondeles cada una, aunque solo se mostrara una caja en el diagrama,
y la plausibilidad de hacer quince cajas con un redondel cada una, aunque se
mostraran solo cinco cajas. En su diagrama, Ra indicé la iteracion de unidades
al encajar una unidad de 5 o cinco unidades de 1 en un esfuerzo por hacer ex-
plicitas las relaciones fraccionarias entre cada una de las unidades de iteracion
y la unidad mas grande de quince.

El episodio que sigue también indica la fuerte confianza de los estudiantes en el
conteo doble incluso cuando estaban deseosos de acortar el proceso debido a la
reconceptualizacion consolidada de los nimeros como multiplicidad de unidades:

Episodio #11

1 P: Tengo 100 ddlares y quiero darle a Ra ocho veinteavos de este dinero, ¢cuanto dinero
deberia darle?

2 Pr: 5-10-15-20-25 [muestra una mano extendida]/30-35-40-45-50 [muestra dos manos

extendidas].
3 Ra: iSil Hay veinte cincos.
4 Je: Pr, dijiste 5-10-15-20-25-30-35-40-45-50.
5 Pr: Quiero decir 50/0Obtengo 50 en diez cincos aqui [levantando 10 dedos]/esté bien. Suma

otros 50 con los 10 dedos, écuantos dedos obtienes?
6 Je: 20.

7 Pr: Hay 1-2-3-4/5-6-7-8 cincos/es decir 20 ddlares y 20 ddlares. Deberias darle 40 ddlares a Ra.
Eso es ocho veinteavos.

Pr encontré que ocho veinteavos de 100 délares era “40 délares”. El llegd
a esta respuesta porque pudo conceptualizar a 100 como multiplicidad de
unidades de 50 y de 5, lo que le permitié anticipar a 5 como un veinteavo de
100. Esta anticipacion se verifico a través de conteo doble implicito en el que
la sucesiéon 5-10-15-20-25-30-35-40-45-50 mantuvo los registros de iteracion
de cincos (sucesion de iteracién), mientras que la sucesién de nimeros que
[levaba la cuenta del nimero de iteraciones (sucesién de conteo) fue sustituida
por los dedos de sus dos manos. Pr iteré cincos hasta 50 y acorté el conteo
porque sabia que 100 se podia descomponer en dos unidades de 50. Je quien
estaba siguiendo de cerca el conteo doble implicito de Pr no tenia en mente
meta particular alguna.

Pr asumié la tarea de asegurarse de que Je seguia su linea de razonamien-
to, y usé de nuevo conteo doble implicito para convencerlo de que 100 esta
compuesto de dos unidades de 50 y, por tanto, también esta compuesto de
veinte unidades de 5. Habiendo convencido a Je, Pr us6 parte de la sucesién de



conteo implicita (antes sustituida por sus dedos) y la hizo explicita. Interpretd
“1-2-3-4/5-6-7-8 cincos” como 1-2-3-4 cincos es 20 ddlares, y 5-6-7-8 cincos
es 20 délares. Al mismo tiempo, parece que estaba estableciendo una corres-
pondencia implicita de uno a uno entre 1-2-3-4 cincos y 1/20-2/20-3/20-4/20
y 5-6-7-8 cincos con 5/20-6/20-7/20-8/20 para encontrar que “40 délares” era
“ocho veinteavos” de 100 délares. Es decir, Pr parece trascender su compren-
sién de ocho veinteavos como “8 partes ‘de’ 20 partes” en totalidades conti-
nuas y transformarla en “ocho unidades de 5 ‘de’ veinte unidades de cinco”
para encontrar ocho veinteavos de 100.

El episodio que sigue también indica que el conteo doble y los diagramas
numéricos determinaron dialécticamente y representaron las relaciones parte-
a-todo y todo-a-parte que los estudiantes establecieron mientras generaban
relaciones fraccionarias cuantitativas.

En el siguiente episodio hay una indicacion de una interaccién triddica entre
iteracion y descomposicion, conteo doble y diagramas numéricos, y relaciones
parte-todo (parte-a-todo y todo-a-parte) y cuantificaciones fraccionarias. Un
mes después de haber trabajado sobre fracciones, un estudiante se acercé a
la profesora y le mostré un pedazo de papel doblado que en su exterior tenia
escrito “Trabajo de matematicas ultrasecreto, no mirar”, y mas abajo en el pa-
pel estaba la pregunta siguiente con su correspondiente respuesta: “;500 es
qué fraccion de 10.000? Un veinteavo”. En el otro lado del papel habia una
sucesion numérica acompanada por un diagrama numeérico.

Episodio #12

500, 1.000, 1.500, 2.000, 2.500, 3.000
3.000, 3.500, 4.000, 4.500, 5.000, 5.500
6.000, 6.500, 7.000, 7.500, 8.000, 8.500
9.000, 9.500, 10.000

10.000

///\

5.000 5.000

%N%N

500 500 500 500 500 500 500 500 500 500 500 500 500 500 500 500 500 500 500 500

El trabajo escrito de Prindica a 500 como la unidad de iteracién y 500, 1.000, ...
, 10.000 como la sucesion de iteracion. Luego, él sustituyd su sucesion de conteo
implicita por ramas de su diagrama que tiene dos niveles de descomposicion. En
el primer nivel, hizo una descomposicion de 10.000 en dos unidades de 5.000 v,
en el segundo nivel, hizo una descomposicién de cada 5.000 en diez unidades de
500. Parecia haber formulado su pregunta después de haber construido el diagrama
enfocando su atencién en el nimero de ramas del diagrama (i.e., una sustitucion
para la sucesion de conteo) para encontrar el nimero de iteraciones de 500.
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El diagrama de Pr representa su conceptualizacién de 10.000 como una mul-
tiplicidad de unidades de 5.000 y 500. Mas aln, la conceptualizacion de Pr de
500 como una fraccién de 10.000 y su diagrama numérico indican su cambio
conceptual, tanto entre iteracion y descomposicién como entre parte y todo. Al
iterar a 500 para obtener 10.000, Pr construyé a 10.000 multiplicativamente en
términos de la unidad de 500 como unidad de iteracién (relacién parte-a-todo)
lo que a su vez le permitié conceptualizar a 500 como una fraccién de 10.000
(relacion todo-a-parte). Pr manifestd ser consciente de la diferenciacion entre
la unidad de iteracion y el nimero de iteraciones para descomponer la unidad
mas grande, la de 10.000, con el propésito de generar una cuantificacion frac-
cionaria entre una parte y su todo.

El siguiente episodio también ilustra cémo Ri usé diagramas numéricos para
expresar iteracion, descomposicién y cuantificaciones fraccionarias. En este
episodio, la profesora propuso una tarea del tipo “x es qué fraccién de un mdal-
tiplo de x”. Los estudiantes habian realizado este tipo de tarea antes, pero con
nimeros mas pequenos; lo que aqui es de interés no es el grado de dificultad
de la tarea, sino la sofisticacién de una solucién colectiva y la comprension
compartida entre los estudiantes.

Episodio #13
1 P: ¢50 es qué fraccion de 200?
2 Pr: Un cuarto porque 200 se parte en cuatro partes.
3 P: ¢Como partes a 200 en cuatro partes, Mi?
4 Mi: 2 cincuentas en un 100 y 2 cincuentas mas en un 100 y eso es 200. Asi que tienes 4
cincuentas en 200.
5 Ri: [Va al tablero y hace el siguiente diagrama].
200
/\
100 100
/\ /\
50 50 50 50

P: ¢25 es qué fraccion de 200?

Ee: Un octavo.

Ri: [Vuelve al tablero y continuia elaborando el diagrama que habia hecho en la intervencion 5].

200

o—— T 100
/\ /\

50 50 50 50
P Pl P P l
25 25 25 25 25 25 25 25

Pr parti6 a 200 en cuatro cincuentas, pero no explicé su manera de hacerlo.
Sin embargo, Mi pudo explicar la solucién de Pr indicando que compartian
un significado numérico para la palabra “partir” (Sdenz-Ludlow, 2004). Sin



demeritar lo hecho por Mi, su descripcién se habria podido considerar como
la continuacion de la explicacion de Pr. Luego, Ri fue al tablero y simbolizé la
iteracion de Mi a través de un diagrama numérico que indicaba las iteraciones
de cincuentas y de cientos, la descomposicién de 200 en cientos y cincuentas
y la cuantificacion fraccionaria de 50 con respecto a 100. Cuando la profe-
sora pregunt6 “;25 es qué fraccion de 200?”, los estudiantes inmediatamente
conceptualizaron a 25 como un octavo de 200. Ri pas6 de nuevo al tablero y
continu6 su diagrama para simbolizar esta fraccién en un diagrama con ocho
ramas y el numeral 25 en cada una.

El diagrama de Ri, precedido por las lineas 1-7, sintetiza de una manera
simbdlica el pensamiento colectivo sobre iteracién y descomposicién y sobre
las relaciones parte-a-todo y todo-a-parte para conceptualizar a 50 como un
cuarto y a 25 como un octavo de 200. El hecho de que las soluciones fueran
generadas, no por un estudiante sino por el pensamiento compuesto de dife-
rentes estudiantes, indica que sus conceptualizaciones de alguna manera eran
convergentes.

En el episodio anterior observamos que los estudiantes hicieron implicita-
mente correspondencias uno a uno entre cuatro cincuentas y cuatro un-cuar-
tos, lo mismo que entre ocho veinticincos y ocho un-octavos. ;Podrian hacer
explicita tal correspondencia? El episodio que sigue responde esta pregunta
de manera positiva. Las tareas de fraccionarios se propusieron frecuentemente
usando dinero para proporcionar situaciones concretas que fueran significati-
vas para ellos. Usar cantidades discretas representadas por dinero promovié su
conciencia sobre la diferenciacién entre la unidad de iteracion y el nimero de
iteraciones, quiza porque podian representar unidades haciendo imagenes de
billetes o monedas concretos del sistema monetario.

Por ejemplo, la profesora puso una moneda de cinco centavos de délar en
el retroproyector y pregunté “;5 centavos es qué fraccion de 50 centavos?”.
Fue muy facil para la mayoria de estudiantes decir que cinco centavos es “un
décimo de cincuenta centavos porque habia diez cincos en 50”. No obstante,
An acompafd sus explicaciones verbales con el siguiente diagrama:

Episodio #14

Diagrama de An

50

L2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
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El diagrama de An representa diversos aspectos de su actividad cognitiva.
Primero, una descomposicién de 50 en diez cincos; segundo, la iteracién de
diez cincos para componer a 50; tercero, el conteo de las diez iteraciones de
5y cuarto, la conceptualizacion de unidades fraccionarias usando el ndmero
de iteraciones mientras se mantiene implicita la unidad de iteracion de 5. El
diagrama numérico de An parece ser el vehiculo que no solo representaba en
el mundo fisico sus relaciones parte-a-todo (mediante iteracion) y sus relacio-
nes todo-a-parte (mediante descomposicion), sino también a la dialéctica de la
determinacion y la representacion entre el diagrama numérico y la conceptua-
lizacién de cuantificaciones fraccionarias. Puesto que el diagrama parecia muy
sofisticado, la profesora formulé otra pregunta: “An, si miras tu diagrama, ;30
centavos es qué fraccion de 502”. El encerré, haciendo un ademan con un dedo
indice, los primeros seis cincos y dijo “seis décimos”.

Los episodios de esta seccién indican el surgimiento de un segundo signo
colectivo en el que las relaciones parte-a-todo y todo-a-parte constituyen el ob-
jeto (O,) del signo; las expresiones numéricas lingliisticas, el conteo doble y los
diagramas numéricos son representdmenes (R,) del signo; y las cuantificaciones
fraccionarias son los interpretantes (1,) del signo que generaliza las relaciones
parte-todo (véase Figura 5). Las expresiones numéricas linguisticas, el conteo
doble y los diagramas numéricos preservan al nimero como multiplicidad de
unidades (I,) que es el interpretante del primer signo. Es decir, el nimero como
multiplicidad de unidades (I,) es la base sobre la cual surgen las relaciones
parte-todo (O,). Las cuantificaciones fraccionarias (I,) llevan una relacién dia-
léctica de determinacion y representacion con (O,) y (R,).

Expresiones numéricas lingiiisticas/conteo doble/diagramas numéricos

El niimero como
multiplicidad de unidades 0, I

Relaciones parte-a-todo
y todo-a-parte
(relaciones parte-todo)

Cuantificaciones
fraccionarias

— Vector de determinacion

D Vector de representacion

Figura 5. Segundo signo: del nimero como multiplicidad de unidades
(IT) a cuantificaciones fraccionarias (12) a través de expresiones numéricas
lingiiisticas, conteo doble y diagramas numéricos (R2)



Este segundo signo colectivo esta constituido por tres parejas interrelacionadas:

¢ larelacion parte-todo (parte-a-todo y todo-a-parte) y las expresiones numéricas
lingtiisticas/el conteo doble/los diagramas numéricos (O,, R,);

¢ las expresiones numéricas lingtiisticas/el conteo doble/los diagramas numéri-
cos y las cuantificaciones fraccionarias (R,, I);

e larelacion parte-todo y las cuantificaciones fraccionarias (O,, 1,).

El representamen del segundo signo (R,) es del mismo tipo que el representa-
men del primer signo (R,), pero ahora es sofisticado e implicito en un nivel mas
alto, ya que el conteo doble comienza a utilizarse con un propésito.

Cada elemento de un par interactia dialécticamente con el otro en el sentido
de que el primero determina al segundo, mientras que el segundo representa al
primero; es decir, cada uno cumple con el otro y lo preserva. Estas relaciones
dialécticas se indican en la Figura 5 mediante vectores opuestos de determi-
nacion y representacion. La dialéctica entre la relacion parte-todo (O,) y las
cuantificaciones fraccionarias (l,) es una relaciéon de encaje en la que la rela-
cién parte-todo se generaliza, se preserva y se cumple en la conceptualizacion
de cuantificaciones fraccionarias. Esta relacién de encaje también representa
a la suma de las otras dos relaciones dialécticas intrinsecas de las parejas (O,,
R)y R, ).

Como se observé en los didlogos, los estudiantes pudieron transformar patro-
nes de cuantificaciones fraccionarias en totalidades continuas en patrones de
cuantificaciones fraccionarias en totalidades discretas.

Esta transformacion sofisticada fue un nuevo paso en la evolucién continua
de la comprension de los estudiantes con respecto a fracciones.

Conclusion

La cadena de significacion se constituyé cuando el segundo signo sustituyo
al primero. Es decir, el segundo signo super6 al primer signo vy, sin embargo,
el primer signo no desaparecio sino que, por el contrario, se preservé como
huella. En cierto sentido, el segundo signo fue la realizacién del primer signo.
La cadena de significacién y la naturaleza dialéctica de las relaciones diddicas
entre los elementos de cada signo nos proveen los medios para hablar sobre la
naturaleza compleja y no lineal inherente a la construccién de cuantificaciones
fraccionarias. A través de esta cadena de significacion, los estudiantes trascen-
dieron su conocimiento de nimeros naturales para generar cuantificaciones
fraccionarias en totalidades discretas.
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La Figura 6 muestra el vinculo entre el primer signo (O,, R, I,) y el segundo
signo (O,, R,, 1,). En esta cadena de significacion se generalizaron la iteracion
y la descomposicion de unidades (O,) en la relacién parte-todo (relaciones
parte-a-todo y todo-a-parte) (O,) a través de la construccion del nimero como
multiplicidad de unidades y la mediacion de las expresiones numéricas lin-
gliisticas, el conteo doble y los diagramas numéricos (R,). La iteracién y la des-
composicion fundamentaron e indujeron la relacion parte-todo. De la misma
manera, el nimero como multiplicidad de unidades (I,) fundamenté e indujo
cuantificaciones fraccionarias (I,) a través de la mediacion de las expresiones
numeéricas lingiiisticas, el conteo doble y los diagramas numéricos (R,).

Tenemos aqui una secuencia de dos objetos concebidos (O, y O,) y dos in-
terpretantes concebidos (I, e I,) mediados por los representamenes R, y R, de
la misma naturaleza pero de diferentes grados de sofisticacién. En resumen,
la iteracién y la descomposicién fueron el fundamento para la conceptualiza-
cién del nimero como multiplicidad de unidades y, a su vez, el nimero como
multiplicidad de unidades fue el fundamento para la relacién parte-todo que,
a su vez, constituy6 el fundamento para las cuantificaciones fraccionarias. Las
expresiones numéricas lingtiisticas, el conteo doble y los diagramas numéricos
se consideran como representdmenes que tienen que ver con la relacién dia-
[éctica entre los objetos y los interpretantes de cada signo.

La transformacion de la iteracion y la descomposicion de unidades (O,) en la
relacién parte-todo (O,) requirié la conceptualizacion de ndmero como multi-
plicidad de unidades (I). I, fue determinado y representado dialécticamente por
las expresiones lingiisticas, el conteo doble y los diagramas numéricos (R,). En
la transicion del primer signo al segundo, los estudiantes experimentaron dificul-
tades porque la descomposicién y la iteracion no fueron suficientes para generar
las relaciones inversas parte-a-todo y todo-a-parte. El vinculo necesario para el
paso del primer signo al segundo era la conciencia de los estudiantes con respec-
to al funcionamiento de las dos sucesiones numéricas en el conteo doble: una
sucesion para llevar la cuenta de los registros de iteracion (sucesion de iteracion)
y la otra para llevar la cuenta del nimero de iteraciones (sucesién de conteo).

El surgimiento de las relaciones inversas parte-a-todo y todo-a-parte estuvo
fundamentado no solo en la anticipacién de la unidad de iteracién que com-
pondra la totalidad, sino también en la conciencia de la funcién focal que
adquieren la sucesion de conteo mientras se mantiene implicita la unidad de
iteracion y la sucesion de iteracion. Tan pronto como las expresiones numéri-
cas, el conteo doble y los diagramas numéricos determinaron y representaron
al nimero como multiplicidad de unidades, el surgimiento de las relaciones
inversas incluidas en la relacion parte-todo fue plausible por cuanto los estu-
diantes pudieron enfocarse en el nimero de iteracion y mantener implicita en
alguna medida la unidad de iteracion.



Expresiones numéricas lingiiisticas/
conteo doble/diagrama numérico

R,

Expresiones numéricas lingiiisticas/

\ conteo doble/diagrama numérico
O 1 I > R2

1

Iteracion/ El nimero como
descomposicion multiplicidad de unidades
0, L
Relaciones parte-a-todo y Cuantificaciones
todo-a-parte (Relacion fraccionarias
parte-todo)

Figura 6. Cadena de significacion: de iteracion y descomposicion de
unidades (O1) a relaciones fraccionarias cuantitativas (12)

La mayoria de las dificultades que experimentaron los estudiantes en la
transicion del primer signo al segundo se debié a no poder conceptualizar la
funcion focal que la sucesion de conteo adquiere cuando se resuelven tareas
en el contexto de fracciones en contraste con la funcién subsidiaria que esta
sucesion juega en el contexto de los nimeros naturales. En la Tabla 1 se resume
un ejemplo.

Las conceptualizaciones de estos estudiantes sobre el nimero natural como
multiplicidad de unidades les permitieron reconstruir multiplicativamente cual-
quier nimero en términos de unidades mas pequefas o descomponer en unida-
des constitutivas de la misma cardinalidad a cualquier nimero. Los diagramas
numéricos de diferentes grados de sofisticacion mediaron (i.e., determinaron y
representaron dialécticamente) la composicién y descomposicién de ndmeros.
Iterar unidades de la misma cardinalidad permiti6 a los estudiantes percatarse
de la relacién parte-a-todo; en contraste, descomponer ndmeros en unidades
que cuando se iteran compondran de nuevo al ndmero inicial les permitié
percatarse de la relacién todo-a-parte; esta relacion indujo y fundamenté la
cuantificacién fraccionaria en totalidades discretas.

Cuando una totalidad discreta se descompuso en unidades anticipadas de
iteracion de la misma cardinalidad, el grupo generé cuantificaciones fracciona-
rias manteniendo implicita la unidad de iteracion y trascendiendo la interpre-
tacion de las fracciones m/n en totalidades continuas como “m partes iguales
‘de’ n partes iguales” e interpretandolas como “m iteraciones de una unidad de
cardinalidad k ‘de’ n iteraciones de la unidad de cardinalidad k” en totalidades
discretas. Aquellas cuantificaciones fraccionarias fueron correctas cuando los
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estudiantes pudieron conceptualizar la funcién focal de la sucesion de conteo
(i.e., la sucesion que lleva la cuenta del ndmero de iteraciones) y la funcién
subsidiaria de la sucesion de iteracion (i.e., la sucesién que lleva la cuenta de

la iteracion), lo mismo que el grado en que esta sucesion estaba implicita.

Tabla 1. Ejemplo del conteo doble en el contexto de
numeros naturales y en el de nimeros fraccionarios

Conteo doble en el contexto de
los niumeros naturales

Conteo doble en el contexto de
las fracciones de totalidades
discretas

Conteo doble en el contexto de las
fracciones de totalidades discretas

Tarea: é{Cuantos treses en 12?

Tarea: ¢3 es qué fraccion de 12?

Tarea: Halle un cuarto de 12.

Iterando a 3 hasta 12

Iterando a 3 hasta 12

Anticipando a 3 como la unidad
de iteracién para componer a 12

Accidn con un propésito

Accion con un propésito

Accion con un propésito

Conteo doble
3esl1,6es2,9es3,12es4

Conteo doble
3esl1,6es2,9es3,12es4

Conteo doble
3esl1,6es2,9es3,12es4

3,6,9,12

Sucesion de iteracion a
mantener relevante y explicita
Sucesion con la funcién focal
de establecer una relacion
parte-a-todo

3,6,9,12

Sucesion de iteracidon a mantener
relevante pero implicita

Sucesion con la funcién
subsidiaria de establecer una
relacion parte-a-todo

3,6,9,12

Sucesidn de iteracidon a mantener
relevante pero implicita

Sucesion con la funcién
subsidiaria de establecer una
relacion parte-a-todo

1,2 3,4

Sucesion de conteo a
mantener explicita

Sucesion con la funcién
subsidiaria de establecer una
relacion parte-a-todo

1,234

Sucesion de conteo a mantener
explicita

Sucesion con la funcién focal de
establecer una relacion todo-a-
parte

1,234

Sucesidén de conteo a mantener
explicita

Sucesion con la funcién focal de
establecer una relacion todo-a-
parte

Respuesta: Cuatro treses en 12

Respuesta: 3 es un cuarto de 12

Respuesta: Un cuarto de doce es 3

Los diagramas numéricos constituyeron representdmenes no proposicionales
(vehiculos de signo) y sirvieron a diferentes funciones cognitivas para diferentes
estudiantes. Para algunos estudiantes, los diagramas numéricos fueron instru-
mentales al mediar en sus operaciones mentales en cuanto generaron cuanti-
ficaciones fraccionarias; para otros, los diagramas numéricos fueron un medio
de expresar sus maneras de operar; para otros mas, los diagramas numéricos
fueron los medios de interpretar una estrategia ya generada por otro estudiante.
En este proceso, los diagramas numéricos (representdmenes/vehiculos de sig-
no) y las construcciones mentales de los estudiantes (interpretantes) estuvieron
dialécticamente interrelacionados para representar e inducir cuantificaciones
fraccionarias.

En la continuidad inherente al proceso de significacion, los interpretantes
presentes (las conceptualizaciones de los estudiantes con respecto al nimero
como multiplicidad de unidades) anticiparon interpretantes futuros (concep-
tualizaciones de los estudiantes sobre fracciones) mediados por las expresio-



nes numéricas lingiisticas, el conteo doble y los diagramas numéricos que
representaban a objetos conceptuales (iteracién/descomposicion y relacién
parte-todo) en una relacién dialéctica de representacion y determinacion. Es
decir, en este proceso, las semiosis colectiva e individual contribuyeron a la
construccion inicial de las fracciones como resultado de un proceso colectivo
de significacion constituido en la sinergia de la interaccién entre los estudian-
tes y la profesora. En tal proceso, los signos de un alto grado de complejidad
(cuantificaciones fraccionarias) surgieron de signos de un grado menor de com-
plejidad (nimero como multiplicidad de unidades).

En resumen, en esta cadena colectiva de significacion varios representdme-
nes (expresiones numéricas lingiiisticas, conteo doble y diagramas numéricos)
representaron objetos conceptuales (iteracion/descomposicion y relacién
parte-todo) y generaron diversos interpretantes (nimero como multiplicidad
de unidades y cuantificaciones fraccionarias). El proceso de semiosis nos pro-
porciona un medio para a) explicar la continuidad en la conceptualizacién de
fracciones en el sentido de que las conceptualizaciones de fraccion superan
a las conceptualizaciones del ndmero natural; b) explicar las relaciones dia-
lécticas de determinacion y representacion entre iteracién/descomposicion,
nimero como multiplicidad de unidades, relacién parte-todo, cuantificaciones
fraccionarias y expresiones numéricas linglisticas/conteo doble/diagramas nu-
méricos; c) explicar el proceso dialéctico de determinacién y representacion a
través del cual las conceptualizaciones mds complejas (interpretantes) contie-
nen como huellas a las menos complejas. La semiosis también da cuenta de
contribuciones individuales y colectivas en el flujo continuo del proceso de
ensefianza-aprendizaje.
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