METAFORA Y DIAGRAMAS NUMERICOS EN LA ACTIVIDAD
ARITMETICA DE UN GRUPO DE ESTUDIANTES DE CUARTO
GRADO

Adalira Sdenz-Ludlow

En este articulo se presenta un andlisis de la actividad aritmética y semidtica
en la que participé todo un grupo de estudiantes de cuarto grado en el marco
de un experimento'' de ensefianza a lo largo de un afo escolar. El andlisis
indica que una metafora, conceptualizada colectivamente por ellos, medi6 sus
reconceptualizaciones del ndmero natural en términos de unidades y el surgi-
miento de estrategias numéricas para operar con ellas. Los diagramas numéri-
cos, los argumentos numéricos verbales y otra notacion idiosincratica fueron
signos que usaron para presentar al grupo estrategias de solucién.

Al comienzo del ano escolar, los estudiantes tenian una comprension instru-
mental, como la definié6 Skemp (1987), de la notacién de valor posicional vy,
por tanto, las palabras numéricas y los numerales no tenian una significacion
cuantitativa para ellos. Como resultado, no tenian la flexibilidad para operar
mentalmente con ndmeros. Ademds, su comprensién de los algoritmos tam-
bién era instrumental; es decir, cuando usaban algoritmos, solo tenian un re-
flejo simbdlico, como lo definié Wilder (1968). Para facilitar la comprensién
relacional de los estudiantes con respecto a la notacién del valor posicional y
los algoritmos convencionales, el equipo de investigacion prepar6 tareas arit-
méticas con anterioridad a la ensefanza. Al comienzo, la profesora del grupo
plante6 verbalmente estas tareas y las resolvieron mentalmente.

A medida que el afo escolar avanzaba, las tareas aritméticas se presentaban
en formatos escritos y no convencionales. Esto, junto a la presentacién oral,
facilité el surgimiento de una interaccion dialégica dindmica entre la profe-
sora/investigadora y los estudiantes, y entre ellos mismos. En esta interaccion
verbal, llegaron a usar la palabra partir en contextos numéricos. Aunque esta
palabra tiene connotaciones especificas dentro de la educacién matematica
debido a su uso por Confrey (1988, 1994), los estudiantes de este grupo usaron
espontaneamente la palabra partir para significar la separacion de un ndmero
en unidades, asemejandola a la separacion de un objeto en partes. Después

11 Esta investigacion fue financiada por la National Science Foundation a través de las becas RED
9155734 y RED 9596106 y por la University of North Carolina en Charlotte. Los puntos de vista y
las conclusiones que se expresan aqui son de la autora y no necesariamente de las instituciones. La
autora agradece a la profesora de cuarto grado Cathy Walgamuth. Sin su dedicacién y colaboracidn,
el experimento de ensefianza habria sido imposible. La autora también agradece a los revisores
anénimos por sus valiosos comentarios a las primeras versiones de este manuscrito.
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de que un estudiante usara la palabra partir en un contexto numérico, su uso
permed el discurso del grupo para expresar la descomposicion de ndmeros
en unidades. El uso frecuente de dicha palabra indicé que estaban viendo un
parecido entre la accién fisica de separar un objeto en partes y la accion mental
de separar un nimero en unidades.

No es sorprendente ver a estudiantes muy jévenes que separan nimeros en
unidades. La nocién de unidad es inherente a la conceptualizacion del nimero,
y ha sido enfatizada una y otra vez por perspectivas tanto matemdaticas como
cognitivas. La idea del nimero como una “multitud de unidades compuestas”
se registré primero en el Libro VII de los Elementos (Heath, 1956, p. 277). Pos-
teriormente, el matematico Stevin del siglo XVI analizé la funcién fundamental
de la unidad en la constitucion del nimero:

La parte es del “mismo material” que el todo. La unidad es una parte de una
multitud de unidades. Por tanto, la unidad es del ‘mismo material” que la mul-
titud de unidades; pero el material de una multitud de unidades es el nimero.
Por tanto, el material de una unidad es el nimero (citado en Moreno-Armella
y Waldegg, 2000, p. 187).

Desde una perspectiva psicolégica, McLellan y Dewey (1908) hicieron un
andlisis de la idea de unidad y su aplicacién a métodos para ensefar aritmética.
Posteriormente, Steffe, von Glasersfeld, Richards y Cobb (1983) y Steffe y Cobb
(1988) investigaron la conceptualizacién del ndmero natural en términos de
unidades hecha por los estudiantes.

La teoria peirceana de signos parece ser la mas (til para el propésito de expli-
car la metafora de partir, hecha por los estudiantes, como un signo que medié
su descomposicion del nimero en unidades y su construccién de otros signos,
como diagramas numéricos y argumentos numéricos verbales. Puesto que los
estudiantes usaron consistentemente la palabra partir para expresar el parecido
entre la accion fisica de separar un objeto en partes y la accion mental de
separar un nimero en unidades, esto se puede denotar como la metéafora de
partir. El propésito de este articulo es enfocarse en la formacion, el uso y el
papel mediador de esta metafora en la actividad aritmética y semidtica de los
estudiantes.

Consideraciones tedricas

En el proceso de ensefiar hay dos asuntos diferentes pero relacionados que
tienen que ver con el hecho de trabajar con un grupo. El primero es la planea-
cién de la ensefianza que el profesor va a realizar; el segundo es la planeacion
mas indirecta de la organizacién social del escenario del aula, de manera que
los pares puedan contribuirse mutuamente en el aprendizaje (Forman y Cazden,



1985). El profesor puede planear con anterioridad la coherencia general de las
tareas aritméticas propuestas a los estudiantes, pero la organizacién social del
escenario del aula solo se puede anticipar en cierta medida.

Las construcciones espontdneas de signos hechas por los estudiantes para
comunicar su actividad mental y el papel de esos signos en la mediacion de
su actividad aritmética dificilmente pueden ser planeados o anticipados por
el profesor. En consecuencia, si la interaccion entre pares ha de influir en la
actividad de aprender en el aula, los profesores tienen que modificar su propia
agenda de ensefanza para acomodarse a la actividad signica que realizan los
estudiantes. Para hacer esto, el profesor tiene que reconocer y valorar los avan-
ces conceptuales de los estudiantes indicados por sus maneras de hablar y sus
iniciativas simbdlicas.

Los estudiantes crean signos para representar objetos, ideas, eventos y re-
laciones. Wilder (1968) Ilamé iniciativa simbdlica a la capacidad de crear es-
pontaneamente signos y usarlos, en contraste con el reflejo simbdlico, que es
la mera capacidad de manipular y reaccionar a signos. También sostuvo que
la evolucién de conceptos matemadticos y la invencion de algoritmos eran, de
hecho, el resultado de una iniciativa simbdlica. Wilder afirmé que memorizar
algoritmos y manipular signos y representaciones matematicas, sin comprender
profundamente sus significados, degrada la actividad cognitiva del individuo al
nivel de reflejo simbdlico. En consecuencia, el individuo parece ser capaz de
desempenarse a lo largo de un continuo simbélico que va desde el nivel mas
bajo de reflejo simbdlico (manipular y reaccionar a signos) al nivel mas alto
de iniciativa simbdlica (crear y usar signos, lo mismo que construir relaciones
entre ellos).

La iniciativa simbdlica parece requerir una conciencia de: a) el objeto, la idea
o el evento que se ha de representar; b) el medio (o signo) elegido para repre-
sentar el objeto, y c) el efecto de ese signo sobre el propio comportamiento o
el de otros. Estos tres elementos también son componentes esenciales de los
signos en el sistema semidtico de Peirce.

Uno de sus logros originales estuvo en caracterizar la cogniciéon como un
proceso semidtico (Otte, 2001). Sostuvo que “el pensamiento siempre se de-
sarrolla en forma de didlogo, —un didlogo entre diferentes fases del ego— de
manera que, al ser dialégico, estd esencialmente compuesto de signos”'? (CP
4.6)."> Aunque Peirce construyé una teoria sistemdtica de signos, no ha sido

12 El texto original es: “thinking always proceeds in the form of a dialogue—a dialogue between
different phases of the ego—so that, being dialogical, [thinking] is essentially composed of signs”.
Agradezco a Roberto Perry, miembro del Centro de Sistematica Peirceana de Bogota (Colombia), sus
valiosas sugerencias en la traduccion de las citas de la obra de Peirce. [N. T.]

13 Eneste articulo, las citas a los escritos de Peirce siguen esta forma estandarizada: CP 4.7 se refiere al
volumen 4, paragrafo 7 de la obra Collected Papers of Charles Sanders Peirce, editado por Hartshorne,
Weiss y Burks (1931-1966).
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el Gnico en reconocer su mediacion cognitiva. Vygotsky consideré los signos
como herramientas psicoldgicas dirigidas internamente y con el potencial de
influir tanto en la actividad y el comportamiento interno como en el comporta-
miento de otro (Wertsch, 1985). Piaget (1970) definié la funcion semidtica de
la inteligencia como “la capacidad de representar algo mediante un signo o un
simbolo u otro objeto” (p. 45) y consideré que el lenguaje, los gestos, la imita-
cién en diferido y la imagineria mental tienen funciones semiéticas. También
considero a las imagenes mentales como el primer paso hacia la simbolizacion
puesto que surgen mediadas por algin tipo de interpretacién de los objetos
a los que llegan a instanciar. En general, Piaget sostuvo que cualquier signo
que represente a un objeto, media el paso del individuo “desde la inteligencia
actuada hasta la inteligencia pensada” (p. 45, énfasis afadido).

Debido a la funcién que tienen los signos de mediar la actividad cognitiva
del individuo, el marco teérico de Peirce parece ser muy dtil en este estudio
para explicar la iniciativa simbélica que surge en un escenario de aula donde
los estudiantes tuvieron la libertad de experimentar con su propio pensamiento.
Es decir, este marco nos permite dar cuenta, no solo de los signos creados y
usados por los estudiantes de cuarto grado, sino también del papel mediador
de estos signos en su actividad aritmética.

En palabras de Peirce, un Signo es “una cosa sea la que sea, real o figurada,
que es capaz de adoptar una forma sensorial, es aplicable a una cosa que no
sea ella, que es conocida de antemano, y que es capaz de ser interpretada en
otro signo que llamo su Interpretante, de manera tal que sobre su Objeto comu-
nica algo que puede no haberse sabido antes. Hay, por lo tanto, una relacién
triadica entre un Signo, un Objeto y un Interpretante”,'* '> (MS 654.7, 1910,
citada en Parmentier, 1985, p. 26). Es decir, un signo no es un signo en si mismo
a menos que alguien lo interprete. Mas aln, cada signo establece un Intérprete
al producir en esa persona un Interpretante.

Como lo dijo metaféricamente Wiley (1994), “el Signo y el Interpretante sos-
tienen una relacién dialégica en una discusion sobre el Objeto” (p. 14). En
otras palabras, para Peirce, la esencia de un Signo reside en su relacién de
encajamiento con su Objeto y su Interpretante. ;Esta relacion intima entre Sig-

14 Debido a que Peirce utiliz6 intencionalmente letras iniciales mayusculas para las palabras Signo,
Objeto e Interpretante para darles prominencia, he conservado esa convencion en este articulo.

15 El texto original es: “anything whatever, real or fictile which is capable of a sensible form,
is applicable to something other than itself, that is already known, and that is capable of being
interpreted in another sign which | call its Interpretant as to communicate something that may have
not been previously known about its Object. There is thus a triadic relation between any Sign, an
Object, and an Interpretant”. [N. T.]

16 Enestearticulo, las citas a los escritos de Peirce en forma manuscrita siguen esta forma estandarizada:
MS 654.7, 1910 se refiere al manuscrito 654, pagina 7, datado en 1910. La coleccién manuscrita
reside en la Harvard University y esta organizada en el Annotated catalogue of the papers of Charles S.
Peirce, editado por R.S. Robin (1967).



no, Objeto e Interpretante permanece estatica o evoluciona? Un Interpretante
es simplemente una representacion interna del signo inicial, que ya es en si
mismo una representacion de su Objeto. Asi que, un Interpretante es una repre-
sentacion de una representacion en la mente del Intérprete que le permite ver
el Objeto inicial de una manera nueva. Cuanto mas refinada sea la secuencia
de los Interpretantes, el Objeto se hara menos contextualizado y mds abstracto
para el Intérprete.

Sin embargo, los Signos no producen el mismo Interpretante o la misma se-
cuencia de Interpretantes en todos los Intérpretes. Si ese fuera el caso, la co-
municacion, en general, y la ensefianza de las matemadticas, en particular, seria
una empresa directa que no ofreceria desafios para el profesor y los estudiantes,
quienes serian capaces de interpretar los mismos significados para el mismo
signo de una vez. Thom (1973) sefal6 que una expresion que tiene sentido para
X podria ser incomprensible para Y debido a la diversidad fundamental de sus
universos semanticos. Asi que, el desafio en la ensenanza y el aprendizaje de
las matemdticas parece residir en esta secuencia en curso de Interpretantes, a
medida que los signos fluyen en las mentes de los Intérpretes en un continuo
que va desde el reflejo simbdlico hasta la iniciativa simbdlica (usando expre-
siones de Wilder, 1968).

De manera inherente, los Signos son procesos de representacion y signifi-
cacién (Otte, 2001; Saenz-Ludlow, 2002) en los que Signos e Interpretantes
futuros surgiran potencialmente a partir de los existentes que en el proceso se
hacen mds abstractos para el Intérprete. La potencialidad y la fluidez de los
Interpretantes dan cuenta del proceso de abstraccion hipostatica en términos
de Peirce, o de abstraccion reflexiva en términos de Piaget, y de internalizacion
en términos de Vygotsky. La interrelacién evolutiva entre Objetos, Signos e In-
terpretantes constituye el proceso de semiosis.

Morris (1938) define la semiosis como un “tener-en-cuenta-mediado” en el
que los mediadores son Signos, los tener-en-cuenta-mediados son Interpretan-
tes, y aquello que se estd teniendo en cuenta es el Objeto o Clase de Objetos
que el Signo puede denotar. En la semiosis, los Intérpretes son los agentes del
proceso de representacion y significacion. Puesto que la misma idea o nocién
se puede representar a través de signos en diferentes sistemas semidticos, la
semiosis también da cuenta de la transformacién de signos de un sistema se-
midtico a otro. Estas transformaciones indican la flexibilidad del proceso de
significacion (o semiosis) del Intérprete y, por tanto, la flexibilidad de la com-
prension resultante.

En consecuencia, la actividad de ensenanza-aprendizaje se puede ver como
un proceso de semiosis en el que profesor y estudiantes juntos se convierten en
agentes activos (i.e., intérpretes y contribuyentes).
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En nuestro caso, las tareas aritméticas que se debian resolver fueron el Objeto
de los signos. Los Interpretantes fueron las estrategias de solucién generadas
por los estudiantes, las cuales fueron mediadas y realizadas por los Signos crea-
dos espontaneamente por ellos (metafora, diagramas numéricos y argumentos
numéricos verbales); y los Intérpretes fueron los estudiantes y la profesora.
Concomitante con el proceso de significacién de los estudiantes, surgio el pro-
ceso de significacion de la profesora/investigadora para interpretar la actividad
aritmética de los estudiantes; estos dos procesos dependieron uno del otro de
manera sinérgica.

Los Signos, segtin Peirce, son de diferentes clases, dependiendo del tipo de
relacion que tienen con los objetos a los que representan. Algunos signos se
asemejan mucho a sus objetos (lconos), otros tienen solamente un parecido
arbitrario y atribuido (Simbolos), y otros mds tienen alguna suerte de asociacion
con sus objetos dependiendo del contexto o de algin tipo de conexién (/ndi-
ces). Como lo explica Peirce (1893-1913):

Los [conos sirven para representar a sus objetos solamente en la medida en
que, de suyo, se asemejan a ellos; los Indices representan a sus objetos en
independencia de cualquier semejanza con ellos, solo en virtud de conexio-
nes reales con ellos; los Simbolos representan a sus objetos en independencia
tanto de cualquier semejanza como de cualquier conexién real, solo gracias
a que disposiciones o habitos hechizos de sus intérpretes aseguran que se los
entendera en forma tal (pp. 461-462).17

Peirce caracterizé al signo como un icono cuando este representa alguna
cosa o alguna idea meramente debido a su parecido. Sostuvo que muchos de
estos iconos no se basan en la semejanza en el sentido ordinario de la palabra;
por ejemplo, los diagramas se parecen a sus objetos, no en la apariencia, sino
con respecto a las relaciones de sus partes (Peirce, 1976). Es decir, la iconicidad
incluye no solo semejanzas fisicas sino también semejanzas de relaciones abs-
tractas. El distingui6 tres tipos de iconos con grados decrecientes de iconicidad:
imagenes, diagramas y metdforas. Las imdgenes son icénicas inmediatamente
y representan a sus objetos por medio de una simple semejanza cualitativa;
los diagramas son iconos esquematicos de relaciones légicas posibles pero
también tienen funciones indéxicas y simbdlicas; y las metaforas se conside-
ran como iconos mas sofisticados (metaiconos) cuya iconicidad se basa en la
semejanza de dos relaciones abstractas (Peirce, 1906a).

Los indices se consideran signos con una funcién indicativa (sefialamiento,
ostension, deixis), que es un modo de significacién indispensable para la co-

17 El texto original es: “Icons serve to represent their objects only in so far as they resemble them
in themselves; Indices represent their objects independently of any resemblance to them, only by
virtue of real connections with them; Symbols represent their objects independently alike of any
resemblance or any real connection only because dispositions or factitious habits of their interpreters
ensure their being so understood”. [N. T]



municacion, porque ellos llaman la atencién sobre objetos particulares preten-
didos sin describirlos (Sebeok, 1995; Wertsch, 1981, 1985). Peirce no ha sido
el inico en dar importancia prominente a los signos indéxicos (Sebeok, 1995).
Vygotsky, quien analizé la funcién indicativa del discurso, considerd que estos
signos juegan un papel importante en la cognicién, puesto que le permiten al
oyente compartir la experiencia del hablante, y median la transicion desde el
funcionamiento interpsicoldgico al funcionamiento intrapsicolégico, promo-
viendo en el individuo la descontextualizacién de situaciones particulares para
lograr la generalizacion (Wertsch, 1985).

Finalmente, un simbolo es diferente de un icono y de un indice. Un simbolo
es un nombre general o una descripcion general que significa a su objeto por
medio de una asociacién de ideas o una conexion atribuida entre el simbolo
y el caracter significado. “Los Simbolos nos proporcionan el medio de pensar
sobre los pensamientos en formas en las que de otro modo no nos los podria-
mos imaginar. Nos permiten, por ejemplo, crear Abstracciones, sin las cuales
careceriamos de un gran motor de descubrimiento”'® (CP 4.531).

Cualquier argumento numérico verbal es un ejemplo de simbolo porque sirve
funcionalmente para establecer un cierto tren de pensamiento o un habito para
lidiar con ndmeros. Cualquier argumento verbal estd constituido por términos y
proposiciones. Los términos (este, aquel o cualquier palabra suelta) usualmen-
te sirven para evocar una idea, y se consideran Iconos. Las proposiciones se
usan para establecer hechos y, por tanto, se consideran Indices. Un argumento,
una linea de razonamiento transmitida por términos y proposiciones, es en si
misma un simbolo que transmite una regla de accién o evoca reglas generales
(Corrington, 1993; Otte, 2001). En general, se puede decir que los signos no
son puramente icénicos, indéxicos o simbdlicos, sino que pueden compartir
mas de una funcion.

Metodologia

Experimento de ensefnanza

La metodologia conocida como experimento de ensefianza, tal como fue ini-
cialmente conceptualizada por Steffe y sus colegas (Cobb y Steffe, 1983; Steffe,
1983), abarca la interaccion social entre estudiante e investigador, aunque en
perspectiva se enfoca solamente en el analisis de la actividad aritmética del
estudiante. Cuando esta metodologia se extiende al aula y cuando se considera
el factor social al unisono con la actividad aritmética de los estudiantes (Cobb

18 El texto original es: “Symbols afford the means of thinking about thoughts in ways in which we
could not otherwise think of them. They enable us, for example, to create Abstractions, without
which we should lack a great engine of discovery”. [N. T
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y Yackel, 1995), el analisis del razonamiento aritmético de los estudiantes ya
no se enfoca en especificar los comportamientos cognitivos sino en caracterizar
la calidad de sus experiencias aritméticas (Cobb, 2000a) al tener en cuenta
los aspectos sociales y culturales de su actividad (Bauersfeld, 1995; Steffe y
Thompson, 2000; Van Oers, 2001).

Los patrones de uso de signos y de construccion de signos propios de los
estudiantes son inherentes a su experiencia matematica (Ernest, 2002; Godino
y Batanero, 2003; O’Halloran, 2003; Saenz-Ludlow, 1997; Sdenz-Ludlow y
Walgamuth, 2001). Esta metodologia mantiene su dinamica en la formulacién
continuada de hipétesis sobre las maneras de entender de los estudiantes, sobre
sus acciones matemadticas y sobre sus patrones de uso y creacion de signos. Es
asi, sin importar que el profesor/investigador interactde con un estudiante, con
grupos pequenos o grandes. La esencia de la metodologia es facilitar e impulsar
la interaccion entre estudiante y profesor y entre estudiantes y, en consecuen-
cia, proporcionar muchas oportunidades para que los estudiantes construyan,
simbolicen y expliquen sus estrategias numéricas.

Siguiendo la metodologia de experimento de ensenanza en el aula, similar
a la de Cobb y colegas (Cobb y Steffe, 1983; Cobb, 2000a), condujimos un
experimento de ensefianza durante un afo con todo un grupo de estudiantes de
cuarto grado: seis nifas y ocho nifos, que iban a una escuela elemental, con-
siderada de bajo rendimiento académico, en la que la mayoria provenia de un
estrato socioeconémico bajo. Mas aun, el desarrollo numérico de estos catorce
estudiantes estaba por debajo de lo prescrito por los lineamientos curriculares
de tercer grado y su clasificacion en la prueba estandarizada que presentaron
en tercer grado fue muy baja.

El experimento de ensefianza en el que participaron los estudiantes de cuarto
grado consistié en episodios diarios de ensefanza en el aula y en entrevis-
tas semanales en pequenos grupos. La profesora de cuarto grado y el equipo
investigador formado por la profesora y la investigadora ensefnaron la clase
de aritmética, y la investigadora condujo las entrevistas semanales en grupos
pequenos. Las interacciones dialégicas entre profesora y estudiante y entre
estudiantes caracterizaron cada episodio de ensehanza. En cada episodio de
ensenanza se presto especial atencion al cambio de los estudiantes al pasar del
reflejo simbdlico (la reaccién pasiva a signos) a la iniciativa simbdlica (la crea-
cién de signos dinamicos y el uso de signos); también se atendi6 a la mediacion
de signos idiosincraticos y convencionales en la reconceptualizacién que los
estudiantes hicieron de nimero, palabras numéricas, estructura del valor posi-
cional de los numerales y operaciones con niimeros.

Ademds, en cada episodio de ensenanza, la profesora/investigadora hizo
un esfuerzo para ver las estrategias de solucion de los estudiantes desde las



perspectivas de ellos. Este esfuerzo hizo posible que la profesora/investigadora
planteara preguntas que los estudiantes pudieran interpretar de acuerdo con
sus propias experiencias numéricas, y que los animara a formular preguntas por
su cuenta y a plantearlas al grupo. Esta estrategia pedagogica esta apoyada por
la afirmacién de Vygotsky (1986/1934) segtin la cual “el marco del nifo es pu-
ramente situacional, con la palabra vinculada a algo concreto, mientras que el
marco del adulto es conceptual” (p. 133). En consecuencia, para comprender
las conceptualizaciones que los estudiantes hacian de las tareas aritméticas, la
profesora tuvo que interpretar en paralelo sus propias acciones aritméticas y las
de los estudiantes para “ver” la solucién de ellos desde la perspectiva de ellos y
sostener una interaccién dialégica significativa con los estudiantes.

Como parte del proyecto de investigacion, la profesora colaboradora par-
ticip6 en un intensivo campo de verano para profesores y nifios en el que se
us6 la metodologia de experimento de ensefianza. Durante el afo escolar, la
profesora colaboradora participé también en cursos ensenados por la investiga-
dora con miras a comprender las bases socioconstructivistas de la metodologia.
Diariamente, la investigadora y la profesora se involucraron en conversaciones
sobre la naturaleza y el propésito de las tareas aritméticas que se propondrian
a los estudiantes, las estrategias numéricas de ellos, su uso de los signos y su
creacion de signos, lo mismo que el papel mediador de esos signos en sus
conceptualizaciones.

Actividad matematica en el aula

La ensefianza de la aritmética que estos estudiantes recibieron en los afios
escolares anteriores se podria caracterizar como tradicional en el sentido de
que se esperaba que realizaran cdlculos aritméticos usando solo los algoritmos
convencionales explicados y modelados por la profesora. Al comienzo del ano
escolar, tendian a esperar instrucciones especificas o buscaban la aprobacion
de la profesora, pero cuando ella no les daba tales instrucciones, comenzaron
a confiar en su propio razonamiento. Una practica comdn en el experimento
de ensefanza fue la presentacion oral y escrita de tareas aritméticas para que
los estudiantes las resolvieran individualmente.

Después de darles tiempo adecuado, la profesora procedia a la discusion con
todo el grupo y explicaban y justificaban sus estrategias de solucién lo mismo
que las maneras que les habian permitido Ilegar a sus respuestas. Se esperaba
que cada estudiante escuchara cuidadosamente la solucién de los demas y
expresara su acuerdo o desacuerdo con la correspondiente justificacion. Pronto
los estudiantes comenzaron a asumir la responsabilidad de su pensamiento, y
también comenzaron a cambiar las normas sociales y sociomatematicas del
aula (Yackel y Cobb, 1996).
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La interaccion dialégica mejoraba a medida que los estudiantes percibian
que sus contribuciones se tenian en cuenta y sus soluciones eran aceptadas y
validadas por los demas. La satisfaccion de los estudiantes con el nuevo entorno
de ensenanza-aprendizaje en el aula se manifest6 en su voluntad de plantear
al grupo problemas aritméticos generados por ellos, interpretar estrategias de
solucion de otros, e incluso imitar algunas de esas estrategias.

Tareas de ensefianza y recoleccion de informacién

El equipo de investigacion gener6 tareas de ensefianza con anterioridad al
experimento de ensefianza. Sin embargo, algunas tareas se modificaron y se
generaron unas nuevas para acomodarse a las necesidades cognitivas de los
estudiantes. En general, la generacién de tareas de ensefianza y la actividad in-
vestigativa evolucionaron conjuntamente de una manera sinérgica. El principio
guia para la preparacion de tareas de ensefianza fue facilitar a los estudiantes
su conceptualizacion amplia de los nimeros naturales en términos de unida-
des. Las tareas tenian la intencién de ayudarles a construir una comprension
relacional entre la notacion del valor posicional y las palabras numéricas, y a
reconceptualizar los algoritmos convencionales que ya conocian, lo mismo
que a construir, desde la perspectiva de sus propias estrategias numeéricas, los
que todavia no conocian.

Para analizar la actividad aritmética que evolucionaba en el aula, las estrate-
gias de solucion de los estudiantes, su uso de signos y creacion de signos, dia
a dia se registraron en video las clases y un observador tomé notas de campo.
También se recogieron las hojas de tareas, de borrador y las copias de las trans-
parencias usadas. Toda la informacién se organizé de manera cronolégica.

Analisis

La metodologia de experimento de ensefianza sustent6 el surgimiento de es-
trategias numéricas de los estudiantes para resolver tareas aritméticas y animé a
los estudiantes a presentar aquellas estrategias al grupo usando lenguaje natural
y otros signos idiosincraticos. Las estrategias de los estudiantes fueron validadas
cuando otros estudiantes y la profesora las interpretaron, y cuando se acepta-
ron sin cuestionamiento las explicaciones y representaciones dadas. Es decir,
la metodologia de experimento de enseflanza promovi6 y apoy6 la actividad
semiotica y cognitiva de los estudiantes para reconceptualizar los nimeros y
para cambiar su comprension instrumental por una mas relacional.



En los episodios que se analizaron, P representa a la profesora/investigadora y
una letra mayuscula seguida por una mintscula es la abreviatura del seudénimo
de un estudiante (e.g., Am), y aparece en letra cursiva en el cuerpo del articulo
para evitar confusiones con otras palabras. Para seguir el orden cronolégico de
los episodios de ensefianza, es importante saber que el afio escolar transcurrié
desde la mitad de agosto hasta la mitad de junio del afio siguiente.

Surgimiento de la metifora de “partir”

Segln el curriculo escolar de matematicas, se ensefia a los estudiantes de
tercer grado los algoritmos generalmente aceptados para la adicién y la sustrac-
cién con dos y tres digitos. En cuarto grado se espera que operen con ndmeros
de varios digitos comenzando con unidades de mil. En el estudio que se reporta
aqui, era natural indagar sobre las habilidades de cédlculo de los estudiantes, y
su comprension de nimero y de valor posicional. De acuerdo con esto, disefia-
mos actividades exploratorias como: 1) contar hacia adelante y hacia atras de
diez en diez y de cinco en cinco a partir de cualquier nimero; 2) aumentar y
disminuir de diez en diez, nimeros de dos y de tres digitos; 3) calcular cuantos
dieces, cincos o doses hay entre dos mdltiplos de diez; 4) escribir y leer nume-
rales, y 5) hacer calculos mentales con ndimeros de dos y de tres digitos.

A medida que los estudiantes participaban en estas actividades, lleg6 a ser
evidente que aunque pudieran leer numerales de dos y tres digitos, sumarlos y
restarlos via el algoritmo generalmente aceptado, y transformar algunas pala-
bras numéricas en numerales, no habian desarrollado un sentido para nimeros
mayores a 150. De hecho, al aumentar un nimero de diez en diez como 23,
muchos podian hacerlo hasta llegar a los noventas, en este caso a 93, pero no
podian pasar de la centena para llegar a 103. Al agregar cada decena, muchos
contaban de uno en uno con los dedos; muy pocos habian construido secuen-
cias de palabras numéricas para apoyar su comprension numérica.

También nos dimos cuenta de que podian escribir numerales de tres digitos
en cuanto pudieran identificar a partir de las palabras numéricas los digitos que
ocuparian los lugares de las centenas, las decenas y las unidades, como en el
caso de doscientos treinta y nueve. Sin embargo, palabras numéricas como
doscientos siete presentaban dificultades porque no escuchaban una palabra
asociada con el digito de las decenas. Por consiguiente, varios estudiantes es-
cribfan 2007 0 27, en vez de 207.

Nuestra primera meta era proporcionarles experiencias que les permitieran
construir relaciones numéricas significativas. Para tal propésito, enfatizamos el
conteo y el calculo mental. También desarrollamos una secuencia de tareas de
ensefanza relacionadas con dinero para apoyar las construcciones de unidades
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de diez y otras unidades. Estas tareas proporcionaron contextos de la vida real,
como la descomposicion de 247 délares en 2 billetes de cien ddlares, 4 de
diez y 7 de un ddlar, u otras combinaciones, como 24 billetes de diez délares
y 7 de un délar, o 247 billetes de un dédlar, o 49 billetes de cinco ddlares y 2
de un ddlar.

Al comienzo del afio escolar se presentaron calculos numéricos verbales o
se usaron formatos escritos no familiares para evitar recuerdos instantdneos
de algoritmos memorizados. Entre los formatos utilizados estaban los arreglos
rectangulares de 2 por 2. Los nimeros se ubicaban en tres de ellos, mientras
que el cuarto rectangulo quedaba vacio para que escribieran la suma o para
que encontraran un ndmero faltante cuando se daba la suma.

Al mismo tiempo que los estudiantes se ajustaban a las nuevas expectativas
del aula y establecian sus propias maneras de hablar e interactuar, el discurso
del aula tomaba nuevos rumbos. La profesora esperaba pensamiento individual
y los estudiantes esperaban que ella se interesara de manera auténtica en su
pensamiento aritmético. Estas expectativas mutuas los impulsaban a verbalizar
no solo sus propias estrategias de solucién, sino también sus interpretaciones
de las estrategias de solucion de otros estudiantes. A la vez, esperaban pregun-
tas de la profesora y de sus pares y las respondian de manera voluntaria.

Hacia la mitad de la tercera semana de clases se les pidi6 encontrar mental-
mente la suma de los nimeros 80, 5y 15. Se presentaron estos nimeros en un
arreglo rectangular y se planteé la tarea usando el retroproyector. Después de
darles tiempo de llegar a sus resultados, la profesora procedi6 a la discusion
con todo el grupo. Mientras tanto, experimentaban con lo que pudiera acep-
tarse como explicacion valida y se esforzaban en crear representaciones de
sus estrategias de solucién para comunicarlas al grupo. Aun cuando podrian
haber utilizado el tablero para explicar sus soluciones usando algin tipo de
simbolizacién convencional, decidieron usar solamente lenguaje natural. En
el intermedio, la profesora/investigadora no estaba segura de si todos los estu-
diantes estaban dando sentido a los argumentos verbales presentados y decidié
simbolizarlos usando notacién convencional que conocian.



Episodio del 8 de septiembre

5 15
80
P: Por favor, sumen mentalmente estos nimeros. Cuando sientan que estdn listos para explicar su
solucién, levanten la mano.
Am: 80 mas 5 es 81-82-83-84-85 [contando de uno en uno con los dedos hasta cinco], 85 mas 15 es
100.
P: [Escribe 80 + 5 = 85, 85 + 15 = 100 mientras Am describe su solucién]. ¢ Como sumaste 85y 15?
Am: 85 mds 5, mas 5, mas 5. Eso da 15 [mostrando 3 dedos].
P: [Escribe 85+ 5+ 5 + 5 = 100, mientras Am describe su solucion].
Ra: Partesel 15en 5,5y 5.
St: 5y15es20.80y 20 es 100.
P: [Escribe 5 + 15 = 20, 80 + 20 = 100, mientras St describe su solucion].
Pr: 80y 15es95.95y5 es 100.
P: [Escribe 80 + 15 =95, 95 + 5 = 100, mientras Pr describe su solucidn].

[Ra levanta una mano] Bueno Ra, équé hiciste?
Ra: 80 mas 15 es igual a 95. Parto el 15en 5,5y 5. Entonces 95 mds 5 es igual a 100.
P: [Escribe la solucion de Ra 80 + 15 = 95, 95 + 5 = 100].

TN

5 5 5

Ra, la palabra partir es muy buena para hablar de nimeros.

En este episodio vemos a los estudiantes generar sus propias estrategias para
sumar nimeros. Esto se debi6, en parte, a la falta de instrucciones explicitas para
seguir un orden particular para sumar nimeros. El episodio ilustra dos eventos
de aprendizaje y ensefanza interrelacionados. Las estrategias que aplicaron
para sumar ndmeros mentalmente sin usar el algoritmo convencional para la
suma indica el evento de aprendizaje. El evento de ensefianza esta indicado
por el esfuerzo intencional de la profesora para simbolizar argumentos verbales
a través de igualdades numéricas convencionales conocidas por los estudiantes
a partir de sus experiencias escolares anteriores y por el diagrama numérico es-
pontaneo realizado por la profesora para simbolizar la interpretacién que hizo
Ra de la palabra partir en un contexto numérico. Es importante observar que las
explicaciones verbales (creacion de signos), el diagrama numérico (creacion
de signos) y la notacion aritmética (uso de signos) son signos dentro de tres
sistemas semidticos diferentes: el sistema del lenguaje natural, el sistema visual
espacial y el sistema de notacion matematica.

Una parte significativa del episodio es la interpretacion dada por Ra al térmi-
no partir. Ra interpret6 la manera en que Am actué sobre el nimero 15 como
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un partira 15 en 5, 5y 5. Luego uso la palabra partir en la descripcién de su
propia estrategia de solucion. Finalmente, la profesora intenté espontaneamen-
te simbolizar el “Partes el 15” de Ra a través de una suerte de simbolizacion
visual. La profesora también reconoci6 la introduccién que Ra hizo de la pala-
bra partir en el discurso aritmético del aula. Para darle el crédito, la profesora
no solo respet6 la contribucion de Ra sino que también, indirectamente, le hizo
saber al grupo que su contribucién era valiosa y apreciada.

En este punto es necesario hacer dos observaciones. En primer lugar, sola-
mente en retrospectiva vimos el efecto duradero del uso de la palabra partir
para generar, interpretar o describir estrategias numéricas y el establecimiento
de partir como metéfora (metasigno iconico) que medio6 las maneras de pensar
de los estudiantes sobre los nimeros. En segundo lugar, el diagrama numérico
simple utilizado por la profesora, en un esfuerzo para aclarar a todos los estu-
diantes la explicacion de Ra, llegé a ser imitado por todos, e incluso superado
por diagramas numéricos que realizaron de maneras no pretendidas ni imagi-
nadas por la profesora.

A partir del episodio anterior vienen a la mente varias preguntas. ;Verian otros
estudiantes, incluso Am, la observacién que hizo Ra de la semejanza entre el
significado de la palabra partir en el mundo fisico (separaciéon de un objeto
en partes) y en el mundo numérico (separacion de un nimero en unidades)?
;Generarian los estudiantes sus propios diagramas numéricos para representar
y comunicar sus propias estrategias de solucién?

Las siguientes secciones presentan un andlisis de las estrategias de solucién de
los estudiantes para tareas de adicion, divisién y multiplicacién propuestas por la
profesora y por ellos. Los episodios elegidos son representativos de la actividad
aritmética y semidtica que evolucionaba en este grupo de cuarto grado. El andli-
sis de estos episodios indica que los estudiantes: a) llegaron espontdneamente a
usar la palabra partir para expresar la idea de separar un nimero en unidades; b)
generaron sus propios diagramas numéricos, y ¢) muy pocas veces usaron otras
palabras para expresar sus acciones mentales de separar un nimero en unidades.
El analisis también indica que la observacion de Ra sobre la semejanza entre
separar objetos en partes y separar nimeros en unidades llegé a ser una metdfora
colectiva para mediar las estrategias numéricas de los estudiantes.

Metafora, diagramas numéricos y adicién de niimeros

Tan pronto como la profesora reconocié el uso de la palabra partir en la
corriente del discurso del aula y los estudiantes comenzaron a ver la semejanza
planteada por Ra entre la accién fisica de separar en partes a un objeto y la
accion mental de separar en unidades a un nimero, el uso de la palabra partir



llegd a prevalecer, aunque algunos estudiantes esporadicamente utilizaron pa-
labras como quitar o romper. Esto indica que utilizaron la semejanza planteada
por Ra (i.e., metdfora de partir) como un recurso de mediacién para actuar
sobre nimeros, lo mismo que un vehiculo para comunicar sus estrategias de
solucion. Mds aun, la metafora de partir disparé el surgimiento de diagramas
numeéricos idiosincraticos como recurso para producir o comunicar sus estra-
tegias de solucion.

En la teoria peirceana de signos, la metdfora y los diagramas numéricos se
consideran iconos de diferentes grados de iconicidad. La metafora de partir que
usaron los estudiantes fue un icono para la relacién intangible entre la accién
fisica de separar un objeto en partes y la accion mental de separar un niimero
en unidades. Los diagramas numéricos fueron iconos materiales que represen-
taron relaciones numéricas hechas por los estudiantes, pero también tuvieron
funciones indéxicas y simbdlicas: funciones indéxicas porque indicaron en el
mundo fisico la légica de esas relaciones numéricas, y funciones simbdlicas
porque acarrearon los significados atribuidos a ellos por sus creadores. En otras
palabras, los diagramas numéricos se consideran como signos de naturaleza
iconica, indéxica y simbdlica que representan objetos conceptuales (e.g., rela-
ciones numéricas que surgen de tareas aritméticas).

El siguiente episodio ilustra cémo la metifora de partir medié las concep-
tualizaciones de los estudiantes acerca de unidades de diez, de veinte y de
veinticinco para hallar la suma de 26 y 25 sin usar el algoritmo de adicién.
También podemos observar los primeros intentos de los estudiantes por trans-
formar argumentos numéricos en diagramas numéricos.

Episodio del 20 de octubre
P: Si les pido sumar mentalmente 25y 26, équé harian?

[Varias manos se levantan inmediatamente].

Mi: 6y 4 es 10 unos, se puede hacer un diez. 2 dieces y 2 dieces es 4 dieces, luego eso es 5 dieces; es
decir 50.50y 1 es 51.

Pr: Parto 20 en 2 dieces y 20 en 2 dieces; 6y 5 es 11. 5 dieces es 50y 1 es 51.

Ra: 25y 25es50y1es51. Voy a mostrarles [pasa al tablero y hace el siguiente diagrama numérico]
26 25
25 1
Li: 5mas 6 es 11. 2 dieces y 2 dieces es 4 dieces, otro 10 es 50. 1 mas es 51.

St: Quito 6 de 26 y quito 5 de 25. 20y 20 es 40. 6 y 4 es diez. 1 mas es 51.
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En el episodio anterior, algunos estudiantes separaron los nimeros 26 y 25 en
unidades de diez y uno; otros estudiantes conceptualizaron los mismos niime-
ros en unidades de veinte, veinticinco y uno. Aunque no todos los estudiantes
usaron la palabra partir para describir su separacién de los nimeros en unida-
des, la consistencia y la claridad de sus explicaciones y de sus énfasis orales
sobre las unidades que usaron indican que la metafora de partir estaba median-
do sus acciones mentales. En otras palabras, dicha metafora fue un recurso de
conceptualizacién para los estudiantes.

Finalmente, en este episodio Ra transformé su argumento numérico verbal en
un diagrama numérico para indicar la separacion de 26 y la no separacién de
25. Hasta este momento, Ra era el Gnico estudiante que se estaba moviendo
claramente a través de sistemas semidticos, es decir, el sistema del lenguaje
natural y el sistema visual y espacial. También parece como si Ra estuviera
tratando de imitar el diagrama numérico de la profesora. La transformacion de
un signo en otro es importante porque cuando los estudiantes lo hacen, esto
indica no solo la flexibilidad de su comprensién sino también su capacidad
intelectual de ver la misma estrategia de solucion incorporada en dos sistemas
diferentes de signos.

Para consolidar mas las conceptualizaciones del nimero que tenian los es-
tudiantes en términos de unidades, aumentamos el tamafno de los ndimeros en
nuestra rutina diaria de cdlculo mental. El siguiente episodio muestra diferentes
maneras en las que sumaron mentalmente 260 y 60.

Episodio del 27 de octubre

P: Asi que, nifos, doscientos sesenta y sesenta mds, ¢cudnto es? Haganlo mentalmente. [Después
de aproximadamente un minuto, se levantan varias manos para indicar que ya tienen sus
resultados. La profesora se desplaza por el salén y los estudiantes le dicen en voz baja sus
respuestas. Ella da de inmediato a cada uno algun tipo de retroalimentacion verbal. Luego la
profesora les pide que expliquen sus estrategias de solucién al grupo].

Mi: Tomo 2 sesentas para tener ciento veinte. Sumo cien [de ciento veinte] con los 2 cientos [de
doscientos sesenta] y se obtiene 3 cientos. Veinte mas es trescientos veinte

Ra: Rompi a 260 en 60y 200. 60 y 60 es 120. Sumo 120y 200. 100 y 200 eso seria 300 y con el 20
seria 320

Ho: 260 es 200y 60. Parto a60en 30y 30y el otro 60 en 30y 30.30y30es60y30es90y 30es
120.200y 120 es 320

Ri: Parto a 260 en 100y 100y 60. 60y 60 es 120. 100 y 100 es 200. 200 y 120 es 320 [va al tablero y
hace el siguiente diagrama numérico].

100
200
100 320

60 +60 =120



En este episodio, las acciones de partir y reunir que los estudiantes reali-
zan parecen estar mediadas por la semejanza que han conceptualizado entre
las acciones fisicas de separar un objeto en partes y reunir esas partes para
constituir un nuevo objeto y las acciones mentales de separar dos nimeros en
unidades y reunirlas para constituir su suma. De nuevo, en este episodio los
estudiantes pusieron un énfasis oral en las unidades de diez, de cien, de sesenta
y de treinta, indicando su flexibilidad para ver los mismos nimeros 260, 120,
60 y 320 como constituidos por unidades en mas de una manera. Esto indica
que en las mentes de los estudiantes, las unidades no eran entidades estaticas
que constituyeran ndmeros de alguna manera predeterminada sino que los nu-
meros, por el contrario, se podian reconceptualizar una y otra vez en términos
de diferentes unidades, de acuerdo con metas autogeneradas para construir
estrategias particulares de solucion.

Es interesante observar que el diagrama numérico de Ri representa no solo a
sus acciones de partir sino también a sus acciones de partir y reunir. Los otros
estudiantes también estaban partiendo y reuniendo de acuerdo con sus metas
autogeneradas, pero no representaban estas acciones por medio de diagramas
numéricos. Ri también tradujo su argumento numérico verbal en un diagrama
numérico.

Una pregunta que surge es si la conceptualizacién del nimero en términos
de unidades media o dificulta la conceptualizacion de otras operaciones como
la division y la multiplicacién. Las siguientes dos secciones indican que la me-
tafora de partir medi6 tales operaciones e incluso contribuyé a anticipar los
algoritmos convencionales para la divisién y la multiplicacion.

Metifora, diagramas numéricos y division de niimeros

Dada la familiaridad de los estudiantes con el sistema monetario del délar,
preparamos una variedad de materiales didacticos y tareas aritméticas usando
el concepto de dinero, tanto para facilitar la conceptualizacion del nimero en
términos de unidades, como para comprender mejor el sistema de notacién del
valor posicional y su relacién con los algoritmos convencionales. Tan pronto
como los estudiantes llegaron a confiar en sus propias estrategias numéricas
y maneras de comunicar su pensamiento al grupo, no fue sorprenderte verlos
proponiendo problemas.

En el siguiente episodio, Pr toma un facsimil de un billete de mil délares de
uno de los “bancos” (un banco es una caja plastica que contiene facsimiles de
billetes organizados por denominacién) y pide a sus companeros encontrar el
ndmero de billetes de cincuenta ddlares por los cuales se podria cambiar este
billete. En realidad, a través de la nocién de cambio, Pr pidi6é implicitamente
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que los demas reconstituyeran multiplicativamente a mil délares en términos
de unidades de cincuenta o que dividieran a mil por cincuenta. La pregunta
de Pr indica una gran intuicién numérica de parte suya, dado que la multipli-
cacién y la division son operaciones inversas. Decimos intuicion porque no
creemos que él fuera consciente de este hecho.

Se animé a los estudiantes para que respondieran la pregunta de Pr usando
[apiz y papel. Después de trabajar en sus puestos durante cinco minutos, pre-
sentaron sus soluciones. Estas soluciones fueron mediadas por el conteo doble
usando billetes y dedos lo mismo que diagramas numéricos. A continuacion, se
describen algunas de dichas soluciones.

Episodio del 28 de octubre

Pr: Sefiora W, tengo una pregunta para el grupo. Si uno va al banco y cambia un billete de mil
ddlares, icuantos de cincuenta recibira?

P: Pr jesa es una buena pregunta! ¢Qué tal si todos tratamos de resolverla? Usen lapiz y papel si
quieren.

Am: 100 es 1,200es2,300es3,400es4,500es5,600es6, 700 es 7, 800 es 8 900 es 9, 1.000 es
10. 10 cientos es un mil [mostrando las dos manos extendidas]. Dos cincuentas hacen un ciento.
Dos es 1 [levantando el dedo mefiique de su mano izquierda], cuatro es 2 [levantando el dedo
anular de su mano izquierdal, seis es 3 [levantando el dedo del corazén de su mano izquierda],
ocho es 4 [levantando el dedo indice de su mano izquierda], diez cincuentas es 5 cientos
[levantando el dedo pulgar de su mano izquierda]. [Mira su mano derecha] lo duplicas hasta 20
cincuentas en 10 cientos. Asi que hay 20.

Js: Bueno, sé que puedo partir a mil en 10 cientos [toma 10 billetes de cien ddlares de su
“banco”]. 2 cincuentas [pone su primer billete de cien délares], 4 [pone su segundo billete de
cien ddlares], 6 [pone su tercer billete de cien ddlares], ..., 18 [pone su noveno billete de cien
ddlares], 20 [pone su décimo billete cien ddlares]. 20 cincuentas es mil.

Ra: Voy a pasar al tablero [dibuja su diagrama]

\\\\
\\\\

Parto mil en 10 cientos [mostrando los cientos en los diagramas numéricos] y cada ciento en
2 cincuentas [mostrando los cincuentas en cada 100 del diagrama numérico]. Hay 2-4-6-8-10
cincuentas aqui [mostrando los cincuentas de la primera fila de su diagrama numérico] y 10
mas aqui [mostrando los cincuentas de la segunda fila de su diagrama numeérico], es decir, 20
cincuentas.

100



Ri: [Dibuja el siguiente diagrama en el tablero]

1000

Parto 1 mil en 6 cientos y 4 cientos. 6 cientos es 2 cientos, 2 cientos y 2 cientos. 4 cientos es 2

cientos y 2 cientos. Hay 4 cincuentas en 2 cientos. 4-8-12 [mostrando los cincuentas en el lado
izquierdo de su diagrama numérico]. 4-8 aqui [mostrando los cincuentas en el lado derecho de
su diagrama numérico]. 12 y 8 es 20. 20 cincuentas.

Las estrategias de solucion de los estudiantes indican que ellos parten se-
cuencialmente o cambian mil délares en 10 cientos o en 5 doscientos, cada
ciento en 2 cincuentas, y cada doscientos en 4 cincuentas. Sin embargo, fueron
diferentes los medios que usaron para presentar la accién de partir o cambiar
un billete de mil délares. Am indicé verbalmente la accién de partir un billete
de mil délares en billetes de cien y usé los dedos para conteo doble. Hizo
conteo doble de los cincuentas hasta llegar a 500 (usando la mano izquierda)
y luego duplicé su conteo doble cuando se dio cuenta de que los dedos de la
mano derecha le servian para seguir contando los grupos de cien que hay en
mil. Por su parte, /s indic6 que podria partir un billete de mil délares por medio
de un cambio real en diez billetes de cien y también partir cada billete de cien
en dos billetes de cincuenta mediante conteo doble, usando los billetes de cien
para llevar la cuenta.

Las estrategias de solucion de Am y Js fueron mediadas por la metafora de partir
y el uso de dedos o billetes. El movimiento real de dedos y billetes fueron signos
indéxicos que asociaron los dedos y los billetes con los registros del conteo.
Estas estrategias de solucién se presentaron en la forma de argumentos numéricos
verbales (signos de naturaleza simbdlica) mediados por la metéfora de partir.

Aunque Ra usé un diagrama numérico para comunicar su estrategia de so-
lucién, esta es, en esencia, similar a las de Am y Js. La descomposicion que
hizo Ra de un billete de mil délares en 10 cientos también estuvo mediada por
la metéfora de partir, pero en vez de usar dedos o billetes, represent6 los 10
cientos haciendo un diagrama numérico con dos filas de 5 cientos cada una.
En vez de conteo doble para contar los cincuentas, utiliz6 segmentos curvos
que salian de cada ciento. Los dos espacios determinados por cada segmento
se usaron para representar dos cincuentas. Finalmente, conté los cincuentas de
una fila y duplicé ese nimero ya que la segunda fila tenia tantos cientos como
la primera.
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La estrategia de solucién de Ri es un poco diferente de la solucion de los
demas. Utilizé recursivamente la metafora de partir y creé un diagrama numé-
rico. Primero, separé mil en una unidad de seis cientos y una unidad de cuatro
cientos. Luego, partié de nuevo la unidad de seis cientos en 3 unidades de dos
cientos y la unidad de cuatro cientos en 2 unidades de dos cientos; finalmente,
parti6 cada unidad de dos cientos en 4 unidades de cincuenta. En los diagramas
numéricos de Ri y Ra, los espacios, las lineas y los numerales jugaron papeles
simbdlicos y también indéxicos.

Ray Ri presentaron primero sus estrategias de solucién a través de diagramas
numeéricos; luego, tradujeron sus diagramas numéricos en argumentos numé-
ricos verbales. Sus transformaciones de signos de un sistema semiético a otro
indican tanto su capacidad de coordinar dos representaciones diferentes de
la misma estrategia de solucién como la flexibilidad de su comprensién. En
general, estas estrategias de solucién no son mas que la construccién de Inter-
pretantes autodirigidos, arbitrados por su propia iniciativa simbdlica, es decir,
la metafora de partir, diagramas numéricos y argumentos numéricos verbales.

Metafora, diagramas numéricos y multiplicaciéon de niimeros

Los problemas enunciados en palabras fueron un componente esencial de las
tareas de ensefianza generadas para el experimento de ensefianza. En algunos
casos, la profesora pidi6 a los estudiantes generar problemas enunciados en
palabras, similares a los que se les propusieron. En otros casos, se les plante
un problema enunciado en palabras, y se les pidi6 formular preguntas usando
la informacién dada. Por ejemplo, la profesora les dijo: “La guia telefénica de
una aldea tiene 120 nombres en cada pdgina”. Luego de una discusion, estu-
vieron de acuerdo en preguntar sobre “el nimero de nombres en 12 paginas”.
La profesora escribio luego el siguiente problema en el retroproyector. “La guia
telefénica de una aldea tiene 120 nombres en cada pagina. ;Cudntos nombres
hay en 12 paginas?”.

A continuacioén se analizan cuatro de las soluciones a este problema. Todos
trabajaron por su propia cuenta usando papel y lapiz, y después usaron el
tablero para presentar sus soluciones a todo el grupo. Las explicaciones de los
estudiantes indican que sus estrategias de solucion estuvieron mediadas por la
metafora de partir.



Episodio del 4 de mayo
Solucién de Ri:

120 120 120 1.200
x 12 x 10 + 120 + 240
1.200 240 1.440

Sé que tengo que multiplicar a 120 por 12. Pero 12 es 10y 2. Sé que 10 por 120 es 1.200. 2 por 120 es
120y 120. Eso es 240. Luego sumé 1.200 y 240.

P: ¢Como sabes que 10 por ciento veinte es mil doscientos?

Ri:  Parto a ciento veinte en cien y veinte. 10 cientos es mil. 5 veintes es 1 ciento y 10 veintes es 2
cientos. Es decir, mil doscientos.

P: ¢Como sumaste mil doscientos y doscientos cuarenta?

Ri: Mil doscientos y doscientos es mil cuatrocientos. Cuarenta mas es mil cuatrocientos cuarenta.

Ri partié primero el multiplicador 12 en 10 y 2 y luego tom6 diez veces a
120; también sumé 120 dos veces para encontrar dos por 120. Luego sumo los
dos resultados anteriores. El acto de Ri de partir el multiplicador lo condujo
a hallar el resultado en tres pasos representados en su diagrama numérico.
También usé el acto de partir el multiplicando, 120, en 100 y 20 para describir
su estrategia para encontrar el producto de 10 y 120. Al partir el multiplicador,
anticipo la propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicion
y la usé para hallar su resultado final sumando los dos productos. Esta anticipa-
cién intuitiva de la propiedad distributiva también lo condujo a anticipar una
version inicial del algoritmo convencional para la multiplicacién. Ri representé
su estrategia de solucién usando signos de dos sistemas semidticos diferentes.
El primer signo fue su diagrama numérico y el segundo su argumento numérico
verbal que fue expuesto posteriormente cuando interactué con la profesora.
Estos dos signos y la transformacién del primero en el segundo indican la ini-
ciativa simbdlica de Ri para multiplicar dos nimeros sin necesidad de una regla
memorizada.
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Solucién de Ho:

1C 2D ouU
x 12 x 12 x 12
12 24D ou
2C 4D
14C 1.440
P: ¢Podrias explicarnos lo que hiciste?

Ho:  Parti a ciento veinte en 1 ciento [1C], 2 dieces [2D] y 0 unos [0 U]. 12 por cien es 12 cientos. 12
por 2 dieces es 24 dieces [24D]. 12 por 0 unos es 0 unos [0 U]. Como ves, 24 dieces es 2 cientos
[2C] y 4 dieces [4D] porque 10 dieces es 1 ciento. En total, tengo 14 cientos [14C], 4 dieces [4D] y
0 unos [0 U]. Diez cientos es mil. O sea, mil, cuatrocientos cuarenta unos.

A diferencia de Ri, Ho parti6 el multiplicando en vez de hacerlo con el mul-
tiplicador. Usé una notacion acordada por los estudiantes en clases anteriores
para referirse a unidades de cien como C, unidades de diez como D, y unidades
de uno como U. Ho encontré tres productos y los sumé utilizando su cono-
cimiento consolidado sobre unidades. Descompuso a 120 en 1 ciento (1C),
2 dieces (2D), y 0 unos (0U), multiplicé cada una de estas unidades por 12 y
obtuvo 12C, 24D y OU. Finalmente, partié 24 dieces (24D) en 2 cientos (2C)
y 4 dieces (4D), y represent6 su acto de partir por medio de un diagrama nu-
mérico. También usé diagramas numéricos complementarios para representar
la reunion de 12 cientos (12C) y 2 cientos (2C) en 14 cientos (14C), lo mismo
que la reunién de 14 cientos (14C), 4 dieces (4D) y 0 unos (OU) en 1.440. Esos
resultados indican que tenia una idea clara y basica de multiplicacién que iba
mas alla de la simple memorizacién de las tablas de multiplicar.

Después de presentar su sofisticado diagrama numérico, él pudo transfor-
marlo en un argumento numérico verbal mediado por la metafora de partir. Su
capacidad de transformar su diagrama numérico (signo de naturaleza icénica,
indéxica y simbdlica) en un argumento numérico verbal (signo simbélico) in-
dica su profunda comprensién de ndmero en términos de unidades, lo mismo
que su iniciativa simbélica. Ho también pudo anticipar intuitivamente tanto la
propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicién como una
version inicial del algoritmo convencional para la multiplicacion.



Solucion de Ra:

120
100 20
12 cientos es 1.200 \/ 12 veintes es 240
1.440
P: ¢éPodrias explicarnos lo que hiciste?
Ra: Partia 120 en 100 y 20. 12 cientos es mil doscientos porque 10 cientos es mil. 12 veintes es...

(permanece en silencio durante varios segundos), 5 veintes es 100, 10 veintes es 200, 2 veintes
es 40. Es 240. 1.200 y 240 es 1.400 y 40 mas. Esto es 1.440.

La solucion de Ra es similar a la de Ho porque él también partié el multi-
plicando. Tal acto de partir lo condujo a hallar el resultado final sumando dos
productos. Esta estrategia también indica la nocién intuitiva de Ra de la pro-
piedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicién. Su diagrama
numérico fue mas simplificado y abstracto que los de Ri o Ho porque él sabia
tanto el resultado de iterar a 100 doce veces como el resultado de iterar a 20
doce veces. Su diagrama numérico y su argumento numérico verbal estuvieron
mediados por su metdfora de partir. Su argumento numérico verbal (signo sim-
bélico) transforma las relaciones numéricas sintetizadas en su diagrama numé-
rico. La transformacién de Ra de un signo en otro indica su iniciativa simbélica
y su flexibilidad para expresar la misma estrategia de solucién usando signos
en dos sistemas semidticos.

Para resolver el mismo problema, /s separ6 a 120 en un 100 y un 20 e iter6
estas unidades para sumar finalmente los dos resultados.

Solucién de Js:

100 20

100 20

100 20

100 20

100 20

100 20 100

100 20 \\\\\\\\\\\\\

100 20 240

100 20

100 20 1.200
100 20 100 +240
100 20 40 1.440
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Partia 120 en 100 y 20. 12 por ciento veinte es 12 cientos y 12 veintes. [El muestra la columna de
doce cientos] ... 100-200-300-...-1.000-1.100-1.200. [Muestra la columna de doce veintes]... 20-
40-60-80-100; 20-40-60-80-100; 20-40. 100-200-240. Suma 1.200 mas 240. 0 unos y 0 unos es 0
unos; 0 dieces y 4 dieces es 4 dieces; 2 cientos y 2 cientos es 4 cientos; 1 mil es 1 mil. Eso da mil
cuatrocientos cuarenta.

Js presentd su diagrama numérico y su argumento numérico simultdneamen-
te. Parti6 a 120 en unidades de un 100 y un 20 e iter6 a 100 doce veces y a 20
doce veces por medio del conteo. Tan pronto como escribi6 los cientos y los
veintes, su diagrama numérico medié su conteo. Mas aun, su descripcién de
la adicién de 1.200 y 240 indica que usé el algoritmo convencional haciendo
énfasis en las unidades representadas por digitos especificos. Parece ser que
Js también tenia una conciencia intuitiva de la propiedad distributiva de la
multiplicacién con respecto a la adicién. El diagrama numérico y el argumento
numérico verbal de /s se mediaron mutuamente de manera sinérgica para cons-
truir su estrategia de solucion.

La iniciativa simbdlica de /s parece ser algo menos sofisticada que la de Ri,
Ho y Ra. Su estrategia de solucion se baso en conteo y adicién, y su diagrama
numérico y argumento verbal no eran independientes entre si. En contraste, los
diagramas numéricos sofisticados de Ri, Ho y Ra no requerian argumento ver-
bal alguno y llegaron a ser objeto de transformacién en argumentos numéricos
verbales.

En resumen, los diagramas numéricos de los estudiantes eran signos (con
funciones icénicas, indéxicas y simbdlicas) que representaban sus estrategias
de solucién. Estos signos eran iconicos porque representaban sus acciones de
partir y reunir; eran indéxicos porque indicaban la légica de las estrategias
mentales de los estudiantes; y simbdlicos porque representaban la sintesis del
pensamiento numérico de los estudiantes. Sus argumentos numéricos verbales
eran de naturaleza simbélica con componentes iconicos e indéxicos (i.e., tér-
minos y frases, respectivamente).

Aunque al comienzo del afo escolar, los estudiantes expresaron sus estra-
tegias de solucion solo a través de argumentos numéricos verbales, mds bien
pronto comenzaron a construir diagramas numéricos. Al comienzo, estos dia-
gramas tenian una relacién simbidtica con los argumentos numéricos verbales,
pero gradualmente se generaron independientes entre si, y se convirtieron en
objeto de transformacién. La transformacion de signos entre sistemas semicti-
cos indico la sofisticacion de la actividad cognitiva y semidtica de los estudian-
tes. A través de su propia creacion de signos, los estudiantes manifestaron su
iniciativa simbdlica (en el sentido de Wilder, 1968) y el papel de estos signos
para mediar un cambio desde una comprension instrumental de los nimeros a
una mas relacional.



Discusion

Las expectativas de la profesora/investigadora con respecto a la responsabili-
dad del pensamiento individual y del trabajo individual fomentaron un cambio
progresivo y positivo en el discurso del aula y en la actividad aritmética y se-
midtica de los estudiantes de cuarto grado. En medio de la interaccién entre
estudiantes y de la profesora con ellos, uno incorporé la palabra partir para
describir la estrategia de solucién de otro. El estudiante usé esta palabra, que
evoca la accién fisica de separar un objeto en partes, para describir la accion
mental de separar un ndmero en unidades. Esta semejanza entre las acciones
fisicas y mentales se propago en el grupo, y la nocién de partir se convirtié en
una metafora (metasigno icénico) que medié la descomposicion de ndmeros
en unidades. Esta metafora fundament6 las estrategias de solucion de los estu-
diantes para las tareas aritméticas y medio la creacion de diagramas numéricos
(signos de naturaleza icénica, indéxica y simbélica) y los argumentos numéri-
cos verbales (signos de naturaleza simbdlica).

Vale la pena observar que al comienzo del afo escolar la profesora/investi-
gadora usé un diagrama numérico simple para facilitar la comprensién de los
estudiantes de un argumento numérico verbal presentado por otro estudiante.
Aunque el diagrama numérico de la profesora tenia un propésito explicati-
vo mas que de ensefianza, parece ser que influyé en los estudiantes, quienes
llegaron a generar diagramas mds sofisticados que superaron la simplicidad
de aquél. Ademas, tradujeron diagramas numéricos en argumentos numéricos
verbales. Esto indica su capacidad de presentar la misma estrategia de solucion
a través de signos en diferentes sistemas semidticos y al mismo tiempo el surgi-
miento de su comprension relacional.

La creacién de la metafora de partir y de los signos subsiguientes por parte de
los estudiantes constituye su iniciativa simbélica. La metafora de partir medio
la separacion mental de ndmeros en unidades y el surgimiento de diversas y
flexibles estrategias de solucién que posteriormente se representaron a través
de signos como diagramas numéricos y argumentos numéricos verbales. Es
decir, la iniciativa simbdlica de los estudiantes fue en esencia el componente
semidtico de su actividad aritmética.

Permitirles la libertad de conceptualizary comunicar sus propias estrategias de
solucién usando su propia iniciativa simbélica fue productivo porque estimulé
su actividad cognitiva en vez de aceptar soluciones prefabricadas, separadas
de sus propias experiencias numéricas. Esto no quiere decir que el simbolismo
convencional y los algoritmos no tengan lugar en el discurso del aula o que
todos deban operar por medio de la metéfora de partir, diagramas numéricos
y argumentos numéricos verbales. Lo que el andlisis indica es que cuando la
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profesora apoya la iniciativa simbdlica de los estudiantes, ellos son capaces de
cambiar su comprensién instrumental (mediada por un reflejo simbdlico) por
una comprension relacional (mediada por su propia iniciativa simbdlica).

El andlisis también indica que cuando el discurso aritmético del aula esta ba-
sado en el didlogo en vez del mondlogo, el grupo construye signos (metéforas,
diagramas numéricos y argumentos numéricos) espontaneamente que llegan a
mediar sus conceptualizaciones. Por otra parte, cuando la profesora facilité y
tuvo en cuenta la iniciativa simbdlica de ellos, se cambié la actividad de en-
sefanza de ella por una actividad colaborativa de ensefianza-aprendizaje que
los involucré a todos. La transformacion de los signos de un sistema semiético
a otro, realizada por los estudiantes, fue en esencia el nivel mas sofisticado de
su iniciativa simbdlica y actividad aritmética.

En general, puede decirse que la iniciativa simbdlica (i.e., actividad semioti-
ca autogenerada) de este grupo de bajo rendimiento de estudiantes de cuarto
grado puede tener lugar también en escenarios de aula en los que prevalezca
la interaccién dialdgica entre estudiantes y profesor, y en los que el profesor
reconozca, valore y apoye las metdforas y signos idiosincraticos que surjan
como resultado de la participacién y la colaboracién activa de todos.
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