COMENTARIOS A LOS ARTICULOS DE RAYMOND DUVAL

Bruno D’Amore

Lo que siempre me ha entusiasmado del trabajo de investigacion y de reflexion
del amigo Raymond Duval es su constante y sincera atencion a los verdaderos
problemas del aprendizaje. Muchos investigadores, atraidos por una didacti-
ca de la matematica que trata cuestiones concretas, ligadas al aprendizaje de
los estudiantes, después de algunos anos saborean el gusto embriagante de la
investigacion abstracta, investigacion ligada a temas epistemologicos, semio-
ticos, filoséficos, olvidando los problemas concretos del aula, el estudiante,
el aprendizaje. Segtin mi opinién, es como si un investigador de medicina se
dedicara a la filosofia del dcido acetilsalicilico y a la semidtica del diazepam,
olvidando los enfermos que esperan nuevas medicinas que podrian curar sus
reales y concretos problemas de salud.

Conoci personalmente a Duval en 1995 en Catania, Sicilia, Italia, durante un
ICMI Study sobre el aprendizaje de la geometria, donde interactuamos en dos
ocasiones consecutivas y, desde entonces, las oportunidades de encuentro han
sido asiduas y continuas; al afo siguiente fue mi colaborador en el Topic Group
14 en Sevilla durante ICME 8: Infinite processes throughout the curriculum,
14-21 julio 1996, del cual era yo el Chief Organizer.

He aprendido mucho de él, de sus textos, de la discusion personal, de haber
sido su huésped a Lille como potencial estudiante de doctorado; es él, tal vez,
el estudioso de quien, directa y personalmente, he aprendido mas.

Nunca, en ningln escrito, en ninguna conferencia, en ningtin curso, en nin-
guna ocasion él olvida que el problema de fondo de la didactica de la matema-
tica es el aprendizaje de la matematica o, mejor aln, la razén por la cual no se
da este aprendizaje.

Estos tres articulos son ejemplares y constituyen para todos nosotros una oca-
sion de reflexion y de andlisis critico de su misma obra, entendida en sentido
general. En el primero de estos, Duval se concentra en las condiciones cogniti-
vas del aprendizaje de la geometria, centrando la atencion en algunos proble-
mas de mayor significacion: el desarrollo de la visualizacién, la diferencia de
los razonamientos que caracterizan el discurso geométrico y su aprendizaje, la
coordinacién de sus funcionamientos.

Tuve el privilegio de escuchar en ante prima este tipo de reflexiones; tanto
que, en un congreso que se hizo en mi honor en la Universidad de Bologna
el 8 octubre de 2011, estando presente entre los relatores Raymond Duval, yo
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le pedi explicitamente abordar este tema como primera intervencién, como
inauguracion de la jornada, frente a estudiosos de diddctica de la matematica,
pero también frente a matemdticos (entusiasmados de su discurso) y a algunos
rectores de universidades.

No puedo dejar de precisar que desde hace algunas décadas se estudia la
problemdtica de la visualizacién de la geometria; ;cémo no recordar la obra
pionera que en esta direccion cumplié el grande Efraim Fischbein (1920-1998)¢,
quien fuera el primero estudioso de diddctica de la matematica en la acepcion
moderna de esta disciplina a quien conocf (en Italia, en 1980). Pero es Duval el
maximo intérprete de este estudio con sus fascinantes y eficaces instrumentos,
con una capacidad analitica que nos deja estupefactos.

En otro articulo aqui presentado propone un andlisis cognitivo de los pro-
blemas de comprension (mucho mds en general) del aprendizaje de la ma-
tematica. Las preguntas de investigacion que se plantea parecen ser de una
gran ingenuidad (;C6mo podemos entender las dificultades, frecuentemente
insuperables, que muchos estudiantes tienen en la comprensién de la matema-
tica? ;Cudl es la naturaleza de estas dificultades? ;D6nde estan localizadas?),
pero precisamente esta es su fuerza, el coraje de afrontar la problemética desde
las raices, asi como lo vive un docente en el aula. Con una simplicidad que nos
deja asombrados, Duval es capaz de reportar el problema general al problema
de la representacion. (Una representacion es algo que se pone en el lugar de
otro algo. Pero al mismo tiempo esta nocién puede ser elusiva o demasiado
formal. ;Cudl es la naturaleza de este “algo que se pone en el lugar de...”?). Y
aqui inicia su andlisis que lo hace partir tedricamente de estudios de Piaget de
los anos 20 y lo porta lejos, hasta llegar a nosotros, al momento actual.

Entre las tematicas matematicas de mayor significado que forman parte de los
estudios iniciados por Duval, ;quién no recuerda el glissement entre los verbos
“tener” y “ser”, relativo a la falta de construccién cognitiva del infinito por parte
de los estudiantes? ;Quién no recuerda la distincion profunda entre demostra-
cién y argumentacion que nos ha llevado, primero al estudio y después a la
reflexion, de todos nosotros? Duval retoma en esta ocasion la idea de prueba,
con caracteristicas un poco mas generales respecto a la idea matematica de
demostracion.

Sin duda, el proceso de prueba (y ain mas para mi, el de demostracion)
constituye por si mismo un aparato matematico complejo desde el punto de
vista epistemolégico; tanto que, después de un milenio y medio, todavia se
estd discutiendo. Pero, desde el punto de vista de la comprension vy, por tanto,
acerca de su funcionamiento cognitivo, los problemas son adn mayores. El
autor se pide, en forma ingenua en apariencia: jPor qué hay tantos estudiantes
que no tienen éxito en atravesarlo verdaderamente?



Sabemos que el estudio de este objeto ha creado tres direcciones de estudio
en el dmbito de la didactica de la matematica: una direccién psicolégica que
asume como modelo de razonamiento las formas aristotélicas (a esta hacen
referencia los estudios iniciales de Piaget e Inhelder, por ejemplo); una segunda
corriente didactica que evidencia una relacién de interaccion entre las figuras,
los teoremas y las definiciones, llegando a producciones discursivas, a las cua-
les se vuelven a estudiar los trabajos de Balacheff; y una dltima direccién que
aprovecha las ideas de modelos de razonamiento que funcionan como maqui-
nas de inferencia, algo asi como la inteligencia artificial, tipica de los anos 80.

Duval analiza cada una de estas corrientes y logra proporcionar interpretacio-
nes personales del funcionamiento del objeto “prueba”; logra exponer diversas
interpretaciones posibles de los malentendidos que se pueden individuar en el
aprendizaje cognitivo de la prueba, reafirmando la necesidad hecha explicita
en los anos 90 en sus mismos escritos, de la coordinacion de los pasajes forma-
les entre proposiciones, al interno de la lengua materna.

Sugiere también una visualizacion de caracter semiético que regula el fun-
cionamiento de una prueba: desde una hipétesis, sale una flecha pero nunca
puede llegar una flecha; una o varias flechas llegan a un teorema, pero solo una
flecha puede salir de él; una o varias flechas llegan a la conclusién buscada
(lo que se va a probar) y ninguna flecha sale de ella. Una ejemplificacion de
una elegante simplicidad. Sugiere también un uso heuristico de las figuras que
podrian construir una base cognitiva notable.

El investigador puede obtener ventajas del estudio de estos tres articulos, pero
también aquel docente consciente del malestar cognitivo de sus estudiantes y
busca la forma de interpretarlo con inteligencia, buscando no los sintomas del
mal, los signos, los errores, sino las causas que los han generado, causas sobre
las cuales se debe intervenir.

De forma mas especifica, en el primer articulo Duval toma en consideracién
las condiciones cognitivas del aprendizaje de la geometria, la funcién que tie-
nen en este proceso la visualizacion, las diferencias entre los diversos tipos de
razonamiento y como se coordinan entre si los respectivos funcionamientos.

En cuanto al primer punto, él logra establecer una clasificacién del papel
que asumen las figuras dentro de la actividad geométrica que constituyen las
actividades de los estudiantes, en el proceso de aprendizaje. Obviamente, estos
papeles deben ser examinados sobre la base del funcionamiento cognitivo, lo
cual crea una dualidad de extremo interés entre la visualizacién icénica y la
no iconica. Esta dualidad condiciona la forma de ver lo que se realiza en geo-
metria, por lo general dado por descontado, adquirido sin un explicito proceso
de ensenanza-aprendizaje; en particular, la deconstruccién dimensional de las
formas. Ademas, una cosa es el ver; otra muy diferente, el decir; la necesidad

Q
2
£
]
n
[¢]
=
=)
=
2
O

239



240

de fundir estas dos acciones se enfrenta con la dificultad de hacerlas confluir
en una actividad dnica o, por lo menos, en una actividad fluida. Por ejemplo,
;como una proposicion puede ser transformada en figura?, o jcémo una figura
puede verse como un contraejemplo del enunciado de una conjetura?, o ;cémo
las figuras representan una definicién?

El hecho es que la cantidad de actividad que se puede proponer a los es-
tudiantes como trabajo sobre una figura no es univoca; por el contrario, es
extremadamente amplia. Estas actividades pueden hacer referencia al trabajo
que debe realizarse (por ejemplo, reproducir la figura misma o adaptarla a
una determinado modelo, o medir algunas de sus magnitudes, o describirla
oralmente de forma tal que otro estudiante la pueda reproducir), o al tipo de
trabajo pedido (con material concreto, o solo la reproduccién grafica, con cier-
tos instrumentos establecidos o sin ellos).

Naturalmente, se debe tomar en consideracion el hecho de si la figura es
bidimensional o tridimensional, la forma perceptiva de ser vista, si se desea
modificar o no...

Tomando como criterios los tipos de operaciones que se desean cumplir so-
bre las formas dadas, el autor toma en examen cuatro modalidades diversas, y
cada una de estas conduce a modalidades de ingreso diferentes en el mundo de
la geometria por parte de los aprendices; él las [lama modalidad del botanico,
del agrimensor-geémetra, del constructor y del inventor. Para cada una de estas
modalidades distingue el tipo de operacion sobre las formas visuales requeridas
por la actividad propuesta y cémo se movilizan las propiedades geométricas
con respecto al tipo de operacion.

Al margen del agudo y detallado analisis, que no dudo en definir al mismo
tiempo diddctico y epistemolégico, yo veo en esta actitud una gran ayuda para
el docente que distingue los diversos modos de entender el contacto con la
geometria por parte de los alumnos.

Aun en sus diferencias, los problemas evidenciados tienen en comun el ana-
lisis de una actividad fundamental de todas las acciones en geometria, es decir,
el uso heuristico de las figuras: se debe partir de una figura inicial (por ejemplo
aquella que acompana el enunciado de un problema o que se puede construir
graficamente leyendo el texto de un problema) con el objetivo de individuar
sobre la misma figura, con intervenciones oportunas, un procedimiento de re-
solucion, como se suele pedir en geometria.

Duval, siguiendo aun la distincién de las cuatro actitudes precedentes, distin-
gue entre un estatus epistemoldgico y una “fuente cognitiva de la certidumbre”.
De manera inconsciente o intuitiva, los estudiantes se sitGan en diversas posi-
ciones que crean respuestas diversas al mismo problema.



A este punto, el autor plantea dos modelos opuestos de funcionamiento
cognitivo: una visualizacién icénica y una no icénica, mostrando como estas
constituyen dos mecanismos de identificacién de objetos a partir de formas
visuales. Las diferencias son puestas en evidencia, pero con rasgos comunes;
por ejemplo, que las figuras se generan la una de la otra en cada caso, sea
por motivos debidos a los procesos de construccién, sea por la reorganizacion
visual de las formas.

El proceso de generacion es autbnomo y estd estrictamente ligado al control
discursivo. Sobre esto se basa la aprehensién operatoria, la cual estd a la base
de la “fecundidad intuitiva de las figuras”.

La iconicidad puede representar un obstaculo al aprendizaje. Como Duval lo
manifestd en articulos precedentes, si el referente objetual es el mismo espacio
fisico circunstante o los objetos materiales, establecer correspondencias entre
las formas y el referente real trae a colacién el cuerpo de quien observa (inclui-
dos sus gestos, la vision, el desplazamiento del cuerpo).

Por ejemplo, los esquemas que acompanan las instrucciones de montaje de
un mueble, los mapas de una ciudad, los planos urbanos entran en esta ca-
tegoria. Pero si la figura de la cual se habla es una tipica figura geométrica,
el rectangulo, el tridngulo, entonces existen formas tipicas de representacion
estandar [lamadas a formar parte de la representacion. Estas obstaculizan la
visualizacién iénica y bloquean el desarrollo de las figuras de partida, sean
las que sean, y bloquean también las figuras que se tienen delante y que se
obtienen a partir de aquellas de partida con algunas intervenciones.

En relacion con la visualizacién no icénica, se requiere tener en cuenta la
descomposicion de formas, iniciando por aquellas que parecen visualmente
simples; de hecho, para entrar en el funcionamiento especifico de la visualiza-
cién iconica, es necesaria su identificacion.

Frente a la aparente simplicidad de estas operaciones que parecen espon-
taneas, Duval evidencia dos formas diversas de descomponer una figura de
partida en unidades figurales que analiza con atencién y en detalle con gran
interés concreto.

Pero volvamos a la figura que se desea usar para resolver un problema; en
este caso, la situacion es diversa. Por ejemplo, iniciar de un particular tridngulo
y cortarlo oportunamente para transformarlo en un paralelogramo, actividad
tipica de nifos en una clase de geometria. Aca se debe hablar de “deconstruc-
cién” de una forma visual de base para obtener otra forma visual de base. Dicha
“deconstruccién” no es relacionable a aquella implicada en la construccién de
las figuras, como podria aparecer a primera vista.
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Entra en juego la especificidad del acto de ver en el aprendizaje de la geome-
tria; la visualizacion icénica es totalmente independiente de toda enunciacion
explicita o implicita. En otros términos, no esta en absoluto subordinada a un
conocimiento de propiedades geométricas.

Todo esto lo muestra Duval con un fino y concreto analisis.

También analiza la siguiente cuestién: ;Las adquisiciones relativas a una
manera de ver ayudan a entrar en las otras maneras de ver? Es decir, conocer o
darse cuenta de lo que se ha adquirido gracias a una transferencia de un tipo
de actividad propuesta en clase a otro tipo de actividad es algo crucial para
el aprendizaje de la matematica en primaria y comienzos de secundaria. Por
ejemplo, si la “transferencia” tiene que ver con el trabajo de transformacion
de figuras, esto es crucial, repito, por el aprendizaje de la geometria. Querer
privilegiar una entrada como mas accesible que las otras lleva a suponer la
transferibilidad, mas o menos espontanea, de una manera de ver a otras. Pasar
de la visualizacién iconica, que es comdn a todos los campos de conocimien-
to, a la visualizacién no iconica, que es especifica de la matematica, exige un
cambio completo del funcionamiento cognitivo del acto de “ver”.

Estamos habituados desde hace algunos decenios a estas formas de andlisis
tipicas de los estudios de Duval; desde una pregunta de tipo didactico, aparen-
temente simple, a una reflexién profunda sobre el funcionamiento cognitivo,
que implican semidtica y noética.

Después Duval dedica algunos estudios especificos al caso de la descompo-
sicion por deconstruccion dimensional de las formas; este caso muestra especi-
ficidades que se examinan en detalle.

;Y quérelacion existe entre saber ver lafiguray los teoremas que eventualmente
esta evidencia? El autor presenta ejemplos de gran interés.

Queda una clasica problematica, la relacion entre “ver” y “decir”; aqui la
pregunta es: ;Como y hasta dénde se pueden reunir en geometria? El problema
es que las figuras geométricas dependen de dos registros de representacion que
son cognitivamente heterogéneos, pues conservan sus propias posibilidades
de tratamiento, lo que quiere decir que funcionan en paralelo y de manera
independiente.

Duval asevera que la geometria requiere la utilizacién de un vocabulario
técnico mas o menos pesado. Podemos encontrar muy rapidamente en el
curriculo la introduccién de por lo menos cuarenta términos, y si hacemos
la suma de lo que se introduce hasta tercer grado de secundaria, jse supera
ampliamente la centena de términos! Sin embargo, lo mas importante no es
eso, sino la heterogeneidad semantica de esta terminologia. Toda formulacion



en geometria recurre a un vocabulario que cubre por lo menos cuatro tipos de
términos denominativos.

Los problemas que son examinados con atencién son:

Clasificacion de términos geométricos en funcién de su valor descriptivo de
un dato visual;

sCoémo se pueden poner las proposiciones en correspondencia con una figura
o convertirse ellas mismas en una figura?

El papel del lenguaje no es “poner en palabras” lo que ya estaria pensado cla-
ramente o vivido, sino determinar proposiciones para construir el pensamiento
de los objetos de conocimiento, por lo menos en los campos de las ciencias y
la matematica. Lo que las proposiciones enuncian constituye un sentido que
es irreductible al de las palabras que ellas articulan. Esta irreductibilidad apa-
rece con los problemas especificos que plantean tanto la produccion, oral y
sobre todo escrita, como la comprensién de las proposiciones, escuchadas o
leidas; por ejemplo, la distincién entre una proposicién y su reciproca, aunque
emplean las mismas palabras, o la modificacién del sentido relacionada con
la cuantificacién y la negacién, o incluso el cambio de sentido de una proposi-
cién en funcion del estatus que se le da en el desarrollo de un discurso.

Y ;cual es un analisis funcional de la relacién entre una proposicién enun-
ciada y una figura?

Son muy bien conocidos los estudios de Duval sobre la relacién entre argu-
mentacioén y demostracién que reaparecen con la pregunta que él se plantea:
;Qué solapamientos hay entre visualizacién y razonamientos para justificar o
para probar? En qué se diferencia un razonamiento de una descripcién o de
una explicacién y, sobre todo, en qué es diferente un razonamiento que justifi-
ca, como por ejemplo en el marco de un debate sobre un asunto de sociedad
o para tomar una decisién, de un razonamiento que demuestra, como en ma-
tematica. Invocar la légica, o la “derivabilidad I6gica” resulta ingenuo cuando
se trata de razonamientos que se hacen en lenguaje natural y con sus recursos,
pues esto no permite comprender por qué las deducciones vélidas no tienen
de ninguna manera fuerza de prueba a los ojos de los estudiantes y cémo se
inscriben ellas en el lenguaje natural.

Este es un articulo que afronta temas de extrema delicadeza acerca del apren-
dizaje de la geometria en los primeros niveles de escolaridad, primaria y secun-
daria; que ofrece al docente y al investigador formidables elementos de andlisis
de las dificultades que tiene los estudiantes en la articulacién del cognitivo, la
vision de las figuras (y su uso) con el lenguaje.

En el segundo articulo, Duval propone un andlisis cognitivo de los problemas
de comprensién en el aprendizaje de la matematica.
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El primer punto que se debe examinar es la forma en la cual se pueden carac-
terizar las actividades matematicas desde un punto de vista cognitivo.

I " I//

En primer lugar, él examina el papel “capital” de las representaciones semidticas,
relanza la idea de paradoja cognitiva del acceso a los objetos de conocimiento y
muestra la gran variedad de representaciones semiéticas usadas en matematicas.

Después de esto, analiza los procesos de pensamiento que entran en juego en
la actividad matematica. Pero lo hace de forma problematica: como describir la
gran variedad de procesos matemdticos, usando y evidenciando los diversos re-
gistros que se ponen en juego en dichos procesos, incluso con ejemplos especi-
ficos. Siempre recurriendo ampliamente a ejemplos, aritméticos y geométricos,
trata de las transformaciones semidticas de tratamiento y conversion. Cierto, los
problemas que este analisis presenta son multiplices; por ejemplo, el problema
de reconocer el mismo objeto matematico a través de representaciones cuyos
contenidos son heterogéneos.

Por dltimo, Duval propone dos fuentes de incomprension en el aprendizaje de
la matemadtica, y las hace coincidir precisamente con las dos transformaciones
semidticas. En primer lugar, considera la complejidad y la especificidad de los
tratamientos realizados en un registro multifuncional; aqui los ejemplos que pre-
senta son multiples. En segundo lugar, toma en examen la conversién de repre-
sentaciones o cambio de registro. En los dos casos, las fuentes de incomprension
llevan al problema de reconocer en una representacion, y para cualquier registro
usado, aquello que es matematicamente relevante, de lo que no lo es.

Entrando mas en detalle, las preguntas que el autor se pone inicialmente son,
por lo tanto, repito, las siguientes: ;Como podemos entender las dificultades,
frecuentemente insuperables, que muchos estudiantes tienen con la compren-
sion de la matematica? ;Cudl es la naturaleza de estas dificultades? ;D6nde
estan localizadas? Estas preguntas han cobrado una magnitud y una importancia
particular con la reciente presion para lograr mds educacion matematica inicial
para todos los estudiantes, y esto en todo el mundo; también la Unesco publicé
recientemente un amplio estudio sobre el conocimiento matematico necesario
para los futuros ciudadanos, conocimientos que los prepare para enfrentar un
entorno tecnolégico y orientado hacia la computacion (y la estadistica, agrego
yo), de una complejidad que se incrementa en forma ilimitada (Artigue, 2011).

Los estudios de las dltimas décadas han mostrado que los procesos de adqui-
sicion del conocimiento matematico son tan complejos que parece ser necesa-
rio considerar diferentes enfoques, el epistemolégico y el educativo, los cuales
tienen en comdn el uso de la nocién de representacion para caracterizar el
tipo de fendmenos que ocurren en cualquier proceso de conocimiento o que
lo constituyen.



A partir de estas consideraciones, inicia una larga reflexion sobre la idea
de representacion: algo que se pone en lugar de otro algo. Pero, jcudl es la
naturaleza de este “algo que se pone en lugar de...”? La respuesta puede ser
mdltiple, dependiendo de si se consideran las representaciones con respecto
a un individuo concreto y sus experiencias, a las estructuras mentales o a los
objetos de conocimiento con sus requisitos epistemoldgicos especificos. Las re-
presentaciones entonces pueden ser creencias, concepciones o concepciones
erréneas individuales a las cuales cada quien accede a través de sus produccio-
nes verbales o esquematicas.

Anteriormente hice explicito el hecho de que Duval, a este punto, recurre a
los estudios de Piaget de los afios 20 para pasar inmediatamente a investigacio-
nes mucho mas recientes, en las cuales las representaciones semiéticas, inclui-
dos todos los lenguajes, aparecen como herramientas comunes para producir
nuevos conocimientos y no solo para comunicar cualquier representacion
mental particular.

En esta direccion se encuentran Frege y Hilbert, con respecto a los requisitos
epistemologicos y metamatematicos; pero todo esto se revel6 intil incluso para
las investigaciones sobre la cognicién. Las representaciones son solamente los
resultados superficiales del funcionamiento de estructuras mentales profundas,
que no dependen de la conciencia real de los individuos, y con esto volvemos
a Piaget.

Para determinar el origen de la incomprensién de los estudiantes, primero
debemos determinar las condiciones cognitivas que hacen posible la com-
prension. Y este punto nos lleva a preguntas de gran interés: ;Qué sistemas
cognitivos se requieren y se movilizan para acceder a los objetos mateméticos
y al mismo tiempo hacer posible la realizacién de las miltiples transforma-
ciones que constituyen los procesos matematicos? ;La manera de pensar en
matematica es la misma que en las otras areas de conocimiento? ;La actividad
matematica requiere solamente los procesos cognitivos comunes o, de hecho,
requiere ciertas estructuras cognitivas especificas cuyo desarrollo se debe tener
en cuenta en la ensefanza? Estas son las preguntas clasicas que se hace un
docente de matemdtica y que se plantean quienes estudian el complejo sistema
cognitivo que hace referencia a esta disciplina.

Para entrar en el complejo sistema que el autor evidencia para dar respuesta
a estas preguntas, seria oportuno acceder a articulos precedentes en los ya se
abordé el tema. En este articulo, presenta resultados concretos y especificos
que ilustran muy bien la problematica. Para hacer esto, prosigue con una serie
de preguntas siempre mds precisas. ;Qué caracteriza la actividad matematica
desde un punto de vista cognitivo? Estamos todos convencidos de que el apren-
dizaje de la matemdtica es un hecho especifico, tanto que desde el inicio de
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la didactica se estudiaron los casos del fracaso electivo en matematica. Pero
aqui Duval hace un andlisis mucho mas fino e interesante que involucra un es-
tudio sobre los obstaculos que los estudiantes experimentan para comprender;
a menudo se recurre a los conceptos y su complejidad epistemolégica. Esta
complejidad se puede explicar mediante la historia de dichos conceptos.

Sin embargo, justamente el autor plantea que tal enfoque no es suficiente para
caracterizar lo que es nuevo y especifico para los procesos de pensamiento en
matematica, pues en dicha area tienen un papel especifico las representaciones
semidticas. Mirando la historia del desarrollo de la matemdtica, se ve que el
desarrollo de las representaciones semidticas (en el sentido de tratamientos y
conversiones) fue una condicién esencial para el desarrollo del pensamiento
matematico mismo. A este punto, Duval proporciona algunos ejemplos toma-
dos de la historia de la matematica, relacionados siempre con experiencias de
aula.

Gracias a este punto de vista epistemoldgico, nuestro autor reafirma la po-
tencia de su famosa paradoja cognitiva, que tanto nos ha influenciado como
investigadores en los Gltimos decenios. Esta ha sido objeto de un estudio espe-
cifico desde un punto de vista epistemolégico vy filoséfico (D’Amore, Fandino
Pinilla, lori, Matteuzzi, 2015).

Otro argumento fuerte de la teoria duvaliana es el relacionado con la gran
variedad de representaciones semidticas usadas en matematica.

Ahora bien, es obvio que una variedad de estas sea necesaria para la cons-
truccion cognitiva del objeto matemdtico y se sefialé en estudios precedentes;
que una excesiva cantidad de representaciones crea dificultades ulteriores,
necesita un andlisis didactico concreto y oportuno (véase: D’Amore, Fandifio
Pinilla, lori, 2013; no es por caso que una de las prefaciones a este libro esté
firmada por el mismo Raymond Duval).

Nuestro autor se lanza aqui en una interesante y abundante serie de ejemplos,
tomados de varios temas de la matematica, relaciondndolos con el problema
de la multiplicidad de las representaciones semidticas traidas a colacién.

Existe siempre el problema de la definicion de los procesos de pensamiento
involucrados en la actividad matematica; la representacion semidtica no se
reduce a designar objetos, a poner algo en lugar de otro. De otra parte, para
analizar los procesos de pensamiento complejos y especificos que subyacen
a la actividad matemadtica, debemos tener en cuenta las diferencias entre los
diversos sistemas de representacion semidtica usados.

sQué papeles tienen? y ;qué diferencias llevan consigo? ;Son importantes
estas diferencias en los procesos matematicos?



Una vez establecidos los varios procesos matematicos, estos deben ser
descritos, otro campo de reflexiones que se abre. Aqui entran en campos las
imdagenes, los lenguajes tanto naturales como simbdlicos. Entre los diversos sis-
temas de representacion semiotica usados existe una diferencia funcional que
es esencial porque esta intrinsecamente conectada con la manera en que los
procesos matematicos transcurren. Y los procesos nunca se pueden convertir en
algoritmos (sobre este tema, véase también Brousseau, D’Amore, 2008).

Duval propone a este punto un estudio sobre los dos tipos de transformacién
de las representaciones semidticas, es decir, tratamiento y conversion. Las ex-
plica con ejemplos concretos y analiza sofisticadamente sus caracteristicas.

No obstante se trata de un argumento muy bien conocido; los ejemplos
proporcionados y el andlisis propuesto clarifican ciertas posiciones y aclaran
algunas dudas. Por ejemplo, evidencian la frase: “Los tratamientos que se pue-
den realizar dependen principalmente de las posibilidades de transformacion
semidtica que son especificas para el registro utilizado”.

Yo mismo tuve la posibilidad de estudiar por mucho tiempo el tratamiento
y, por tanto, puedo testificar que se trata de consideraciones de gran interés
tedrico y practico, de hecho empirico.

Pero, si nos encontramos frente a dos representaciones cuyos contenidos son
heterogéneos, ;cémo reconocer el mismo objeto matematico? En el pasado la
respuesta parecia clara: Frege nos ensei6 a evidenciar la diferencia entre el
contenido de una representacién y aquello a lo cual hace referencia la repre-
sentacién. Pero hoy somos propensos a pensar, con Duval, que el contenido de
una representacion depende mas del registro de representacion que del objeto
representado. Esta relacion entre el contenido de una representacién y el objeto
representado depende del sistema que se moviliza para producir la represen-
tacién. Podemos obtener iconicidad o no iconicidad para una representacion
semidtica, lo mismo que para una representacién no semidtica. Y eso nos de-
vuelve a la paradoja cognitiva de la comprensién en matematica.

Volviendo al tema de base, Duval estudia a este punto las fuentes de incom-
prension en el aprendizaje de la matematica. Estas son dos, relacionadas preci-
samente con los dos tipos de trasformaciones de representaciones semidticas.

En un primer momento, el autor estudia la complejidad de los tratamientos
relacionados en un registro multifuncional, recurriendo a ejemplos tomados
de diversos campos, por ejemplo de la geometria. En un segundo momento
estudia la otra fuente de incomprensién: conversion de las representaciones, la
cual implica necesariamente un cambio de registro.
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El autor hace notar como las dificultades de conversién se consideran nor-
malmente un signo de incomprension conceptual.Y esto complica la compren-
sion por parte del docente, acerca de las causas del fracaso de sus estudiantes.
Esta es la razon por la cual la mayor parte de la investigacion se ha dirigido a la
reorganizacion de representaciones auxiliares de transicion, las que los apren-
dices desarrollan espontaneamente o las que se introducen en la ensefanza.

Un tema posterior de gran interés para la investigacion y para el mundo de la
escuela es el siguiente: a veces se confunden las caracteristicas relevantes y las
no relevantes de las representaciones. ;Coémo seleccionar y valorizar estas in-
formaciones? Duval propone varios ejemplos tomados de diferentes temas de la
matemdtica, en un primer momento para evidenciar el fenémeno y en un segun-
do momento para analizarlo, en algebra, en geometria, en aritmética, etcétera.

Que este tipo de estudio sea relevante se pone aqui en evidencia a partir de
una frase que comparto plenamente: Cambiar el registro de representacion es
el umbral de la comprension matematica para los aprendices en cada etapa del
curriculo. Esto depende de la coordinacién de varios registros de representa-
cién y es solo en matematica donde se requiere fuertemente la coordinacion
de registros.

En el tercer articulo, Duval estudia los procesos matematicos de prueba y
en particular examina el funcionamiento cognitivos y la comprension de tales
procesos por parte de los estudiantes.

En un primer momento presenta un amplio analisis de los estudios sobre
la complejidad cognitiva del funcionamiento del razonamiento. Pero también
reflexiones profundas sobre cudles sean las caracteristicas de un razonamien-
to, partiendo de la idea de organizacion discursiva de las proposiciones. Esto
implica el estudio de las componentes “internas” del significado de una pro-
posicion y un analisis del estatuto de las proposiciones y de las diferencias
funcionales entre estas en el desarrollo discursivo (en las diversas acepciones
de razonamiento, argumentacion, prueba etc.).

Retomando sus estudios precedentes sobre este mismo tema, Duval propone
una forma de ver y de determinar el funcionamiento cognitivo especifico de
una prueba de matemdtica mostrando, entre otras cosas, como cambia el focus
al interior de un “espacio del significado” de una proposicion; si es verdad
que en el habla comdn las interacciones sociales, las tnicas caracteristicas
del significado que se activan para cualquier proposicion expresada son su
contenido (informativo) y su valor pragmatico de comunicacion, en el razona-
miento los valores epistémicos llegan a ser las caracteristicas predominantes
del significado, porque el razonamiento juega con las diferencias de los valores
epistémicos de las proposiciones. Esta observacion es suficiente para el avio de



un andlisis profundo, basado también en la experiencia de aula.

Sucesivamente formula el problema de qué es y de como se puede formular
el aprender a probar, iniciando de la pregunta: ;qué diferencia existe entre
un razonamiento valido y uno no valido? Si la pregunta que se plantea es de
caracter cognitivo, se puede hacer referencia a la clasica distincién de Nicolds
Balacheff de 1987, quien distingue cuatro tipos de pruebas: empirismo inge-
nuo, experimento crucial (estas dos pruebas son de tipo pragmatico basadas en
la observacion), experimento genérico y experimento mental (estas dos pruebas
son de tipo intelectual, basadas en la necesidad de la afirmacion).

Por dltimo, examina la forma en la cual se puede inducir a los estudiantes
para hacer funcionar cognitivamente el razonamiento deductivo, lo cual trae a
colacién varios factores entre los cuales emergen por importancia: la diferen-
ciacion y la coordinacion de los registros de representacién semidtica, analizar
la organizacién deductiva y como esta funciona.

Entre las tematicas matemdticas de mayor significado que forman parte de
los estudios iniciados por Duval, ;quién no recuerda el deslizamiento entre los
verbos “ser” y “tener”, en relacién con la falta de construccion cognitiva del
infinito por parte de los estudiantes? ;Quién no recuerda la distincién profunda
entre demostracion y argumentacién que nos ha llevado a todos nosotros, pri-
mero al estudio y después a la reflexién sobre estos argumentos? Duval retoma
en esta ocasion la idea de prueba, con caracteristicas un poco mas generales
respecto a la idea matematica de demostracion.

Indudablemente, el proceso de prueba (y, alin mas, para mi, él de demostra-
cién) constituye por si mismo un aparato matematico complejo desde un punto
de vista epistemoldgico, tanto que, después de un milenio y medio, se estd
aun discutiendo. Pero, desde el punto de vista de la comprension vy, por tanto,
del de su funcionamiento cognitivo, los problemas son atin mayores. Duval se
pregunta, en forma aparentemente ingenua: ;Por qué hay tantos estudiantes
que no tienen éxito en lograrlo verdaderamente?

Sabemos que el estudio de este objeto ha creado tres direcciones de investi-
gacion en el dmbito de la didactica de la matematica: una direccién psicol6-
gica que asume como modelo de razonamiento las formas aristotélicas (a esta
hacen referencia los estudios iniciales de Piaget e Inhelder, por ejemplo); una
segunda corriente didactica que evidencia una relacién de interaccién entre
las figuras, los teoremas y las definiciones, llegando a producciones discursivas
a las cuales se refieren los trabajos de Balacheff; y una dltima direccién que
aprovecha las ideas de modelos de razonamiento que funcionan como maqui-
nas de inferencia, algo asi como la inteligencia artificial, tipica de los afos 80.
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Duval analiza cada una de estas corrientes y logra proporcionar interpreta-
ciones personales del funcionamiento del objeto “prueba”; logra exponer di-
versas interpretaciones posibles de los malentendidos que se pueden encontrar
en la actividad cognitiva de la prueba, reafirmando la necesidad ya explicita en
sus mismos escritos en los afios 90, acerca de la coordinacién de los transitos
formales entre proposiciones en el interior del registro semiético de la lengua
materna.

Sugiere también una visualizacién de caracter semidtico que regula el fun-
cionamiento de una prueba: desde la hipétesis, parte una flecha pero nunca
puede llegar una flecha; una o varias flechas llegan a un teorema pero solo una
flecha puede salir de él; una o varias flechas llegan a la conclusién buscada
(lo que se va a probar) y ninguna flecha sale de ella. Una ejemplificacion de
una elegante simplicidad. Sugiere también un uso heuristico de las figuras que
podrian construir una base cognitiva notable.

En este articulo, Duval estudia entonces los procesos matemdticos de prueba
y en particular examina el funcionamiento cognitivo y la comprension de tales
procesos por parte de los estudiantes.

Uno de los problemas para la ensefianza es que sigue faltando la distincién
entre los diferentes estatus operativos de las proposiciones, aun cuando ya no
haya confusién superficial o circularidad en las expresiones. Muchos estudian-
tes, sin cometer errores evidentes, no captan exactamente coémo operan en
una prueba las diferencias funcionales entre las proposiciones de un discurso
o de una “explicacién”. No ven por qué y como el estatus operativo, y no solo
el estatus tedrico (definiciones, teoremas), son herramientas para desarrollar
el razonamiento de una manera bien diferente a la de la argumentacién en el
lenguaje natural.

Se ha observado la misma incomprension en estudiantes de entre quince
y dieciséis afios. Pero mi experiencia personal es que este tipo de actitud no
tiene que ver solo con la edad, no necesariamente se desarrolla con el pasar del
tiempo. He visto profesores decidir de anticipar a la didactica de los teoremas
una larga ensenanza de la légica aristotélica o proposicional, con un resultado
que podemos calificar de negativo porque, entre otros aspectos, muchos con-
funden la implicacién material A—B (que pertenece al lenguaje: si A entonces
B) con la deduccidn légica (que pertenece al metalenguaje: de A se deduce B).
Y porque no es un hecho que la modalidad de razonamiento aristotélico sea
la mds cercana a la experiencia argumentativa del estudiante; por el contrario,
mis investigaciones me llevaron a mostrar que el razonamiento légico intuitivo
del estudiante de 15-17 anos es mucho mds cercana a la nyaya indiana que no
a la légica aristotélica (D’Amore, 2005).



Lo que sucede ademads, es que en el nivel de organizacion de los pasajes, estos
estan conectados por proposiciones que se superponen: algunas conclusiones
del dltimo pasaje se toman como premisas para el nuevo pasaje. A esto se debe
que no haya brecha entre dos pasajes. En este nivel, el uso de los conectores
por parte de los estudiantes no es relevante, aspecto que si es importante para
los profesores.

El estudio que se puede proponer, entonces, desde un punto de vista episte-
moldgico, es considerar las pruebas desde un tercer nivel: el nivel tedrico. Este
nivel involucra un cambio de escala: se pasa de la deduccién local de una pro-
posicion a la deduccién global dentro de un conjunto de proposiciones. Pero,
existen aspectos que deben tenerse en cuenta, aspectos de cardcter lingtiistico
de gran interés. A diferencia del habla comun, el razonamiento moviliza los
tres componentes posibles del significado de cada proposicién, pero estan
combinados de maneras especificas para el argumento y para la prueba mate-
matica. El argumento no fluye como una deduccién valida porque el contenido
se impone sobre los otros componentes, como lo hace en el habla comdn.

Por ejemplo, existe una gran diferencia en el uso de la palabra “entonces”
en el lenguaje cotidiano y el uso de la misma palabra en el lenguaje légico o
matematico, por ejemplo en el curso de una demostracion.

Podriamos entonces pensar en demostraciones (o pruebas mds generales) sin
lenguaje; pero no hay razonamiento valido sin lenguaje, porque solo las propo-
siciones pueden ser verdaderas o falsas y porque no hay proposicién sin enun-
ciado. Por tanto, el problema de la relacién entre razonamiento y redaccion
explicita no se puede desconocer, especialmente en la educacion matematica.
Nace una pregunta que no tiene solo interés didactico, sino que tiene también
un interés cultural y epistemolégico: ;Cudles son las interacciones entre el ra-
zonamiento como organizacién especifica de proposiciones y la redaccién, o
expresion, como expresion explicita en un lenguaje particular?

En la argumentacién comdn, el lenguaje dominante y, por tanto, el mas usado
es la lengua materna; es mediante esta que los aprendices se pueden percatar
de lo que se requiere para una prueba matematica y lo que esta produce. De
otra parte, razonar en lengua materna requiere tomar en cuenta el estatus y
el valor epistémico de cada proposicién al mismo tiempo. Solo asi el razona-
miento puede funcionar como un verdadero razonamiento convincente. Que-
dandonos dentro la matematica, al contrario, en el calculo lo importante es
enfocarse en las reglas de uso y en la sustitucién para cada simbolo (variables,
cuantificadores, operadores, relaciones, etc.); el estatus y el valor epistémico
de las expresiones simbélicas no interesan. Desde un punto de vista cognitivo,
esta es la diferencia profunda: el calculo es mas “facil” que el razonamiento.
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No es un caso, agrego entre lineas, que muchos logicos en el transcurso del
tiempo han intentado transformar la Iégica, la demostracién, el razonamiento,
en puro calculo simbdlico, en un algoritmo o en un mecanismo.

Pero, ;co6mo un individuo, un estudiante, llega a la necesidad de hacer uso
de una proposicion? La primera experiencia que conduce a la conciencia de la
necesidad de alguna proposicion, segiin Duval, es cuando su contenido corres-
ponde a datos sensoriales, percibidos con o sin instrumentos. Solo asi se puede
verificar lo que se dice examinando lo que se puede percibir. Esa es la practica
epistemoldgica comun.

Este tipo de debate no es nuevo, se trata de lo que Leibniz denominé la
“necesidad fisica” como opuesta a la “necesidad l6gica o geométrica”. Pero
es siempre actual. La distincion entre los tipos de lenguaje y su necesidad es
sofisticada, muchas veces fuera del alcance de los estudiantes.

Relacionada con este debate, existe el sentido segtn el cual, algunas propo-
siciones son consideradas verdaderas y otras no. O, mejor, son consideradas
necesariamente verdaderas.

Por dltimo, siempre en relacién con este hecho existe la posibilidad de re-
conocer que una determinada proposicién es la Gnica conclusion posible de
lo que se ha afirmado previamente, aunque a la postre vaya en contra de la
evidencia perceptual o de un acuerdo general.

Todas estas temdticas estan estrechamente ligadas a la vida de aula, al apren-
dizaje de la prueba y de la demostracion, pero también con la resolucién de un
problema, como lo muestra con varios ejemplos el mismo Duval.

La tarea del estudiante no es banal: debe llegar a ser capaz de distinguir entre
una prueba matematica y un argumento, que tienen redacciones similares o las
mismas marcas verbales (conectores gramaticales y 16gicos); esto incluye cam-
biar de foco con respecto a lo que se considera como el primer componente
de los significados de las proposiciones: su estatus en lugar de su contenido.

Muy pocas veces se considera la importancia que tiene, para seguir una
argumentacion, la capacidad de diferenciacién y de coordinacién implicita
y compleja de registros de representacion semiética en un modo que por lo
general no se requiere en otros campos de actividad mental.

Se debe tener en cuenta que la comprensién (matematica) no sigue el orden
de la construccién (matematica) del conocimiento; no se puede ensehar ma-
temdtica, en un nivel inferior, sin tener en cuenta los requisitos basicos para
desarrollar la “arquitectura cognitiva” especifica del sujeto. Y esto es particular-
mente cierto para la prueba matematica.



Duval tiene una formidable experiencia en lo relacionado con la ensefianza
de la prueba, ensefianza que divide en tres etapas: una primera de exploracion
libre, una segunda de investigacién especifica de la organizacion deductiva
de proposiciones en un registro no discursivo, y una tercera de descripcion o
explicacion verbal de la organizacion deductiva que se ha descubierto. Sobre
este tema insiste con ejemplos en este articulo, como lo ha hecho en tantos
otros, publicados en el pasado.
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