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Prefacio

Al 1er volumen de la Coleccién Pedagogia y Didactica del Enfasis
en Educacion Matematica

Texto original en italiano

Traduccién: Dra. Martha Fandino

Este libro quiere iniciar una tradicién de publicaciones internas en el Doc-
torado Interinstitucional en Educacién, en particular en el énfasis en Edu-
cacion Matematica. De hecho, los doctorandos son invitados a contribuir
en la creacién de un volumen consignando un articulo de investigacion o
una reflexion sobre el marco tedrico relativo a su propia tesis, o profun-
dizando un seminario que han seguido y que consideran particularmente
interesante.

Un volumen asi concebido ofrece un panorama cultural que dice muchas
cosas acerca de la investigacion de los doctorandos en didactica de la
matemadtica, y obviamente no pretende ser exhaustivo; ofrece, eso si, la po-
sibilidad de evaluar las potencialidades expositivas de los doctorandos, su
capacidad para formalizar sus avances, sus marcos teéricos, sus reflexiones
que, de alguna manera, los ayudaran en el camino de la redaccién de sus
tesis.

La eleccion de los argumentos, por tanto, no es neutra ni casual, sino que,
por el contrario, da a conocer la direccién que esta tomando el énfasis en
Educacién Matemdtica y sus intenciones tematicas proyectadas hacia un
futuro inmediato.

Este primer volumen propone tematicas cldsicas, pero analizadas en clave
moderna; leyendo los articulos, se descubren las direcciones especificas
en las cuales los autores se estan desplazando.

El primero se centra en el pasaje no banal —ni del punto de vista diddctico,
ni del punto de vista epistemolégico— del algebra al célculo; la pregunta
—que no tiene nada de retérico— que se plantea la autora, Gloria Inés Neira
Sanabria, es si se trata en verdad de un pasaje o si, por el contrario, debe
asumirse mas como una ruptura en el sentido de Bachelard, idea tomada
después por Brousseau. La bibliografia internacional en este campo es, por
decir poco, extensisima; sorprende y al mismo tiempo es placentera la idea
de un ulterior punto de vista en esta direccion. La tesis de la doctoranda,
sin duda portara una nueva luz en este denso tema.
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Una de las controversias mas célebres de la historia es aquella a distancia
entre Jean Piaget y Lev Vygotski, sobre la cual todos nosotros hemos tenido
necesidad de reflexionar y escribir; esto, porque trata de las relaciones entre
pensamiento y lenguaje, dos de los pilares sobre los cuales se funda cada uno
de los aspectos evolutivos y culturales relativos a la humanidad. Lo afrontan
aqui los doctorandos Pedro Javier Rojas Garzon y Jaime Humberto Romero
Cruz, quienes enriquecen su texto —que profundiza un seminario sobre el
mismo tema- reportando las intervenciones de destacados estudiosos que dis-
cuten algunos detalles de la cuestion.

Uno de los debates —aparentemente superficial- que por decenios ha anima-
do el campo de la investigacion en didactica de la matematica, es el relativo
a esquemas mas o menos idéneos para representar, en forma resumida pero
eficaz, algunos componentes de esta disciplina. Por ejemplo, el tridngulo de
la did4ctica nace a finales de los aflos 70 como un instrumento que permite
esquematizar las situaciones de aula, y es hoy uno de los modelos de referen-
cia de mayor difusién. El doctorando Jorge Orlando Lurduy Ortegén propone
en su texto dos elementos de andlisis didacticos de los procesos de estudio de
la matemdtica: el Sistema Didactico y el Tetraedro Didactico, siendo este Glti-
mo caracterizado por cuatro polos, a saber, profesor (didactico), entorno, es-
tudiante (cognitivo) y epistémico (saber), en la misma direccion de los dltimos
estudios de Brousseau. Esta contribucion ofrece muchas oportunidades de
reflexion y de desarrollo, incluso porque se inserta en una direccién de gran
relevancia internacional, como el Instituto de Orientacién Psicolégica EOS.

Edgar Alberto Guacaneme Sudrez afronta los significados de los conceptos
razény proporcion en el libroV de los Elementos, uno de los documentos mas
estudiados desde la antigliedad remota, el que mds debates ha generado, el
mas controvertido y sin embargo sorprendente, no obstante el clasico y pro-
fundo analisis de Proclo de Constantinopla y el estudio mucho mds cercano a
nosotros de James Michael Hill, al inicio del siglo XX. También este doctoran-
do se sirve de los potentes instrumentos del EOS, reivindicando a su estudio
intereses ya sea en el campo didéctico o en el epistemoldgico.

La variedad de los temas tratados es un valor al cual un énfasis doctoral no
puede renunciar; esta diversidad trae como consecuencia discusiones aca-
démicas que involucran a todos los doctorandos y sus directores de tesis, asi
como también a expertos extranjeros que aportan Utiles contribuciones a la
formacion cultural y profesional, una de las verdaderas riquezas de las escue-
las doctorales no estériles y no cerradas en si mismas, como lo es la nuestra,
que puede ostentar aportes —por demas diferenciados y extraordinariamente
validos— de estudiosos, entre los mas destacados internacionalmente.



Caracteristica de estas publicaciones, también en futuro, quiere y debe ser
la absoluta libertad tematica que se concede a los autores, lo que implica
una carga de responsabilidad que, lejos de facilitar, es rica de espinosos
caminos culturales porque pone a prueba la capacidad de batirse entre las
infinitas bibliografias que hoy definen y acompanan nuestros campos de
indagacion.

Bruno D’Amore
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Del algebra al calculo: ¢transicion o ruptura?
Notas para una reflexion epistemoldgica y didactica

Gloria Inés Neira Sanabria’

Si la ruptura numérico/algebraico se identifico de forma clara en
las investigaciones sobre la comprension del algebra, la ruptura
dlgebra/célculo, por el contrario, se ha trabajado muy poco hasta
el presente en las investigaciones sobre la comprension del calculo.

(Artigue, 1995, p. 115)

Descripcion del problema

Lo que se encuentra en una primera aproximacién informal a los escena-
rios propios del trabajo universitario inicial del calculo es incomprensién
de los conceptos, un inadecuado manejo de los razonamientos, ademas de
una no muy sélida competencia algebraica en la resolucién de los nuevos
problemas. Los cursos se suelen desarrollar en forma mecanica y el trabajo
descansa en lo puramente algoritmico y en el dlgebra, sin alcanzar una
comprension de los razonamientos y conceptos del cdlculo. Todo lo cual
revela que la reflexién profunda acerca de la comprension de los concep-
tos fundamentales en el trabajo inicial del calculo en la universidad es ne-
cesaria, fundamental y urgente en el ambito de la educacion matematica,
en la linea del aprendizaje y ensefianza del calculo diferencial e integral.

La evidencia de los problemas de comprensién de los conceptos funda-
mentales del cdlculo que encuentran los estudiantes al iniciar el estudio
del célculo diferencial es tan fuerte que ha desencadenado —en diferentes
partes del mundo- reformas curriculares, innovaciones didacticas, propues-
tas con el uso de la tecnologia, programas dirigidos a los profesores y a
la ensefanza (Tall, 1996; Ferrini-Mundy y Gaudard, 1992), y hasta se ha
cuestionado si se debe ensefar calculo en la educaciéon media; y en caso de
que la respuesta fuera afirmativa, de qué manera y con qué grado de rigor.

Por otra parte, basta echar una mirada a algunos “handbooks” de investi-
gacion, desde el Handbook of research on mathematics teaching and lear-
ning, editado por Grouws en 1992, hasta los mas recientes; a las memorias

1 Doctorado Interinstitucional en Educacion (DIE) Universidad Distrital Francisco José de
Caldas, Bogotd, Colombia. Correo electronico: gneira@udistrital.edu.co; nicolauval@yahoo.
es; gerarlopez3@hotmail.com
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de las reuniones anuales del PME? o de recientes eventos de Educacion
Matematica como el ICME o Ciaem,* a los reportes de investigacion presen-
tados en las dltimas Relme*, por ejemplo, para darse cuenta de lo actual y
presente de las investigaciones diddcticas en el campo del calculo.

Segln Artigue (1995), no existe un paso natural del algebra al calculo,
no existe un progreso continuo y regular del conocimiento matematico,
sino que se da un desarrollo cadtico: una ruptura frente a la cual se debe
emprender una investigacion que se ubique en ese trabajo inicial y que
impacte en una mejor comprension de los conceptos basicos del calculo
diferencial, pues generalmente se han atacado dichos problemas de incom-
prension con reformas e innovaciones al interior del calculo mismo.

Artigue enfatiza que, mientras la ruptura numérico/algebraico no sélo se
ha identificado, sino que ha desencadenado numerosas investigaciones que
aportan respecto a la comprension del pensamiento numérico y algebraico,
no ha sucedido algo similar con la ruptura algebra/calculo: no existe una
multiplicidad de investigaciones sistematicas ni posturas paradigmaticas so-
bre lo que distingue esos dos pensamientos, esas practicas escolares, ni se
sabe como tender el puente y alistar el camino para iniciar el trabajo en
el calculo diferencial. Tampoco se tiene conciencia sobre la importancia
de estudiar esa transicion, esas practicas escolares del trabajo inicial del
calculo como otra manera de entender los problemas de comprensién de
esta disciplina, ya sea en los cursos de educacion secundaria, media o ba-
chillerato (o como se llame en cada pais), o en los primeros semestres de la
educacion superior.

La reflexién acerca del paso, transicion o ruptura del algebra escolar al
calculo diferencial y de las dificultades, conflictos u obstaculos epistemo-
|6gicos, semidticos, didacticos o culturales que se dan en dicha transicion,
en esas practicas escolares iniciales, categorias todas cargadas semdntica y
tedricamente y que han generado diversas tendencias, constituye un punto
crucial en las investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje del calcu-
lo en la educacién media y superior, punto central de este ensayo.

Del fenémeno didactico de algebrizacién del calculo diferencial escolar,
ya detectado por Artigue (Contreras, 2000), que se manifiesta en un enfoque
algebraico y reduccionista del calculo, emerge un interés urgente y funda-
mental por la actividad matematica que se realiza en las aulas de clase,
por las prdcticas escolares, por la dimensién de significacion y sentido de

2 Psychology of Mathematics Education.
3 Comité Interamericano de Educacién Matematica.
4 Reunién Latinoamericana de Matematica Educativa.



estas practicas, que toca también las dimensiones didactica y matemadtica.
Detectar, comprender y describir las rupturas o continuidades, los obsta-
culos, conflictos o facilitadores en el paso del pensamiento algebraico al
pensamiento analitico, y por tanto, comprender cémo se establecen esas
relaciones de ruptura o de continuidad, de obstdculo o de facilitador, de
hecho aportard a la problematica que a diario viven maestros y estudiantes
con el célculo.

Artigue reagrupa las dificultades que presentan los estudiantes en la tran-
sicion algebra-calculo en tres categorias:

Las dificultades ligadas a la complejidad matemética de los objetos basi-
cos del cédlculo: los nimeros reales, las funciones y las sucesiones, entre
otros, objetos que estan precisamente en construccién cuando se empie-
za la ensefianza del calculo.

Las dificultades ligadas a la conceptualizacion de la nocién de /imite, que
es la nocion central del campo, y a su dominio técnico.

Las dificultades ligadas a la necesaria ruptura con modos caracteristicos
de pensamiento del funcionamiento algebraico.

En esta dltima categoria, lo radical del término “ruptura” se puede ejem-
plificar mediante el tratamiento que se da en el calculo a las desigualdades
e inecuaciones, a la alternancia de cuantificadores, a las aproximaciones, al
simbolismo, al lenguaje, a los razonamientos vy, en particular, a las demos-
traciones, todo lo cual rompe con las formas de trabajo que se presentan en
los cursos anteriores a la iniciacion del célculo escolar, por ejemplo en los
cursos de algebra.

Los intentos de identificar, describir, comprender y explicar los obstacu-
los que pueden inferirse a partir de las practicas escolares universitarias de
iniciacion del trabajo del célculo diferencial en esa transicion del algebra
al célculo, constituye una exploracién novedosa dado que se instauran en
analizar el paso a unas practicas, a una semidtica, a una semantica propia
del célculo para explicar, describir y comprender si las causas de tantos
problemas con la comprension del calculo no estan solamente al interior
de cualquiera de las practicas Ilamadas “cdlculo” en la universidad, sino en
la iniciacién del trabajo en él, mas especificamente en ese paso, transicion
o ruptura del algebra al célculo. En adelante las Practicas Escolares Univer-
sitarias se identificardn con la sigla PEU, y las Practicas Escolares Universi-
tarias vinculadas a la iniciacion del Calculo Diferencial, con la sigla PEUC.

Emerge entonces una mirada diferente que pretende aportar otros ele-
mentos constitutivos a la hora de describir, analizar y comprender los pro-
blemas de aprehension de los conceptos fundamentales del célculo dife-
rencial escolar, dado que toma su lugar principal en el paso, en el camino,

15
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en el puente que del dlgebra lleva al célculo, para luego si posicionarse al
interior de éste, con toda su problemética y teniendo en cuenta los diversos
actores que participan en él.

En sintesis, en este escrito se plantea un abordaje descriptivo-analitico
de las dificultades que encuentran los estudiantes al iniciar el estudio del
calculo diferencial en la universidad. También se propone decidir cémo
se describen mejor esa practica escolar y esa dificultad: si como barrera,
ruptura, refundicion, revolucién, cambio, conflicto u obstaculo, o como un
problema de semiosis de un cierto pensamiento variacional con la media-
cién de uno o mas registros que ya tienen unas restricciones y limitaciones
nada faciles de superar, para lo cual, en este ensayo, se intenta construir un
marco explicativo inicial que permita hacer interpretaciones y tomar deci-
siones para caracterizarlas.

Al iniciar los cursos de célculo se debe concebir la funcién como un ob-
jeto, como una entidad sujeta a las operaciones que otros procedimientos
efectdien sobre ella, cuando lo que se concebia en cursos de algebra, por
ejemplo, era una nocién de funcién presentada como un procedimiento
aplicado a ciertos objetos llamados nimeros; ahora ese mismo concepto, el
de funcién, deviene en objeto al ser operado bajo otros procesos como el
limite, la diferenciacion o la integracién, y se convierte en un sujeto sobre
el cual se predican propiedades como la existencia de limite, la continui-
dad, la diferenciabilidad o la integrabilidad. No en vano ha sido nominado
como el concepto fundamental de la llamada matematica moderna.

El andlisis del comportamiento de las funciones es uno de los principales
rasgos que caracterizan al pensamiento variacional. Pero para que los alum-
nos logren un acercamiento a esta forma de pensamiento es necesario que
superen la idea de funcién como correspondencia entre dos valores y que
comiencen a visualizar una situacién cambiante. Segin Cantoral y Farfan
(2000), sabiendo que el significado y el sentido acerca de la variacion se
establecen a partir de situaciones problemdticas cuyos escenarios son los
referidos a fenémenos de variacion y cambio, se propicia el desarrollo de
acercamientos didacticos que favorezcan la construccién de significados,
tanto de los conceptos como de los procesos, basados siempre en ideas
variacionales.

La propuesta basica que plantean es, para el nivel que corresponda, el
desarrollo de los contenidos del curriculo relacionados con las variables,
las funciones y el calculo desde un enfoque variacional, considerando el
estudio de la variacién como una especie de eje rector del que se des-
prenda el contenido temdtico. A través de experiencias con profesores en



servicio en la educacién media y superior y con sus estudiantes, Cantoral,
Farfan y sus coinvestigadores han constatado que, en caso de que se lo-
gren incorporar elementos visuales como parte de su actividad matemdtica
al enfrentar problemas, los estudiantes suelen manejar la funcién no sélo
como objeto, lo que ya es un gran logro, sino que ademas pueden transitar
entre los contextos algebraico, geométrico, numérico, icénico y verbal con
cierta versatilidad; en otras palabras, en caso de tener un dominio del con-
texto geométrico/visual tanto en la algoritmia, la intuicion, asi como en la
argumentacion, se hard mas posible entonces el transito entre las diversas
representaciones.

Aproximacion historica a los obstaculos epistemolégicos

Desde la tradicion filoséfica

El término obstaculo epistemoldgico fue construido por el fisico y fil6so-
fo francés Gaston Bachelard, quien postula que la naturaleza no nos es
dada y nuestras mentes nunca son virgenes en frente de la realidad, pues
sea lo que sea que veamos, digamos u observemos, esta direccionado por
lo que ya conocemos, pensamos, creemos o queremos ver (Bachelard,
1938/2004, p. 15).

Algunos de estos pensamientos, creencias y conocimientos pueden fun-
cionar como un obstaculo a la propia comprensiéon de los fenémenos.
Nuestras generalizaciones pueden estar sesgadas por la particular tendencia
a armonizar el conocimiento con unas pocas leyes o principios de expli-
caciones que funcionan adecuadamente, como “todos los cuerpos caen” o
“la luz se propaga en linea recta”, o sobre metéforas preestablecidas, como
“el aire es una esponja”.

Segln Bachelard, frente a lo real el alma no puede mostrarse ingenua; lo
que cree saberse obstaculiza lo que debiera saberse y no es posible hacer
tabla rasa de los conocimientos anteriores:

Cuando se presenta ante la cultura cientifica, el espiritu jamas es joven.
Hasta es muy viejo, pues tiene la edad de sus prejuicios. Tener acceso
a la ciencia es rejuvenecer espiritualmente, es aceptar una mutacion
brusca que ha de contradecir a un pasado (Bachelard, 1938/2004,
p. 16).

Para Bachelard, el obstaculo es un tipo de conocimiento ya disponible,
usualmente instalado desde hace mucho tiempo en nuestra mente y que ya
no percibimos como tal. Lejos de ser una dificultad mental, resulta de una
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facilidad intelectual que nos otorgamos, muy a menudo sin ser ya conscien-
tes de ello. Y... el obstaculo estd confortablemente asentado, de tal forma
que se vuelve a él constantemente.

Enuncié algunos obstaculos en su obra: la experiencia basica o conoci-
mientos previos, el conocimiento general, el obstaculo verbal, el conoci-
miento unitario y pragmatico, el obstdculo sustancialista y el animista. No
dio una definicion explicita de obstaculo epistemolégico, aunque si mu-
chos ejemplos; sin embargo, ninguno de ellos se aplica a las matematicas,
como él mismo lo advirti6.?

Bachelard construye este aporte a la epistemologia en 1938, pero solo en
el afo 1976 Guy Brousseau lo incorpora a la investigacién en educacion
matematica en el marco de su Teoria de las Situaciones Didécticas, de la
Ingenieria Didactica y de todo ese fenémeno didactico que se da en Francia
en la década de los 70. A continuacion se describe brevemente el transito
de esta nocién hacia el campo especifico de la investigacién en educacion
matemadtica, que se tarda alrededor de 38 anos.

Desde la educacion matematica

La nocién de obstdculo epistemolégico, tomada de Bachelard, hizo su
aparicion en la educacién matematica (mds precisamente en la didactica
francesa de las matemdticas) gracias a Guy Brousseau, quien la hizo ma-
nifiesta en el primer texto de didactica de las mateméticas presentado en
1976 por él mismo en la conferencia de la CIEAEM, en Louvain la Neuve.

Brousseau ya veia —en particular en la nocién de obstaculo— el medio de
cambiar el estatuto del error, mostrando que:

El error y fracaso no tienen el papel simplificado que queremos a ve-
ces hacerles jugar. El error no es solamente el efecto de la ignorancia,
de la incertidumbre, del azar, como se cree en las teorias empiricas o
conductistas del aprendizaje, sino el efecto de un conocimiento an-
terior, que tuvo su interés, su éxito, pero que ahora se revela falso o
simplemente inadaptado. Los errores de ese tipo no son errdticos e
imprevisibles, ellos se constituyen en obstdculos. Tanto en el funciona-
miento del profesor como en el del alumno, el error es constitutivo de
sentido del conocimiento adquirido.

5 En efecto, la historia de las matematicas es una maravilla de regularidad. Ella conoce pausas.
Ella no conoce los periodos de errores. Ninguna de las tesis que sustentamos en este libro
apunta hacia el conocimiento matematico. No se refieren sino al conocimiento del mundo
objetivo (Bachelard, 1938/2004, p. 25).



Y esta idea muy pronto empezé a funcionar como una categoria, enten-
diendo categoria como una nocién que aunque no esta en el desarrollo de
un dominio cientifico, es suficientemente general y potente para direccio-
nar el pensamiento y determina un campo de investigacion a su alrededor.

Y eso es precisamente lo que pasé con la nocion de obstaculo epistemo-
l6gico: empez6 a direccionar el pensamiento; todo un programa de investi-
gacion comenzé a desarrollarse a su alrededor, mientras que se llevaban a
cabo debates entre los tedricos acerca de la naturaleza de tales obstaculos,
sus posibles definiciones y la coherencia y racionalidad de importarlos de
las ciencias naturales a la matematica.

Ejemplos de investigacion al respecto son la tesis sobre el aprendizaje de
la nocién de limite, sustentada por B. Cornu en 1983, y los trabajos de Sier-
pinska que la prolongan. A partir del debate que desaté la incorporacion del
concepto a la educaciéon matematica, se empez6 a creer que si tenia senti-
do hablar de obstaculos epistemolégicos en matemdticas, y que podian ser
la explicacién para eso que a diario se detectaba como obstaculizante en
los aprendizajes de los estudiantes. Se buscaba un fundamento teérico para
el nuevo concepto, pero transferirlo de las ciencias naturales a las matema-
ticas requeria adaptaciones cuidadosas y profundas reflexiones filoséficas
acerca de la naturaleza de estas Gltimas.

Se concluyé que en vez de tratar de reemplazar el conocimiento errado
de los estudiantes por el correcto, el esfuerzo de los profesores debia ser in-
vertido en la invencion de problemas especiales, en los cuales los estudian-
tes experimentaran un conflicto mental que los hiciera conscientes de que
dichas formas de comprension habituales posiblemente no son las Gnicas y
que no son universales.

Segln Sierpinska (1994, p. 133)°, las investigaciones se enfocaron en el
disefio de situaciones de enseflanza que proveyeran condiciones favorables
para la superacién de obstaculos epistemolégicos y posibilitaran asi una
mejor y mds profunda comprensién de los conceptos mateméticos. En esa
tendencia se identific6 comprension con superacion de obstaculos.

En la busqueda de explicaciones acerca de las dificultades de compren-
sién en matematicas que se evidencian en los estudiantes, se concluyé que
éstas no dependen solamente de la falta de experiencia con esta disciplina
ni de las habilidades o destrezas que puedan o no tener, ni de la idiosin-

6 La obra de mayor interés en este capitulo es Understanding in Mathematics. Fue publicada
en inglés en 1994. La autora de este escrito ha elaborado ya una traduccién, en particular del
capitulo IV.
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crasia de su pensamiento adn inmaduro, sino también de la naturaleza de
los conceptos matematicos mismos y de la cultura en la cual éstos han sido
desarrollados.

Con este supuesto de base, se abre la puerta para la investigacion acerca
de los obstaculos epistemolégicos: formas de comprension basadas en algo
inconsciente, esquemas de pensamiento culturalmente adquiridos, creen-
cias no cuestionadas acerca de la naturaleza de las matemadticas. Dicho
constructo cred interrogantes como ;Es un obsticulo epistemolégico un
error, una mala comprension, una incomprensién o sencillamente una cier-
ta forma de conocer que funciona en algunos dominios restringidos pero se
revela inadecuada en otros? ;Es una actitud de la mente que permite tomar
opiniones por hechos, y unos pocos casos de evidencia por leyes generales?

Sierpinska (1994) entonces postula una teoria para explicar la comprensién
en matematicas basada en la teoria de los obstaculos epistemoldgicos. El
primer supuesto que enuncia al respecto es que de un nivel de conocimiento
y comprension a otro hay necesidad de integracion y reorganizacion. Afirma
que la cognicién no es un proceso acumulativo, pues las nuevas compren-
siones pueden solamente ser parcialmente construidas sobre caminos de
desarrollo previos. Por ejemplo, cuando se pasa de los nimeros naturales a
los enteros o de la aritmética al algebra, debemos hacer —para el “arrepenti-
miento intelectual”’— una reorganizacién de entendimientos previos.

El otro supuesto de la filosofia de los obstaculos epistemoldgicos que
enuncia es que no podemos hacer metafisica de la comprension cientifica,
lo cual significa que estos obstaculos son inevitables. Nuestras creencias
acerca de la naturaleza del conocimiento cientifico, las visiones de mundo
que tenemos, imagenes que tomamos y que estan impresas en el lengua-
je que usamos, esquemas de pensamiento, todo ello forma un punto de
partida para nuestro manejo de los problemas cientificos, tanto que ellos
desvian nuestros acercamientos y soluciones. Se vuelven apoyos pero tam-
bién obstaculos para un buen entendimiento. Su superacién requiere una
reconstruccion de comprensiones fundamentales.

Sierpinska (1994) argumenta una y otra vez que la comprensiéon no es
independiente del desarrollo ni del lenguaje en el que se comunica, ni
tampoco de la cultura en la cual se socializa. Las creencias, las normas
cognitivas y las visiones del mundo pueden ser todas fuentes de obstaculos
para comprender la estructura teérica del conocimiento cientifico. Tanto en
la instrucciéon como en el desarrollo hay momentos criticos: esos momentos
gobiernan lo que precede y también lo que sigue.



Mediante un cuidadoso estudio de la cultura, concluye que aquello consi-
derado obvio y natural puede imprimirse como un esquema de pensamien-
to, como un habito tan natural que se vuelve parte de nosotros mismos, y
plantea que el progreso hacia otro nivel requiere siempre superar rutinas
intelectuales y todo aquello que hemos considerado verdades infalibles.

Nociones epistemolégicas relacionadas con la ruptura
epistemolagica

De otro lado, y continuando con consideraciones de tipo epistemolégi-
co acerca de los dos constructos importantes planteados aqui —obstaculo
y ruptura epistemologica—,” Vasco (1991) analiza los conceptos de revo-
lucién cientifica, ruptura epistemolégica y otros relacionados con ellos,
tomados de la historia y de la epistemologia de la fisica, para estudiar su
aplicabilidad a la constitucién de las disciplinas matemdticas. Discute y
concluye las siguientes tres tesis:

En cada una de las disciplinas matemdticas la ruptura epistemoldgica, si
tiene sentido identificarla con la conformacién de la respectiva disciplina,
se da una sola vez.

En cada una de las disciplinas matemdticas, una vez conformada, no se
dan propiamente revoluciones cientificas en el sentido de Kuhn, sino solo
refundiciones de esas disciplinas.

Los intentos de unificacion de las disciplinas matematicas en una sola
ciencia llamada “la Matematica” —en singular y con mayuscula— no

solo no son ni revoluciones ni rupturas epistemoldgicas, sino que puede
decirse que han fracasado, y que las matematicas, con o sin mayduscula,
contindan, y previsiblemente continuaran siendo plurales.

Fichant y Pécheux (1969/1975) definen ruptura epistemoldgica como el
origen o comienzo de una ciencia, en el momento que Kuhn llamé “revo-
lucion cientifica”. Estos autores consideran la ruptura constitutiva de esa
ciencia, que deviene en un nuevo paradigma. Podria plantearse que las
revoluciones cientificas constituyen un acercamiento mas sociolégico que

7 La ruptura epistemoldgica es un concepto introducido por el filésofo y poeta Gastén
Bachelard (27 de junio de 1884, Bar-sur-Aube — 16 de octubre de 1962, Paris) en Filosofia
de las Ciencias (posteriormente desarrollado en el ambito de la sociologia en 1975), a raiz
de un ensayo publicado en Francia por Pierre Bourdieu, Chamboredon y Passeron, titulado
El oficio de socidlogo. El concepto de ruptura epistemoldgica alude a la necesidad, en la
praxis socioldgica, de alcanzar una fisura que permita ir més alla de la evidencia, de las
prenociones en sociologia. Supone, en otros términos, superar los espacios de tépicos y
lugares comunes para hacer “verdadera ciencia”, para “conquistar el objeto contra la ilusion
del saber inmediato”.
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epistemolégico al problema de los cambios cientificos. El término ruptura
epistemolégica marca, en cambio, el punto de no retorno® a partir del cual
comienza una nueva ciencia; en particular es todo el hecho epistemologi-
co que sucedi6 con la constitucion de la fisica cientifica desde Copérnico
hasta Newton. Pero una vez constituida la nueva ciencia o disciplina des-
pués de la ruptura, quedan adin muchas regiones del campo teérico abierto
por esa ruptura, en las cuales se mantiene un agregado de proposiciones
tedricas que pretenden ser cientificas, a pesar de estar formuladas todavia
con lenguaje ambiguo. El trabajo de elaboracion de los nuevos conceptos,
las propuestas de respuestas a las nuevas preguntas y la bisqueda de cohe-
rencia conceptual llevan a periddicas revisiones de esas sub-regiones que
constituirian las refundiciones o cortes intracientificos, terminologia que se
atribuye también a Regnault (Fichant y Pécheux, 1969/1975, p. 12, defini-
cion 1ll'y nota 6).

En este sentido, no se podria afirmar propiamente que, al pasar del alge-
bra al célculo en la organizacién curricular y cognitiva, lo que se da sea
una ruptura epistemolégica en el sentido aqui planteado, pero si se afirma
como posicion inicial, que hay una ruptura en cuanto a practicas, simbo-
lismo, lenguaje, modos de demostracién y argumentacion, respecto a lo
que habitualmente se hace en los cursos de algebra y lo que se empieza a
trabajar en el calculo.

Existen otras miradas o tendencias relacionadas con la nocién de obs-
taculo epistemoldégico:* Michelle Artigue utiliza el término concepcion;
Diaz-Godino habla de conflictos semiéticos; D’Amore reivindica el térmi-
no misconcepcion; Radford reconoce los obstaculos en cuanto culturales y
didacticos; Luis Rico desarrolla su teoria acerca de los errores; Luis Moreno
habla de obstrucciones; tendencias que revelan ademas la necesidad de
una teoria que explique esas dificultades en general, y particularmente en
lo relativo a ese paso, transicion, refundicion, ruptura del algebra al calculo.

Una primera aproximacioén a una conceptualizacién de los obstaculos

De este panorama posible: obstdculo epistemolégico, concepciones,
obstaculos culturales, obstaculos didacticos, conflictos semidticos, episté-
micos, cognitivos e interaccionales, misconcepciones, podemos ver que,
reconociendo sus diferencias sustanciales, han existido en la literatura dis-
tintos modos de enunciar esas dificultades, errores, caidas, tropiezos que

8 Expresion atribuida a F. Regnault que usan Fichant y Pécheux para describir la ruptura
epistemoldgica, en un curso en 1967-1968 en Parfs, seglin aparece en la advertencia inicial
de Oscar Landi al libro de Fichant y Pécheux (1969/1975, pp. 7-8; ver definicién I, p. 9, y la
nota 6 de la p. 12).

9 Tendencias que se analizan en otro articulo de la misma autora del presente escrito.



los maestros detectamos en nuestros estudiantes en las aulas de clase, en
todos los niveles de escolaridad, en toda clase de instituciones, de diferen-
tes maneras, y se ha focalizado el interés de los investigadores por indagar
lo que subyace a tales dificultades con el afan de proponer categorias de
andlisis para explicarlas potencialmente.

Tener en cuenta ese panorama de miradas y de perspectivas es importan-
te para caracterizar las tendencias actuales alrededor de los obstaculos y
conflictos, y sobre todo para “construir” un enfoque propio que se sustente
con conocimiento de las diferentes miradas y perspectivas, y que sea lo
suficientemente potente para dar cuenta de las “dificultades” detectadas.

Un inconveniente concreto que se presente en algin tema y que se revele
en los errores que se cometen, en las dudas, en la perplejidad, puede de-
berse a que no se tienen los conocimientos necesarios, o a que los que se
tienen dificultan el trabajo. A diferencia del que falta, el conocimiento que
si estd pero que provoca dificultades y conflictos, dudas y errores, es sinto-
ma de la existencia de conocimientos previos —presentes o ausentes— que
entorpecen y/o dificultan el aprendizaje.

Esta misma diferencia se plantea en el tipo de errores detectados: accidenta-
les, ocasionales, lapsus y errores sistematicos, que se deben a algo... ;a qué?

Planteamos como supuesta una contraposicién entre el conocimiento au-
sente (ignorancias) y el presente, pero que a la vez es un factor dificultante,
que son los obstaculos.

La nocién de obsticulo sera entendida en el presente documento como
un conocimiento y no como su ausencia 0 COmo una equivocacion; un
conocimiento que funciona bien en algunos contextos, pero que al ser apli-
cado en otros produce “errores”.

Se conciben los errores como sintomas, indicadores de la posible existen-
cia de obstdculos. Aqui la palabra error no se entiende como juicio califi-
cador de un comportamiento o respuesta errénea del estudiante, sino como
aquella conducta que no sigue las reglas institucionales.

Se reconoce creatividad en los errores que cometen los estudiantes, com-
prensiones divergentes de las preguntas formuladas. Se trata de no cargar
la palabra semanticamente con la tradicién que la asocia al enjuiciamiento
peyorativo y calificativo hacia los estudiantes. Los errores —mirados de esa
manera— se convierten en la fuente de indagacién mds importante, pues los
obstaculos pueden inferirse a partir de estos en las practicas y de la dificul-
tad experimentada por los que participan en ellas.
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Si la conducta errédtica se repite sistematicamente, se le ha de buscar la
etiologia en algo que no se reduce a la habilidad motora incipiente. Esa
conducta, error, equivocacion, violacién de la regla institucional, es un sin-
toma de que ahi hay un obstaculo que no depende de falta de habilidades;
vendra entonces la caracterizacion para precisar su naturaleza.

Enseguida se plantean y profundizan algunas ideas especificas acerca de
los procesos de ensenanza y aprendizaje del calculo en particular, propési-
to fundamental de esta reflexion.

Dificultades identificadas en el aprendizaje del calculo

Las investigaciones sobre los errores y dificultades en el campo del pensa-
miento matematico avanzado no son uniformes en la terminologia, ya que
muchas veces se utilizan indistintamente las expresiones dificultad y obs-
taculo. En todo caso, los estudios que se han consultado estan focalizados
sobre la deteccién de éstos. Se citan algunas dificultades que se reportan
bajo distintas nominaciones.

Se advierte que la palabra dificultad esta mas asociada a una tradicién de
la psicologia del aprendizaje, pero en este escrito se quiere abrir su campo
semantico, presentar un panorama desde la investigacion en diddctica de
la matematica y citar referentes iniciales minimos que posteriormente sean
objeto de un andlisis mayor.

Mediante la observacion de dos parejas de alumnos preparando la identi-
ficacién de la tangente como limite de una secante variable, para encontrar
la ecuacién de la tangente de una curva representativa de la funcién seno
en el origen, Sierpinska (1994) propone una lista de cinco grupos de obsta-
culos epistemoldgicos relativos a la nocién de limite:

El Ilamado “horror al infinito”, que reagrupa los obstaculos ligados con
el rechazo al estatuto de operacién matematica para el paso al limite:
la transferencia automatica de los métodos del dlgebra propuestos para
manipular magnitudes finitas a las magnitudes infinitas, la transferencia
de las propiedades de los términos de una serie convergente a su limite,
y finalmente el obstaculo que consiste en asociar el paso al limite con un
movimiento fisico, con una aproximacion.

Los obstaculos ligados al concepto de funcion: ocultacion de la nocién
de funcién subyacente, restriccion a una sucesion de valores, reduccion
mondtona, no distincion de la nocién de limite y de extremo inferior o
superior.

Los obstaculos geométricos: la intuicién geométrica se convierte en “un
obstaculo serio en la formulacién de una definicién rigurosa, tanto al
impedir la determinacion de aquello que quiere comprenderse como la



diferencia de dos magnitudes, como por un apego de la nocién de limite
a la nocién de extremo de un conjunto”.

Los obstaculos légicos: ligados a la eliminacion de los cuantificadores o
de su orden.

El obstaculo de simbolo: ligado a la reticencia a introducir un simbolo
especifico para la operacion del paso al limite.

Sierpinska confirma, ademas, lo que ya habia sido sefialado por Bachelard:
que aquello que estd en la base de cualquier clase de obstaculo epistemol6-
gico, es su aparicion y su resistencia en la historia de los conceptos conside-
rados, asi como la observacion de concepciones analogas en los alumnos.

Artigue (1995) también resalta que el uso comdn de la palabra /imite evo-
ca las ideas de lo no traspasable, lo no alcanzable o de fin de un proceso.
Senala también una segunda dificultad relacionada con la doble naturaleza
—estructural y operacional- que tiene el concepto de limite, y enfatiza la
dificultad proveniente de la necesidad de disociar el objeto limite del pro-
ceso que permite construirlo, asociandolo con el obstaculo sehalado por
Sierpinska en relacion con la consideracion del infinito. La formalizacién
de la nocion de Iimite es otra dificultad, que consiste en mostrar que en ella
se concibe un solo proceso, en tanto los estudiantes parecen ver dos, uno
que se efectiia sobre la variable y otro sobre los valores de la funcién.

Como ya fue resefiado anteriormente, Artigue (1995) reagrupa las dificul-
tades en tres categorias, dando respuesta a la pregunta: ;Qué elementos
conceptuales trae el estudiante para trabajar las nociones intuitivas del cal-
culo? o ;qué requiere para acceder al calculo? Las posibles respuestas (Nei-
ra, 2000) involucran entidades como funciones, nimeros reales, infinito,
aproximaciones, continuidad, vecindades, entre otras, nociones que como
tales tienen sus propios problemas de conceptualizacién y de representa-
cion, los que ademads estan en construccion precisamente en este estadio de
desarrollo cognitivo y conceptual, cuando se inicia el trabajo en el calculo.

Con respecto a las funciones, en el dlgebra se manejan muy dependientes
de su representacion grafica o tabular, o de los procesos que las engendran,
y ahora se deben trabajar como entes conceptuales sobre los cuales se van
a aplicar nuevas nociones. El tema de funciones tiene su propio campo de
estudio y es él mismo un nicleo de investigacién en educacién matema-
tica; es, ademads, el eje central de toda la investigacién sobre pensamiento
variacional.

Vale la pena recordar aqui las dificultades que tienen los estudiantes para
pasar de un registro semiotico de representacion a otro, y para articular los
distintos registros de representacién con sus representaciones semiéticas

25



Del dlgebra al calculo: jtransicién o ruptura? Notas para una reflexion epistemoldgica y didactica

n
(o2}

(Duval, 1992, 1998) y reconocer en todas el mismo objeto matemdtico. Por
ejemplo, se rechaza por parte de los estudiantes la funcién real constante
de valor 4 si se presenta en la forma “y = 4”, porque lo que existe en el es-
tudiante es una asociacién de la funcién con su férmula dependiente de x
o de funcién como variacién; en cambio, si se presenta graficamente por la
asociacion “recta = funcién”, se presentan menos errores.

Aqui hay que destacar el doble estatus de los objetos matematicos: el ope-
racional (dindmico) y el estructural (estatico). En la historia de los conceptos,
el primer estatus precede al segundo, aunque luego se vuelve un proceso
dialéctico, y las investigaciones realizadas muestran que en la comprension
individual sucede lo mismo. A ese salto cualitativo que se refiere al paso de
una concepcion en estatus dindmico a estatus estructural, se le ha denomi-
nado “encapsulacién” o “reificacion”. D. Tall ha designado “proceptual” al
caracter de las nociones matematicas que representa a la vez los objetos y
los procesos. Aqui se presenta un problema: esa flexibilidad es condicion
necesaria en la comprension del calculo, pero a la vez se evidencia la difi-
cultad que hay para desarrollarla individualmente.

En cuanto a los ndimeros reales, ;serd que los estudiantes tienen una clara
distincion de los diferentes referentes numéricos? Algunas investigaciones
(como la de Artigue, 1995) muestran la tendencia de los estudiantes a aso-
ciar el nimero real con la aproximacion que de él nos da la calculadora,
por ejemplo las expresiones para «, V2... Entonces, en ese estadio, ;los ni-
meros decimales son iguales a los nimeros reales? También se han detec-
tado situaciones arraigadas en los estudiantes de college o de primeros se-
mestres de universidad en los Estados Unidos, como que entre 3.25 y 3.26
no hay ningiin nimero, o que 3.138 es mayor que 3.4, o que (3.4)* es igual
a 9.16, situaciones que muestran la complejidad de estas simbolizaciones.
No es dificil hacer un sondeo entre nuestros estudiantes para confirmar que
adolecen de los mismos vacios conceptuales respecto a estos referentes.

Para abordar el segundo de los problemas enunciados por Artigue, tomaré
una idea de David Tall (1996), quien afirma que si bien la nocién de funcién
es el ndcleo y centro de la matematica moderna, es el concepto de limite
el que significa un paso a un plano mas avanzado de pensamiento mate-
matico y es el jalonador de procesos de desarrollo del pensamiento: sabe-
mos bien que el concepto de limite no solo es fundamental en la historia y
evolucion del célculo, sino que lo es también en la ensefianza del mismo.

Las dificultades que conlleva el concepto de limite tienen varias conno-
taciones, entre ellas una de tipo linglistico, pues en la cotidianidad, dicho
término en general tiene significados que no favorecen la idea matematica:



es entendido como algo que nunca puede ser alcanzado, el dltimo térmi-
no de un proceso, etc., nociones que refuerzan concepciones erradas del
concepto matemdtico. El limite aparece en variados contextos matemati-
cos: de sucesiones, de series, de funciones, en la nocién de continuidad,
de diferencial, de integral; es pertinente, entonces, diferenciar entre estos
tipos de Iimites, por ejemplo el cardcter discreto del Iimite de una sucesion
(an) y el caracter continuo del limite de una funcion f(x), categorias que han
de tenerse claras para ganarle a las dificultades inherentes que conlleva el
concepto.

Hay algunas justificaciones interesantes de los estudiantes respecto a los
limites. Por ejemplo, que el Iimite de la sucesion 0.9, 0.99, 0.999, ... debe
ser menor que 1; que 0.9, 0.99, 0.999, ... no tiende a 1 pero tiene limite 1;
que 0.999, que es menor que 1, por mas nueves que se le agreguen, siem-
pre serd estrictamente menor que 1; aceptan que nunca puede pasar de 1
(porque “tiende a tener” la propiedad de los nimeros como 0.9999 que
nunca pueden pasar del limite 1). Estas ideas se han catalogado como el
principio de continuidad (Leibniz) o generic limit property, que consiste en
creer que cualquier propiedad comin a todos los términos de una sucesion
también la tiene el limite.

Algunas consideraciones acerca de las practicas escolares
universitarias vinculadas con el trabajo inicial en el céalculo diferencial

Las practicas escolares universitarias vinculadas con el trabajo inicial en
el calculo diferencial -PEUC- de los estudiantes de primer semestre de la
Facultad de Ingenieria de la Universidad Distrital incluyen las practicas
discursivas y no discursivas usuales con que estudiantes y maestros “viven”
las clases, con las que participan en el aula alrededor de las tematicas
propias de la disciplina. Contienen, entre otras, las formas de “hacer ta-
reas”, de discutir con otros, de estudiar individualmente y en grupo, y de
participar.

Se indaga la entrada al mundo del célculo diferencial —en un curso mas
formal que el acercamiento que da el bachillerato— como fuente rica de in-
formacion acerca de los obstdculos epistemoldgicos, semiéticos, culturales,
didacticos o de la naturaleza que sea, precisamente en ese trabajo inicial,
porque se empieza a construir un lenguaje, una forma de nominar, un rigor,
un hacer que permea la préctica. Porque se empiezan a tratar funciones
como objetos, sobre los cuales se van a definir limites, continuidad y de-
rivadas. Porque se habla, se escribe y se significa de una cierta manera: es
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ahi donde se ubica esta reflexion, que parte del supuesto de que ese trabajo
inicial es fuente de indagacion importante.

Se concibe la practica configurada por los desempenos de los sujetos, el
contexto, el medio, el “curriculo oculto” y el explicito por el que transita
un curso.

La practica escolar propone la apropiacién de rutinas, cuyo sentido esta
dado por la practica misma, y crea una cultura propia. En general, afirman
Baquero y Terigi (1996), las practicas escolares suponen un quiebre en la
cotidianidad de los sujetos, pues la escolarizacién implica que el sujeto se
apropie de una rutina especifica. Las practicas escolares se caracterizan
porque constituyen una realidad colectiva, delimitan un espacio especifico,
actdGan en unos limites temporales determinados, definen roles, predetermi-
nan y sistematizan contenidos y proponen formas de aprendizaje descon-
textualizado.

En la escuela no solo se desarrollan contenidos formales y saberes expli-
citos, sino que la actividad sistematica incita a los alumnos a construir sus
propios procesos intelectuales, compartiendo medios semiéticos como la
escritura o formales como las matematicas.

Se describen a continuacién algunos elementos constitutivos de esas prac-
ticas, como los esquemas de clases, los textos usados, las tareas y ejercicios,
las evaluaciones, los planes de estudio, los perfiles de profesor y el trata-
miento mas o menos general de algunas nociones. Descripcién informal
aun, pero basada ya no solo en la experiencia personal y la observacion,
sino confirmada a través de didlogos, entrevistas con un ndmero significa-
tivo de maestros del ciclo basico de ingenieria, ademas de consultas con
documentos curricularmente institucionalizados en el drea de matematicas
de la facultad de ingenieria.

Acerca de los esquemas de clase. Las clases de introduccion al célculo
diferencial en la universidad colombiana, en la Universidad Distrital y, es-
pecificamente, en su Facultad de Ingenieria, son clases tradicionales'® en
las que el profesor explica los contenidos inscrito en el esquema conven-
cional: definiciones, teoremas,'' ejemplos, ejercicios generalmente basados
en un texto guia o de consulta, en los que el tratamiento de las tematicas es

10 Se reconoce que hay esfuerzos individuales innovadores y también algunos mediados por la
tecnologia. Pero la generalidad, la institucionalidad del enfoque del area y del ciclo bésico
de ingenierfa estd disefiado sobre una metodologia tradicional.

11 Los teoremas tienden a desaparecer de la clase tradicional, no sus enunciados, sino sus
demostraciones formales; a cambio, lo que generalmente se hace son “mostraciones”
argumentadas del hecho que enuncia el teorema.



usualmente el mismo. Hay espacios para elaboracién de talleres y trabajos
en grupo.

Acerca de los textos guia y de consulta. Calculo o Introduccion al Célcu-
lo, de autores como Stewart, Thomas, Swokowski, Purcell, Leithold, Protter,
Larson, son libros que han reinado como textos guia segiin se vuelvan pa-
radigmdticos en algunas facultades, como las de la Universidad Nacional,
las de Los Andes, la Escuela Colombiana de Ingenieria... Todos ellos com-
parten un enfoque tradicional de por lo menos 50 afos.'

Acerca de las tareas y ejercicios. Lo usual es que cada profesor disponga
de un repertorio o archivo personal referente a ejercicios que ilustran mejor
una situacion, cominmente tomados de los libros, de los solucionarios o
generados en grupos de trabajo de docentes. Esto se puede corroborar en
las notas de clase que publican algunos maestros por medio de la Oficina
de Publicaciones de la Universidad Distrital, como también en las guias
dejadas en las fotocopiadoras de las facultades.

Que el tratamiento sea clasico, convencional o tradicional, no significa
que no se haga un buen trabajo, comprometido, responsable y guiado hacia
lo que se considera juega un rol importante en el desarrollo conceptual de
los estudiantes.

Acerca de las evaluaciones. Hay parciales y exdmenes conjuntos, lo cual
lleva al necesario consenso acerca de contenidos, enfoques, tematicas y
metodologias. Los profesores llevan propuestas de evaluacién y se confor-
ma asi la prueba, que se convierte en un verdadero calvario para los estu-
diantes, pues la “mortalidad” es significativamente alta en estas pruebas
conjuntas: se vuelven todo un reto.

Acerca del curriculo general de ingenieria en la Universidad Distrital.
Hay un ciclo bésico en matemdticas que comprende célculo diferencial,
calculo integral, algebra lineal, l6gica, calculo multivariado y ecuaciones
diferenciales.”

Consultados los planes de estudio de facultades de ingenieria de varias
universidades —Nacional, Distrital, Andes, La Salle, Central, Gran Colom-
bia, Piloto, Antonio Narifio, UIS, América, Auténoma, Javeriana, Escuela
Colombiana de Ingenierfa, UPTC- hay un consenso general acerca de los

12 Por citar un ejemplo, la primera edicién del Célculo de Thomas es de 1952, y van en la 12a
edicion. Si comparamos la edicién de 1945 y la de 1995, podemos efectivamente confirmar
su enfoque tradicional.

13 Se consultard a Acofi y a Conaces con el fin de dar cuenta, de manera oficial, del curriculo
del ciclo basico de las ingenierias.
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contenidos de los cursos que constituyen el Célculo I (diferencial) y el Cal-
culo 11 (integral); en muchos casos los mismos profesores dictan los cursos
en unas y otras universidades.

Tipos de profesor en ingenieria. En general, el perfil requerido es mate-
matico o licenciado en matematicas con posgrado en el area. Se encuentran
profesores egresados de las Universidades Nacional, Distrital y de los An-
des, quienes usualmente dictan cétedra en mds de una institucién; muchos
de ellos cuentan con maestria en matemadticas o en dreas de la ingenieria;
muy pocos tienen especializaciones o estudios en educacion o en educa-
cién matematica. Ni en el area de matematicas —ni en ningtn area del ciclo
de especializacién en ingenieria— la pedagogia y la didactica son consi-
deradas un problema, pues se parte del hecho de que saber la materia es
suficiente para saber ensefar.

Acerca del tratamiento de algunas entidades conceptuales. Al entrar en el
mundo del célculo es necesario enriquecer la visién de los estudiantes so-
bre la nocién de igualdad y desarrollar nuevos métodos para probar igual-
dades. En este punto, es interesante notar que una reconstruccién similar de
la nocién de igualdad fue puesta en evidencia por la investigacion didacti-
ca, en la transicién del pensamiento numérico al pensamiento algebraico.

Ya ha sido resefiado en Neira (2000) que, en el algebra, para demostrar
que dos expresiones son iguales, se razona por equivalencia: se transforma
la escritura a(x) = b(x) en una sucesién de escrituras:

al(x)=b1l(x)

a2((x)=b2(x)

ai(x)=bi(x),

hasta obtener dos expresiones idénticas. Lo mismo se hace en el tratamiento
de las ecuaciones y de las inecuaciones. En cambio, en el calculo se hace
un encaje con la proposicion “Si 8 >0,y 0 < |a — x| < 8”, lo cual ha de lle-
var a comprender que para demostrar, por ejemplo, que en la vecindad de
un punto a, f(x) < g(x), no hay que resolver la inecuacién, sino encontrar un
intervalo de centro a en donde tal desigualdad se pueda garantizar mediante
aproximaciones y estimaciones. Se pasa de razonamientos por equivalencias
sucesivas a razonamientos por condiciones suficientes.



La entrada en el mundo del calculo obliga también a los estudiantes a re-
construir objetos matematicos ya familiares pero en otros mundos, como la
nocién de funcién como expresion algebraica, la x como representacién de
la funcién idéntica, las constantes como representaciones de las respectivas
funciones constantes (Vasco, 1995) y otros casos semejantes.

La nocién de tangente proporciona un caso prototipico de tal reconstruc-
cién. La tangente es un objeto geométrico que posee propiedades especificas:

1. no corta al circulo,
2. lo toca solo en un punto

3.y en el punto de contacto es perpendicular al radio.

Todas estas propiedades son globales y no tienen nada que ver con la idea
de direccion comin. Ademas, para ayudar a los alumnos a darse cuenta del
caracter abstracto de los objetos geométricos, los profesores subrayan que
incluso si perceptivamente el circulo y la tangente parecen coincidir local-
mente, en realidad tienen solo un punto comdn.

Esta concepcion geométrica se puede generalizar aplicandose a otras cur-
vas, por ejemplo parabolas, y conduce a la concepcion algebraica de la no-
cién de tangente como recta que tiene una interseccién doble con la curva,
que resulta operativa con las curvas algebraicas. Claramente, no hay una
filiacion directa entre esta tangente y la definida en célculo, caracterizada
por una propiedad local: la recta con que la curva tiende a confundirse
localmente y cuya pendiente estd dada por el valor de la derivada de la
funcién asociada.

Acerca de la organizacion curricular en la educacion basica y media

Curricularmente, el modo como ocurre la instruccion en la escolaridad
institucional es asi: dos cursos de algebra en 8°y 9° grado y un curso de
célculo en 11° grado, es decir, se presenta el algebra como un dominio,
como practica anterior al calculo; y no solo anterior, sino como prerequisi-
to para entrar a él posteriormente. En la universidad, en primer semestre de
ingenieria, el estudiante debe tomar un curso de célculo diferencial para
el cual es necesario, aunque no suficiente, un buen dominio del dlgebra.
Incluso hay universidades que han incluido un curso de fundamentos de
matemdtica o matematicas basicas, repaso del algebra y de las funciones,
para suplir los vacios que puedan presentarse antes de entrar a un curso
formal de calculo. Histéricamente también se desarroll6 primero el alge-
bra y posteriormente el calculo. Asi que este primer acercamiento, paso o
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transicion, significa el camino que ha dado tanto la humanidad como la
escuela en la adquisicion y ordenamiento de ciertos contenidos aceptados
universalmente como basicos en la educacion, particularmente en el dlge-
bra y el calculo escolar.

En la practica pedagdgica de la organizacién escolar actual, lo que se da
es una separacion de un ano entre el algebra y el calculo (trigonometria
y geometria analitica). De facto, se encuentra el 10° grado, que configura
un estadio de transicion escolar, del que podria discutirse si tiene alguna
raz6n matematica o pedagogica, o solo de tradicion escolar. Nos interesa la
transicion del algebra al célculo en el sentido de lo que cambia semantica,
sintactica y semidticamente para el estudiante una vez que entra al mundo
del célculo, tanto en grado 11 como en el primer semestre de universidad.
Pero no solo cronolégicamente, sino también en qué momentos, en qué
tematicas, con cudles situaciones se estd presentando ya una irrupcion de
elementos constitutivos del célculo.

Se asumird como supuesto inicial que hay un paso o transicién y no una
ruptura —que es un término que instaura de entrada una postura radical—
para que la investigacién misma arroje mas claridad acerca de ese camino,
de ese transito. Voy a decir “paso”, no “paso curricular” ni “cognitivo”,
entendiendo que curricularmente se pone primero el dlgebra y después el
calculo; que el algebra se considera prerequisito para el cdlculo; que para
compartir las practicas del calculo se requiere, en gran medida, manejar las
del dlgebra. Hay un paso que algunos dan de una vez; otros se devuelven;
hay quienes permanecen un poco ambiguos por un tiempo y otros tal vez
nunca pasen, pero cualquiera de las situaciones confirma que este paso
también se llama correctamente “transicién”. Dicha transicion puede ser
cognitiva, linglistica, curricular, semidtica, pero se advierte, eso si, que no
se estd trabajando desde el punto de vista antropolégico ni desde el punto
de vista del analisis del discurso.

Tensiones disciplinares y de aprehension cognitiva

Hay mudltiples tensiones entre el analisis real, el célculo escolar, la geo-
metria escolar, la geometria analitica escolar, el dlgebra abstracta, el dlgebra
de bachillerato, la aritmética de los reales, la aritmética de los racionales, la
aritmética de los enteros, la aritmética de los naturales, entre lo discreto y
lo continuo (y en la mitad, lo denso), entre lo finito y el infinito actual (y en
la mitad, el infinito potencial).

Hay algunos aspectos en los que la notacion del cédlculo parece ser la
misma del dlgebra escolar, pero no lo es, como se ve, ante todo, por la



ausencia de la composicién; por el entendimiento del exponente menos
uno (=1) como reciproco, no como inverso de la funcién; por el uso del
apostrofe para la derivada; por la manera de entender las igualdades que
empiezan por “y =...” como funciones; por la yuxtaposicion de letras —sin
indicar multiplicacién— en los nombres de las funciones (como “/nx”). La
idea es documentar que se trata de un registro semiético diferente para un
sistema conceptual diferente.

Tenemos la conjetura de que la notacién para la geometria analitica de
décimo grado no es la misma que la del algebra escolar ni la del célculo.
En geometria analitica, los términos “no significan nada”; sélo las igualda-
des —que también llamamos “ecuaciones”- significan algo, aunque en ellas
no se trata de averiguar una raiz o un conjunto solucién (o conjunto de
soluciones). No importa que las gréficas cartesianas determinadas por esas
ecuaciones sean funcionales o no. No se usa la composicién ni la derivada.
Podria, pues, haber otra transicién del 4lgebra escolar a la geometria anali-
tica y otra al célculo, pero en este trabajo nos interesa la que va del algebra
al calculo, entre otras cosas, porque en el calculo de la universidad, la
geometria analitica es una unidad mas o una herramienta para las [lamadas
“funciones trascendentes”.

La principal operacion binaria analitica es la composicion de funciones,
operacion que no figura en el dlgebra de bachillerato. Los elementos u ob-
jetos del analisis no son los nimeros racionales y reales, sino las funciones
reales de valor real. En noveno grado los estudiantes nunca vieron una “0”
pequena entre dos términos algebraicos como 2x y x?, pues no representa-
ban dos funciones: la que duplica, d(_), y la que eleva al cuadrado, c(_),
sino los nimeros resultantes. En célculo habria que escribir cod(x) o doc(x),
que no es lo mismo. Los objetos del calculo son, pues, muy diferentes de los
objetos de la aritmética generalizada.

Respecto a la relacién continuo-discreto (al interior de la aritmética, del
algebra y del célculo), en la mitad hay una zona gris: lo denso, o la densi-
dad. En lo discreto estdn los conjuntos finitos, los ndimeros naturales y los
enteros; luego se llega a los racionales positivos Q*, que son densos, y de
alli se llega a los racionales Q. Luego se trata de capturar el continuo (linea,
region) a través de lo discreto y lo denso.

Generalmente se viene trabajando en el algebra de bachillerato con cier-
tas funciones muy limitadas: la funcién cuadrado, la funcién cubo, las fun-
ciones lineales y las funciones afines o de grafica lineal (que se confunden
frecuentemente con las lineales). No se consideran las funciones constantes
como funciones, sino como constantes. La funcién idéntica no se utiliza
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como funcién, tal vez “porque no hace nada”. La x se considera como
incognita, como variable o como indeterminada, pero no como funcién
(representa la funcion idéntica en los reales).

No es conveniente confundir la funcién, tomada como operacién o trans-
formacion, que es un objeto activo, con su grafo, que es un objeto pasivo
propio de la teoria de conjuntos. Se perderia el aspecto activo de la funcién
y no se podria hablar de la diferencia entre el conjunto de salida y el do-
minio, ni de la diferencia entre el conjunto de llegada y el recorrido, rango
o codominio. No habria diferencia entre funcién parcial y funcion total-
mente definida, ni entre funcién en (“into”) y funcién sobre o sobreyectiva
(“onto”). Menos conveniente todavia es confundir la funcién con su grafica
cartesiana. La una es un elemento u objeto analitico, y la otra es un elemen-
to u objeto geométrico.

Algunas consideraciones sobre el dlgebra escolar, el calculo diferencial y
el caso del limite

El tema central que abordaremos en esta seccion es si el algebra de octavo
y noveno grados es solo aritmética genérica o generalizada sin pretensio-
nes adicionales, o si las tiene, qué es lo que pretende. Creemos que es lo
primero. Precisamente cuando el pensamiento numérico estatico se com-
bina con el pensamiento variacional, todavia los términos reflejan los pro-
cesos de cdlculo aritmético y no se han objetivado como transformaciones
de un sistema analitico. Aqui pueden ser Utiles las ideas de Ed Dubinsky en
su Teoria APOE (“APOS Theory”).

Para la transformacion sintdctica de expresiones a lapiz es mas sencilla y
rapida la notacion del algebra escolar con variables uniliterales y omisién
de los simbolos de multiplicacion y elevacion a potencias. ;Cuando y para
qué se empieza a utilizar la transformacion sintactica de expresiones alge-
braicas? Ahi es muy clara la importancia de pensar en la conversiéon y en el
tratamiento segiin Raymond Duval: primero se hace la conversién del regis-
tro verbal natural al registro algebraico escolar, y luego, un tratamiento de la
representacion semidtica algebraica internamente en el registro algebraico
escolar. En el tratamiento de una representacion algebraica no se necesita
pensar en lo que representa, sino pensar en las reglas y en sus restricciones
para no equivocarse. Solo al final se vuelve a hacer una conversion al len-
guaje natural.

Se consideran el algebra y el calculo como dos sistemas conceptuales
diferentes, con registros semidticos para diferentes sistemas: diferente se-



mantica, sintaxis casi igual. Como se sefal6 arriba, una diferencia en la
sintaxis del calculo (pero no del algebra) es el uso del redondelito de la
funcién compuesta. Una diferencia en la semantica es la interpretacion de
la x como funcién idéntica, que ciertamente no es del algebra, dominio
simbdlico escolar que sirve para representar regularidades que se repiten
en patrones y que se asocia con el pensamiento variacional, categorizado
para sistemas algebraicos y analiticos. En el calculo los tépicos mas impor-
tantes que se suelen estudiar son el de razén o tasa de cambio, los limites,
las derivadas, la continuidad, las integrales, nociones que giran alrededor
del concepto de limite.

Desde nuestro punto de vista, el caso del area y del perimetro del circulo
en los primeros grados de basica secundaria son ya casos del limite como
proceso, aunque no estén aun axiomatizados o formalizados a la manera
de Weierstrass. El obstaculo es la formalizacién: ;por qué se pone valor ab-
soluto y no se dice explicitamente que “x es distinto de xo y que estd en una
vecindad de longitud dos delta (23) alrededor de xo”? Puede ser mucho més
claro decir esto que decirle al estudiante algo asi como “cero es menor que
equis menos equis-sub-cero valor absoluto es menor que delta” y escribir:

“0 < |x —xo| < 8"

Se esta poniendo el obstdculo en donde no es: en tratar de resumir dos
desigualdades en una sola, suponiendo que el estudiante si es consciente
de que xo puede ser cualquier nimero positivo o negativo, pero fijo, y que
x es ahora variable, pero dentro de esa “vecindad perforada”. ;Podemos
suponerlo?

Desde este marco conceptual, asi como la longitud de la circunferencia,
el drea del circulo y otros problemas de cuadratura involucran ya el con-
cepto de limite en el sentido que se quisiera lo manejara el estudiante de
célculo. Lo mismo puede decirse respecto a los decimales infinitos: ;sera
que 0,9 periédico es igual a 1 o diferente de 1?2 Ahi esta presente el con-
cepto de Iimite como nosotros lo vamos a entender en el marco tedrico:
sin absolutamente ninguna preparacion sobre sucesiones, series, limites y
desigualdades, sin construccion de los ndmeros reales ni conciencia de su
completitud, etc.

Para caracterizar lo que llamamos “el caso del limite”, es necesario citar
la aproximacion geométrica que tradicionalmente se presenta. “La tangente
es el limite de la secante (o de las secantes)”, se dice en el tratamiento tradi-
cional. Hay que plantear el limite de la secante como la tangente, pues eso
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se hace en los cursos: se traslada el problema al terreno geométrico, pero
ese es otro tipo de limite, que no tiene ¢ ni 3; es bueno para mostrar que el
profesor esta usando una nocién de limite que no es la que se define con ¢
ni 8, y también para llamar la atencién sobre otro punto poco explicitado: el
profesor utiliza la palabra tangente en dos sentidos: uno, con el significado
del final de décimo grado, cuando se habla de las funciones trigonométri-
cas, y otro, en el sentido de la primera parte del décimo grado, cuando se
habla de la tangente a las gréficas; luego, ahi el que estd poniendo un obs-
taculo didactico es el profesor. Esta tendiendo una trampa que distingue dos
usos que el enunciador sabe que son diferentes, pero el estudiante no. El
profesor deberia decir: “la tangente del angulo que forma la recta tangente
con el eje horizontal”. El concepto de pendiente como inclinacién puede
medirse por el dngulo, por el seno del dngulo o por la tangente del angulo, y
esto es mas coherente que tratar de definirla como razén de dos variaciones
Ay/Ax. ;D6nde estd la tangente?

En las expresiones simbdlicas que involucran el simbolo de infinito, como
Limx = Q0
X = QO

suele haber una inconsciencia en los estudiantes, pero también en el pro-
fesor, quien usa igual sintaxis y vocabulario cuando dice que “/a x que tien-
de a infinito es una variable y la otra x es una funcién”. Precisamente ahi hay
un ejemplo de ese paso del dlgebra al calculo: en el dlgebra, la x representa
variables en el sentido de incégnitas para averiguar o de nimeros genéricos,
pero en el calculo representa la funcién idéntica.

En Euclides ya se habla de limite y hay una diferencia entre segmento
finito, semirrecta y recta indefinidamente larga. Para los profesores de edu-
cacién media y de universidad, “calculo” es lo que aparece en los textos
sobre calculo. La conceptualizacién basica involucra el estudio de los limi-
tes, las derivadas, las integrales... y el caso del limite lo conforman todas
aquellas situaciones que requieren aproximaciones y vecindades; el mismo
profesor en su lenguaje utiliza expresiones como “acercarse mds y mas”,
“acercarse tanto como se quiera”, “tender hacia”, “infinitamente cercanas”,
que involucran entidades como lo infinito y lo infinitesimal. Esquematizan-
do, tenemos:



Geometria

Algebra Calculo e Analisis
Analitica

Como trata- Como tratamien- Como conver- Como sistema

mientos en tos en un registro siones entre conceptual cu-

un registro simbdlico para el | dos registros yos elementos

simbdlico para
la aritmética
generalizada.

analisis.

simbdlicos de
ecuaciones y
graficas.

son las funcio-
nes reales de
valor real.

Hay tres operadores sobre funciones que son los que caracterizan el tra-
bajo analitico que se suele hacer en el célculo: el limite (L), la derivada (D)
y la integral ([).

El siguiente cuadro muestra en la primera columna cada operador ana-
litico por si solo y el mismo aplicado a su argumento, (que es una funcion
reificada como objeto, como aparece en la segunda columna); en la tercera
columna, el valor de esa funcién cuando se aplica a su propio argumento
genérico (que es un nimero real); luego el argumento aparte (que es un nu-
mero real todavia no determinado) y un caso particular de un nimero real.

Operador | Argumento del op Valor Argumento Caso particular
L L(f) f f(x) X 1

D D g gly) y 2/7

| [ (h) h h(z) z oL

Tres elementos fundamentales: “Procepts, reification, APOS theory’

Tall y Vinner (1981, en Vasco, 2009) y Fischbein' propusieron dos tipos de
nociones intermedias entre las nociones vagas y los conceptos cientificos
(en inglés los llamaron “concept image” y “procept”).

“Concept image” (“imagen conceptual”). Para comparar el concepto con
la imagen conceptual, Vasco propone pensar como ejemplo en el concepto
de curva en geometria diferencial; el concepto matematico de curva dificil-
mente puede separarse de la imagen conceptual de una linea curva, aunque
dicho concepto se refiere a una funcion que proyecta un intervalo de R en
un espacio de dos o mas dimensiones, no a la imagen del intervalo bajo la
funcién, que es la que mantenemos indisociablemente ligada a la curva. La

14 Los autores se remiten a una idea de Fischbein, Tirosh y Hess de 1979 sobre las intuiciones
del infinito y a una ponencia de Vinner y Hershkowitz de 1980 en el PME IV.
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imagen conceptual es un conglomerado de todas las estructuras, imagenes,
procedimientos y relaciones asociadas con el concepto, y muchas de sus
regiones pueden estar muy alejadas y aun contradecir la definicién formal
del concepto, ya institucionalizada.

La palabra inglesa “procept” se podria traducir directamente por “procep-
to”, en el sentido de concepto procedimental, pues se relaciona mds con los
procesos, procedimientos o algoritmos que con los objetos o las relaciones,
pero oscila de uno a otro. Por ejemplo, el estudiante de primaria y secunda-
ria suele rechazar la distincion entre adicion y suma, pues no conceptualiza
propiamente la operacién binaria de adicién, sino que la confunde con la
manera como hace las sumas, sin distinguir la operacién del resultado, ni
éstos del algoritmo que aprendi6 (por ejemplo el algoritmo usual para su-
mar varios numerales decimales dispuestos en columna). En simbolos, a+b
puede significar sumar a con b, o el resultado de ese proceso.

Otro ejemplo es el del concepto de igualdad. Un estudiante promedio,
aln “exitoso”, puede pasarse todo el bachillerato sin configurar el concepto
de igualdad como relacion de equivalencia entre expresiones simbdlicas
que se refieren al mismo objeto y que permite la sustitucion de la una por la
otra. Le basta el procepto de igualdad, que condensa el proceso de obtener
un resultado y la relacién estatica de igualdad. Este procepto le permite leer
el simbolo “=" como “da”, aunque se pierda la propiedad simétrica. Va a
creer, por ejemplo, que la ecuacién “0 = x? — 1” esta “mal escrita”. Pero la
idea de Tall es que esa oscilacion o confusién entre proceso y concepto no
es rechazable, mas aun, es una ambigliedad muy conveniente en el pensa-
miento de orden superior y los expertos también la utilizan sin darse cuenta
de que a veces se refieren al proceso y a veces al producto conceptual de
ese proceso.

Las palabras reificacion o cosificacién, segiin Vasco, son dos traducciones
del inglés reification, que se extendié en la educacién matematica con los
primeros trabajos de Anna Sfard. En latin, “res” significa “cosa”, y “hacer de
algo, que no es cosa, una cosa”, se puede decir cosificacion o reificacion.

La nocién inicial de cosificacién o reificacién es la de formar mentalmen-
te un objeto de lo que era un proceso, una accién, una operaciéon o una
relacion. Por eso se encuentra a veces la palabra objetivacion. Como toda
palabra terminada en “cion”, cosificacion, reificacion u objetivacion a veces
se refiere a la operacion mental y a veces al resultado de esa operacion.

Vasco enumera algunas pistas sobre la ocurrencia de la reificacién de un
nuevo producto mental:



Separarlo de y contrastarlo con otras cosas, objetos, elementos o compo-
nentes.

Operar sobre el nuevo producto.

Nombrarlo con un sintagma nominal.

Atribuirle predicados unarios o monadicos.

Relacionarlo con otros y atribuirle predicados binarios, ternarios, etc.

La propuesta inicial de Anna Sfard, afirma Vasco, era que el progreso en
la conceptualizacion matemdtica con frecuencia consistia en cambiar de
una manera de concebir un proceso o procedimiento como algo activo,
que ocurre en el tiempo, a una consolidaciéon y detencién del mismo como
un nuevo objeto o cosa sobre la cual se empieza a actuar. Para el caso del
andlisis, se podria pensar en que el estudiante toma las expresiones del
algebra de bachillerato solo como instrucciones para calcular un resulta-
do; por ejemplo, entenderia el término “x? — 1”7 como “eleve el nimero al
cuadrado y quitele uno”. Es una comprension limitada, porque no permite
pasar a la funcién respectiva, pero es correcta. Por eso puede tener éxito en
aprobar dos afios de algebra sin construir el concepto de funcién, pues ese
concepto requiere una reificacién del procedimiento de calcular el resul-
tado. Si no se reifican las funciones como objetos, no puede construirse un
sistema analitico en el que los elementos u objetos sean las funciones reales
de valor real. Aqui podria estar la diferencia entre el algebra de bachillerato
y el andlisis real.

En este caso Vasco plantea que la reificacién es muy cercana al paso del
procepto de Tall, Vinner y Fischbein al concepto respectivo. Asi lo ha uti-
lizado Ed Dubinsky en experimentos de ensefianza de la teoria de grupos.
Pero no es el tnico caso. Por ejemplo, las relaciones simbolizadas por los
signos “<” 'y “>", que los estudiantes leen menor y mayor, suelen quedarse
en una comparacion entre dos nimeros y no pasan a configurar un sistema
de relaciones con sus propiedades, su composicion, su inversion, etc., pues
esas relaciones no han sido reificadas, cosificadas u objetivadas. No se pue-
de trabajar con un sistema cuyos elementos sean las relaciones si los estu-
diantes no las reifican, es decir, si no las vuelven cosas u objetos mentales.

Aqui también puede haber una barrera para el paso al andlisis desde el
algebra de bachillerato y el estudio de pre-célculo y calculo con funciones
como instrucciones o como relaciones, sin reificarlas. Mientras no se logre
la reificacion, el estudiante no puede pasar a los sistemas analiticos, cuyos
elementos son las funciones como operaciones unarias reificadas. Tanto los
estudiantes como muchos de sus profesores siguen pensando que el siste-
ma simbdlico que aprendieron en el dlgebra de bachillerato representa lo
mismo cuando se usa en el cdlculo, pues en ambas asignaturas basta saber
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operar con algunas reglas que se refieren solo a los simbolos, sin tener que
pensar en los conceptos.

Conclusitnes

A través del estudio de los obstaculos y dificultades detectadas en la tran-
sicion del dlgebra al cdlculo diferencial, se espera aportar a los formadores
de profesores, a los profesores y a los estudiantes tanto en la caracteriza-
cion y explicacion de la estructura y funcionamiento del obstdculo en el
sistema didactico, como en herramientas teéricas y metodolégicas para el
mejoramiento de su practica docente y de su aprendizaje en el calculo di-
ferencial, en distintos niveles de escolaridad. En sintesis se pretende aportar
herramientas tedricas y metodoldgicas para la ensefianza y aprendizaje del
calculo diferencial escolar en estudiantes universitarios, que han de servir
también, por supuesto, para todo aquel que esté transitando del dlgebra
escolar al célculo diferencial escolar, y dotar de elementos de profundiza-
cién, sustentacion y fundamentacion epistemoldgica y metodolégica a la
investigacion sobre obstaculos, conflictos y dificultades que se presentan
al iniciar el estudio del célculo diferencial escolar.

Asimismo, se esperan impactos a partir del uso de los resultados de inves-
tigacion en lo institucional, en relacién con la investigacion en diddctica
de las matematicas y en la formacién de profesores de matematicas, con
las comunidades de investigadores y con las politicas educativas. Se espera
plantear propuestas didacticas para superar los obstaculos caracterizados
y para desarrollar practicas escolares que conduzcan a una transicién mas
continua del conocimiento superando las rupturas y los obstaculos; una
mayor sustentacion tedrica y metodoldgica en el drea de matemdticas del
ciclo basico de ingenieria para la evaluacién de las practicas docentes de
los profesores de matematicas y una ampliacién de la base tedrica y me-
todoldgica de los investigadores, grupos de investigacion, formadores de
profesores, profesores en ejercicio en la linea de investigacion concerniente
a la formacién de profesores de matematicas que tengan en cuenta la ca-
racterizacion de las PEUC y los obstdculos inferidos a partir de su estudio.

Los acercamientos descritos anteriormente han de permitir obtener algu-
nos resultados prometedores para la investigacién que profundizara la tesis
doctoral en esta direccion. Consideramos que estos favorecen la discusion
y elaboracion de propuestas. Hemos encontrado que la deteccién de difi-
cultades, obstaculos y rupturas, y su clasificacién en semiéticos, didacticos,
epistemoldgicos, culturales, etc., plantean un gran ndimero de problemas no
triviales. Cada concepto del calculo que se desea ensenar suele apoyarse



en nociones mds elementales y se resiste al aprendizaje si no se antecede
por un sélido entendimiento y articulacion de las nociones y los conceptos
previos, lo cual es necesario pero no suficiente: lo evidenciamos todos los
dias en las aulas de clase, y en los “errores” persistentes en los exdmenes y
evaluaciones.

Se espera haber sefnalado varios elementos de analisis en direccién a ela-
borar reflexiones de orden epistemolégico y didactico en cuanto a compren-
der, interpretar y quiza aportar en la solucién, de una manera mas amplia,
de las dificultades y obstaculos detectados en la comprension del célculo
diferencial. El trabajo empirico, la recoleccion y andlisis de datos, nos con-
firmaran las bondades y también las limitaciones de este acercamiento.
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Pensamiento y lenguaje:
sobre la controversia Piaget-Vygotski'

Pedro Javier Rojas Garzon
Jaime Humberto Romero Cruz?

Introduccion

La relacién entre pensamiento y lenguaje ha generado diversas controver-
sias y es reconocida como una tematica extensa y compleja. En este escrito
se presenta una sintesis de la controversia entre Piaget y Vigotski, centrada
en los siguientes componentes:

1. Propuesta de Piaget® en torno a pensamiento y lenguaje.
2. Critica de Vygotski* a la propuesta de Piaget.

3. Generalidades sobre el planteamiento de Vygotski en torno a
pensamiento y lenguaje.

4. Respuesta de Piaget a la critica de Vygotski.

A manera de contextualizacién, resulta de interés reconocer procesos de
interaccion al interior de diversos grupos de animales, los cuales podrian
considerarse como indicios de una relacién entre pensamiento y lenguaje.
Por ejemplo, existe registro filmico sobre una forma de comunicacion entre
suricatos, mamiferos de la familia de las mangostas, en el que se presentan
evidencias de que estos animales no solo hacen “llamadas” con significa-
dos, que en esencia son “palabras sin lenguaje”, para aludir a depredadores
como el 4guila, el chacal o la serpiente, sino que también son llamadas di-
ferenciadas que se corresponden con cada tipo de animal que es reconoci-
do como una amenaza. Para algunos investigadores, este hecho constituye
un indicio de que los animales poseen un pensamiento abstracto. No obs-
tante, otros investigadores resaltan las limitaciones de la inteligencia de los

1 Protocolo realizado en el marco del Seminario Tres teorias sobre el conocimiento y el
lenguaje, dirigido por el Dr. Carlos Eduardo Vasco Uribe, septiembre 18 de 2008, con base
en la relatoria realizada por Cristina Cifuentes, Sergio Bricefio y Ruth Molina.

2 Doctorado Interinstitucional en Educacion (DIE). Universidad Distrital Francisco José de
Caldas.
3 Jean Piaget (1896-1980, Suiza), bidlogo de formacion, psicélogo experimental y epistemélogo

de profesion. Reconocido por su teoria del desarrollo cognitivo y considerado el creador de
la epistemologia genética.

4 Lev Vygotski (1896-1934), psicélogo ruso. Reconocido por sus trabajos sobre psicologia del
desarrollo, en los que se destaca el concepto de Zona de Desarrollo Proximo.
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suricatos, pues si bien reconocen que como muchos otros animales ellos
se comunican con sus congéneres de vez en cuando, no puede perderse
de vista que sus mensajes son muy limitados, pues no pueden inventar pa-
labras ni asignar nuevos nombres para cualquier objeto o acontecimiento,
como si lo puede hacer el ser humano.

En el desarrollo de este escrito se intentara establecer algunas relaciones
entre aspectos como los referidos en esta introduccién y cada una de las
secciones.’

Propuesta de Piaget en torno a Pensamiento y Lenguaje®

En 1923 Piaget publica su libro E/l lenguaje y el pensamiento en el nifio;” la
critica realizada por Vygotski a este texto, titulada “El problema del lengua-
je y el pensamiento del nifio en la teoria de J. Piaget”, fue divulgada inicial-
mente en 1932 como proélogo de la edicion rusa de dicho texto. En 1934,
esta critica se public6 como segundo capitulo del libro de Vygotski titulado
Pensamiento y Lenguaje, en el que se agrupa una coleccién de sus articulos;
este texto se considera nuclear en el trabajo de investigacién de Vygotski y
su grupo de colaboradores: Ledntiev, Luria, Zapor6zhets, Sajarov, Shif, Bo-
zhévich, Morézova, Slavina, Soloviov, Zankov y Pashkévskaia, entre otros.

La presentacion del trabajo de Piaget se hace a través de algunas pregun-
tas que el autor intenta contestar en el desarrollo de su obra.?

¢Cuadles son las necesidades que el nino de edad mas avanzada tiende a
satisfacer cuando habla?

Piaget, apoyado tanto en el trabajo de algunos psicoanalistas como en el
elaborado por Stern y en el realizado con nifos pequenos,’ plantea que el

5 Los aportes en este protocolo se reducen a la organizacion de los aspectos abordados en las
distintas presentaciones y a la sugerencia de documentos para ampliarlos, a la redaccién
de algunos apartes de dichas presentaciones y a la incorporacién de ciertos comentarios o
referencias, varios de ellos como nota a pie de pagina.

6 Seccion basada en las ideas presentadas por Cristina Cifuentes, participante en este
seminario.

7 Original en francés, titulada Le langage et la pensée chez I'enfant.

8 En esta presentacion solo se hace referencia a los planteamientos de Piaget en la obra citada
de 1923, es decir, en uno de sus primeros trabajos.

9 Al parecer hace referencia al matrimonio aleman que a principios del siglo XX publicé el

libro El habla de los nifios. Para estos autores, segln lo plantea Vygotski (2001, p. 81), hay tres
raices del lenguaje, de las cuales solo la tercera constituye un rasgo del lenguaje propiamente
humano:

(1) la tendencia expresiva,

(2) la tendencia social a la comunicacion y



habla no solo tiene la funcién de comunicar el pensamiento; sostiene que
esto sucede en muchos casos en que los adultos hablan solos, y que lo
mismo ocurre con los nifos. Se pregunta entonces cudles son las necesida-
des que satisface este tipo de habla; asi empieza su estudio sobre la légica
infantil a través del analisis de las funciones del lenguaje. Inicia su obra
presentando datos de enunciaciones y conversaciones de dos nifos cuando
hablan libremente. Sistematiza los datos y categoriza sus enunciados en dos
grandes grupos: lenguaje egocéntrico y lenguaje socializado. En el grupo
del lenguaje egocéntrico ubica aquellas frases que el nifio enuncia sin in-
tencion de ejercer una accion sobre el otro. En este caso encuentra tres su-
cesos diferenciados, las tres primeras categorias en el lenguaje infantil que
considera egocéntricas: por una parte, dos tipos de mondlogos: individuales
y colectivos; cuando los nifios estan trabajando, por lo general van acompa-
nando su accion con el habla, sin sentir la necesidad de estar comunicando
su pensamiento a otra persona; por otra parte, la repeticion de palabras o
ecolalia, lo que parece ser una herencia del balbuceo.

Para Piaget se trata de lenguaje egocéntrico en tanto el nifio habla de s/
mismo y para si mismo; en los casos en que no lo hace, no tiene la inten-
cioén de ejercer una accién sobre el otro ni de que el otro lo entienda;'
este lenguaje egocéntrico cumple la funcién de acompanar o reemplazar la
accion, tiene un caracter mas de tipo lidico (placer del habla) y —en el caso
del mondlogo colectivo (el nifio en presencia de otro empieza a hablar)- le
ofrece el placer de vincular a otro sujeto a su accién sin necesidad de que
este tenga una respuesta; el nifio se siente el “centro del universo” y desde
alli hace todas sus interpretaciones.

En palabras de Piaget:'

Al pronunciar las frases del primer grupo, lenguaje egocéntrico, el nifio
no se preocupa de saber a quién habla y si es escuchado; habla ya
para si, ya por el placer de asociar a cualquiera a su accion inmediata.
Este lenguaje es egocéntrico, en primer lugar, porque el nifio no habla

(3) la tendencia “intencional” (en tanto orientacion a un sentido determinado).
Para Vygotski, estos autores asumen un punto de vista personalista-genético y —en relacién
con el desarrollo del lenguaje—, hacen énfasis en la importancia del factor légico. También
encuentran que, proximo a los 2 aios, el nifio hace uno de los descubrimientos mas importantes
de toda su vida: descubre que “a cada objeto le corresponde un patrén de sonido que lo
simboliza, que sirve para designarlo y comunicarlo, es decir, cada cosa tiene su nombre” y
atribuye al nifio en esta edad “el despertar de la conciencia a los simbolos y a la necesidad
de ellos” (p. 82). Para el desarrollo del habla surgen entonces tanto las preguntas sobre los
nombres de objetos como un aumento permanente del vocabulario del nifio.

10 Habla sin dirigirse a nadie, como si pensara en voz alta.

11 Como lo resalta Vygotski (2001, p. 46), para Piaget, “el adulto piensa de modo socializado
incluso cuando esta solo y el nino menor de 7 anos piensa y habla egocéntricamente aun
estando en sociedad"”.
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sino de si mismo, pero sobre todo porque no trata de ponerse en el
punto de vista de sus interlocutores. El interlocutor es el primero que
llega, el nifio no le pide sino un interés aparente, que se haga evidente
la ilusion de que es oido y comprendido; no experimenta la necesidad
de actuar sobre el interlocutor, de informarle verdaderamente algo.

En el caso del lenguaje socializado, en el que Piaget ubica las criticas, las
burlas, las 6rdenes, los ruegos, las amenazas, las preguntas, las respuestas
y la informacién adaptada (que para este autor es uno de los rasgos mas
fuertes, aunque aun incipiente en el nifo), se tiene la intencién de ejercer
una accioén sobre otro sujeto, bien sea pedirle, preguntarle o comunicarle
algo de su pensamiento a través de dicha informacién adaptada (en tanto
se corresponde con la realidad). Para este autor el tnico tipo de enunciado
que hace el nifio y que tiene la funcién de comunicar su pensamiento es la
informacién adaptada.

Sin embargo, parece haber una paradoja: ;por qué los nifos piensan y ac-
tdan de un modo mas egocéntrico que el adulto, pero tienen incontinencia
verbal, esto es, parecen mds socializados y aparentemente necesitan estar
socializando todo el tiempo? Para Piaget el pensamiento infantil es egocén-
trico pero es incapaz de intimidad, mientras que el pensamiento adulto es
socializado pero capaz de intimidad. La falta de intimidad del pensamiento
infantil puede ser entendida como una ignorancia del nifo de la intimidad
del yo; en otras palabras, segln este autor, el nifio no esta individualizado
—pero tampoco esta socializado, como lo esta el adulto— debido a su redu-
cida vida social'? o a la ausencia de la misma.

Esta falta de intimidad es la que genera el pensamiento egocéntrico;™
ante la imposibilidad de diferenciar entre el yo y el otro, el nifo no se
preocupa por si es o no comprendido, pues habla desde si mismo y para
si mismo. Este autor establece un coeficiente de egocentrismo, calculado
como la razén entre la cantidad de frases que el nifio enuncia (mondlogos
individuales, mondlogos colectivos y ecolalia) sobre la cantidad de frases

12 Este autor, segln lo plantea Vygotski (2001, p. 47), considera que antes de los 7 u 8 anos
el nino no tiene una vida social consistente y que el “verdadero” lenguaje social del nifo,
el que utiliza en el juego, visto como actividad fundamental, no es solo palabras, también
incorpora movimientos, gestos y mimica.

13 Puede decirse que esta manera de pensamiento del nifo tiene una doble naturaleza:, por
una parte esta orientada a la satisfaccién de los deseos, y por otra, hacia la realidad (a la
adaptacién mental); el cardcter egocéntrico del pensamiento del nifio, que Piaget considera
necesariamente ligado a la naturaleza psicoldgica de éste y lo ubica hasta la edad de 7 u
8 anos, da lugar a los fenémenos de sincretismo (vistos como uniones o conciliaciones de
aspectos o puntos de vista diferentes sin una coherencia sustancial). Para él, este pensamiento
no es completamente consciente y en el pensamiento infantil predomina ain la l6gica de la
accion.



espontaneas.'” Piaget, en sus investigaciones empiricas, encuentra que a
medida que el nifo crece dicho coeficiente disminuye, y si bien reconoce
que éste no desaparece, considera que se disipa después de los 7 u 8 anos,
edad a partir de la cual empieza a dominar el pensamiento abstracto, y de
alguna manera el pensamiento egocéntrico “se atrofia”.

Piaget propone una hipétesis sobre desarrollo humano: el nifio transita
entre el pensamiento autistico y el pensamiento inteligente o dirigido, pa-
sando por una serie de fases intermedias que constituyen el pensamiento
egocéntrico. Para este autor, el pensamiento autistico —que retoma de los
estudios de Freud- es:

lo inconsciente [subconsciente],; no esta adaptado a la realidad exte-
rior sino que se crea a si mismo una realidad imaginaria o de sueno;
tiende a no establecer verdades sino a satisfacer deseos y permanece
estrictamente individual sin ser en si mismo comunicable por el len-
guaje; en efecto, procede ante todo por las imagenes, y para comuni-
carse debe recurrir a procedimientos indirectos evocando por medio
de mitos y simbolos los instintos que lo guian.

Por su parte el pensamiento dirigido es, en cierta manera, lo contrario: es
consciente, persigue fines que estan presentes en el espiritu del que piensa,
es inteligente, es decir, estd adaptado a la realidad, es susceptible de verdad
y de error (diferencia entre verdad empirica y verdad légica) y es comuni-
cable por el lenguaje.

Para cada uno de los pensamientos, tanto para el egocéntrico como para
el dirigido, Piaget asocia una légica. Para el pensamiento egocéntrico es
mas sincrética, los juicios van de un salto desde las premisas a las conclu-
siones sin ningun tipo de conector, simple y llanamente se exponen los
hechos; mientras que para el pensamiento dirigido la I6gica es mas deduc-
tiva y trata de explicar los lazos entre las proposiciones usando conectores
l6gicos. El pensamiento egocéntrico no insiste en la prueba o demostracion;
no controla las proposiciones; usa esquemas personales de analogia y re-
cuerdos del razonamiento anterior, sin que las influencias se expliciten y
sin que aparezcan las relaciones de causalidad; usa esquemas visuales. En
tanto se asumen los juicios de valor personal, este pensamiento es conside-
rado subjetivo. Por su parte, el pensamiento dirigido insiste en la prueba, se
remplazan los esquemas de analogias y los visuales —que no son comunica-
bles— por esquemas deductivos, los cuales juegan un papel fundamental en
las demostraciones; en tanto los juicios no son personales, sino juicios de
valor colectivo, este pensamiento se asume como objetivo.

14 Noincluye para su calculo las expresiones generadas mediante preguntas de los adultos, pues
si hay muchas preguntas al nifio, este coeficiente se puede modificar sustancialmente.
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Consideremos ahora otra de las preguntas de Piaget, que al parecer esta
asociada con el trabajo anterior'® y tiene que ver con su interés de confirmar
si las categorias de tipos de lenguaje o de habla que él habia propuesto se
evidencian en estos nifios de edades entre 3 y 7 aios, y si encuentra en ellos
un coeficiente de egocentrismo elevado.

¢En qué medida se comunican los nifios con sus coetaneos, sus padres u
otros adultos?

Plantea que en el intercambio entre nifos de 3 o 4 anos y los adultos o
padres, se evidencia una mayor frecuencia de episodios de lenguaje ego-
céntrico en relacion con la frecuencia del mismo lenguaje en su interaccion
con coetdneos. Entre infantes hay una mayor cantidad de expresiones de
lenguaje socializado que entre el nifio y el adulto-padre (coeficiente que es
susceptible de variacion dependiendo del “tipo” de padre). Para el nifo, los
adultos (padres) son a la vez superiores y estan préximos a él por su simpa-
tia envolvente. Asi, el nifio oscila entre una actitud de ruego o solicitacion,
preguntas o lenguaje egocéntrico. Los nifos de 3 a 4 afios inician con un
coeficiente de lenguaje egocéntrico elevado, a la vez que incrementan el
lenguaje socializado con el adulto, pero no se trata de cualquier tipo de
lenguaje socializado; por lo general, el menor deja de hablar egocéntrica-
mente para dar paso a la pregunta “;por qué?”. El nifo se encuentra entre
una actitud de solicitacion y una de comunion hecha de confusion entre
el yo y el otro. Sin embargo, en ninguno de estos casos sale de su propia
perspectiva para coordinarla con la de los demas; de ahi la prominencia del
lenguaje egocéntrico entre los pequeiios y el adulto cuando éste no impone
por la autoridad una alteracion de estas relaciones (por ejemplo, no se inter-
pela a los nifos cuando estan en sus mondlogos colectivos).

En el intercambio de los nifios con sus coetaneos, como se menciond an-
teriormente, se evidencia una mayor presencia de lenguaje socializado en
relacién con los intercambios con adultos. ;Por qué esta diferencia? Porque
el companero, por el contrario, en tanto individuo a la vez diferente e igual,
plantea un problema nuevo, el de la disfuncién continua entre el yo y el
otro, y la reciprocidad de estas dos perspectivas. De alli el rol esencial de la
cooperacion entre iguales; sus relaciones tienden a ser mas simétricas, por
lo que es fuente para que se dé un mayor nivel de lenguaje socializado y se
posibilita la cooperacion. Plantea la ley de la evolucion del egocentrismo
verbal.

15 Hacen referencia a dos trabajos en los que se apoya Piaget, uno en Cambridge, con 154 nifios
(realizado por una pareja de esposos) y otro en Hamburgo, con 4 nifos (de Kindergarten),
uno de los cuales es hijo de la investigadora.



Ahora bien, en tanto trabaja con un mayor nimero de nifos, calcula sus
coeficientes de egocentrismo y encuentra que son elevados, pero que hay
un estadio semi-estacionario entre los 6 y 7 aios en que este coeficiente
poco disminuye, aunque hacia los 7 u 8 afnos, y de manera abrupta, tal
coeficiente cae; se dice entonces que el nino se encuentra en la etapa de
egocentrismo verbal. Para Piaget, el egocentrismo verbal es simplemente un
caso particular del egocentrismo cognitivo. No es capaz de diferenciar en-
tre el objeto —bien sea éste un objeto fisico u otra persona-y el objeto que
aprende. Para salir de este egocentrismo, dice este autor, es necesario, por
una parte, que el nino tome conciencia de si como sujeto y que desligue el
sujeto del objeto, y por otra, que sea capaz de coordinar su punto de vista
con el de otros, de relativizar su perspectiva. Asi, el nifo transita hacia un
pensamiento mas dirigido, mas objetivo.

Como se mencion6 anteriormente, Piaget encuentra en el andlisis de las
conversaciones entre los niflos, que existen ciertos estadios y se pregunta:

¢Cuadles son los tipos de estadios de conversaciones entre los nifios de 4 a
7 anos?

Para estudiar la l6gica infantil, este autor se basa en las formas de dialo-
go. Reconoce tres tipos de estadios de conversacion, el primero entre los
3y 4 65 afos, el segundo, que inicia hacia los 5 6 57 afos vy el tercero,
hacia los 7 anos, cada uno de ellos con ciertos rasgos caracteristicos; por
ejemplo, en el Gltimo aparece la colaboracion en el pensamiento abstracto
debido a los acuerdos que los nifios hacen frente a las opiniones o deseos.
En el primero, en las conversaciones predominan los monélogos colectivos;
posteriormente aparecen dos estadios, uno como respuesta a los acuerdos y
otro como respuesta a los desacuerdos. Para Piaget las disputas pueden ser
tanto choques de acciones o afirmaciones contrarias como discusiones pri-
mitivas, que son choques de afirmaciones motivadas y que conllevan a las
discusiones verdaderas; lo mismo pasa cuando los nifios estan de acuerdo,
lo que llevaria a la colaboracién en el pensamiento abstracto, que corres-
ponde a un tercer estadio.

Otra de las preguntas estd relacionada con el problema de la comprensién:
¢Cuando los nifios hablan entre si, se comprenden?

Al respecto Piaget encuentra, por una parte, que la comprension que se
da entre nifios es muy inferior a la que se da entre nifios y adultos, y por
otra, que los ninos comprenden mejor las explicaciones mecdnicas que las
narraciones. Veamos un ejemplo. Se les dice a los nifios que van a jugar a
quién cuenta mejor una historia, para lo cual se dispone de un “explicador”
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y unos “reproductores”. El explicador cuenta historias de hadas o brujas a
los nifos, en las cuales hay varias relaciones causales y hechos relaciona-
dos, asi como explicaciones mecanicas, como la manera en que funciona
una jeringa o la manera en que funciona una llave de un grifo; para estas ex-
plicaciones no solo se usa informacién verbal, sino también imagenes en la
que se les muestra, en términos globales, cémo funcionan dichos mecanis-
mos sin entrar en detalles; después se le pide a cada nifo, el “reproductor”,
que cuente dichas historias a otro nifio, el cual a su vez debera reproducir
la historia que el anterior nifio le explicd. Se juega, pues, a quién cuenta
mejor una historia y se encuentra que las exposiciones de los nifios carecen
de orden en los relatos y que no plantean conexiones causales légicas entre
los hechos y los acontecimientos sefialados. Como mencionamos anterior-
mente, se evidencia que los niflos entienden mejor las explicaciones meca-
nicas que las narraciones de historias. Segln este autor, tanto el orden de los
relatos como las discusiones verdaderas y el incremento en el porcentaje de
comprension, son contemporaneos y definen un nuevo estadio. Todo esto
se explica por el egocentrismo —el nifio como centro del universo— ya que
la conversacion entre nifos no es suficiente para sacar a los interlocutores
de su egocentrismo, pues cada uno de ellos, tanto al intentar explicar su
pensamiento como al intentar entender el de los demads, queda encerrado
en su propio punto de vista.

Finalizamos esta primera seccién abordando la siguiente pregunta:

¢Hay un sincretismo en el pensamiento como lo hay en la percepcion y
en la conciencia linglistica?

Piaget retoma los trabajos sobre percepcién y algunos de linglistas para
decir que alli hay sincretismo. Acude a caracterizar, en cierta forma, qué se
entiende como sincretismo del razonamiento, el cual considera producto
del sincretismo de la comprensién. Plantea que, en su origen, el sincretismo
de razonamiento es la asimilacién de dos proposiciones por el solo hecho
de que tienen un esquema de conjunto en comdn y entran, de buen grado
o por la fuerza, en el mismo todo: A entra en el mismo esquema de B, luego
A implica B. Por ejemplo, les pide a los ninos establecer relaciones entre
proverbios y explicar el porqué de dichas relaciones; resalta que para ellos
siempre hay una necesidad de justificacion a todo precio, la cual considera
una ley de la inteligencia del nino. Dice que todo hecho esta ligado por el
sincretismo: todo se debe a todo, todo es percibido a través de esquemas
de conjuntos construidos por la imaginacién gréfica, por las analogias del
detalle, por las circunstancias contingentes; es natural que la idea de azar o
de lo arbitrario no exista en la mentalidad sincrética.



A lo primero, Piaget lo [lama razonamiento pre-causal; a lo otro, un ra-
zonamiento que podria Ilamarse pre-aleatorio (término que no es usado
por este autor). Hay sincretismo en el razonamiento en tanto lo hay en la
comprension. El sincretismo en la comprensién consiste en el hecho de que
la comprensién del todo refiere a la comprension del detalle y que en la
comprension del detalle no se opera con o sin ella mas que en funcion del
esquema del todo. Por ejemplo, en la comprension de frases que contie-
nen palabras desconocidas por el nifio, este deja escapar todas las dificiles;
luego relaciona las que ha comprendido hasta construir un esquema de
conjunto que luego le permite interpretar las palabras no conocidas. Si bien
puede llevar a mdltiples errores, se constituye en un mecanismo eficiente.

A manera de sintesis, puede plantearse que asi como hay una evolucién
del pensamiento autistico (no dirigido) al pensamiento racional (dirigido),
también hay una evolucién del pensamiento simbélico al pensamiento 16gi-
co, en la cual existe una fase intermedia denominada pensamiento sincréti-
co; dicha fase esta entre la condensacién —que es un rasgo del pensamiento
simbdlico freudiano—y la generalizacién —que es un rasgo del pensamiento
l6gico—y va desde el desplazamiento en tanto mecanismo pre-légico —tam-
bién de origen freudiano— a los mecanismos légicos de la abstraccién, en
una especie de transito. Es importante destacar que todos los rasgos del pen-
samiento del nifio planteados por Piaget son evidenciados desde el habla, a
través de las formas, de las relaciones que establece y de los conectores que
usa, deduciendo que su pensamiento es egocéntrico y se caracteriza por el
sincretismo, por la subjetividad y por la ausencia de causalidad, entre otros.
La funcién primordial del habla es la de acompanar la accién.

Critica de Vlygotski a la propuesta de Piaget'®

En la critica que Vygostki (2001) hace a Piaget,'” reconoce que si bien este
establece unas caracteristicas propias del pensamiento infantil, como “el
egocentrismo del lenguaje y el pensamiento del nino, el realismo intelectual,
el sincretismo, la no comprension de las relaciones, la dificultad de la toma
de conciencia, la incapacidad para la introspeccion”, etc., es el pensamien-
to egocéntrico del nifio'® lo mas importante y la base del planteamiento

16 Seccién basada en las ideas presentadas por Sergio Briceno.

17 Esta seccién esta basada en el capitulo 2 del libro Pensamiento y Lenguaje, pp. 29-80 [obra
publicada originalmente en ruso en 1934].

18  Visto como forma de transicién que se ubica desde el punto de vista genético, funcional y
estructural, entre el pensamiento autista y el racional dirigido. Segtn Vygotski, desde la teoria
de Piaget, el “eslabon central que permite unificar todas las particularidades aisladas del
pensamiento infantil” consiste en el cardcter egocéntrico del pensamiento del nifo, en tanto
las otras caracteristicas, en cierta forma, se desprenden de esta particularidad fundamental (pp.
33-34).
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que hace Piaget, su piedra angular; sin embargo, se pregunta Vygotski, en
qué consiste este caracter egocéntrico del pensamiento infantil y cudl es
su relacién con las otras caracteristicas, cudl es la singularidad propia del
lenguaje del nifo en comparacion con lo que sucede con el adulto. Reitera,
pues, la imposibilidad de restringirse, como pretendia Piaget, al andlisis de
los datos, ya que al intentar establecer relaciones se debe necesariamente
acudir a una teoria; es imposible hacerlo al margen de ella.

Otras de las preguntas que hace respecto del trabajo realizado por Piaget
estan relacionadas con lo metodoldgico, pues plantea que si todo se centra
en el pensamiento egocéntrico y este no se explica desde sus relaciones con
las otras caracteristicas o elementos propuestos por él, de alguna manera
su planteamiento podria quedarse “sin piso”. Hay asi dos aspectos fuertes
en la critica formulada por Vygotski, uno que tiene que ver con la ausencia
de relaciones objetivas entre esos elementos del pensamiento infantil y otro
con el método utilizado que entraria en crisis. Resulta importante tener en
cuenta que en ese momento el pensamiento psicolégico estaba en crisis,
ya que existia una permanente tension entre las miradas materialistas y las
idealistas, y que, precisamente, la causa fundamental de esta crisis se da por
las tensiones y posibles contradicciones “entre la base empirica de las teo-
rias y las construcciones tecricas edificadas sobre dicha base” (pp. 31-32).

Reconoce que Piaget, encerrandose en el circulo de los resultados, de los
hechos empiricos, pretende escaparse un poco de ese dualismo poco segu-
ro del momento (quiza se daba a que para analizar los nuevos datos y sus
relaciones, sus nuevos métodos, se creaban nuevas teorias) y ve en el em-
pirismo puro (introduciendo el método clinico) un terreno seguro, aunque
le cuestiona su pretension de hacer analisis desligandose de una teoria de
base, lo cual considera imposible en tanto, dice, “quien analiza los hechos,
lo hace indefectiblemente a la luz de una teoria” (p. 32). No obstante, res-
pecto al método de Piaget reconoce un aporte importante en relacion con
las peculiaridades del pensamiento infantil, en cuanto éste pasa de estudiar
en sus investigaciones iniciales lo que no habia en el nifo, las carencias
que tenia, aquello que no podia resolver, lo que le faltaba para ser adulto
(por ejemplo, que no es capaz para el pensamiento abstracto, para la forma-
cién de conceptos, para razonar los juicios ni para deducir), a estudiar en
las nuevas investigaciones lo que el nifio puede hacer, lo que estd presente
en él, lo que lo caracteriza, las peculiaridades y propiedades de su pensa-
miento, reconociendo asi que no es un adulto en miniatura y su mente no
es la mente en pequefio de un adulto (idea que retoma de Rousseau).

Respecto a los planteamientos de Piaget sobre el desarrollo humano,
Vygotski considera que la etapa inicial del nifio no es el pensamiento



autista,'” como éste lo planteaba, e incluso considera que dicho término es
equivoco, para lo cual retoma los trabajos de Bleuler.?’ Este Gltimo fue uno
de los primeros que resalté las dificultades del término “pensamiento au-
tista”, en tanto genera posibles confusiones con el autismo esquizofrénico
o una indebida identificacién con el pensamiento egoista, y considera mas
apropiado el término “pensamiento irreal”?'. Para Vygotski (2001), el pen-
samiento autista no necesariamente es inconsciente; de hecho, muestra evi-
dencia de experimentos con nifios que abordan una actividad determinada,
a la que se le incorpora cierta dificultad adicional,?* en la cual el lenguaje
se convierte en un recurso del pensamiento; es decir, la dificultad potencia
el pensamiento autista:

Aparte de su funcién puramente expresiva y de descarga, y que solo
acompana la actividad infantil, pronto se convierte en un recurso del
pensamiento propiamente dicho; es decir, comienza a cumplir la fun-
cion de planificar la resolucion del problema surgido durante la acti-
vidad.

Para argumentar el cuestionamiento que hace del planteamiento de Piaget
respecto a asumir que el pensamiento del nino pequeno es autista, alejado
de la realidad, Vygotski afirma que ni desde la ontogénesis ni desde la fi-
logénesis del pensamiento puede desconocerse “que la forma primaria de
actividad intelectual es el pensamiento activo, prdctico, orientado hacia la
realidad, que representa una de las formas bdsicas de adaptacion a con-
diciones nuevas, a las cambiantes situaciones del medio exterior” (p. 42).
Ahora bien, si se cae su idea de que el pensamiento inicial es autista, se
caeria la estructura que fundamenta la hipétesis piagetiana sobre el desa-
rrollo humano. Vygotski se apoya en los trabajos de Bleuler, quien senala

19 Para Vygotski (2001, p. 40), este pensamiento no solo no es la primera fase en el desarrollo
mental del nifio, una funcién primitiva, o la forma inicial de la que parten todas las demas
(como lo expone Freud y lo adopta Piaget), sino que tampoco es la primera fase en el
desarrollo de la humanidad.

20 Fue uno de los primeros psiquiatras seguidores de Freud. Con él, Piaget quiso trabajar para
aprender a entrevistar a los nifos y, como parte de su formacion, hacerse un psicoandlisis
[Comentario realizado por el Dr. Carlos Vasco].

21 Del trabajo de Vygotski, plantea el expositor, se destaca su capacidad para desarrollar nuevas
ideas a partir de otras que toma de un autor, ajustando ciertos postulados y articulandolo
con observaciones, experimentos, conceptos y teorias que desarrolla dentro de su trabajo de
investigacion.

22 Porejemplo, un nino al que haciendo un dibujo de un tren se le rompe el lapiz, o que cuando
se dispone a realizar la actividad “no tiene a mano el lapiz de color, el papel o la pintura
que necesitaba” (p. 50). Vygotski plantea que en estos casos, tales dificultades o alteraciones
en el curso normal de la actividad son uno de los principales factores que originan el habla
egocéntrica y que, en situaciones similares a las planteadas por Piaget [incorporando una
dificultad], el lenguaje egocéntrico aumenta, pues «el nifio trataba de entender y remediar
la situacion hablando y razonando consigo mismo: “;Ddnde estd el lapiz?, ahora necesito
uno azul; no importa, pintaré con el rojo y lo mojaré con agua, se pondra oscuro y parecerd
azul”» (p. 50).
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“la inconsistencia biologica de la idea del caracter primario y original del
autismo” y dice que “el pensamiento autista puede ser, en principio, tanto
consciente como inconsciente” (pp. 42-44).

Generalidades sobre el planteamiento de Vygotki en torno a
Pensamiento y Lenguaje®®

Como introduccién de esta seccién, los expositores proyectan otro video
sobre el comportamiento animal, en el que se hace una referencia especial
a los delfines. Plantea el narrador de este video que la fuerza motriz que
hay detras de la inteligencia del delfin es el mundo social en el que vive.
Relacionan este estudio con los estudios realizados por mas de 30 afnos
con chimpancés, y plantean que se llega a una conclusion parecida:

para aquellos animales que poseen un gran cerebro y que viven en
grupo, la inteligencia es importantisima, porque cada uno de los in-
dividuos del grupo tiene su personalidad y necesita saber con exacti-
tud quién es quién para comportarse de la forma apropiada; no solo
deben conocer su propia relacién con los demas, sino que también
deben conocer las relaciones que hay entre ellos.

De modo que las complejidades de la vida social pueden exigirles a algu-
nos animales un nivel de inteligencia mayor; no solo los chimpancés y los
delfines viven en mundos sociales complejos como lo hacemos nosotros,
sino también los loros, cuervos y urracas. La inteligencia es tan solo un as-
pecto de la mente animal.

Revisemos ahora los principales elementos que trabajo Vygotski en torno
al problema de la relacién entre lenguaje y pensamiento. Fundamental-
mente, decia él, en el andlisis genético del pensamiento y del lenguaje
se ha encontrado que “la relacion entre ambos procesos no es constante
a lo largo de su desarrollo, sino variable” (p. 91), pues no necesariamente
son paralelos, es decir que pensamiento y lenguaje pueden tener un origen
diferente, aunque en algunos momentos se entrecrucen. Plantea especifica-
mente que, en los animales, el pensamiento y el habla proceden de distintas
raices genéticas, como lo mostr6 Kohler en sus investigaciones. A partir
de estas premisas empieza a indagar, en los trabajos de diferentes autores,
cémo ven esta relacion y qué plantean sobre la inteligencia. Por ejemplo,
aborda trabajos de psicélogos que realizaron estudios sobre inteligencia en
animales, como los presentados en el video, en los que se destaca cémo el
proceso social determina algin tipo de inteligencia, aunque ésta no necesa-

23 Seccién basada en las ideas presentadas por Ruth Molina



riamente se correlaciona con un lenguaje, al menos como el manejado por
los humanos. En sus trabajos con chimpancés, Kéhler encuentra que si bien
aparece una inteligencia embrionaria en los animales, esto no determina
que haya una relacién directa con el lenguaje, pues aunque existan algunas
expresiones fonéticas, estas se deben a elementos de caracter motivacional-
emocional mds que a manifestaciones completamente objetivas, por decir-
lo de alguna manera. Introduce el término “insight” (en aleman “Einsicht”)
para nombrar una de las operaciones intelectuales que parecen accesibles
a los chimpancés.

Kohler, por su parte, reconoce que las acciones de los chimpancés estan
completamente desconectadas del lenguaje. Plantea que hay unos gestos
indicadores que senalan que existe un paso entre lo emotivo y lo objeti-
vo dentro del repertorio de gestos que maneja un grupo de chimpancés.
Aunque estos animales tienen un aparato fonador, no imitan sonidos, y si
tenemos en cuenta que no hay ninguna diferencia entre el aparato fonador
de estos animales y el de los humanos, se evidencia que el problema no
es de caracter bioldgico y que el lenguaje tiene otra raiz. Basado en estos
autores, Vygotski plantea que el pensamiento y el lenguaje definitivamente
tienen diferentes raices genéticas; son funciones que se desarrollan a lo lar-
go del tiempo y con lineas diferentes, independientes, y no existe, como se
planteé arriba, una correlacion definitiva y constante entre ellas. Reconoce
que los antropoides ponen de manifiesto una inteligencia similar a la de los
humanos en ciertos aspectos, referidos casi exclusivamente al uso de las he-
rramientas; pero que, con respecto al lenguaje del hombre, no hay algo que
se le parezca, aunque hay una funcion de descarga de emociones a través
de ciertos gestos que tienen una funcion de caracter social.

Como se puede evidenciar en registros de video sobre el comportamiento
de los chimpancés, estos tienen una estructura social, y si bien hay cierta
comunicacioén entre ellos, no poseen propiamente un lenguaje. Hay una
estrecha correspondencia, entonces, entre las caracteristicas que han per-
mitido a algunos etélogos y psicélogos analizar el posible pensamiento de
los chimpancés y el comienzo del pensamiento en el hombre, por lo menos
hasta cierta edad, reconociendo que ese desarrollo filogenético apreciable
en los chimpancés se replica ontogenéticamente en los nifios. Vygotski em-
pieza a mirar como se presenta ese desarrollo en los infantes y cuales son
sus caracteristicas; por esto plantea que la existencia de una fase prelingtiis-
tica en el desarrollo del pensamiento infantil solo se ha corroborado recien-
temente. Dice que los nifos pasan por una etapa, en sus primeros meses
de vida, que Kohler [lamé “la edad del chimpancé”, con unos procesos y
lineas separadas entre pensamiento y lenguaje, con comunicaciones emo-
tivas, pero no necesariamente objetivas. El lenguaje aparece relacionado,
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inevitablemente, con la intencién de hacer algin tipo de cosa. Revisa en
otros autores la funcion social del lenguaje en los menores y encuentra que
los nifios de dos afios muestran un deseo de conquistar el habla a partir de
que descubren que cada cosa tiene un nombre y esa motivaciéon empieza
a “disparar” en ellos un proceso de asociacion del lenguaje con la identifi-
cacion de los objetos.

Un aspecto que vale la pena destacar es que dichos estudios le permiten a
Vygotski plantear que el desarrollo del pensamiento en los ninos tiene una
etapa pre-verbal, mientras que el desarrollo del lenguaje tiene una etapa
pre-racional. ;Cémo ve esto? Vygotski comienza por hablar de lo que es
el lenguaje interiorizado. Cuando se llega a cierto punto del desarrollo de
los nifios, pasan del cuchicheo o balbuceo a un lenguaje interiorizado que
puede desarrollarse simultdineamente con el externo, segin dice Watson,
o puede que uno se dé después del otro. Sin embargo, cuando se da todo
el proceso del habla egocéntrica, Vygotski entiende esta Gltima como pa-
ralela al habla interiorizada en sus funciones. Esas funciones son sociales
en el sentido en que los adultos usan el lenguaje para regular la conducta
del nifo. El lenguaje interiorizado y el egocéntrico son modos del habla
intimamente unidos con el ordenamiento de la conducta infantil, es decir,
pareciera que el lenguaje es un proceso que se interioriza primero desde el
proceso psicolégico que desde el fisico. El eslabon que hay entre el lengua-
je externo y el lenguaje interiorizado, segiin Vygotski, radica en el lenguaje
egocéntrico que propone Piaget. Asi, diferencia dos tipos de lenguaje, uno
externo y uno interiorizado, y dice que la Gnica manera de mirar la relacién
entre los dos es considerar que continuos y que se puede explicar el paso
de uno a otro mediante la existencia del lenguaje egocéntrico. En tal senti-
do acude a los trabajos de Piaget y reconoce su importancia, pero plantea
que este lenguaje cumple funciones que van mas alld del caracter expre-
sivo aparentemente no comunicativo que observé Piaget, puesto que tiene
también un caracter liberador y una funcién de comunicacién de la accion
por parte del mismo nifo, aspecto en el que enfatiza mas, pues argumenta
que desde el momento en que se evidencia que hay un planeamiento de la
actividad, se revela que hay un pensamiento propiamente dicho.

Ahora bien, existen diferencias funcionales y estructurales entre el lengua-
je interiorizado y el externo que no permiten afirmar que puedan coexistir o
que se entrelacen por el lenguaje murmurado. El eslabén entre el lenguaje
interiorizado y el externo —o sea el lenguaje egocéntrico de Piaget- ayuda
a identificar que el desarrollo del pensamiento y el lenguaje tiene ciertas
caracteristicas y pasa por algunas etapas antes de llegar al pleno dominio
del lenguaje externo y del interiorizado. Vygotski plantea que primero hay
una etapa primitiva de lenguaje pre-intelectual y de pensamiento pre-verbal;
luego hay una fase psicolégica simple, donde se evidencia el dominio, pri-



mero de la palabra y luego de la l6gica, es decir, hay un control inicial de la
gramdtica que luego se asocia con procesos légicos; después hay una fase
egocéntrica del lenguaje donde existen signos y operaciones externas que
le sirven al nino para empezar a solucionar problemas que ha encontrado o
identificado internamente. Plantea que hay un proceso de crecimiento a par-
tir de lo que él ha Ilamado una “operacién interna” y una “memoria l6gica”.

Por lo tanto, Vygotski reafirma que, en el curso del desarrollo de la inteli-
gencia, el pensamiento inicialmente es no verbal o pre-verbal, y que el len-
guaje es no intelectual o pre-intelectual. En esa etapa, la palabra es mas una
propiedad de las cosas que un simbolo del objeto. En los experimentos que
realizé con nifios se evidenci6 que las palabras identificaban un objeto y
que ellos establecian una relacion directa entre palabra y objeto. Por ejem-
plo, cuando se le plantea al nifio que a un perro lo vamos a llamar “vaca”,
cambia el nombre pero el referente sigue siendo el mismo, la imagen del
perro; si luego se le pregunta: “;Tiene cuernos la vaca?”, el nifio contesta
que si. Cuando se le recuerda que “vaca” es otro nombre para el perro y se
le pregunta ahora: “;Acaso el perro tiene cuernos?”, responde que si, pues si
se [lama “vaca”, debe tener cuernos: “El perro que se llama vaca debe tener
unos cuernos pequenos” (p. 302). Alli mismo dice Vygotski que en la edad
preescolar el nino explica el nombre de los objetos a partir de sus atributos:
«Una vaca se llama “vaca” porque tiene cuernos». El intercambio de los
nombres significa algo asi como el intercambio de las propiedades de una
cosa a otra. Al intercambiar los nombres “vaca” y “perro”, el nifo acepta
que el perro tiene cuernos y que por tanto dard leche. El referente sigue
siendo la palabra asociada con la imagen del objeto, y asi cambie la pala-
bra, la imagen del objeto no cambia, persiste.** Hay un uso funcional de
la palabra, precedido de la aprehension de toda la estructura de los signos,
y tanto el lenguaje externo como el lenguaje interiorizado se desarrollan a
través de acumulaciones de cambios funcionales y estructurales.

Consideramos importante resaltar que cuando el autor se refiere a las fun-
ciones sociales y egocéntricas del lenguaje, afirma que si bien el lenguaje
interiorizado es un pensamiento para si mismo, de todas maneras no se se-
para del proceso social de intercambio con el otro. Cuando mira la relacién
entre pensamiento y palabra, dice que “el significado de la palabra es un
fenémeno del pensamiento mientras éste esté encarnado en el lenguaje, y
del habla solo en tanto esté relacionado con el pensamiento iluminado por

24 Se evidencia, dice Vygotski (pp. 302-303), que para el nifio resulta imposible “separar
el nombre de las cosas de sus propiedades y como en las transferencias las propiedades
del objeto siguen al nombre”. Usa ejemplos como este para ilustrar su tesis, segtn la cual
“el aspecto sonoro y auditivo de la palabra representa para el nifio una unidad directa,
indiferenciada y no consciente”. Resalta ademas que un aspecto muy importante que se da
en el desarrollo del lenguaje del nifio es que dicha unidad se va diferenciando y comienza a
ser consciente.
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él”. El significado de la palabra estd sujeto a un proceso evolutivo y esto
implica un cierto cambio en relacién con lo que los psicélogos de la época
habian planteado en cuanto a la inmutabilidad de los significados: para
ellos una palabra no cambiaba; cuando se emitia, era esa misma palabra y
no habia cambios en su significado. Contrariamente, para Vygotski las rela-
ciones entre la palabra y el significado tienen unos elementos que cambian
y otros que permanecen; por ejemplo, cambian las conexiones entre la pa-
labra y el objeto; el significado puede extenderse a un campo mas amplio
o puede restringirse, o puede sufrir cambios cualitativos internos o cambios
externos, pero de todas maneras la relacion entre la palabra y el objeto va
cambiando a medida que se modifican los procesos culturales. Hay un ele-
mento de contexto que se empieza a introducir, mientras que la naturaleza
psicoldgica sigue siendo mas o menos la misma.

Para el analisis de esta relacion entre palabra y objeto, Vygotski contrast6
tres escuelas psicolégicas: (1) Para la teoria asociacionista, el significado
es la relacion entre el sonido y la palabra, y su contenido —el desarrollo
del significado de una palabra— se reduce entonces a los cambios de las
conexiones entre las palabras y los objetos; puede ser que haya otros obje-
tos que se asocien a determinadas palabras, pero no cambia el término; la
relacion entre pensamiento y palabra se reduce a un elemento de caracter
estructural. (2) La escuela de Edimburgo plantea que no se puede reducir el
pensamiento a un juego de asociaciones, sino que hay una serie de elemen-
tos que configuran leyes que gobiernan esas asociaciones que se dan entre
los objetos y las palabras; la relacién entre pensamiento y palabra es de ca-
racter eminentemente espiritual.?”® (3) La teoria de la Gestalt cuestiona que
estas escuelas no reconocen el hecho fundamental de que el pensamiento
es, ante todo, una generalizacion, y estudian la relacion entre la palabra y
el objeto, pero no la relacion que se puede dar en un proceso evolutivo de
construccién. Plantea que los significados de las palabras son dindmicos,
cambian con el tiempo y de acuerdo con los procesos de desarrollo que
tiene el nino; el significado no es el mismo en sus etapas iniciales que en
las mds avanzadas: aunque la palabra sea la misma, la construccién de sig-
nificado que hace el nifilo no necesariamente lo es.

Respuesta de Piaget a la critica de Vygotski

La respuesta de Piaget a la critica de Vygotski fue realizada solo hasta prin-
cipios de la década de los 60, pues no supo de su existencia durante cerca
de 30 afios, debido a que en los paises fuera de la URSS la obra de Vygotski
se conocié muy tardiamente; vale decir que las tesis de su teoria histérico-

25 Afirmacion que se basa en el andlisis de los planteamientos de Platén al respecto.



cultural también fueron fuertemente debatidas dentro de la URSS por las
escuelas psicolégicas soviéticas, y que su trabajo fue objeto de censura no
solo por parte de las autoridades soviéticas, sino también por profesores
e instituciones universitarias en el resto de paises de Occidente. Por esta
razén, es posible que el conocimiento que en su momento Piaget tuvo de
la obra de Vygotski haya sido muy parcial, entre otras cosas, porque las
primeras publicaciones en Occidente fueron selecciones y compilaciones
en versiones muy recortadas.

Ahora bien, la sintesis presentada en las secciones anteriores se constituye
en punto de referencia para orientar la interaccion entre los participantes
de este Seminario. Este didlogo se inicia con la intervencién del director
del evento, y posteriormente las participaciones de otros asistentes, de las
cuales se presenta un resumen a continuacion.

Intervencion del director del seminario, doctor Carlos Vasco

Recalca la importancia de acudir directamente a las fuentes, en este caso
a los escritos de Vygotski, y de conocer directamente sus planteamientos,
por cuanto lo que dicen los neo-vygotskianos u otros autores sobre dichas
propuestas puede variar de un autor a otro, dependiendo de la interpreta-
cion dada a las obras de Vygotski y posiblemente puede diferir de lo que en
realidad dice este autor. Por ejemplo, en el caso del lenguaje egocéntrico
que se traté en esta sesion, se suele decir que Vygotski lo rechazé, pero
quedé claro que acepta no solo todos los hechos que aduce Piaget, sino
muchas de sus explicaciones. No solo no las rechaza, sino que mds bien
las completa. No rechaza, por ejemplo, lo que dice Piaget respecto a que
el lenguaje egocéntrico no tiene intencién comunicativa, por lo menos glo-
balmente, sino que sefala una funcién adicional de apoyo a la planeacién
de la actividad del mismo nifio, la cual procede por interiorizacién de una
funcién social del lenguaje que usan los adultos para regular la conducta
de los menores, hecho que, por supuesto, acepta Piaget afilos mds tarde.

Otro aspecto interesante de lo visto en esta sesién es como la critica de
Vygotski a Piaget puede experimentarse hoy dia como muy extrafia, por
cuanto nadie ha criticado a Piaget desde entonces —hace mas de ochenta
afos— por empirista y por no tener una teoria global de fondo para inter-
pretar la pluralidad de los hechos. Al contrario, muchos lo critican por ser
demasiado estructuralista y por tratar de encuadrar todos los datos en su teo-
ria genética de la equilibracion. Hay que tener en cuenta que la critica que
hace Vygotski se refiere a planteamientos formulados en los primeros libros
de Piaget, respecto a sus investigaciones iniciales en la década de los afos
20, recién llegado al Instituto Rousseau en Ginebra. Por tanto, estaba apenas
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buscando estudiar estos fendmenos que habia observado en las respuestas
dadas por los nifios en Paris, en donde trabaj6 con las pruebas de Binet, y
se dio cuenta de que lo mas interesante no eran dichas respuestas sino las
explicaciones que inventaban para justificarlas, lo que le permitia describir
finamente los cambios que observaba y ver su relacién con el desarrollo
infantil. Después de esos primeros libros, Piaget va a desarrollar la teoria
genética en el sentido de la equilibracién como proceso de adaptacién, con
las dos fases o aspectos dialécticos de la asimilacién y la acomodacién. Ese
proceso de equilibracion es distinto del equilibrio como un estado meta-
estable que después se va a disolver o “desbaratar” otra vez para iniciar unas
nuevas oscilaciones de desequilibracién y un nuevo proceso de reequilibra-
cion, en el cual también van a aparecer la asimilacion y la acomodacioén; en
ese sentido es mas dialéctico Piaget que el mismo Vygotski.

Asi como se suele criticar a Piaget por ser un exponente del individualis-
mo burgués muy propio de Suiza, no se puede olvidar que también Vygots-
ki, por razones politicas, estaba muy interesado en mostrar que los aspectos
sociales de la teoria marxista —sobre todo de Marx y Engels— sobre el desa-
rrollo de la humanidad debian primar sobre el desarrollo psicolégico indivi-
dual; se ve como a partir de los mismos hechos que Vygotski trata desde el
punto de vista social, del trabajo y del lenguaje, son abordados por Piaget
desde el desarrollo ontogenético de cada nifio y desde el psicoandlisis, que
habia conocido por lecturas de Freud y personalmente a través de Bleuler,
a quien él mismo Illama su maestro; con esa mirada encuentra que en las
propuestas de Freud hay algo importante que va mucho més alla del asocia-
cionismo empirista, aunque precisamente Vygotski sea quien va a criticar a
Piaget por empirista.

En relacion con los documentos de Piaget conocidos por Vygotski, se
duda si conocia el libro E/ juicio moral en el nino,?® pues hay una frase en la
que Vygotski menciona la moralidad de los nifios en el juego; si en realidad
lo conocid, debid ser lo Gltimo que ley6 de Piaget, pues esta obra se publica
justamente en el ano en que muere Vygotski, en 1932. Debié conocer solo
El juicio y el razonamiento en el nifio (Le jugement et le raisonnement chez
I'enfant) de 1924 y La representacion del mundo en el nifio (La representa-
tion de monde chez I'enfant) de 1926.

En relacion con las criticas que le hizo Vygotsky, Piaget contesta que acep-
ta ciertas limitaciones que él anota, pero reconoce que algunas de ellas
tienen que ver precisamente con el hecho de que éste no pudo conocer
todo el desarrollo posterior de su teoria de la equilibracién y todas sus obras

26 El libro se titula en francés Le jugement moral chez I’enfant. Se tradujo al castellano en 1971
con el titulo £/ criterio moral en el nifo [Traduccién de Nuria Vidal].



sobre la psicologia y la epistemologia genética publicadas en los 30 anos
siguientes. También acepta que la palabra “egocentrismo” pudo llevar a en-
gano a las personas que leen ahi “egoismo” (y —ahadio el profesor Vasco—
que creen ver ahi el individualismo, la burguesia y el capitalismo de Europa
Occidental), y considera que si él hubiera Ilamado a este tipo de orientacién
hacia si mismo “centrismo”, posiblemente nadie lo hubiera criticado, pues
no aparece alli la palabra “ego” que pudo haber inducido a error. Reco-
noce que el aporte principal de Vygotski es que sefala el aspecto social
comunicativo que ya esta en el “lenguaje” infantil anterior al egocéntrico,
donde todavia no hay palabras sino expresiones, gestos, Ilanto y otro tipo de
intentos comunicativos. En ese sentido de expresarse para buscar un con-
tacto social, asi como en el sentido de asumir las funciones regulativas del
lenguaje adulto, es obvio que el lenguaje egocéntrico también es social y
tiene una funcién comunicativa, pero mucho mas velada que en el lenguaje
anterior. En su vision del desarrollo del lenguaje, tiene razon Piaget, fuera de
este complemento muy valioso de Vygotski, como lo reconoce él mismo.

También hay que tener en cuenta que en el libro Pensamiento y Lenguaje
de Vygotski no aparece por ningln lado lo que se dice en ciertos libros de
divulgacion de su obra respecto a que para él “el lenguaje es lo dnico im-
portante porque es social y que el pensamiento es apenas lenguaje interna-
lizado”. Més bien hemos visto que en realidad dice practicamente lo con-
trario: que hay dos tipos de pensamiento, uno pre-lingiiistico, del que habla
Piaget, y después otro que ha sido orientado y refinado ya por el lenguaje
internalizado; pero ninguna parte identifica el lenguaje internalizado con el
pensamiento; mas bien lo entiende como el instrumento con el cual se va
desarrollando el pensamiento, y en eso estaria de acuerdo Piaget. Vygotski
muestra que también hay un habla pre-intelectual, podriamos decir “ante-
rior al pensamiento”, que es todo aquello que él ve que sucede cuando el
nifo esta tratando de comunicarse con un adulto —lo que hasta ahora hacia
con llanto y gestos— y que en algiin momento se vuelve palabra. Eso no
permite inferir que el nifo ya tenga pensamiento, sino que es el adulto el
que tiene que decidir si esa palabra vale como una frase declarativa, como
una pregunta o como una peticion. Todavia no hay evidencia de un pensa-
miento que se esté coordinando con el lenguaje; si acaso, como lo propone
el mismo Vygotski, habria un pensamiento pre-lingtistico. Es decir, dice
todo lo contrario de lo que dicen algunos criticos de Piaget respecto a que
Vygotski comprob6 que no hay pensamiento sin lenguaje y que el pensa-
miento era solo lenguaje internalizado.

Para concluir, el profesor Vasco insiste de nuevo en la importancia de
acudir a las fuentes en los escritos de ambos autores. Propone revisar bien
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los textos donde Vygotski critica a Piaget y la respuesta de este para ver, por
ejemplo, que si en lugar de decir “egocentrismo” hubiera dicho “centris-
mo”, o tal vez mejor, si hubiera podido decir “falta de descentracion”, tal
vez no hubiera habido equivocos ni se hubiera dado una critica negativa,
sino un complemento. Incluso, es conveniente revisar en cada caso qué
expresion usé Piaget en francés y qué expresion usé Vygotski en ruso, pues
la primera vez que se dio la confrontacion 30 afos después de la muerte de
Vygotski, fue a propésito de una traduccion del ruso al inglés, y Piaget no
hablaba muy bien inglés. En las traducciones que se hacen, muchas veces
se transcribe una misma palabra rusa de dos o mas maneras diferentes,
como el caso de “lengua”, “lenguaje” y “habla”; pero también al revés, se
traducen dos palabras rusas diferentes con una misma expresion castellana,
francesa o inglesa, lo cual lleva a confusiones como las antes referidas.

Intervenciones de otros participantes
Prof. César Delgado (Universidad del Valle)

Plantea que desea agregar algo a la observacién que el profesor Vasco aca-
ba de realizar respecto a la posicion de Piaget, relacionado con lo que se
gana consultando las fuentes y evitando los intermediarios y las interpreta-
ciones que ellos hacen de estas obras, asi como respecto a la importancia
de construir una posiciéon propia, de discutirla, corregirla y avanzar en
la comprension de este problema fundamental del papel del lenguaje en
relaciéon con el pensamiento. Lo que el profesor Delgado quiere agregar
es que cuando se hablé del egocentrismo en Piaget, Cristina Cifuentes
hizo alguna precisiéon que le gustaria recalcar. Cuando Piaget habla de
egocentrismo, se refiere a la indiferenciacion inicial entre el sujeto y el ob-
jeto, y para él (y en eso es profundamente dialéctico), sujeto y objeto son
dos contrarios que se constituyen mutuamente y son indisociables, pero al
principio aparecen como un todo indiferenciado. Inicialmente, el mundo y
el sujeto son una misma cosa y solo gradualmente se va conquistando esa
diferenciacion que nunca se termina de realizar, pues como decia Piaget,
la objetividad es aquel limite que nunca es posible alcanzar, pero sobre el
cual es posible construir ideas cada vez mas objetivas.

Otro tema relacionado con el mismo punto de la indiferenciacién y con
ese progreso gradual de la diferenciacion sujeto-objeto tiene que ver con
el problema de la primacia de las afirmaciones sobre las negaciones en los
primeros desarrollos del nifio. La centracién en las afirmaciones y el des-
cuido de las negaciones, o lo que es lo mismo, la descompensacién entre
afirmaciones y negaciones, hace que en el proceso de construccion de los
primeros esquemas, el sujeto tienda a forzar acciones muy distintas en un



mismo esquema, aunque a posteriori, en la medida en que surjan contra-
dicciones, empieza a desplegar regulaciones y a alcanzar compensaciones
para refinarlos. Eso no es otra cosa que la modificacién mejorante de los
esquemas a través de ese mecanismo de asimilaciéon y acomodacion que
él muy bien describe en su libro Equilibracién de las estructuras cognitivas.
Esa modificacion se da en tres niveles: el primero es el nivel sujeto-objeto;
el segundo, el nivel entre sistemas y subsistemas, y el tercero, el nivel entre
diferenciaciones e integraciones. Este deberia ser un punto de mira de las
personas que estén interesadas en profundizar en estos aspectos. Otro texto
que recomienda el profesor Delgado es el de Investigaciones sobre la con-
tradiccion. Ambos son textos que iluminan mucho el problema que se esta
tratando en este seminario.

Prof. Carlos Vasco (Universidad Distrital)

El comentario del profesor César Delgado me hace pensar en una de las
citas presentadas por los relatores, respecto a como el nifio, desde el punto
de vista de la fonética, parte de los fonemas o pedacitos de emision de
voz y va armando las totalidades que llamamos “palabras”, y con ellas
las totalidades que llamamos “frases”; pero desde el punto de vista de la
comprension, arranca de la frase global y va desagregando las unidades
de significado. Por eso, cuando el nifo se encuentra con una palabra que
no entiende, parece que se la salta y no le hace caso, y prefiere formarse
una comprension de la globalidad de la frase, que logra armar con lo que
si entiende, lo cual ha resultado ser muy importante para la didactica del
lenguaje. Por ejemplo, el hecho de pedirle a los estudiantes consultar una
palabra en un diccionario —que los profesores solicitan en el momento en
que aparece un término que se considera “raro”—, parece no ser una juga-
da didactica tan potente como dejar que, en primera instancia, cada nifio
trate de “adivinar” qué significa la palabra, leyendo varias veces toda la
frase, y solo después de que varios nifos expresen unas cuantas opiniones
sobre lo que quiere decir la palabra, entonces si buscarla en el diccionario.
Resulta ser una estrategia que permite aprender mucho mas rapido, tanto
una lengua materna como una lengua extranjera, que la estrategia que uno
cree mas Util, que es buscar primero la palabra en el diccionario.

Luis Recalde (Universidad del Valle)

Quisiera preguntar a los expositores acerca de la Gltima critica que hace
Piaget con respecto a la critica anterior que le habia hecho Vygotski. No
tengo mucha claridad sobre la manera como estos procesos de adaptacion,
asimilacién y acomodacion tienen relacién con los planteamientos de la
cooperacion en la relacion entre nifios y de ellos con los adultos, que era
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la propuesta de Vygotski. No tengo claro si hay ahi diferenciacién o no, y
si hay una relacién con la asimilacién y acomodacion.

Ruth Molina (Universidad Distrital)

La respuesta que da Piaget a esa critica que plantea Vygotski es que pos-
teriormente se hicieron muchos mas estudios de seguimiento para mirar si
efectivamente se podian establecer diferencias entre el lenguaje egocén-
trico y el habla cooperativa, y que los resultados fueron positivos; pero en
la explicacion dada por Piaget no es claro cudles serian especificamente.
Desde los planteamientos de Piaget y desde los elementos propuestos por
Vygostski, se podria decir que en los nifos no hay expresiones individuales
no comunicativas, ni siquiera cuando se habla del lenguaje egocéntrico y
del lenguaje interiorizado, pues la intencién de esas expresiones es emi-
nentemente comunicativa en todos los casos; tal vez, con base en esto,
se podria decir que —aun en el caso de los mondlogos colectivos— hay un
principio de cooperacién entre los sujetos para armar significados comu-
nes y para entender de una misma manera elementos que surgen en medio
de los intentos de resolver algtn tipo de problema de manera conjunta;
pero —la verdad sea dicha— eso no es explicito en la respuesta de Piaget.

Prof. Carlos Vasco (Universidad Distrital)

La respuesta de Piaget a la Gltima critica hace referencia mds a sefalar
que el hecho de crear un indice estadistico y contar eventos [se refiere
al coeficiente de egocentrismo comentado anteriormente] no es solamente
un problema empirico-estadistico, como parece creer Vygotski en su criti-
ca; esas observaciones plantean un problema de fondo: se trata de ver por
qué existe este fendmeno que no se habia documentado en estudios ante-
riores; en realidad, no se habia notado que existia el lenguaje egocéntri-
co, pues los adultos creen que los nifios efectivamente estan conversando
entre si, y se requiere oirlos con mucho cuidado para ver que en realidad
no se estan comunicando, sino que estan “hablando solos”, aunque haya
varios nifnos jugando juntos. Un problema de fondo es identificar cuales
son las relaciones entre los distintos tipos de lenguaje —llamese lenguaje
autista, egocéntrico o adulto— entre los distintos tipos de pensamiento y
entre los distintos tipos de percepcién. El problema es que hay que explicar
unos fenémenos que son innegables, y por ello Vygotski los acepta todos.
El simplemente inventa otros experimentos para mostrar que a veces dismi-
nuye el indice en vez de aumentar, como pensaba Piaget, y alli encuentra
indicios de otras funciones del lenguaje egocéntrico; pero no se trata de
ver si estadisticamente fue invalida la muestra tomada por Piaget o si no
fue significativa la diferencia encontrada por él, sino que se trata de aceptar



que hay unos fendmenos extraios que requieren interpretacion. La critica
de Vygotski apunta mds a que Piaget trata de armar explicaciones parcia-
les, heterogéneas, que no estan enmarcadas dentro de una gran teoria de la
evolucién del lenguaje en las comunidades animales y en las sociedades.

Debemos tener en cuenta que, en sus trabajos posteriores, Piaget va a to-
mar el asunto de la filogénesis y ontogénesis mucho mds en serio que en sus
primeros libros; por su parte, en ese momento Vygotski tampoco estd ha-
blando de la zona de desarrollo préximo ni de la interaccion entre adultos
y ninos; él esta hablando del nifio que parece hablar solo, de algo que em-
piricamente se observa como un fenémeno de desconexion, de aislamiento
de los demas nifios que estan ahi en el mismo lugar. Vygotski propone que,
en el fondo, aun el lenguaje egocéntrico si tiene un papel comunicativo,
y ademas que se va desarrollando precisamente desde y hacia el lenguaje
comunicativo. Vygotski reconoce que el lenguaje infantil va adquiriendo
también esas funciones comunicativas y de desarrollo psicolégico, ademds
de la de apoyo a la planeacién de la actividad; por lo tanto, acepta que
hay lenguaje egocéntrico, aunque seiala que al principio del desarrollo del
lenguaje (a los 3 0 4 anos) esto no era asi. Es decir, también toma en cuenta
las edades, como lo hacia Piaget, y en esto no hay diferencia entre los dos.

Podriamos decir que en la actualidad los ninos dejan el lenguaje egocén-
trico antes de lo que encontraron Piaget y Vygotski, lo cual es explicable si
tenemos en cuenta que actualmente van al preescolar desde los dos afos,
y obviamente han tenido mas ocasiones de jugar con otros nifios, asi como
de hablar solos mientras juegan juntos, sea que los otros ninos les entiendan
o no. En cambio, un nino de aquella época se quedaba en la casa hasta
los 7 anos; de hecho, las abuelas decian que hasta los siete afos el nino
no adquiria “el uso de razén”. Si observan en los cuadros presentados por
los expositores, tanto para Vygotski como para Piaget claramente hay un
cambio del lenguaje infantil al lenguaje adulto a los siete afios; otra cosa es
que hoy en dia ese cambio se esté dando a los cinco o seis afios, sobre todo
en los nifios altamente estimulados con los preescolares, a los que asisten
forzados mds bien por la necesidad de trabajar que tienen las mamas que
por la del desarrollo psicolégico de los mismos nifos. Es claro, pues, que
asi se producen aceleraciones en el desarrollo del lenguaje.

Por lo anterior, hay que tener en cuenta que la importancia de los estadios
—de los que hablan tanto Vygotski como Piaget— no se basa tanto en la edad
en que se dan, sino en la secuencia y en la imposibilidad de reversarlos
o de acelerarlos tanto que desaparezca uno de los estadios intermedios;
por lo cual, decir que antes de los seis o siete afios los nifios ya dejan el
lenguaje egocéntrico no muestra nada respecto de la teoria de Piaget ni de
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la de Vygotski, mas alld de decir que hubo mas estimulacion social y que
esos ninos sobreestimulados recorrieron esos estadios de una manera mas
acelerada.

Teresa Pontén (Universidad del Valle)

Quisiera preguntar a los expositores, quienes han hecho una revisién tan
minuciosa y rigurosa tanto de Piaget como de Vygotski, cudl es la relacién
que plantean estos dos autores frente a lo que es el lenguaje escrito y el
pensamiento. Esto lo digo porque las preguntas han sido centradas sobre
todo en la parte comunicativa, en el lenguaje oral y en las necesidades de
comunicacion y de participacién en el aula; pero, ;cudles son las distan-
cias o los acercamientos tedricos de estos dos importantes autores respecto
a lo que es la escritura y su relacion con el pensamiento como tal?

Cristina Cifuentes (Universidad Distrital)

Se puede ver en el trabajo de Piaget y en Vygotski, en su libro Pensamiento
y Lenguaje, que ellos no se preocupan en ningiin momento por el pro-
blema de la escritura en el nifo, y eso es claro. Por lo tanto, Piaget no
establece ninguna relacién entre el pensamiento egocéntrico y la escritura
del nifio a esa edad; mas adn, puedo decir que en lo que hemos estudiado
de Piaget, él no se preocupa por el fenémeno de la escritura y su relacion
con el pensamiento. Por su parte, Vygotski alcanza a hacer unas pequenas
aproximaciones, pero es algo muy secundario.

Sergio Bricefo (Universidad Distrital)

Es importante aclarar que si bien hemos hecho una revision rigurosa del
trabajo de estos dos autores, ha sido en un contexto histérico especifico,
sin abordar, por ejemplo, los avances realizados por Piaget en los 40 o 50
afos posteriores a la critica de Vygotski.

Ruth Molina (Universidad Distrital)

Con respecto a los trabajos de Vygotski (2001), en los capitulos de su libro
encontramos el lenguaje escrito citado solo dos veces; la primera, cuando
dice que existen dos distinciones funcionales importantes en el lenguaje,
una que es el didlogo y otra que es el mondlogo (p. 185), asumiendo la
parte del didlogo como lenguaje oral y la del monélogo como lenguaje
escrito,”” y en ese momento plantea que como en el lenguaje escrito el

27 Para expresar un pensamiento en lenguaje escrito se requieren mas palabras que las que se
emplearian en el lenguaje oral, pues el interlocutor no esta presente; no puede apoyarse
en medias palabras, se debe ser mds explicito y asumir los significados formales de las



tono de voz y el conocimiento del tema en cuestion estan excluidos, nos
vemos obligados a usar muchas palabras y de un modo mds exacto. La
segunda cita es cuando dice que el lenguaje escrito es la forma mas ela-
borada del lenguaje y reconoce su complejidad.?® Quizas esta escasez de
citas respecto al lenguaje escrito, tanto en los trabajos de Piaget como en
los de Vygotski, se deba a que el interés fundamental en esta etapa de sus
respectivas obras esta encaminado a mirar la evolucién del lenguaje y del
pensamiento en etapas muy tempranas del desarrollo del nifio. Si en esa
época se daba la escolarizacién hacia los 7 afnos, los procesos de escritura
se daban a esa edad. Como lo decia el profesor Vasco, es precisamente en
ese momento en el que, tanto en una obra como en la otra, cesa el andlisis
del tipo de relacion entre lenguaje y pensamiento. Habria que mirar en
obras posteriores qué se plantea al respecto.

Jaime Romero (Universidad Distrital)

Recuerdo que cuando Vygotski habla de la construccion de los conceptos
cientificos, plantea dos cosas: una, referida a la “desaparicion” del lengua-
je egocéntrico a los siete anos —mas en el sentido de que no es usado con
tanta frecuencia— pues dice que el colegio le impone esa norma al estu-
diante. Otra, referida a una discusion que hace de las ideas de Piaget, pues
dice que no tiene en cuenta que hacia los siete anos ocurren varios hechos
alrededor del nino, relacionados con entrar a estudiar como acto canoéni-
co; y narra un trabajo, que creo es de Maria Montessori, quien plantea que
cada disciplina tiene un “momento” para ser enseiiada y que la edad de
ensenarle a los nifos a leer y escribir es hacia los 5 anos. Vygotski plantea
que esos momentos coinciden con lo que él ha venido encontrando cuan-
do mira la “zona de desarrollo préximo”. Montessori plantea que cuando
se ensefa a escribir a esa edad, se da lo que ella llama la “explosién de
la escritura”, que es algo analogo a cuando el nifo se da cuenta de que
cada cosa tiene un nombre y se puede referir a ella con él, y se da una
“explosion” de la construccion del lenguaje externo. Luego si plantea que
hay unos cambios estructurales y de funcién entre el lenguaje hablado y

palabras. En general, no puede asumirse por parte del interlocutor el conocimiento del tema
abordado. En el lenguaje escrito la expresion suele ser no inmediata y premeditada, en tanto
estd relacionado con la conciencia y con la intencionalidad. “A diferencia de la simplicidad
estructural del dialogo, el mondlogo [especialmente escrito] supone una cierta complejidad,
lo cual atrae sobre los actos del lenguaje el foco de la conciencia, concentrando mayor
atencion en ellos” (p. 327).

28  Enrealidad existe otra cita. En ella hace referencia a la ensefanza escolary la zona de desarrollo
préximo: “Si el lenguaje escrito exige voluntariedad, abstraccion y otras funciones todavia
inmaduras en el escolar, habra que aplazar la instruccion hasta que estas funciones comiencen
a madurar. Pero la experiencia universal ha mostrado que la ensenanza de la escritura es una
de las asignaturas mds importantes de la instruccion escolar en el comienzo de la escuela,
ya que favorece el desarrollo de todas las funciones que atin no han madurado en el nino”
(p. 242).
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el lenguaje escrito; desde lo que conozco no encuentro otros pronuncia-
mientos de él al respecto.

Prof. Carlos Vasco (Universidad Distrital)

Estd bien anotado que en el tiempo de los dos primeros libros de Piaget
ni siquiera habia entrado todavia en los preescolares el método de Maria
Montessori, porque esto se da solo hacia los afios 30. Otra cosa es que
cuando empiezan a extenderse los preescolares, las jardineras no querian
forzar a los ninos a escribir —como se hace ahora en muchos preescolares—
sino que les daban tiempo para desarrollar su motricidad de otras formas,
sin obligarlos a hacer “palitos” y “bolitas” para preescritura. Creo que Pia-
get consideraba que la escritura solo podia venir una vez se desarrollaba el
pensamiento y el lenguaje, por lo tanto ya no era de su interés. Hubo que
esperar a que Barbel Inhelder, su discipula y a su vez maestra de muchos
otros piagetianos y postpiagetianos, empezara a trabajar la lectura y la es-
critura, en particular del lenguaje de los nifios con retardo o de los ciegos
y sordos. Ella y sus discipulas documentaron muchos casos que mostraban
que si habia un desarrollo de la lectura y la escritura mucho antes de lo que
parecia, desarrollo que se asignaba al comienzo de la edad escolar hacia
los siete afos. Pero hubo que esperar hasta que Emilia Ferreiro y Ana Tebe-
rosky —y después sus discipulas Liliana Tolchinski y Ana Maria Kauffman—
empezaran a estudiar ese fendmeno de la aparicién de la escritura, y en
cierto sentido le veian razén a Maria Montessori al decir que si habia una
conciencia del medio escrito en los nifos de cinco anos y que aparecian
intentos de escribir con rayas y garabatos, pero que [lamarlo “escritura” era
demasiado “proyectivo” del adulto sobre el nifo.

Por ejemplo, cuando el niflo empieza a escribir una tarjeta para el dia de
la madre, pinta un corazén y hace unas rayas que, segin él, dicen muchas
cosas. Pero Montessori tuvo que esperar largo tiempo antes de que se em-
pezara a mostrar con observaciones sistematicas y cuidadosas esa maravilla
del surgimiento de la escritura en los nifios y se documentara que lo que los
nifos hacen no es, como se creia, ir asimilando —en el sentido corriente de
la palabra “asimilar”, no en el sentido piagetiano— lo que les ensefan los
adultos, sino que ellos generan sus propios cédigos y trazos. Obviamente
eso lo hacen porque ellos ven que los adultos escriben o leen, pero los
ninos producen otras inscripciones sorprendentes. También parece que las
observaciones de Montessori se debian a su trabajo con los nifios de grupos
muy privilegiados, cuyos padres los empezaron a enviar a aprender a leer y
a escribir antes de la escuela formal. Pero eso no dice mucho respecto a la
relacion entre el pensamiento y el lenguaje escrito.



Para eso creo que hay que esperar a que se empiece a desarrollar el tema
de la influencia de la imprenta sobre el pensamiento occidental a partir de
los anos 1450 a 1500. Para aclarar ese tema hay que esperar los trabajos de
Walter Ong y de Marshall McLuhan en los afios 60, para tener la conciencia
que tenemos hoy dia de la relacién entre pensamiento y lenguaje escrito,
pues hasta ese momento realmente no se le concedia mucha importancia
a la escritura en el desarrollo ni en el refinamiento del pensamiento, ni si-
quiera del pensamiento cientifico, precisamente porque los antrop6logos
habian mostrado la presencia de “cuerpos de saberes” muy desarrollados en
los brujos, los payés y los chamanes de culturas agrafas, o sea las que tienen
un lenguaje muy desarrollado pero que no se escribe. También se habia
documentado que habia lenguajes en la misma Europa, como el finlandés
y el vascuence, en regiones donde habia una altisima cultura y un desarro-
llo muy amplio de la poesia y la narrativa oral, pero que no se escribia, y
por lo tanto no se podia Ilamar propiamente “literatura”. En consecuencia
habia una cierta consideracién de que la escritura era una especie de lujo
que habia surgido unos 3000 afios antes de Cristo, cuando ya estaba muy
desarrollada la cultura, el lenguaje oral, etc. Hoy dia vemos mucho mas la
importancia de lo escrito, que también creo que en Piaget no se encuentra,
aunque Vygotski lo evidencia de alguna forma cuando habla del desarrollo
de los conceptos cientificos en los nifos; pero adn asi, no creo que él haya
previsto estas teorias posteriores sobre la relacién del pensamiento con la
escritura.

Myriam Vega (Universidad del Valle)

Estoy un poco en desacuerdo con ese ultimo punto [refiriéndose a lo plan-
teado por el profesor Vasco sobre Vygotskil. Yo creo que hay que pensar en
forma diferente el lugar que tuvo en el pensamiento de Vygotski incluir la
escritura para entender y asumir el lenguaje como tal. Es posible que eso
no se vea claro solo en su libro Pensamiento y Lenguaje, sino, sobre todo,
en el de la Historia del desarrollo de las funciones psiquicas superiores. Si
uno se toma el trabajo de leer este extenso libro, puede identificar que la
hipdtesis que esta en la base para dar cuenta del desarrollo de la memoria,
de su paso de funcion basica a funcion superior —que luego va a llamar
“memoria légica”—, y por esa via, del desarrollo de las otras funciones psi-
quicas superiores, es que estas estan en buena medida marcadas, tenidas,
impactadas por la escritura. Lo dice breve pero claramente, no como si lo
hubiera tenido claro desde la primera vez, sino como resumen de las re-
flexiones que ha hecho en los dltimos afios sobre el lenguaje escrito: que
la escritura, por tener una estructura distinta del lenguaje oral y porque
cumple unas funciones —no solo sociales sino otras especificas— es la que
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impulsa el desarrollo psicolégico en sus etapas superiores. Obviamente,
Vygotski no lo hace como se realiza actualmente en los estudios sobre
escritura —puntualmente en estos andlisis microgenéticos de lo que esta
ocurriendo en el salén de clase— sino como un posicionamiento global en
la historia del desarrollo del pensamiento.

Al contrario de la impresién que me da lo que acaba de decir el profesor
Vasco, uno de los temas transversales en la obra de Vygotski es precisamen-
te el que tiene que ver con el lenguaje escrito como una estructura distinta,
que tiene un papel central en las funciones psiquicas superiores; incluso,
quizas por la manera que encontré para desarrollar su teoria sobre la me-
moria, el tema del lenguaje escrito es el inspirador de todo lo que tiene que
ver con los instrumentos y las mediaciones. Desde alli lo he leido y creo
que es posible vislumbrarlo desde ese dngulo. En desarrollos posteriores
nos vamos a encontrar con cuestiones muy semejantes, por ejemplo, tesis
fuertes como los planteamientos de Walter Ong, en el sentido de que la es-
critura produce unos cambios en términos de funcionamiento cognitivo que
son irreversibles, no solo a nivel individual sino sobre todo a nivel social
y cultural. La racionalidad es de un orden distinto cuando se extiende a la
escritura, toda vez que podemos ampliar de tal manera la memoria, dejan-
dola consignada alla afuera e incluso funcionando independientemente de
los intereses anteriores que yo tuve al escribir. Entonces, no lo veo como un
tema que fue apenas tocado, que fue aproximado, que no lo trat6 mucho;
como lo dije anteriormente, lo encuentro como un tema transversal en la
obra de Vygotski.

Prof. Carlos Vasco (Universidad Distrital)

Acepto con gusto y con interés esa observacion; sin embargo, habria que
mirar los textos mismos e interpretarlos. Mi interpretacion es que este plan-
teamiento de Vygotski se refiere mas bien al desarrollo de la cultura, es
decir, que él encuentra que las sociedades que tienen lengua escrita se
desarrollan con otras estructuras légicas, con otras estructuras de memoria;
pero respecto al desarrollo de la memoria en los nifios y jévenes hay otro
planteamiento contrario, y es que en ese tiempo se consideraba mas bien
que la escritura iba en detrimento de la memoria; es un tema muy antiguo,
que estd en Platon muy claramente, en el mito egipcio del rey de Tebas
que rechazé el regalo de las letras de la diosa Tetis porque la gente iba a
confiarse en la escritura e iba a perder la memoria. Esa es una considera-
cion que reaparece en distintos autores de 1850 hasta 1950, que mas bien
la escritura va en detrimento de la memoria como facultad subjetiva. Pero,
por supuesto que la escritura si acumula saberes y sirve de memoria colec-
tiva. Sin embargo, me parece una tarea importante la que propone Myriam



Vega. Podriamos revisar una de las nuevas traducciones del libro sobre el
desarrollo de las funciones psiquicas superiores, para ver si se puede inter-
pretar como un tema transversal sobre el desarrollo del pensamiento en el
nino —yo diria que no- o si es mas bien un tema central del desarrollo de
la cultura o de las culturas y las sociedades —yo diria, por supuesto, que
si—. Pero para la cuestion del desarrollo del pensamiento y el lenguaje en
los nifios habria que mirar las citas concretas y ver cémo las interpretamos.

Considero que también es muy importante lo que sugiere Myriam respec-
to de sacar la discusion de los dos tnicos libros de Vygotski que conoci —en
sus traducciones al inglés— cuando estuve trabajando estos temas, que fue-
ron Pensamiento y Lenguaje y Mente en sociedad, y del primer tomo de las
obras completas en castellano publicadas por Visor de Madrid. En estos tres
libros no encuentro ese tema transversal que ella propone, pero posible-
mente estas Gltimas traducciones que han aparecido del libro de la Historia
del desarrollo de las funciones psiquicas superiores y los demds tomos de
las obras completas nos pueden dar un panorama mucho mds amplio de lo
que puede ser esta discusion. Le agradezco la observacién y la referencia a
la nueva traduccién de ese libro que habra que leer con cuidado.

Prof. Dora Inés Calderon (Universidad Distrital)

Con respecto a la intervencién de Myriam Vega, me parece muy importan-
te destacar ese elemento, sobre todo si nos estamos preguntando especifi-
camente por la escritura; en lo que alcanzo a ver no encontrariamos una
teoria de la escritura en Vygotski, pero si estaria articulado en la teoria de
este autor un tema que podria tomarse para el desarrollo de la escritura,
que tiene que ver con lo que Myriam sefala sobre el pensamiento y las
funciones psicolégicas superiores; creo que si no es especificamente el
tema de la escritura, lo que si es importante ahi es considerar la teoria de
las mediaciones semidticas de Vygotski, pues ésta va a permitir considerar
qué tipo de mediacién semidtica es la escritura; entonces, la escritura va a
ser tomada como una de las formas de mediacién semidtica que, ademas,
va a generar desarrollos psicolégicos de las que él denomina “funciones
superiores”. En este sentido es muy importante la propuesta vygotskiana
del desarrollo del lenguaje y del pensamiento, y la de la relacién con las
mediaciones semidticas. Me parece que ese es el punto de anclaje para
considerar, posiblemente, qué pasa con la escritura, pero, insisto, no en-
contraria una teoria de la escritura en Vygostski. Por supuesto esto tiene re-
laciones después, ahora si, en teorias de la escritura, como tener en cuenta
que la escritura es ante todo un fenémeno cultural y que como tal genera
un producto cultural, que es claro que esta relacionado con la lengua, con
la oralidad, pero que sigue siendo un artefacto cultural nuevo.
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Prof. Carlos Vasco (Universidad Distrital)

Asi lo considero; por ejemplo, habria que mirar el lenguaje de sefias de los
sordos, que no tiene escritura, aunque hay algunas propuestas de escritura
no muy difundidas ni aceptadas por los sordos mismos. En ese sentido, no
vamos a pedirle a Vygotski que muestre la diferencia entre el desarrollo
del pensamiento de los nifios sordos y de los que hablan articuladamente,
oralmente. No puede pedirsele que en tan poco tiempo que tuvo de vida
académica haya tratado todos los temas que nos interesan hoy en dia. Mas
bien debemos admirar la cantidad de temas que si trat6, y la manera tan
seria como lo hizo.

A manera de cierre
Pedro Javier Rojas y Jaime Humberto Romero

Queremos retomar una cita de Vygotski, que incluimos antes como pie de
pagina, relacionada con la importancia de la escritura, que no fue comen-
tada en la sesién de seminario y puede ser de interés para la interpretacion
sugerida de otro de sus documentos:

Si el lenguaje escrito exige voluntariedad, abstraccién y otras funcio-
nes todavia inmaduras en el escolar, habra que aplazar la instruccion
hasta que estas funciones comiencen a madurar. Pero la experiencia
universal ha mostrado que la ensenanza de la escritura es una de las
asignaturas mas importantes de la instruccion escolar en el comienzo
de la escuela, ya que favorece el desarrollo de todas las funciones que
adn no han madurado en el nifio (2001, p. 242).

Para finalizar, retomamos las siguientes palabras de Vygotski, de las cuales
subrayamos unas frases en las que se puede evidenciar que la posible “dis-
tancia” de este autor con Piaget, respecto a la relacion entre pensamiento
y lenguaje, es menor de lo que a veces se plantea:

La relacion entre el pensamiento y la palabra es un proceso vivo de
génesis del pensamiento en la palabra. La palabra desprovista de pen-
samiento es ante todo una palabra muerta [...]. En el inicio no fue la
palabra. Primero fue la accion. La palabra estd mds cerca del final que
del inicio del desarrollo. La palabra es el final que culmina la accion
[...] la palabra tiene un papel destacado no sélo en el desarrollo del
pensamiento sino también en el de la conciencia en su conjunto |[...].
La conciencia se refleja en la palabra lo mismo que el sol en una pe-
quena gota de agua [...]. La palabra significativa es el microcosmos de
la conciencia humana (2001, pp. 345-346).
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El sistema didactico y el tetraedro didactico’
Elementos para un anélisis didactico de los procesos
de estudio de las matematicas

Jorge Orlando Lurduy Ortegén?

A partir de los desarrollos investigativos en la formacién de profesores de
matemdticas —implementados en el programa de formacién de profesores
de la Universidad Distrital de Bogota— y las conceptualizaciones logradas
en ellos, este escrito plantea una reflexién sobre los componentes episte-
molégicos del sistema diddctico y sobre una propuesta de modelaciéon de
los elementos, hechos y fenémenos didacticos (tetraedro didactico). Parti-
cularmente se ofrecen herramientas para una reflexion epistemolégica so-
bre las configuraciones y relaciones énticas, epistémicas de dicho modelo,
para finalmente analizar algunos de los procesos de estudio sobre objetos
didacticos (ruta docente) en la formacién de profesores de matemdticas,
en la perspectiva de contribuir a la descripciéon-conceptualizacion de sus
procesos de formacién inicial y continuas.

El sistema didactico: el “tetraedro didactico” como modelo
para el andlisis y la reflexion didactica

Entendemos por modelo una representacion que pretende simbolizar un
fenémeno o suceso. En este sentido, el Sistema Didactico y el Tetraedro
Didactico son un modelo para describir fendmenos didacticos que no pro-
pende simplificacion sino aumento de complejidad del fenémeno didacti-
co con respecto de su descripcion y analisis, y por tanto, dicha representa-
cién (tetraedro) se construye como resultado de las construcciones tedricas
anteriores (triangulo didactico), y la emergencia y juntura de nuevas rela-
ciones (semiosis didactica, competencias didacticas y procesos de estudio
en la formacion de profesores) (Lurduy, 2009).

1 Este escrito hace parte integral de los desarrollos provisionales de tipo teérico-metodolégicos
logrados en el trabajo de investigacion doctoral desarrollado en el Doctorado Interinstitucional
en Educacién DIE-UD-UV-UPN, en el énfasis en Educacion Matematica, realizado por el
profesor Lurduy (2007-2009) y denominado Evaluacién de las competencias para el andlisis
y la reflexién diddctica en estudiantes para profesor de matematicas. El caso LEBEM-UD y
dirigido por el profesor Juan D. Godino.

2 El profesor Lurduy es docente, investigador en la Licenciatura en Educacién Bésica con énfasis
en Matemdticas (LEBEM) de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas. Este trabajo es
el producto intermedio de los realizados con estudiantes y profesores de LEBEM en el grupo
de Practica Docente. Direccién de correo electronico: jolurduy@udistrital.edu.co
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En nuestra construccién de esta nocion de sistema didactico y su onto-
logia didactica asociada, complementada con los desarrollos del Enfoque
Ontosemidtico (EOS) de la cognicién y la instruccion matematica, (Godino
y colaboradores, 1991-2009), se posibilitan explicaciones de los procesos
de estudio en la formacion de profesores. Con la nocién de sistemas de
practicas y mediante el estudio de la ecologia de los significados de los
objetos didacticos, se facilita describir y explicar fendmenos didacticos
(cognitivos, epistémicos, interaccionales, de mediacién e instruccionales)
mas globales en la formacién de profesores de matematicas, cuando los Es-
tudiantes para Profesor de Matemdticas (EPM) participan en la construccion
de objetos didacticos, en nuestro caso, en el programa de formacion de la
Licenciatura en Educacion Basica con énfasis en Matematicas (LEBEM), de
la Universidad Distrital.

Para nosotros, la reflexién y auto reflexion sobre la experiencia vivida
como profesores y formadores de profesores nos posibilita la modelacién
y se convierte en una epistemologia: el mundo en el cual vivimos no nos
es ajeno; somos observadores y observados simultdneamente en el hecho
pedagégico y didactico. Es en el mundo de la investigacion y la reflexion
sobre la formacién de profesores de mateméticas donde hemos construido
nuestra experiencia pedagoégica, formativa y formadora, didactica e inves-
tigativa.

El tetraedro didactico: una reflexion epistemoldgica

De acuerdo con Morin (2000), el conocimiento no es conocimiento, si no
es reflexion-accién-organizacién, y siguiendo a Bateson (1981), la epis-
temologia es “la reflexion acerca de como determinados organismos co-
nocen, piensan y deciden”. Asimismo, de acuerdo con Godino (2008), el
significado de los objetos es el conjunto de practicas discursivas, operati-
vas y normativas de una persona o una institucién frente a una situacion
problema, puestas en relacién y en contexto con las informaciones (epis-
temologia).

Estas ideas nos han ayudado a pensar y estudiar los sistemas didacticos y
los desarrollos formativos que se dan en su seno, y en ellos, los procesos de
estudio sobre los objetos didacticos. Necesitamos, en primer lugar, de un
contexto tedrico constructivo, recursivo, activo, rico y diverso que nos ayu-
de a favorecer dicho estudio con el apoyo de los recursos epistemolégicos:
falibilidad, pluralismo, diversidad, pragmatismo, reflexividad y compleji-
dad. (Peirce, Lewis, Morin, Von Foster, Maturana, Navarro, Faerna, Nubiola,
Zalamea, Dussel...).



Pensamos y nos decidimos, en segundo lugar, por la complejidad del mo-
delo del sistema didactico. Ello exige otro tipo de respuestas investigativas
y de apuestas epistemoldgicas, ontolégicas y metodolégicas consistentes
con los principios triddicos de la semiética peirceana y los del pensamien-
to complejo (Morin, 1982): dialégico (antagonismo y complementariedad),
recursivo (retroaccién causa-efecto), y hologramatico (el todo estd represen-
tado en la parte). Lo usual seria “separar, fragmentar para poder analizar”
los elementos del sistema: el profesor, o el alumno, o el saber, o el medio
didactico y en ocasiones, alguna o algunas de estas duplas y sus relaciones
de tipo dual, como es el caso de la representacién del sistema didactico por
medio de un triangulo.

En tercer lugar, en nuestra perspectiva explicativa e interpretativa de tipo
relacional coincidimos con Navarro (2000) cuando enuncia la reflexividad
y autoreflexividad de los sistemas observador-observado. Para este autor,
un sistema es reflexivo en la medida en que a su interior se generan efectos
reflexivos entre la actividad del sistema objeto y la actividad objetivadora-
significativa del sujeto; ello nos pone en la direccion de las relaciones y
reflexiones pedagdgicas y didacticas en educacién matematica y en la for-
macion de profesores de matematicas.

Por Gltimo, pensamos y tomamos partido aqui por una epistemologia
relacional,® es decir, el estudio de los sistemas cuya materia prima es la
relacion entre objetos, eventos, hechos, procesos y fendmenos, y una teoria
del observador:* ya que el acto educativo es una actividad social, aparece la
incertidumbre, la autoorganizacion, y estas se relacionan con la dimensién
social y comunicativa, esto es, semidtica. Algunos autores como Lahitte et
al. (1994) afirman:

La cosmovision ecoldgica, cibernética, sistémica (o como se llame)
[...] requiere de diferencias de informacién que organice la energia
material de tal modo que “la mente” (el pensamiento) pueda “corpo-
rizarse” y para eso necesita un observador. Necesita un contexto de
significacion donde sean significativas las diferencias “emergentes”,
en que las distinciones tengan sentido, es asi como una epistemologia
relacional, brinda este contexto, para que las explicaciones y modela-
ciones tengan significacion (p. 20).

3 Esta epistemologia relacional tiene su origen en la teoria general de sistemas de Ashby (1964),
teoria de la comunicacién (Wilden, 1979), teoria general de sistemas de Bertalanfy (1978),
teoria de la complejidad (Morin, 1982), cibernética de segundo orden (Von Foerster (1988) y
la biologia del conocimiento (Varela y Maturana, 1990).

4 Remitimos al clasico articulo de Heinz Von Foerster “Notas para una epistemologia de
los objetos vivientes” (1974), donde enuncia once principios de la epistemologia de los
sistemas observadores, que da origen a la epistemologia relacional, la reflexividad y la
autoreferencia.
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El tetraedro didactico: hechos, fenémenos y objetos didacticos

Parece necesario profundizar en el estudio de los sistemas didacticos y su-
prainstitucionales (Chevallard), reconocer en él la interaccion/relacion de
hechos y fendmenos como los objetos y entidades epistémicos relaciona-
dos con el saber matematico; los cognitivos propios de los estudiantes que
participan en un determinado proceso de estudio; los objetos didacticos e
instruccionales relativos al proceso de ensefianza y a las acciones del profe-
sor que orienta dicho proceso; analizar las determinaciones del entorno del
aula (ambientes, recursos, interacciones, roles, normas, contextos locales)
como parte del sistema didactico y sus intimas relaciones (Lurduy, O. et al.,
2005).

Reconocemos con Wilhelmi, Godino y Font (2005) que “un hecho di-
déctico es cualquier acontecimiento que tiene un lugar y un tiempo en el
devenir de los procesos de instruccion”. lIgualmente, que los procesos de
instruccion o de estudio en el aula son secuencias temporalmente ordena-
das de acontecimientos y que la distincién entre acontecimiento y proceso
es relativa, ya que el acontecimiento se puede analizar como un tipo de
proceso y este como una unidad de un proceso mas complejo.

Asimismo podriamos describir los eventos como episodios de las secuen-
cias del proceso de estudio, de una clase o de un fragmento de ella, lo que
posibilita la “objetivacién” de configuraciones diddcticas:

Lo dicho puede sintetizarse utilizando una metafora vectorial. Todo fe-
nomeno queda descrito como una n-tupla, donde cada componente
representa una caracteristica del mismo. Las caracteristicas o variables
pueden considerarse en la investigacién desde dos puntos de vista
diferentes: uno, como variables explicadas (v1, [...], vr), que son pro-
blematizadas por la perspectiva tedrica utilizada para analizar el pro-
ceso de estudio,; otro, como variables explicativas (w1, [...], ws), que
se usan para describir las explicadas en dicha perspectiva y predecir
su comportamiento en situaciones “controladas” (generalmente de
forma parcial). De esta manera un fenémeno es: fenémeno = (w1,
[...], ws; v, [...], vr); donde las vi quedan explicadas por las wj, j =
1, 1., " (p.3)

Nos referimos a los objetos didacticos relativos al proceso de ensefian-
za (objetos-proceso, practicas-relaciones, significados-semiosis, didactica,
sobre los que avanzaremos mas adelante), de disefio, gestion y evaluacion
asociados a los andlisis, acciones y reflexiones del profesor que orienta
y posibilita dichos procesos de estudio y al andlisis de las determinacio-
nes del entorno del aula (ambientes, recursos, interacciones, roles, normas,
contextos locales).



El tetraedro didactico: los polos, relaciones, semiosis didactica

El tetraedro didactico es un constructo analitico para la observacién del
sistema diddactico y la construccién de significados diddcticos (semiosis di-
dactica). En todo proceso de ensefanza/aprendizaje institucional, emergen
relaciones e interacciones entre los actores de dicho proceso; en él inte-
ractGan estudiantes, profesores, medios y recursos didacticos, ambientes y
entornos del proceso, se constituyen contratos pedagogicos y didacticos,
relaciones con el saber construido personal e institucionalmente por di-
chos actores.

De acuerdo con Chevallard, el sistema complejo que él llama noosfera (el
entorno y los sistemas de ensefianza que constituyen las pretensiones de la
estructura social interesada en desarrollar institucionalmente procesos de
formacion con estudiantes dispuestos para tal fin) proporciona y “presen-
ta un conjunto diversificado de dispositivos estructurales que permiten el
funcionamiento didactico”. Segun este autor, los sistemas diddcticos estan
inmersos en el entorno social, cultural y cientifico que influye y condiciona
su funcionamiento.

Para nosotros, en el tetraedro se configuran cuatro subsistemas (unidades
complejas) ligados a sus respectivas diadas de relaciones complejas, que
posibilitan la emergencia de triadas de relaciones, que determinan planos
de observacion y andlisis.

Polo profesor (didactico): se trata de estudios sobre los elementos que
caracterizan la unidad compleja profesor y las relaciones profesor-entor-
no, profesor-saber, profesor-estudiante en lo relacionado con la accién,
reflexion, gestion, disefio y evaluacion de los procesos de estudio por
parte del docente.

Polo ecoldgico del aula (entorno): se trata de estudios sobre los elementos
que caracterizan la unidad compleja entorno y cultura del aula (textos

y contextos), las relaciones entorno-profesor, entorno-saber, entorno-
estudiante; estan relacionados con las interacciones, roles, mediaciones,
comunicacion, reglas y normas, entornos de ensefianza aprendizaje.
Polo estudiante (cognitivo): se trata de estudios sobre la unidad comple-
ja estudiante y las relaciones estudiante-estudiante, estudiante-entorno,
estudiante-saber, estudiante-profesor, relacionados con la comprension
y aprendizaje, sobre los significados personales, los observables cogniti-
vos por medio de sus manifestaciones de conducta cognitiva de manera
verbal, gestual y escrita, sus acciones e interacciones, roles.

Polo epistémico (saber): se trata de estudios sobre la unidad comple-

ja saber matematico o didactico, los significados institucionales y de
referencia matematicos y didacticos, pretendidos e implementados en el
proceso de estudio y sobre las relaciones saber-entorno, saber-profesor,
saber-estudiante.



El sistema diddctico y el tetraedro didactico
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En un sistema diddactico, los elementos (polos) del tetraedro didactico
profesor-alumno-saber-entorno no son ni mutuamente separables, ni mu-
tuamente reducibles, y entre ellos se da una relacién de reflexividad y auto
reflexividad de tipo epistémico (efectos, reflexiones, relaciones e interferen-
cias de generacién de sentido); pero la descripcion, exploracion, interpreta-
cién de esos polos constituyentes como unidad, es la base de la modelacién
en el tetraedro didactico.

Se hace necesario hacer una distincién, pues nosotros estamos incorpo-
rando un polo como constituyente del ahora tetraedro. Todos los organis-
mos viven en su entorno, tienen y construyen significacion, conciencia y
auto-referencia con su mundo, por tanto en varios sentidos existe una uni-
dad organismo-entorno y ninguno es exterior al otro; uno determina y es
determinado por el otro.

El grafico que presentamos es el “ideograma” del modelo de sistema di-
dactico que se ha utilizado en el seno de las investigaciones sobre las Rutas
de estudio y aprendizaje en el aula (REA)® (Lurduy et al., 2007).
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Figura 1
5 Haeckel creé el término ecologia, entendiendo por esta el estudio de las relaciones de los

organismos con el medio ambiente, incluidas todas las condiciones de existencia; incluso
algunos hablan del mundo de las ideas y sus relaciones.

6 Programa de investigacién desarrollado por el grupo investigativo Crisalida y sus semilleros de
investigacion, conformado por profesores y estudiantes adscritos a LEBEM-UD y coordinado
por el profesor Lurduy.



Finalmente de lo que se trata es de estudiar las relaciones diadicas vy tria-
dicas como relaciones complejas, y los planos de interaccion determinados
por esas relaciones y emergencias; ello hace posible determinar trayecto-
rias, y configuraciones didacticas y conceptualizaciones del analisis semi6-
tico-didactico de dichas las relaciones. Qué es posible en las interacciones;
qué es significativo y posibilita la accion didactica; qué es significativo y
convertido en pensamiento, accion, reflexién. Las implicaciones que tiene
para un actor (polo) del sistema lo hemos denominado semiosis didactica.”

Para Peirce todos nuestros contenidos mentales son signos, y por tanto los
proceso mentales son procesos de semiosis; ella implica la cooperacién-
relacién triddica de un objeto, un representamen y un interpretante, y por
tanto en los proceso de semiosis estos “sujetos” debieran entenderse mds
como “funciones” que como “realidades sustantivas”.

m “ Interpretante

Figura 2

Por una parte, desde los principios y categorias semidticas; desde la re-
flexion de las relaciones entre polos y los polos mismos; desde un enfoque
de lo que en el modelo es significante; desde la relacién en la triada epis-
temo-semidtica signo-objeto-interpretante. También con las significaciones
que pueden emerger en una triada determinada por cada plano con refe-
rencia al cuarto polo. Y finalmente, desde y con relacién a las categorias
semidticas® proponemos un modelo del sistema diddctico, un andlisis de los

7 Definir este proceso no es nada facil, puesto que en él se presentan demasiados rasgos y
matices diferentes y relacionados como para poder encerrarlos en una “definicién”. Para
algunos estudiosos de esta perspectiva se han contabilizado 76 textos en donde Peirce se
refiere a la accion de los signos, todos alusivos a los tres “sujetos y a las relaciones que se
podrian evidenciar entre ellos”.

8 Primeridad, segundidad y terceridad (referidas a los objetos: posibilidad, existencia,
necesidad; cualidad, realidad, ley; referidas a los sujetos y los hechos: sensibilidad, esfuerzo,
habito; referidas a las entidades semidticas: icono, indice, simbolo; término, proposicién,
argumento; referidas a los modos de razonamiento: deduccién, induccién, abduccion;
referidas a las relaciones: posibilidad, actuacién y pensamiento).
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procesos de semiosis diddctica en ese sistema para la formacién docente.
Creemos que ello afina los elementos de reflexion y analisis didacticos en
el seno de una institucion, en la via de resolucion de problemas de un pro-
fesor “en/sobre/para” la reflexién y conceptualizacion de su practica como
docente.

En este trabajo hemos llamado polo cognoscitivo o epistémico al relacio-
nado con el subsistema saber, polo didactico al relacionado con el profesor,
polo cognitivo al relacionado con el estudiante y polo ecolégico del aula
al relacionado con los medios, mediaciones y ambientes de aprendizaje/
ensenanza en el entorno de la interaccion. Las unidades elementales serian
los polos y las unidades complejas serian las relaciones entre diadas; las
triadas complejas serian las superficies co-construidas y determinadas por
las triadas.

Los subsistemas (polo cognoscitivo o epistémico, polo cognitivo o estu-
diante, polo ecoldgico del aula, polo profesor) también son aquellas unida-
des elementales —simples o complejas— que se comportan como totalidades
compuestas por elementos, diadas o triadas, solidarias e interdependientes
y como implicacion de tomar la relacién como categoria.

Para este tipo de construccion epistemoldgica las unidades complejas se
definen a partir de tres nociones referenciales y relacionadas de manera
triadica desde nuestra interpretacién de la ontologia peirceana:

Contenido: conjunto o coleccién de elementos o partes de la unidad
compleja y especificados a partir de su condicion de partes complejas de
un todo; sistemas y subsistemas (profesor, alumno, saber, entorno).
Estructura: relaciones, nexos, functores, conectivos que hacen emerger
una estabilidad (relaciones y correspondencias) entre polos, unidades
complejas, sistemas y subsistemas: relaciones monadicas (consigo mis-
mo); diddicas (con otros, dual) y relaciones triadicas (profesor-entorno,
estudiante-saber).

Contexto: espacio no necesariamente fisico dentro del cual se verifican
los componentes y sus relaciones; es un espacio relacional no cerrado,
pero con fronteras con posibilidad de interacciones e intercambios (es-
tructuralmente cerrado e informacionalmente abierto).

Estas unidades y nociones estan diferenciadas de su entorno; el sistema
funciona como un todo con propiedades referidas al todo y que son emer-
gentes; la organizacién es el conjunto de relaciones de conexion que per-
miten caracterizar a una totalidad como sistema; un sistema es una unidad
compleja organizada (Morin 1982).



EOS vy los referentes para los procesos de estudio
matematico-didactico en las Rutas de estudio y aprendizaje en el aula

Complejidad, semidtica y pragmadtica

En este trabajo y en el Enfoque Ontosemictico (EOS) del Conocimiento
y la Instruccion Matematica, desde las aproximaciones semidticas, antro-
poldgicas y complejas (Peirce, Wittgenstein, Morin) se adoptan modelos,
1°, ontologico triadico de la percepcion, cognicién y la significacién
en matematicas y su didactica (sobre bases semidticas de tipo pragmatico);
2°, epistemoldgico relacional sobre las matematicas y la reflexion didac-
tica (basado en presupuestos antropoldgicos y socio-constructivistas);
3°, metodolégico pragmatico de la instruccion y los procesos de estudio
matematico y diddctico (sobre bases complejas, criticas y socio-construc-
tivistas).

lgualmente, desde una perspectiva compleja, relaciona las anteriores di-
mensiones entre si con referencia al trasfondo sociocultural en que tiene
lugar la actividad de estudio y comunicacion de la matemdtica escolar, su
didactica y sus reflexiones meta-didacticas. Asimismo se adoptan las postu-
ras falibilistas, pluralistas y comprometidas con la teoria de la verdad peir-
ceana (Godino y Batanero, 1991-2009; Godino, Contreras y Font, 2006;
Godino, Batanero y Font, 2008).

La perspectiva semiética de la actividad matematica-didactica se carac-
teriza por centrar su atencion en los signos y su uso sobre las estructuras y
funciones mentales. En esta propuesta se hace coherente la articulacion de
la perspectiva semidtica, el sistema didactico y las tres teorias planteadas
por el EOS para el anélisis de las acciones didacticas.

Dado que el signo (objeto didactico) supone un acto comunicativo, repre-
sentacional y transformativo de las mismas relaciones diddcticas, la pers-
pectiva semidtica abarca de manera conjunta las dimensiones individuales
y sociales de la actividad matematica, la ensefianza y el aprendizaje, y los
procesos de estudio que el EOS ha denominado instruccion matematica e
instruccion didactica, es decir, de la actividad didactica.

Y nos referimos a la instruccion didactica como los procesos de estudio
dirigidos y organizados (institucionalizados) en el marco de un programa de
formacion de profesores en los cuales intervienen sistemas de practicas di-
dacticas, una reflexion sobre ellas, junto al compromiso por la apropiacion
y transformacion de dichas practicas, los actores y los recursos intervinien-
tes y la asuncién de las implicaciones de dicho proceso formativo.
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La perspectiva semidtica de la actividad diddctica, asumida por EOS
como triddica, pragmaticista, antropoldgica, contribuye a la comprension
del fenémeno diddctico en su naturaleza semiédtica (experiencial, repre-
sentacional, cultural), y nosotros agregamos la interpretacioén, el uso, el
contexto, las situaciones, las mediaciones, los juegos de lenguaje, las in-
tenciones, los valores y la racionalidad axiolégica en la construccién de
conocimiento (los que evidencia la relacién semiosis didactica-idoneidad),
estudiando las Rutas de estudio y aprendizaje (REA), en particular la ruta
docente.

Objetos diddcticos, su significado y practicas diddcticas

En la perspectiva semidtica adoptada, objeto es un elemento de la triada,
el segundo elemento de la semiosis; su definicién es solo comprensible
desde la coherencia con sus principios metafisicos y epistemolégicos. De
acuerdo con Pierce, la constitucion de un objeto no es un hecho cerrado
sino que se trata de un proceso abierto al que se le pueden adherir nuevas
caracteristicas, en la medida de la aparicion de procesos semidticos suce-
sivos en situaciones y practicas.’

La definicion de objeto como emergente de los sistemas de practicas, y
la tipologia de objetos primarios introducidos en el EOS, responden a esta
necesidad de poder describir dichos sistemas, a fin de compararlos entre
si y tomar decisiones en el diseno, desarrollo y evaluacién de procesos
de ensefanza y aprendizaje de las matematicas. Es el objeto matematico-
didactico indicado, sefalado, nombrado, caracterizado, conceptualizado,
representado, simbolizado, significado cuando se construye, se comunica o
se aprende matemadticas y/o cuando se reflexiona sobre los procesos de es-
tudio matematico-didactico, y recursivamente sobre los procesos de estudio
institucionalizados y personales de las matematicas.

En términos de una reflexion diddctica, es necesario introducir una tipo-
logia de objetos didacticos (componentes monadicos de los subsistemas
semidticos, configurables en triadas, en la caracterizacion ontolégica), que
aqui hemos denominado anteriormente —para un meso-analisis didactico—
como disefo, gestion y evaluacion.

1. Disefo. Inicialmente se tiene en cuenta la teoria de las situaciones
didacticas como elemento para la planificacion de la secuencia de
actividades propuesta en el aula (Brousseau, 1986).

9 El objeto referido para la actividad diddctica es consistente con el definido por Peirce, y
la idea es tomada de Blumer (1982): un objeto es “cualquier entidad o cosa a la cual nos
referimos o de la cual hablamos, sea real, imaginaria o de cualquier otro tipo” (p. 8).



2. Gestion. La secuencia diddctica puesta en juego y el material di-
déctico usado en la misma, permiten determinar la forma en que se
analizaran cada una de las relaciones didacticas que se presentan
en este sistema diddctico, que son las relaciones profesor-estudiante,
profesor-saber, estudiante-saber, con referencia a un entorno especifi-
co (Lurduy, 2005; 2009).

3. Evaluacion. Se determina como la correspondencia que se establece
entre la funcién del material didactico, la orientacién del profesor y la
devolucion del estudiante frente a la situacién problema que enfrenta,
en donde se vinculan los dos items anteriores como parte de las inte-
racciones que se establecen en el aula (Giménez, 2000; 2005; 2009).

Practicas y sistemas de practicas

Puesto que los objetos didacticos son emergentes de sistemas de practicas
didacticas, y dicha emergencia tiene lugar en el tiempo de manera progre-
siva, recursiva y compleja, se puede introducir de manera natural y con-
sistente con la perspectiva sistémica, la distincién-conjuncién-continuidad
de los constructos objeto-proceso, practica-relacion, significacion-reifica-
cion, de tal modo que cada tipo y subtipo de objeto matematico-didactico
lleva asociado el correspondiente proceso (problematizacion, definicion,
argumentacion, particularizacién, generalizacién, etc.), formas y modos
de la actividad y de la relacion en esa actividad con dichos procesos y
objetos; y semidticamente, la correspondiente emergencia de significados,
representaciones e interpretaciones de la realidad estudiada.

Una practica didactica se refiere a toda expresion, actuacién y regulacion
que efectda un profesor para resolver problemas didacticos, comunicar a
otros su solucioén, validarla o generalizarla a otros contextos, problemas o
interacciones didacticas. Evidentemente, para nosotros el significado insti-
tucional y personal de los objetos didacticos implican motivaciones, formas
de actuacion y habitos de conceptualizacién en las practicas didacticas, re-
sultado de vivencias y creencias propias, colectivas, institucionales o idio-
sincraticas, y en ocasiones todas las anteriores. Consistente con la perspec-
tiva pragmatista, el significado es formulado como significado institucional
y personal e introduce en su definicién la categoria de accion.

El significado personal/institucional de un objeto didactico se define como
el sistema de practicas discursivas, operativas y normativas realizadas por
una persona u organizacion al interior de un proceso de estudio o institu-
cion para resolver un campo de problemas diddcticos. Es entonces explicito
que no solo es posible y potente el lenguaje, sus usos y juegos al interior
de una problema, situacién problema, contexto, practica o institucién, asi
como las acciones relativas a tareas y meta-practicas, sino que también el
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uso de normas y regulaciones permiten, relacionan y regulan las posibilida-
des, usos e implicaciones de los significados.

En nuestra conceptualizacion de tipos de objetos didéacticos hacemos
equiparable y consistente con EOS -y su caracterizacion de tipos de ob-
jetos— y asumimos de manera triddica: 1) El disefio: lenguajes, discursos
y situaciones; 2) La gestion: procedimientos, actuaciones, propiedades y
relaciones; 3) La evaluacién: conceptos, argumentos y reglas.

Facetas y procesos cognitivos; significado y compresion didactica

Para EOS, las relaciones entre objetos, practicas y significados es un tipo de
relacién triddica que ha denominado la funcién semidtica que media entre
los significados personales y los institucionales como relaciones de depen-
dencia establecidas por un sujeto, en el que se involucran tipos de proce-
sos de pensamiento asociados a facetas de tipo dual. En esta perspectiva,
las relaciones de dependencia pueden ser de tipo instrumental (objetual,
relacién monddica), representacional (epistemoldgico, relacion diddica) y
estructural (mediaciones y relaciones de tipo triddico).

La perspectiva asumida reconoce el caracter triddico de los procesos de
razonamiento y las relaciones definidas por Peirce desde su conceptualiza-
cion de induccién, deduccion, abduccion y que hacemos coherente con
respecto a los procesos de emergencia de las competencias de razonamien-
to didactico (andlisis y reflexion diddcticos).

La realizacion efectiva de los procesos de estudio requiere, ademas, la
realizacion de secuencias de practicas de planificacion, control y evalua-
cién (supervision) que conllevan procesos meta-cognitivos y mejor com-
prension de los fenémenos didacticos y meta-didacticos, (estudiados en los
analisis didacticos).

El significado de un objeto didactico es el sistema de précticas (operativas,
discursivas, normativas) que un profesor realiza para resolver problemas de
tipo didactico, en las que los constructos objeto-proceso, practica-relacion,
significacion-reificacion intervienen (o como hemos referido anteriormente,
problemas de la profesion de ser profesor de matematicas). Este tipo de co-
rrespondencias, relaciones de dependencia o funcién entre un antecedente
(expresion, representante, significante) y un consecuente (contenido, signi-
ficado), establecidas por un sujeto (persona o institucion) de acuerdo con
un cierto criterio o cédigo de correspondencia, son interpretadas en el EOS



como funciones de signo.' Estos cédigos pueden ser reglas (habitos, conve-
nios) que informan a los sujetos implicados sobre los términos que se deben
poner en correspondencia en las circunstancias fijadas —siendo consistentes
con la perspectiva semiotica asumida— y caracterizan la reflexion didactica.

Las dos categorias basicas de entidades se complementan con otra entidad
relacional: /a funcién semidtica, que conecta de forma triddica los objetos
entre si'y con las practicas de donde provienen. De esta manera, las funcio-
nes semidticas tienen en cuenta la naturaleza esencialmente relacional de
las acciones epistemolégicas en las matematicas y/o en la didactica de las
matematicas y generalizan la nocién de representacion (representacion de
algo para alguien de acuerdo con intenciones y regulaciones).

Por tanto, el rol de la representacién no queda asumido en exclusividad
por el lenguaje: en consonancia con la semidtica de Peirce, se postula que
los distintos tipos de objetos (situaciones-problemas, conceptos, proposi-
ciones, procedimientos y argumentos) pueden ser también representdme-
nes e interpretantes de las funciones semidticas y sus tipos.

Configuraciones, trayectorias e idoneidad diddctica

El proceso de estudio didactico sobre un contenido o tema educativo se
desarrolla en un tiempo dado, mediante una secuencia de configuraciones
didacticas que hemos denominado trayectorias didacticas de tipo episté-
mico, cognitivo, instruccional y mediacional que respectivamente hacen
emerger las idoneidades y sus criterios de valoracion.

En relacién con la intervencién didactica realizada en contextos institu-
cionales, la aproximacion semiética al conocimiento personal e institucio-
nal que propone el EOS es deducible que se puede razonar pragmaticamen-
te, en el sentido de valorar si las acciones, tareas y modos de interaccion
didactica en el proceso de estudio son preferibles a otras, lo que permitiria
inducir que el proceso de estudio es idoneo. "

10  Descrita por U. Eco como funcién semidtica:

Un signo esta constituido siempre por uno (o mas) elementos de un plano de la expresion
colocados convencionalmente en correlacion con uno (o mds) elementos de un plano del
contenido (...) una funcién semidtica se realiza cuando dos funtivos (expresion y contenido)
entran en correlacion mutua (Eco, 1995, p.p. 83-84).

11 Parael diccionario RAE, idoneo es “adecuado, y apropiado para algo”. Segin Godino (2008),
“no se trata de la nocion de competencia o capacidad para realizar una tarea, sino el grado en
que un proceso de estudio didactico permite el logro de los fines, intenciones y pretensiones
didécticas”.
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Idoneidad epistémica se refiere al grado de representatividad de los signi-
ficados institucionales implementados y pretendidos respecto del significa-
do de referencia, y al grado de representatividad y relacion de los significa-
dos personales y los institucionales.

Idoneidad cognitiva expresa el grado de desarrollo en que estan los sig-
nificados pretendidos/implementados en relacién con los evaluados y los
logrados en los alumnos, asi como el nivel de proximidad de los signifi-
cados personales logrados y declarados a los significados pretendidos/im-
plementados, observados en las caracterizaciones de las manifestaciones
de conducta cognitiva propuesta, retomadas en esta investigacion como
caracterizacion de las manifestaciones de los estudiantes.

Idoneidad instruccional. Expresa el grado de cercania entre los significa-
dos institucionales definidos a priori por un profesor, valora los niveles de
gestion del conocimiento matematico-didactico propuestos por el docente
y la correlacién con los logrados por los estudiantes y manifestados en los
procesos de evaluacién de un proceso de ensefianza-aprendizaje.

Idoneidad mediacional, referida al nivel de disponibilidad, disefo, ges-
tion, uso y evaluacion de los recursos y materiales necesarios para el de-
sarrollo del proceso de estudio, asi como al grado de adecuacion de los
intereses y motivaciones de los estudiantes y profesores en el entorno del
aula, en donde se gestiona el proceso de estudio matematico-diddctico

Hablar de idoneidad didactica desde una perspectiva semidtica, es rela-
cionar la méxima pragmadtica'” (Perice, 1971) con los instrumentos para su
uso, y su fuerza radica en la clarificacion de los propésitos para su imple-
mentacion conforme a las circunstancias, condiciones, contextos, modos
de proceder selectivamente de acuerdo con lo que el significador (interpre-
tante) ha puesto de él. En Gltima instancia se trata de los grados de adecua-
cién de los significados y procesos de semiosis en los sistemas didacticos y
semioticos.

Niveles de andlisis diddctico

Aceptamos con el EOS que el andlisis didactico “es el estudio sistemdtico
de los factores que condicionan los procesos de estudio matematico-didac-
tico de un contenido curricular —o de aspectos parciales del mismo— con
unas herramientas tedricas y metodolégicas”; ademds de ello, aceptamos

12 “Consideremos qué efectos, que pudieran tener concebiblemente repercusiones practicas,
concebimos que tiene el objeto de nuestra concepcion. Entonces, nuestra concepcion de
estos efectos es la totalidad de nuestra concepcion del objeto” (p. 69).



que lo utilizaremos en lo que anteriormente hemos denominado macro
analisis didactico (al desarrollo de una propuesta curricular), meso analisis
didactico (desarrollo de una propuesta de una secuencia o unidad didacti-
ca) y micro analisis didactico (desarrollo de un proceso de estudio puntual
implementado en una o unas sesiones de clase).

Se deriva de esta propuesta, un método de andlisis didactico que posibilite
caracterizar niveles y dimensiones de la compleja relacion didactica y su
axiologia; por tanto, desde el punto de vista de la investigacion didactica,
seglin Godino et al. (2007) es necesario describir el analisis didactico y sus
niveles, los cuales se identifican y caracterizan por:

a. El andlisis de los tipos de problemas y sistemas de practicas (significa-
dos sistémicos).

b. La elaboracién de las configuraciones de objetos y procesos.
c. El andlisis de las trayectorias e interacciones didacticas.

d. La identificacién del sistema de normas y metanormas que condicio-
nan y hacen posible el proceso de estudio (dimension normativa).

e. La valoracion de la idoneidad didactica del proceso de estudio.

El primer nivel de andlisis pretende estudiar las practicas matematico-
didacticas realizadas en el proceso de estudio. El segundo se centra en
los objetos y procesos que intervienen en la realizacién de las practicas, y
también los que emergen de ellas. Un tercer nivel de analisis didactico esta
orientado, sobre todo, a la descripcion de las configuraciones, los patrones
de interaccion, las trayectorias y su relacion con los aprendizajes de los
estudiantes. El cuarto nivel considerado en el enfoque ontosemidtico pre-
tende estudiar esta compleja trama de normas y metanormas que soportan
y condicionan los procesos de estudio.

Los cuatro niveles de andlisis descritos anteriormente son herramientas
para una didactica descriptiva-explicativa. Por tanto, son necesarios crite-
rios de “idoneidad o adecuacion”. Se trata de realizar una accion-reflexién
diddctica o meta-accién (la valoracion de las acciones realizadas en los
procesos de instruccion).

En consecuencia, aqui debe considerarse la incorporacién de una racio-
nalidad axioldgica en la educacién matemdtica que permita el andlisis, la
critica, la justificacion de la eleccion de los medios y de los fines, la justi-
ficacion del cambio, etc.; por tanto, es necesario proponer un quinto nivel
de analisis a los procesos de estudio matematico centrado en la valoracién
de su idoneidad didactica.
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El sistema diddctico y el tetraedro didactico
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Dicho nivel se basa en los cuatro niveles de andlisis previos y constituye
una sintesis final orientada a la identificacién de potenciales mejoras del
proceso de estudio en nuevas implementaciones.

Reflexion y semiosis didacticas

Se trata de realizar una accion o meta-accion (la valoracion) que recae so-
bre otras acciones (las acciones realizadas en los procesos de instruccion),
en un meta-nivel de andlisis didactico, ello en consistencia con los referen-
tes asumidos desde EOS con la semidtica peirceana y con Eco, la comple-
jidad de Morin, la filosofia del lenguaje de Wittgenstein y la racionalidad
de la accién comunicativa de Habermas (Godino, 2008) y que aqui hemos
denominado reflexion didéctica. Consistentes con la perspectiva semidtica
asumida, caracterizan la semiosis diddctica y son convertidos en cono-
cimiento didactico en los ejercicios de sintesis abductiva en un proceso
de comprension, interpretacion y construccién de habitos, asi como de
formas de accioén y regulacion de la accion y de sus implicaciones en las
nuevas y proximas practicas didacticas.

Finalmente presentamos algunos andlisis, reflexiones, herramientas meto-
doldgicas y conceptualizaciones utilizados en una investigacion que hemos
denominado La Ruta Docente. Elementos para la reflexion sobre la accion
del profesor (REA). Este trabajo se propone aportar a los procesos de re-
flexion y autoevaluacion de la practica docente en lo referente al modelo
del complejo de relaciones del sistema diddactico, y en particular, busca
aportar a la caracterizacion y evaluacion de las competencias de reflexion
didactica de los profesores de matemdticas. La REA es emergente de las
practicas de indagacion sobre un proceso de estudio en el aula en lo refe-
rente a la accion del profesor en la clase de matematicas, cuando este abor-
da el tema de las representaciones de la funcién lineal en grado noveno.

La Ruta Docente. Analisis y reflexion didactica de un proceso de
estudio didactico-matematico en el seno de un sistema didactico

El programa de investigacion sobre REA ha venido siendo implementando
en los dltimos siete afios por el grupo de investigacion Crisalida. En él han
participado profesores de la educacién basica, formadores de profesores
y estudiantes para profesor de matematicas. Se han estudiado los elemen-
tos y relaciones del sistema diddctico (profesor, estudiante, entorno y sa-
ber) en investigaciones sobre los procesos de estudio en el aula cuando se
implementan secuencias de actividades correspondientes a las tematicas
propuestas por los lineamientos curriculares del Ministerio de Educacién



Nacional - MEN para el curriculo de matematicas de la educacién basica
en Bogota.

En esta perspectiva, para el caso de los procesos de estudio de las mate-
maticas en el aula, se hace necesaria la caracterizacion, reflexién y andlisis
de las relaciones profesor, estudiante(s), saber y entorno, y de las confi-
guraciones y trayectorias didacticas emergentes en el aula en un proceso
de estudio de las matematicas. En nuestros trabajos (2001-2008) hemos
denominado tetraedro didactico (Lurduy, 2008) al sistema de elementos y
relaciones del sistema didactico, y al complejo de configuraciones y trayec-
torias diddcticas, lo [lamamos Rutas de estudio y aprendizaje (REA), (Lurduy
et al. 2005).

Lo que en esta investigacion estudiamos del tetraedro didactico es el sub-
sistema o polo profesor en relacién con los otros polos (saber, entorno, estu-
diante), es decir, la gestién del proceso de estudio por parte del profesor de
una de las secuencias de actividades para una de las tematicas correspon-
dientes al curriculo en grado noveno de la educacién media (la representa-
cién de la funcién lineal), la Ruta Docente. Pretendemos disponer algunas
reflexiones sobre la caracterizacién de uno de los subsistemas o polos que
denominamos profesor. Este a su vez es constituyente de manera compleja
(Morin) del sistema de relaciones del tetraedro didéactico: saber, estudiante,
profesor, entorno (sistema didactico).

Explicitamos y describimos los instrumentos de estudio utilizados para
analizar la accion y reflexion del profesor cuando implementa una secuen-
cia de actividades sobre la representacién de la funcién lineal en grado
noveno. Esta investigacion fue desarrollada con nueve profesores en cuatro
instituciones escolares, en el marco del programa de investigacion Rutas de
estudio y aprendizaje en el aula. La intencién es contribuir a la descripcion
de la ruta docente con miras a su valoracién y la de su idoneidad didactica,
y aportar elementos de andlisis, caracterizacion y evaluacién de las compe-
tencias de reflexion didactica de los profesores de matematicas.

En concordancia con lo expuesto mas arriba en este escrito, para el de-
sarrollo del programa de investigacién adoptamos algunos enunciados con
los cuales conceptualizamos el sistema didactico (tetraedro diddctico), y
disefiamos y gestionamos los instrumentos de recoleccién y andlisis de la
informacién: la teoria de la complejidad (Morin); semiética y epistemologia
pragmaticista (Peirce, Lewis); el Enfoque Ontosemiético (EOS) del conoci-
miento y la instruccién matemdtica (Godino y Batanero); la teoria de las
situaciones didacticas (Brousseau); la resolucién de problemas (Charnay,
D Amore); los entornos de aprendizaje, el uso y manejo de material diddcti-
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co (Lurduy). En particular para esta investigacion, la didactica de la funcién
(Ruiz Higueras); la reflexion sobre la practica docente (Llinares, Blanco,
Ponte); la evaluacion (Giménez); la investigacion cualitativa en educacién
(Ketele, Croll).

La experiencia investigativa™

En esta parte reportamos lo correspondiente a la gestion de una secuencia
de actividades sobre la representacion de la funcién lineal en grado nove-
no. Toda la secuencia (16 sesiones de clase) se disend a partir de la TSD
(Teoria de las Situaciones Didacticas) de Brousseau (actividades de accion,
formulacién, validacion e institucionalizacion) y la observacién y registro
de informacion se hace sobre cuatros sesiones de clase (correspondientes
a la fase de validacién). Se analizaron videos de las clases, entrevistas a
profesores y estudiantes, trabajos de los estudiantes, protocolos de clase
de observadores no participantes y los informes de reflexion del profesor.

La construccién de los instrumentos tiene el objetivo de evaluar una se-
cuencia de actividades, que contribuya a la construccion de ciertas nocio-
nes especificas. Esta herramienta se enfoca en el andlisis de planteamientos
de propuestas diddcticas que son orientadas desde la TSD, las cuales se
convierten en eje articulador de la construccién del instrumento, desenca-
denando y centrando la mirada en el tetraedro didactico especificado en
el analisis del profesor por medio de las relaciones que este tiene con los
estudiantes, con el aprendizaje de un saber y con el medio donde se des-
envuelve la situacion.

Preparados los instrumentos de registro y observacion, la disposicién para
el desarrollo de la actividad se hizo de la siguiente manera: primero, la in-
tervencién de dos observadores que registrarian las evidencias de la clase,
uno de ellos involucrado directamente con la planeacién de la secuencia
de actividades de la nocién especifica, y el otro, un observador externo, co-
nocedor de la secuencia, mas no creador de ella. Segundo, la grabacion (vi-
deo) de cada una de las sesiones de la actividad, las cuales sirven para que
posteriormente el mismo profesor haga un registro y analisis de su desen-
volvimiento en la clase. Los puntos de vista dispuestos para la observacién
del hacer del profesor concluye en la triangulacién de la informacién reco-
lectada, que lleva a un analisis cualitativo y cuantitativo, el cual permite ob-
servar la validez: consistencia, coherencia y fiabilidad de los instrumentos.

13 La investigacion se realizd en Instituciones Educativas Distritales, en los grados séptimo
y noveno, y participaron en todo el proceso algunos estudiantes para profesor de LEBEM,
del semillero de investigacion dirigido por el profesor Lurduy y asesorados por el grupo de
investigacion Crisalida, en su practica docente entre 2006 y 2008,.



Los instrumentos™

Presentaremos algunos instrumentos para la recoleccion, analisis y ponde-
racién de la informacién —o partes de ellos— como una muestra y nos ex-
tenderemos en su justificacion y explicacion. En el disefio de instrumentos
se consideraron categorias, las cuales vienen referidas a la relacion entre el
profesor y cada uno de los aspectos considerados en el tetraedro didactico
(ver cuadro 1).

Para la relacién profesor-saber se toman aspectos que capturan la estruc-
tura planeada para la clase, la secuencia de tareas, las formas de interac-
cion previstas en cuanto a la flexibilidad que se puede o no tener con la
tematica, cémo debe desarrollarse la discusion, los planes a seguir con sus
correspondientes propdsitos, asi como también la secuencia en relacién
con el objeto matematico puesto en juego en la clase.

Cuadro 1 Profesor

Contraste

con la TSD

Variables

Cuadro 2
Saber

Si se desarticula el tetraedro s e encuentra el desarrollo de la superficie de él, en donde se hallan cuatro subcategorias que
fundamentan la relacién del profesor con cada uno de los subsistemas propuestos.

En cuanto a la relacion profesor-estudiante, se toman aspectos referidos
por los indicadores del NCTM (Consejo Nacional de Profesores de Mate-
maticas, por sus siglas en inglés) y lineamientos curriculares del MEN en los
que se destaca la eleccion o disefio de tareas que el profesor propone a sus
estudiantes, la direccién del discurso de la clase y la creacion de ambientes
de aprendizaje como areas centrales del trabajo del profesor que dan forma
a lo que pasa en la clase (contrato didactico).

Asimismo en la relacion profesor-entorno se incluyeron indicadores con-
cernientes al desarrollo organizacional de actividades a través de las cuales

14 Los enunciados de esta parte del documento en cuanto al disefo de instrumentos, registro
y andlisis de la informacién, son construccién colectiva de los profesores, estudiantes
participantes y el director de la investigacion, y hacen parte de los informes finales de
investigacion de estudiantes para profesor, profesores investigadores y el doctorante, con sus
matices y naturales diferencias.
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el profesor motiva la participacion en las mismas, la organizacién de los
estudiantes, del aula, los recursos disponibles para el trabajo en clase, en
relacién con los ambientes fisico y l6gico abstractos que intervienen en la
clase (mediacién e interacciones).

Las observaciones especificas a realizar en cada una de las categorias
planteadas se determinaron por sub-categorias, las cuales tuvieron en cuen-
ta que los estudiantes adoptaran la accién del profesor, lo que él propor-
ciona para que la actividad funcione. Dichas sub-categorias son variables
didacticas, acciones de clase, discurso y contraste con la TSD.

La consideracion de las variables didacticas permite determinar como
hacer uso de las indicaciones y elementos que se deben poner en juego en
el aula. Se intenta mirar las acciones en compaiiia de su intencionalidad,
planteada en el disefo. En cuanto al discurso, deja ver cémo el profesor
hace su gestién, encaminando lo que se quiere que el estudiante haga. El
contraste con la TSD observa si lo que hace el profesor es viable desde lo
que plantea la teoria (ver cuadro 2).

Para un andlisis mas enriquecedor se opt6 por considerar componentes de
la sub-categoria independientes dentro de cada unas de las categorias, y en
cada caso con un “criterio especifico para analizar dichos componentes”;
esto permitié discriminar detalles sobre cémo se presentan en el hacer del
profesor, como se construyen las reglas que gobiernan la interaccion vy el
comportamiento.

Algunos altos en el camino

Un aspecto muy importante de la investigacion realizada sobre la ruta do-
cente deja ver la posibilidad de andlisis y reflexién didactica de los estu-
diantes para profesor de mateméticas (EPM), y en esa direccién la posi-
bilidad, realizacién y valoracion de la evaluacion de sus competencias
didacticas construidas en sus procesos de estudio didactico y de formacién
en LEBEM.

REA, los procesos de estudio y la experiencia investigativa

Para el desarrollo de la observacién del EPM, se asignaron a cada uno
de los instrumentos de observacion, registro y andlisis de la informacién
sus respectivas categorias, sub-categorias, componentes y descriptores en la
especificidad de cada tematica a observar en la actividad que se pretendia
desarrollar; ademas, se diferenciaron éstas en cuanto al tipo de situacion



que se trabajaria: accion, formulacion, validacion e institucionalizacion.
Ello ha permitido una indagacion cualitativa detallada de las practicas do-
centes, de los procesos de estudio y de la misma experiencia investigativa,
ya que es un elemento primordial del perfil de egresado de LEBEM y de la
investigacion curricular propuesta a estudiantes y profesores.

La observacion del quehacer del profesor (EPM) permitio reflexionar en
torno al fin de la investigacién y del analisis cuantitativo con el que se de-
terminan las tendencias del maestro en el desarrollo de su clase, logrando
con ello —por sesion y aplicacion por parte de diferentes profesores— una
mayor fiabilidad de la secuencia a valorar, lo que a su vez posibilité realizar
una gestion de clase mas fluida y produjo un analisis menos parcial de su
quehacer, mirando los aspectos a mejorar que posibilitan que los estudian-
tes construyan nociones y que el profesor guie de manera adecuada dicha
construccion.

Estos instrumentos posibilitaron determinar que en el sistema didactico
los elementos (profesor, alumno, saber y entorno) por separado no son sufi-
cientes para realizar un andlisis detallado de las situaciones de ensenanza.
Para hablar de un elemento, es necesario estudiar al otro; por tanto, se uni-
fica el trabajo con dichos elementos, especificando la mirada en el profesor
y en cada una de sus relaciones.

Ademads, el explorar a fondo las relaciones en el tetraedro, permite involu-
crar mas componentes de andlisis que en ocasiones no se tienen en cuenta
(variables, acciones, discurso, contraste con la teoria) en la consideracion
de una situacién problémica especifica. Estos son importantes para el des-
envolvimiento de las mismas, porque se pone de manifiesto la existencia de
algunos componentes que a veces no son considerados en la planificacion
de la clase.

El sistema didactico y el tetraedro diddctico

Dado que el sistema didactico y el tetraedro didactico son un modelo, éste
debe ser explicado a partir de un marco teérico de referencia, el cual per-
mite establecer la operatividad del mismo (el tetraedro didactico), respecto
de la interpretacion del suceso a explicar (los andlisis de las configuracio-
nes y trayectorias didacticas a la hora de la formacion de profesores en los
aspectos de los objetos didacticos).

Desde una perspectiva epistemolégica el tetraedro es una analogia, es
explicativo (debe brindar una explicacion del sentido y del significado del
fenédmeno emergente en el andlisis), esto es, debe potenciar una interpre-
tacion; es descriptivo como una serie de enunciados interpretativos en el
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contexto de la construccién tedrica que le dio origen (REA y EOS) v, fi-
nalmente, debe permitir el paso de la observacién a la argumentacién en
la descripcion e interpretacion de los fendmenos didacticos aqui referidos
(Bateson, 1981).

A partir de los aportes y conceptualizaciones de estas modelaciones, y
aunque los analisis e investigaciones son mds dispendiosos y complejos,
de acuerdo con Lurduy (2009), los desarrollos logrados en los procesos
investigativos con estudiantes, profesores y estudiantes para profesor en el
programa de formacion de profesores de LEBEM, han generado una mayor
comprension de los fenémenos y hechos didacticos. Mediante esa via se
ha motivado un mayor compromiso académico y didactico en los procesos
formativos, en los analisis de los procesos de estudio en los diferentes nive-
les de la educacién, en distintos grados de reflexién y analisis didactico de
profesores, formadores y estudiantes para profesor, y por tanto, en la valo-
racion y reconocimiento de las configuraciones didacticas, las identidades
profesionales y la idoneidad didactica (competencias de reflexion y analisis
didactico).
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Significados de los conceptos de razdn
y proporcion en el Libro V de los Elementos

Edgar Alberto Guacaneme Suérez’

En este documento se presenta un analisis de la teoria de la proporcién ex-
puesta por Euclides en el Libro V de los Elementos; dicho analisis se nutre
de los resultados de la investigacion en Historia de las Matematicas y se or-
ganiza a la luz de una interpretacion de la Teoria de Significados Sistémicos
del Enfoque Ontosemidtico. Los resultados del mismo ofrecen una mirada
alterna de la propuesta euclidiana relativa al tratamiento de la razén y la
proporcién, potencialmente Gtil —y, en cierto sentido, necesaria— para
adelantar tanto la actividad de docencia de las matematicas, como la in-
vestigacién diddctica relacionada con estos objetos matematicos.

Introduccion

En el proceso de construccién del proyecto de tesis denominado inicial-
mente £/ conocimiento histdrico en la formacién integral de un profesor
de matematicas: estudio del caso de la proporcionalidad,” del Doctorado
Interinstitucional en Educacién, Enfasis en Educacién Matemadtica, se ha
considerado importante lograr una aproximacién a la historia de la razén
y la proporcién recurriendo a la identificacion de fuentes documentales
que versen especificamente sobre ésta y que permitan esclarecer, entre
otros aspectos, algunos momentos y hechos fundamentales de su desarro-
[lo. En este sentido, al menos en la tradicién matematica occidental, se han
identificado varios hitos, dentro de los cuales sobresale la época dorada
de los griegos (representada fundamentalmente por Eudoxio, Euclides y
Apolonio) en la que se configura una teoria de las proporciones, se adap-
ta a la version axiomatica deductiva y se usa en la descripcion de curvas
geométricas.

De aquella época, y en particular de la producciéon matematica de Eucli-
des, hemos seleccionado una de las obras mas importantes para las ma-
temdticas, en general, y para la teoria de la proporcién, en particular: los

1 Estudiante del Doctorado Interinstitucional en Educacion (Sede Universidad del Valle)
y profesor del Departamento de Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional
(Colombia).

2 Dirigido por el Doctor Luis Carlos Arboleda e inscrito en la Linea de investigacién en Historia

y Educacion Matematica. Actualmente el proyecto se titula Potencial formativo de la historia
de la teoria euclidiana de la proporcion en la constitucion del conocimiento del profesor de
matematicas.
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Elementos®. Si bien los Libros V, VI, VIl y X, de esta obra contienen infor-
macion relativa a las proporciones, desde nuestra perspectiva ha merecido
especial atencién el Libro V, puesto que: (i) en éste Euclides hace un trata-
miento de la teoria de la proporcién para las magnitudes geométricas; (ii)
esta teoria contiene la definicion de proporcién, por demas ampliamente
estudiada por los historiadores, la cual constituye la innovacién central
frente a la teoria de la proporcién pitagoérica; (iii) el Libro V maneja un
nivel de generalidad sui generis en los Elementos; (iv) la “proporcionali-
dad geométrica” no ha sido tan comentada y estudiada en la investigacion
didactica (o al menos no tanto como la “proporcionalidad aritmética”) y
por tanto, presenta un “sabor” especial a la reflexién; y (v) abordar el es-
tudio de todos los libros mencionados desborda nuestras posibilidades de
tiempo y espacio actuales. Asi, el Libro V es el objeto de andlisis de este
trabajo; de manera especifica nos interesa esclarecer el significado de la
razén y la proporcién, en tanto objetos matematicos centrales de la teoria
desarrollada en dicho libro. Para tal fin, haremos uso de las seis categorias
a las que alude la Teoria de los significados sistémicos [(Godino, 1996),
(Godino y Batanero, 1994), (Godino y Batanero, 1998), (Godino y Recio,
1998), (Godino, 2002), (Godino, Batanero y Font, 2007)], a saber: situacio-
nes problemas/tareas matematicas, lenguaje matematico, procedimientos/
procesos matematicos, conceptos/definiciones, propiedades y argumentos.

Atendiendo a ello, inicialmente presentaremos una breve descripcién de
las seis categorias definidas en la Teoria de los significados sistémicos y del
contenido del Libro V, para luego hacer una descripcién del tratamiento
de la teoria de la proporcion a través de cada una de las seis categorias
mencionadas. Finalmente, esbozaremos algunas conclusiones acerca del
significado sistémico de la razén y la proporciéon. Como apéndice del docu-
mento incluimos un listado de las definiciones y proposiciones del Libro V.

Esperamos que este trabajo permita al lector una mirada alterna de la pro-
puesta euclidiana relativa al tratamiento de la razén y la proporcién, y que
los resultados aqui expresados puedan servir de base para elaborar contras-
tes con otras propuestas matematicas, desarrolladas por los matematicos o
por los disefladores curriculares, que posibiliten develar aspectos de lo que
ha sido y es la teoria de la proporcionalidad.

3 Como los historiadores reconocen varias traducciones de los Elementos, procedentes de
diversas versiones, aclaramos que se asumira la versién de Puertas (1994), la cual procede
de la edicion de ). L. Heiberg y H. Menge, Euclidis Opera omnia, vols. |-V, Leipzig, 1883-
1886.



Las categorias de la Teoria de los significados sistémicos

Sefialemos, inicialmente, que entendemos la Teoria de los significados sis-
témicos (TSS) como una propuesta tedrica-metodoldgica que, junto con
la Teoria de las funciones semicticas y la Teoria de las configuraciones di-
ddcticas, constituyen los actuales desarrollos de un ambicioso programa
de investigacion en Didactica de las Matemadticas, denominado Enfoque
Ontosemidtico de la cognicion e instruccion matematica, liderado por el
doctor Juan D. Godino.*

Desde nuestra interpretacion distinguimos que en el marco de la TSS se
reconoce que el andlisis del significado de los objetos matematicos en una
actividad matematica especifica (de una cierta institucion, momento hist6-
rico u obra matematica) se enriquece al ser ejecutado bajo la 6ptica de las
seis entidades primarias o categorias de andlisis citadas antes.

Entendemos que en este contexto tedrico se considera que las situaciones
problemas/tareas matemadticas son uno de los ejes centrales que contex-
tualizan y promueven la actividad matematica y que incluyen el analisis
tanto de los problemas matematicos simples y complejos, como de las pro-
blematicas metamatematicas que movilizan la actividad matematica; aqui,
se entiende que la mayoria de estos problemas estdn entretejidos en redes
problemdticas y que por tanto su analisis debe desarrollarse en el dmbito
singular y plural. Asimismo, en la descripcion e identificacion del signifi-
cado de las nociones, la TSS asigna un importante papel al lenguaje mate-
maético, interpretado —desde nuestra perspectiva— en una dimension rela-
tivamente ingenua pero (til, en el que se le reconoce como un mediador
en la solucién de las problematicas resefiadas y que considera la mirada a
los términos, expresiones, notaciones, graficos, etc., empleados. Por otra
parte, los procedimientos/procesos matematicos, constituyen una tercera
categoria de andlisis en la TSS; en efecto, hemos comprendido que en esta
teoria se asume la identificaciéon de un campo operatorio o procedimental
(definido por operaciones, algoritmos, técnicas, etc.) como un aspecto no-
dal en la identificacion del significado de los objetos matematicos, en tanto
que este campo deja entrever las maneras de uso de dichos objetos en un
ambito no necesariamente discusivo o de definiciones; igualmente, hemos
comprendido que se pueden analizar la manera como algunos procesos
matematicos (v.g., materializacion, idealizacion, particularizacion, gene-

4 En http://www.ugr.es/~jgodino/indice_eos.htm se encuentran alojados una variedad de
documentos que describen ampliamente tal programa.
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ralizacion, personalizacién, institucionalizacion, representacion, significa-
cién, descomposicion, reificacion) se ponen en juego y manifiestan como
parte fundamental de la actividad matematica. Igualmente, y como es na-
tural suponer, conceptos/definiciones constituye una categoria de analisis
fundamental en la TSS; consideramos que en esta teoria el andlisis de un
concepto atiende el estudio de la definicién, pero lo trasciende en la me-
dida en que la concibe como una expresién del concepto, integrada mads a
las reglas gramaticales sobre el uso del lenguaje en la actividad matematica
en cuestion. Las propiedades matemadticas constituyen la quinta categoria
considerada en la TSS; desde nuestra interpretacién de la teoria, concebi-
mos las propiedades como los atributos que de los objetos mateméticos de
una obra matemadtica se ponen en juego y se develan en la arquitectura de
[a obra misma; en cierto sentido, estos atributos exhiben el caracter utilita-
rio de los objetos en tanto que dan cuenta de qué se puede o no hacer con
los conceptos de la obra. La dltima de las seis categorias la constituyen los
argumentos matematicos; estos son los razonamientos que se utilizan para
comprobar, explicar o justificar las soluciones de los problemas, o para va-
lidar las inferencias, conjeturas o deducciones que la trama constructiva en
la actividad matemdtica puede implicar.

En lo que sigue, a través de estas seis categorias se intenta hacer una “re-
construcciéon” de lo que podemos describir como la “configuracién episté-
mica” que Euclides elaboré para las nociones de razén y proporcion en el
Libro V, esto es, los objetos y relaciones emergentes de las practicas ope-
ratorias y discursivas de Euclides sobre estas nociones o conceptos. Pero,
antes, miremos la estructura de dicho Libro.

Estructura del Libro V

Por considerarse como componente de la obra total, se debe suponer que
el LibroV esta antecedido y condicionado por las ocho nociones comunes,
enunciadas al inicio del Libro I (Puertas, 1991, pp. 199-201). Ademas, en
tanto que hace referencia a las magnitudes geométricas generalizadas® y
no de manera especifica a las tratadas en los anteriores libros, se supone
que éstos no condicionan o se implican en aquél; en cierto sentido, los
historiadores estudiosos de los Elementos reconocen una independencia

5 Luis Vega, en la introduccién general (Puertas, 1991, p. 73), califica el contenido del LibroV
como la teoria generalizada de la proporcién, y no teoria general, por al menos tres motivos:
“[i] La forma de aparicién de la teoria —en sustitucion de nociones anteriores mas limitadas y
concretas de razén y proporcién, en la primera mitad del siglo VI—, [ii] el hecho de que estas
magnitudes hayan de cumplir ciertas condiciones —ser homogéneas y “arquimedianas”’—,
[iii] el punto oscuro de las relaciones entre las ideas de magnitud y nimero”. (La numeracion
es nuestra).




del Libro V con respecto a los que le preceden. Igualmente se muestran
de acuerdo en que el Libro VI constituye una particularizacion de la teoria
de las proporciones generalizada y que en esencia aborda el estudio de
la semejanza entre figuras. También, establecen que la teoria expuesta en
el Libro V no condiciona el tratamiento de la teoria de la proporciones
en el dambito aritmético, contenida en esencia en el Libro VII, lo cual no
puede interpretarse como la ausencia de ciertas analogias y diferencias
en el tratamiento de la proporcién entre los dmbitos de las magnitudes y
los ndimeros. Asimismo, discuten si la teoria de proporciones generaliza-
da es o no empleada en el Libro X, en tanto que algunos reconocen, en
ciertas proposiciones, el uso de la idea de antanairesis —o como se llamé
después, anthyphairesis— como una definicion alterna de proporcién, no
enunciada por Euclides ni en el LibroV ni en el VII.

Una primera aproximacion a la estructura del Libro V permite reconocer
un grupo de dieciocho definiciones, veinticinco proposiciones (ninguna
de ellas construccién o problema), dos porismas (o corolarios) y ningin
postulado. A propésito de las proposiciones, Hill (1928, p. 39) afirma que
“De las veinticinco proposiciones, cinco se refieren a las magnitudes y sus
multiplos (no a razones). De las veinte restantes, catorce conciernen a la
igualdad de razones y seis a propiedades de razones desiguales”.

Es este, entonces, el panorama general en el que se ubica el LibroV'y que
define su estructura interna. Este es el terreno en el que se desarrollara el
andlisis en torno a las seis categorias citadas y que definen los seis aparta-
dos siguientes.

Situaciones problemas/ Tareas matematicas

Acabamos de sefialar que ninguna de las veinticinco proposiciones del
Libro V enuncia explicitamente un problema matemdtico o una construc-
cion; todas ellas son teoremas.® La gran mayoria de las proposiciones tiene
una configuracién condicional o bicondicional; en efecto, salvo la pro-
posicién 15, las demds o bien tienen un enunciado explicitamente con-
dicional (si p entonces q), o se puede hacer una interpretaciéon simbdlica
de la forma p=q. En este sentido, la actividad matematica esencial en el
Libro V no es otra que la de demostrar enunciados condicionales; ahora

6 Nos referimos aqui a problemas o construcciones como los dados en las proposiciones 1 del
Libro Il (Hallar el centro de un circulo dado) y 1 del Libro | (Construir un tridngulo equildtero
sobre una recta finita dada) respectivamente. Por teoremas asumimos aquellos enunciados
que exhiben los atributos esenciales de los objetos. Euclides al terminar la demostracién de
un problema emplea la locucién “que es lo que habia que hacer” en tanto que al terminar la
demostracion de un teorema utiliza la locucion “que es lo que habia que demostrar”.
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bien, es apenas natural admitir que en el marco de una presentacién de-
ductiva, como la de los Elementos, es completamente adecuado asumir la
demostracién de cada proposicion como una problematica evocada por
el enunciado mismo de la proposicién; bajo esta éptica, la demostracion
de cada proposicion constituiria un problema légico deductivo. El asunto
de la demostracion sera abordado en esencia cuando demos cuenta de la
categoria Argumentacion.

Por otra parte, antes de pasar al analisis de la segunda categoria, creemos
conveniente sefialar que mas alld de la mirada internalista que se pueda
hacer al tipo de problemas y tareas matematicas que subyacen en el Libro
V, hay que considerar que la teoria euclidiana de las proporciones emerge
en atencién a dos problemas especificos de la época.

Por un lado, la entonces clasica teoria pitagérica de la proporcion —y en
general la cosmovision pitagérica— habia sufrido un duro revés al confir-
marse la “anomalia” relativa a la conmensurabilidad de cualquier par de seg-
mentos; es decir, a la imposibilidad de asignar un ndmero (o medida) o dos
ndmeros, a la razén de dos segmentos cualesquiera. Esto conminé a los ma-
tematicos griegos a, entre otras tacticas’, replantear la teoria de la proporcion
de tal suerte que se pudiera hablar de razones y proporciones, sin necesidad
de especificar si las magnitudes consideradas eran o no conmensurables; en
dltimas, a excluir la nocién de medida numérica de la geometria. En cierto
sentido, el mérito de esta teoria es que frente a la teoria de los pitagoéricos,
esta no alude a la medida (como niimero) que establece “cudntas veces” una
magnitud estd contenida en otra, o cudntas veces una magnitud debe ser
repetida para igualar a un multiplo de la otra, o, como lo sefiala Corry (1994,
p. 4), el mérito mayor de la teoria expuesta en el Libro V es la posibilidad de
comparar magnitudes inconmensurables. Lo anterior no debe interpretarse
como si en este libro se le diera salida total al problema de la conmensurabi-
lidad, pues es en el Libro X'y no en el V, donde se hace un tratamiento espe-
cifico de la conmensurabilidad (o si se prefiere, de la inconmensurabilidad).

Por otro lado, es conveniente recordar que el Libro V atiende a la nece-
sidad que motiva los Elementos y, mas en general, a la obra euclidiana.
Esta no es un requerimiento ni iniciativa enciclopédica; mas bien es una
necesidad de presentar bajo el esquema axiomatico deductivo las teorias
matematicas y, en este sentido, justificar las afirmaciones de la teoria bajo

7 El articulo de Rusnock y Thagard (1995) ofrece una gama y andlisis de varias tacticas ligadas
a los diferentes elementos (a saber: la construccion geométrica, la estructura légica, la teoria
de ndmeros y la teoria de razén/proporcion) que el problema de la inconmensurabilidad
involucra. Dos de las tacticas se refieren a “limitar la aplicacion de la razén en geometria
y reformular la geometria tanto como sea posible sin el uso de la razén; o [...] generalizar
los conceptos de razén y proporcién” (p. 115). Estas dos estan implicadas en las propuestas
eudoxiana y euclidiana.



unos canones matematicos que se apropian y logran una forma particular.
Asi, el Libro V no es una simple recopilacion del trabajo de Eudoxio, ya
que implicé una revision, recapitulacion y transformacién de su teoria, e
incluso la creacién de resultados.? En otras palabras, la teoria euclidiana de
las proporciones responde a un problema metamatematico que se relaciona
directamente con un estilo de hacer matematicas y de comunicarlas, carac-
teristico de aquella comunidad y época, que se constituyé en acicate y guia
para la mayor parte de las matematicas ulteriores.

Lenguaje matematico

Cuando pensamos en el lenguaje utilizado en el Libro V, debemos hacer
alusién al idioma en que han sido escritos los Elementos. Se sabe que
originalmente fueron escritos en griego antiguo y que se realizaron traduc-
ciones al drabe y al latin, y que éstas se han vertido en lenguas vernaculas
modernas.’ Este asunto, que puede ser de orden menor, ha sido conside-
rado por historiadores a través de analisis muy especificos (v.g., estudios
de caracter filolégico o etimologico') y de analisis mas generales que, por
ejemplo, contemplan el estudio de las modificaciones de orden estructural
(v.g., inclusién o exclusién de proposiciones, postulados, etc., e incluso la
inclusion de los Libros XlII al XV). Como este aspecto esta lejos de nuestras
posibilidades, lo asumiremos como no relevante para el presente prop6sito
y, €n consecuencia, reiteramos y precisamos nuestro objeto de estudio: el
Libro V de los Elementos en la version en espaiol presentada por Puertas
(1994, pp. 9-54).

Al examinar este texto, sin incluir las notas elaboradas por la autora de
la traduccién, reconocemos que las definiciones, las proposiciones y sus
demostraciones estan escritas en un estilo retérico que incorpora palabras o
términos, notacién simple y diagramas o dibujos; precisamente estos cuatro

8 Una amplia y detallada exposicion sobre el vinculo entre la teoria de proporcién de Eudoxio
y la de Euclides se encuentra en Knorr (1992).
9 En un apartado de la introduccién general, Luis Vega (Puertas, 1991, pp. 123-151) presenta una

amplia y minuciosa discusién acerca de las diferentes versiones y ediciones de los Elementos;
alli presenta cuatro fases caracteristicas del texto, a saber: Euclides griego, Euclides drabe,
Euclides latino y Euclides de las lenguas vernaculas. Por su parte, Acerbi (2003) reconoce que
a diferencia de otros libros de los Elementos, el Libro V no presenta diferencias sustanciales
en cuanto a su estructura entre las tradiciones griega y drabe-latina.

10 EnlaSeccion 5, Las magnitudes geométricas de Euclides: glosario, Grattan-Guinness(1996, p.
364) refiere una discusion acerca de la traduccién del término griego onpetov (posteriormente
traducido como punctum) como punto y no como signo, como parece haber sido usado
originalmente por Euclides, asunto que cobra un valor mayor cuando luego reconoce que
el uso de signo descartaba la posible consideracion de este objeto como constitutivo de las
magnitudes.
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elementos del lenguaje constituyen los apartados siguientes a través de los
que desarrollamos el analisis de esta categoria.

Palabras o términos

Las palabras o términos usados, como era de esperarse, en esencia refieren
a algunos objetos y relaciones matematicas definidas implicita o explicita-
mente (nos referiremos a éstos como palabras-concepto); por supuesto que
también se encuentran palabras que cumplen una funcién secundaria en el
discurso. Las palabras-concepto han sido objeto de trabajo e interpretacién
histérica, y en libros como el de Puertas (1994) y Heath (1956) constituyen
buena parte de sus comentarios; algunos ejemplos de éstas, identificadas
en las definiciones, son: magnitud, parte, menor, mayor, mide, multiplo,
medida, razén, tamano, homogéneas, guardar razén, equimdltiplo, pro-
porcionales, razén duplicada, razon triplicada, antecedentes, consecuen-
tes, razon por alternancia, razén por inversién, composicion, separacion,
conversion, razén por igualdad, extremos, medios, proporcién perturba-
da."" Mas alla de la posible dificultad en la interpretacién de las palabras-
concepto, por experiencia propia reconocemos que el estilo utilizado im-
pone enormes dificultades a un lector no familiarizado con éste, es decir,
a un lector moderno; para corroborarlo, basta con leer cualquiera de los
enunciados de la mayoria de las definiciones o proposiciones para encon-
trarse con textos abstrusos que ocasionalmente pueden llegar a parecer
trabalenguas, y comparar tal experiencia con la lectura e interpretacién de
su expresion algebraica dual.

Sin embargo, mas alld de las dificultades generadas por el estilo retérico,
es preciso senalar que hay un componente l6gico en la enunciacién que ge-
nera dificultad en la lectura. Dicho componente es planteado detalladamen-
te por Gardies (2004, pp. 9-26) en uno de los apartes del capitulo titulado
“De quoi parlait le Géometre grec”. Nuestra interpretacion de lo expuesto
alli se resume en que una definicién de la proporcién desborda los Iimites
del lenguaje de primer orden en tanto que se refiere a una relacién entre re-
laciones y, por tanto, implica una manera de predicacién sobre predicados.
La virtud de Euclides, que conlleva a lo abstruso de sus predicados, es pre-
cisamente lograr enunciar en lenguaje de primer orden una definicion tal.

Notacion
Decimos que la notacién es simple, en tanto que esta solo incorpora el uso

de letras griegas maydusculas (v.g., A, B, I, A, E, Z, ®) para denotar magnitu-
des, exclusivamente en las demostraciones. Sin embargo, Euclides hace un

11 En la seccién titulada Conceptos/definiciones discutiremos los conceptos implicados por
algunas de éstas.



uso dual de éstas: en la demostracion de una misma proposicion, utiliza un
par de letras para nombrar una magnitud y también emplea una sola para
nombrar otra magnitud; por ejemplo, la demostraciéon de la Proposicién
1 comienza asi: “Sean un nimero cualquiera de magnitudes AB, TA res-
pectivamente equimultiplos de cualesquiera otras magnitudes E, Z iguales
en ndmero” (Puertas, 1994, p. 18). La notacion de la magnitud a través
de dos letras evoca la notacion que el mismo Euclides ha usado en libros
anteriores para indicar segmentos; alli las letras parecerian denotar los ex-
tremos del segmento, es decir los puntos. Algo similar podria considerarse
que sucede en el Libro V, pero nos resistimos a aceptar tal interpretacién
pues es claro que en él se esta tratando con magnitudes generalizadas y no
solo unidimensionales (i.e., segmentos). De esta manera, cuando Euclides
enuncia “la magnitud AB” o “la magnitud E” debe entenderse que se esta
refiriendo a un segmento, una regién o un sélido (o mas precisamente, a
la cantidad de longitud de un segmento, la cantidad de superficie de una
region o la cantidad de volumen de un sélido, respectivamente) y no ex-
clusivamente al segmento cuyos extremos son los puntos denotados con A
y B; no hacerlo asi implicaria el desconocimiento del nivel de generalidad
que el Libro V implica, del cual hablaremos mas adelante, cuando nos
refiramos a los procesos matematicos identificados. Euclides también hace
uso de esta notacion de letras griegas en los dibujos que acompanan las
demostraciones en el mismo sentido que el sefialado antes; sin embargo,
bajo la consideracion de que los trazos rectos vy finitos en los dibujos no re-
presentan segmentos —como lo discutiremos adelante—, la interpretacion
de estas letras denotando puntos o segmentos no tiene sentido alguno. Por
otra parte, examinando con un poco mas de cuidado el uso de la notacién
con una o dos letras, advertimos que ello esta relacionado con la opera-
toria de las magnitudes; asi, Euclides nota una magnitud con una letra
cuando ésta sera multiplicada o constituye un multiplo de otra magnitud,
en tanto que usa las dos letras, cuando la magnitud serad dividida en sus
partes o cuando serd objeto de una resta (o serd restada de otra). En conse-
cuencia, a través de esta observacion, debemos reconocer que la notacion
también incorpora un aspecto de ostensién operatoria.

Un senalamiento adicional respecto de la notaciéon empleada es el hecho
de que, excepto para las magnitudes, no hay notacién alguna para ninguna
de las palabras-concepto citadas arriba; en efecto, incluso para los obje-
tos como razén o proporcion, se usan expresiones retéricas de la forma
“como... esa ..., asi... es a...”. De esta manera queda claro que las discu-
siones acerca de si debe usarse el signo “=", en vez de “::”, o el signo “/”
en lugar de “:” para simbolizar la proporcién y la razén, respectivamente,
son sencillamente anacrénicas.'” Ello no implica que en una interpretacion

u.n

12 Grattan-Guinness(1996) refiere que la notacion
XVII.

procede de William Oughtred, en el siglo
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moderna de las razones y proporciones, esta discusiéon no tenga sentido,
pues definitivamente el uso de unos u otros simbolos si impone relaciones
diferentes entre el lector y el texto, como lo hemos podido advertir a través
de la experiencia de leer las propiedades de las razones con unos y otros
simbolos, 0 a la manera como sugiere Grattan-Guinness (1996) en la sec-
cion sobre La ontologia de Euclides (pp. 369-371).

De las anteriores precisiones sobre la notacién, se deduce que en los Ele-

mentos no hay uso de notacién algebraica alguna del estilo a:b::c:d o ="

Diagramas o dibujos

Los diagramas o dibujos incluidos en el Libro V acompanan cada una de
las demostraciones de las proposiciones.’™ Todos estan constituidos por
trazos rectilineos con pequefos trazos en sus extremos o en su interior. A
modo de ejemplo, y para facilitar la referencia a los comentarios sobre los
dibujos, presentamos en la Figura 1 una reproduccién del dibujo emplea-
do en la demostracién de la proposicién 3 (Puertas, 1994, p. 24).

A

B r—

A 0

Figura 1

Como lo sefalamos antes, no nos parece acertada la lectura de estos tra-
zos como segmentos, ni la de las letras como puntos o extremos de estos;
ello en consideracion a que los trazos estan representando cantidades de
longitud, de superficie y de volumen. A este respecto Beppo Levi comenta:

y el hecho de que la figuracion que acompana las demostraciones
se hace todavia exclusivamente por segmentos, mientras que los co-

13 Estay otras razones son expresadas por Grattan-Guinness (1996, p. 366) en su discusion en
torno a si existié o no en los Elementos un algebra geométrica.

14 En este punto debemos reconocer que algunos autores han puesto en duda la originalidad de
los dibujos en la obra euclidiana manifestando que éstos fueron insertados en transcripciones
y traducciones posteriores. Al margen de la posible validez de tales declaraciones, las razones
expresadas en torno a la triangulacion de la informacién disponible para lograr una version
muy cercana a la original, argliidas por Luis Vega (Puertas, 1991, pp. 123-151), nos permiten
considerar que los dibujos si hacian parte de la obra euclidiana objeto de andlisis.



mentaristas se esfuerzan frecuentemente en acentuar el nuevo punto
de vista con el dibujo de objetos diferentes, solo demostrara mas cla-
ramente el pensamiento mas puramente abstracto del autor antiguo,
desvinculado de la representacién material; pues estos segmentos no
tienen diferente significacion que las letras en nuestras demostracio-
nes algebraicas (Levi, 2003, p. 167).

La anterior interpretacion puede ser entendida como una anticipacion
en la obra euclidiana de la linealizacion de las magnitudes geométricas,
lograda por Descartes en su Geometria, varios siglos después. Considera-
mos que Euclides estaba lejos de considerar tal proceso en los términos
técnicos en que lo planteé Descartes, pues este Gltimo si tenia entre sus
propositos lograr una definiciéon operativa del producto de segmentos;
creemos que Euclides simplemente reconoci6 en los trazos la posibilidad
de representar la cantidad de una magnitud geométrica cualquiera y una
relativa —pero restringida— operatividad.

En efecto, debemos resaltar el hecho de que la longitud (o quiza sea
mejor decir la extension) de cada trazo si esta en correspondencia con la
cantidad de la magnitud considerada. Esto se puede evidenciar por la ma-
nera en que se representa una relacion como la “equimultiplicidad”; por
ejemplo, en la demostracion de la proposicién 3, Euclides inicialmente
enuncia: “Pues sea la primera, A, el mismo miltiplo de la segunda, B, que
la tercera, T', de la cuarta, A, y tdbmense los equimiltiplos EZ, HO de A,
I'” (Puertas, 1994, p. 24) para luego presentar el diagrama de la Figura 1.
Como puede apreciarse, la extension de A es tres veces la de B, asi como
la extension de I es tres veces la de A; igualmente, la extension de EZ es
dos veces la de A, asi como la extensién de H® es dos veces la de T

El hecho de que la extension del trazo esté en correspondencia con la
cantidad de la magnitud considerada, tiene una expresién bastante dicien-
te en las proposiciones que implican una proporcién o una desproporcion.
Tal es el caso, por ejemplo, del dibujo que acompana la demostracién de
la proposicion 14, cuya primera frase es “Guarde pues la primera, A, con
la segunda, B, la misma razén que la tercera, I, con la cuarta, A, y sea A
mayor que A” (Puertas, 1994, p. 40), y que reproducimos en la Figura 2.

A I —

B ——m73M8mMm—1 A ——

Figura 2
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En este dibujo se observa que en efecto la extensién del trazo nombrado
con A es mayor que el del trazo notado con A. Pero mas alla de esto, Ilama
la atencién que ciertamente los trazos conforman una proporcién geométri-
ca —al menos desde una aproximacion intuitiva—, es decir, (i) no solo A es
mayor que B, y I es mayor que A, sino que (ii) el resto de A con respecto a
B, es mayor que el resto de I" con respecto a A, en tanto que A es mayor que
', y ademas (iii) tales restos parecen la misma fraccion de A y I" respectiva-
mente, o simplemente (iv) B parece ser la misma fraccién de A, como A es
fraccion de T'. Desde esta perspectiva, la razén y la proporcion tienen una
expresion figurativa particular, totalmente implicita en el dibujo; en otras
palabras, si bien en el dibujo es relativamente evidente el reconocimiento
de un miltiplo de una magnitud, no lo es asi la razén entre dos magnitudes
ni mucho menos la proporcién entre dos razones.

El papel de la figura en los Elementos es discutido ampliamente por Gar-
dies (1997, pp. 127-155) en el capitulo titulado “Le réle de la figure chez
Euclide et Archiméde”. Alli, destacando que las entidades tratadas en la obra
son de naturaleza diferente (nimeros, magnitudes geométricas especificas
y magnitudes en general), comenta que las figuras empleadas en miultiples
libros tienen que ser consideradas de manera igualmente diversa; asi, a las
figuras empleadas para representar a las magnitudes geométricas especifi-
cas (v.g., segmentos, angulos, triangulos, circulos) las denomina propias, en
tanto que utiliza el término impropias para las figuras que representan los
otros dos tipos de entidades.' Desde esta postura, diremos que los dibujos
del Libro V son representaciones impropias, o no ostensivas, de las magni-
tudes generalizadas representadas. Este reconocimiento constituye un ar-
gumento mas a favor de nuestra interpretacioén de los trazos rectos vy finitos
como representacion indistinta de los segmentos, regiones y volimenes.

Procedimientos,/Procesos matematicos

Procedimientos matematicos

La lectura del contenido del LibroV nos permite reconocer algunos proce-
dimientos matematicos, a saber:

a. Medir o ser medido. El procedimiento matemdtico de medir estd
referido en las definiciones 1y 2; sin embargo, como lo menciona
Puertas (1994, p. 9), “La nocién de medida y la relacién de medir a
(y ser medido por) quedan indefinidas”. Al respecto reiteramos que

15  Esta division nos evoca la distincion entre las representaciones ostensivas y no ostensivas,
respectivamente.



uno de los rasgos de esta teoria es precisamente la de no asociar
una medida (i.e., un ndmero) a la relacién entre dos magnitudes
homogéneas; no obstante esta consideracién, nuestra interpretacién
de las definiciones citadas si incorpora la referencia a la existencia
de un ndmero entero aunque no requiere establecer cudl es.

Multiplicarse. Esta idea se aplica a una magnitud y, desde nuestra in-
terpretacion, se reduce a afadir una magnitud a si misma cualquier
numero entero de veces, es decir, a una adicién repetida. Esta idea
aparece no so6lo en la Definicién 4, sino que es aplicada dondequie-
ra que en el Libro V aparecen las expresiones multiplo o equimulti-
plo; especialmente se reconoce tal tratamiento en las demostracio-
nes de las diferentes proposiciones, a través de su representacién
en los dibujos e incluso a través de la inclusién de términos como
doble, triple o cuadruple.

Comparar magnitudes. Para parejas de magnitudes homogéneas
aparece el proceso general de comparacion para establecer cuando
una excede, es igual o resulta inferior que la otra. A través de estas
comparaciones se colige cudndo una magnitud es igual, desigual,
mayor o menor que otra.

Suma de magnitudes. Si bien en la idea de multiplicarse se admitia
la reiteracion de una magnitud, en la Definicién 14 (composicion
de una razén) se admite la suma de dos magnitudes cuando estas
son antecedente y consecuente de una razén. Ahora bien, ain no
logramos entender la justificacién para que tal definicion se inter-
prete en términos de proporciones —como lo hace Puertas (1994,
p.16)“a:b:c:d - (a+tb):b:: (ct+d):d"—y no en términos de una
razon; por otra parte, la proposicion 18 admite también la suma,
y su formulacion simbdlica no es otra que la reciproca de la que
acabamos de incluir.

Diferencia de magnitudes. En las definiciones 15y 16 (separacién y
conversion de una razén, respectivamente) se incorpora la idea de
resta de magnitudes cuando estas son antecedente y consecuente
de una razén vy, aunque no se explicite, el antecedente es mayor
que el consecuente. Aqui también Puertas (1994, p. 16) hace una
interpretacion en términos de proporciones: “a:b::c:d = (a-b): b ::
(c-d) : d" —interpretacién que también hace para la proposicién
17—y “a:b:c:d=>a: (a-b) :: c: (c-d)”, respectivamente. De
la misma forma, en las proposiciones 17, 18 y 19 se incorpora la
separacion de una razén, pero en éstas claramente en el marco de
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proporciones y, en consecuencia, la idea de resta de magnitudes.
Asimismo, una idea similar a la de resta aparece en las proposicio-
nes 5y 6; en éstas, de una magnitud se quita otra menor y se gene-
ran restos de aquella.

f.  Division de una magnitud. En la demostracion de las proposiciones
1, 3 y 15, Euclides divide una magnitud en magnitudes iguales a
una parte de aquella, condicién que limita el resultado y no per-
mite interpretarlo como la divisién de una magnitud en un ndmero
cualquiera de partes alicuotas; en efecto, en las tres proposiciones
se garantiza que la magnitud a dividir es multiplo de la magnitud en
que se va a dividir.

Los procedimientos que acabamos de discutir parecieran tener su racio-
nalidad en los libros anteriores de los Elementos —lo cual contrastaria con
la independencia del Libro V sefialada antes—; sin embargo, consideramos
que ello puede ser cierto para el caso en que las magnitudes referidas sean
segmentos, e incluso superficies, pero no es asi si éstas son volimenes; re-
cordemos que el trabajo con objetos geométricos sélidos (o quiza sea mas
prudente decir, objetos en el espacio) tendra que esperar a los Libros XI, XII
y XIII.

Procesos matematicos

Con respecto a los procesos matematicos (y atendiendo a lo senalado al
inicio de la seccién Situaciones problemas/Tareas matematicas) debemos
reiterar que el proceso por excelencia desarrollado en el Libro V, ante la
ausencia de problemas o construcciones, es la demostracion de enuncia-
dos condicionales; adicionalmente, y ligado con este proceso, advertimos
en el LibroV el uso del proceso matematico de instanciacion; estos proce-
sos seran tratados en la seccion Argumentos. Asimismo, reconocemos el
proceso de generalizacién como un rasgo del Libro V. Como lo sefialamos
en la seccién Estructura del Libro V' y en la seccion Lenguaje matematico,
la generalizacion se advierte al considerar que se esta incluyendo en una
misma estructura a las magnitudes geométricas arquimedianas y no se les
estd dando un tratamiento particular que atienda a su dimensién. Ade-
mas, en la Definicién 5, especialmente en la idea evocada por la locucién
cualquier equimdltiplo, aparece una manera particular de referirse a todos
los elementos de un conjunto, en este caso de magnitudes; el nivel de
generalizacién aumenta en esta misma definicion, cuando se condiciona
la comparacién de dos parejas de tales conjuntos de equimdltiplos, para
garantizar que se comportan —frente al orden— de la misma manera. De



modo un poco diferente, la generalizacién aparece en las proposiciones 1
y 12, al hablarse de “un nimero cualquiera de magnitudes” (Puertas, 1994,
pp- 18, 37).

Con una mirada de lejos mas especializada, Acerbi (2003) alude al Libro
V como una fuente principal en el estudio de la generalidad. Ademas, esta-
blece que al respecto de la generalidad, las tradiciones griega y arabe-latina
de los Elementos, ofrecen tratamientos bastante disimiles. Igualmente, sos-
tiene que ya en los tiempos de Euclides estaba muy refinada la compren-
sion de la generalidad y de las herramientas lingiiisticas para expresarla. El
asume como objeto central de estudio a la proposicién 8 (especialmente su
demostracion), como caso revelador de la existencia y expresion del proce-
so de generalidad euclidiano.

Conceptos/ definiciones

Como ya se menciond, el Libro V contiene 18 definiciones, las cuales han
sido discutidas minuciosamente por los historiadores. De éstas, identifi-
camos al menos tres nominales, a saber: la Definicién 3 (nomina la razén
como una relacién entre dos magnitudes), la Definicién 6 (hnomina magni-
tudes proporcionales o proporcién a las que satisfacen la condicién de la
Definicion 5) y la Definicién 11 (nomina magnitudes correspondientes a lo
que hoy Ilamariamos parejas de antecedentes y parejas de consecuentes)'®.
Las quince definiciones restantes establecen condiciones, y catorce de és-
tas, ademds, dan nombres a los objetos implicados; la Definicién 8 solo
precisa la condicién pero no nomina algo. De estas definiciones, el grupo
de la 12 a la 16 alude a transformaciones en las razones sin que su enun-
ciado implique, al menos de manera inmediata o directa, la aplicacion a
una proporcion; a este respecto, Puertas (1994, p. 15) sostiene que estas
definiciones “Euclides las aplica a razones cuando describirian mejor pro-
porciones, tal vez porque, al referirlas a proporciones, pareceria que asu-
me algo que todavia no se ha probado”.

Atendiendo la opinién de los historiadores, quienes coinciden en asignar
un lugar central a la paradigmatica Definicion 5 (proporcién), y junto con

16  En esta definicion aparece por primera vez la mencién a los términos “antecedente”
y “consecuente” sin una significacion explicita en el contenido anterior; creemos que la
significacion surge de manera relativamente natural cuando se atiende al orden explicito
de referencia a las magnitudes de una proporcién (i.e., primera, segunda, tercera, cuarta)
implicado desde la definicién 5, y de manera mucho mas obvia, cuando se incorpora una
notacion como “a:b” pues alli se observa que a antecede a b.
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ella a las definiciones 3 (razén) y 7 (desproporcion), recapitularemos y dis-
cutiremos algunos de sus planteamientos.'”

Hay un cierto consenso en que la Definicion 3, en si misma, es una defini-
cion general y vaga, y desempenia un papel secundario —y en cierto sentido
innecesario— en la teoria; por ejemplo, Hill (1928, p. 38) expresa que “El
primer sefalamiento que habria que hacer respecto de las definiciones es la
ausencia de una definicién atil de razon, por ello es imposible hacer cual-
quier uso de la tercera definicion de Euclides”. También hay un consenso
en que esta definicion es complementada por la Definicién 4 y adquiere un
caracter especifico en la medida en que interactda con la Definicion 5; al
respecto, por ejemplo, Fine (1917, p. 73) establece que “una nocién muy
definida de razén esta implicada en la definiciéon de proporcion”.

La existencia de estos consensos contrasta con la existencia de diver-
sas interpretaciones que hacen los historiadores sobre las ideas de razén
y proporcién en conjunto. En suma, tales interpretaciones configuran una
gama de posibilidades que incluyen concebir la razén (y ocasionalmente
la proporciéon) como —o relacionada con—: (i) una cantidad, adicional
a los ndimeros y las magnitudes, (ii) una comparacion o relacién binaria
de segundo orden, (iii) un arreglo o secuencias ordenadas de magnitudes,
(iv) un namero real.'®

Para Grattan-Guinness (1996), en la obra euclidiana existen tres tipos dis-
tintos de cantidades, a saber: los ndmeros, las magnitudes y las razones.
Nos parece que en esencia su argumento se centra en el hecho de que las
razones se pueden comparar para establecer si estan en la misma razén,"
0 si una es mayor o es menor que otra, de manera andloga a como se hace
con los ndmeros y las magnitudes. En oposicion, Corry (1994) ha afirmado
que la razén no puede concebirse como una cantidad en tanto que la idea

17 Fine (1917, p. 73) sostiene que las definiciones significativas del LibroV son de la 3 ala 7.
Antes hicimos una consideracién acerca del cardcter nominal de la definicién 6 y frente a
la definicion 4 podemos sefialar, brevemente, que desde nuestra perspectiva, ésta impone
la condicién de que para poder establecer una razén entre dos magnitudes, estas deben
ser arquimedianas, condicién que no satisfacen los dngulos euclidianos, observacion esta
Gltima que no hemos encontrado en ninguno de los documentos histéricos estudiados y que
se sustenta en el hecho de que para Euclides no puede haber un dngulo mayor o igual a dos
rectos.

18 Al margen de estas interpretaciones con referentes historicos, en los capitulos 3 y 4 de la
tesis de Guacaneme (2001) se encuentran sendos andlisis de las ideas de razén y proporcion
en teorias matematicas y textos escolares de matematicas. Igualmente, en Guacaneme
(2002) se encuentra una descripcion del tratamiento que de las razones, proporciones y
proporcionalidad se realiza en algunos textos escolares.

19  Si bien Grattan-Guinness (1996, p. 361) reconoce una igualdad aplicable a los nimeros y
a las magnitudes, sostiene que Euclides nunca dice que las razones sean iguales entre si,
solamente que estén en la misma razén, o que una razén es como otra. Este es uno de los tres
rasgos de los Elementos que Grattan-Guinness utiliza en su argumentacion en contra de una
lectura de la obra en términos de algebra geométrica.



de cantidad griega no la admite; de hecho afirma que “La razén, a diferen-
cia del nimero y de la magnitud, no mide nada ni es cantidad” (p.10). El
argumento, coincidencialmente, es similar al que emplea su contradictor,
pues también se refiere a que la comparacién de dos razones no permite es-
tablecer si estas son iguales o desiguales, sino para establecer la identidad o
falta de ella; como parte de su argumentacion, cita el siguiente pasaje de las
Categorias (VI, 6a) de Aristételes, para reforzar la idea de que la condicién
de igualdad o desigualdad solo se aplica a las cantidades:

Lo que realmente es peculiar para las cantidades es que nosotros las
comparamos o contrastamos en términos o sobre los fundamentos
de igualdad. Predicamos los términos ‘igual” o ‘desigual” de todas las
cantidades mencionadas.

Corry (1994, p. 5) establece que “La proporcién es, por tanto, una com-
paracion entre dos diferentes razones dadas y no un esquema operacional
entre cuatro cantidades” y luego (p. 10) sehala que “La razén entre dos
cantidades del mismo tipo (bien sean dos ndimeros o dos magnitudes ho-
mogéneas), permite compararlas ain siendo desiguales”. A partir de ello se
puede colegir que la proporcién es asumida como una comparacion entre
dos comparaciones. Por su parte, Grattan-Guinness (1996, pp. 367-368) en
la octava secciéon, “Razones de Euclides ;un fondo musical?”, considera
que las razones pueden estar en una estrecha conexion con las relaciones
entre notas musicales —o quiza sea mejor decir entre intervalos— en tanto
que la proporcién seria una manera de afirmar que dos de tales relaciones
son la misma, sin requerir que los términos de las razones sean iguales;
asi, la relacion entre las notas Fa sostenido y La [F#-A] puede reconocerse
como una tercera menor, que es la misma relacién, o el mismo intervalo,
que hay entre Si 'y Re [B-D]?°; desde esta perspectiva la proporcion seria una
relacion entre dos relaciones.

La razén relacionada con un arreglo o secuencias ordenadas de magnitu-
des es una propuesta que encontramos en el trabajo de Fine (1917), donde
establece que:

Ya que segun la Definicion 5 la condicién para que A, B, X, Y sean pro-
porcionales es que: si los multiplos A, 2A, 3A, ... v B, 2B, 3B, ... son

20  Casualmente, luego de la lectura del Capitulo 4, The role of the theory of proportions in

Nicomachus, Theon and Domninus (Klein, 1968, pp. 26-36) —y antes de la lectura de
(Grattan-Guinness, 1996)— habiamos escrito:
A partir del documento de Klein parece razonable explorar la expresion musical que da
origen a la teoria de las proporciones, pues éste puede constituir un dmbito sugerente para el
trabajo escolar y con los profesores con las proporciones, ademas que permitiria esclarecer
una idea de razén “practica” o “sensible” y contrastarla con una idea de razén “teérica” o
“abstracta”. (Quiza se pueda afirmar que la relacion entre las notas Mi y Do, es la misma que
entre las notas Si 'y Sol).
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dispuestos en un arreglo en una sola secuencia en el orden de tamano,
y de la misma manera se disponen los mdltiplos X, 2X, 3X, ... y Y, 2Y,
3Y, ..., la ley de distribucién de los mdltiplos de A entre aquellos de B
debe ser la misma que la de los mdltiplos de X entre aquellos de Y. De
ahi que “la identidad” de las razones A:B y X:Y significa la identidad
de estas dos leyes de distribucién, y la razon A:B en si misma significa
la relacién de tamano entre A 'y B que es indicada por la manera en
que los mdltiplos de A estan distribuidos entre aquellos de B (p. 73).

Esta interpretacion se puede resumir en una correspondencia entre dos
sucesiones ordenadas de mdltiplos, cada una compuesta por los multiplos
de las dos magnitudes de una razén. Fine (1917, pp. 74-75) argumenta a
favor de esta interpretacion al advertir como ésta se pone en juego en va-
rios de los teoremas (proposiciones 7 a 10, 11, 13, 16, 18, 22, 24). La idea
propuesta por Fine establece la necesidad de que las dos magnitudes de
cada razén sean homogéneas, pues de no ser asi, no se podria armar una
sucesion con los multiplos de éstas. Igualmente, tal idea no impide que las
magnitudes de las dos razones tengan que ser todas del mismo tipo o la
misma naturaleza. Ademds, implica una manera poco usual de interpretar
la Definicion 5, en tanto que no toma parejas de mdltiplos sino de secuen-
cias. Ademas, Fine sostiene que para una teoria general de la proporcion
no se requiere una definicién de razén, en singular, aunque si se exigen
sendas definiciones de igualdad y desigualdad entre razones, las cuales son
suministradas en las definiciones 5 y 7. Bajo esta ltima interpretacion, la
razén se despoja de todo halo referido a la cantidad; en efecto, no es posi-
ble aqui pensar en que una cantidad pueda estar asociada a una secuencia
ordenada de equimdltiplos de dos magnitudes, o en otras palabras, no se
puede pensar en una entidad (v.g., un nimero) que se asocie o ponga en
correspondencia con una sucesion.

La interpretacion de la teoria de la proporcién del LibroV como una ma-
nifestacion de la teoria del nimero real ha sido objeto de opinién y estu-
dio de varios historiadores. Recapitulando las ideas de Corry (1994, pp.
7-13) podemos sefalar que algunos historiadores de las mateméticas han
argumentado a favor de la equivalencia entre la teoria de proporciones de
Euclides y la de cortaduras de Dedekind. Uno de los argumentos consiste
en considerar una razén o cociente de dos magnitudes homogéneas y aso-
ciarlo a una cortadura, para luego considerar dos cocientes de magnitudes
que resulten iguales (proporcionales) y mostrar que las cortaduras asociadas
son equivalentes. Otros historiadores de las matematicas rechazan tal equi-
valencia bajo la idea de que la interpretacion de los textos griegos debe ha-
cerse en el marco de las restricciones en que estos fueron producidos. Una
de tales restricciones se refiere al lenguaje; en este sentido no se acepta la
traduccion o formulacién simbdlica de las definiciones, ni las interpretacio-



nes y deducciones que a partir de ellas se hacen. Otra de las restricciones
obedece a la radical diferencia entre la idea de nimero en la obra griega y
la del nimero del siglo XIX.?" Atendiendo a lo anterior, se entiende que no
pueda reconocerse en la teoria de las proporciones una teoria de nimeros.

En la misma direccién, Fine (1917, pp. 75-76) discute la relacién entre
los irracionales y las razones de inconmensurables, afirmando que el ar-
gumento expresado por algunos historiadores a favor de reconocer que en
efecto se puede asociar una razén y una pareja de nimeros enteros a cada
cortadura de Dedekind —y que con esto se podria entender que Euclides ya
poseia una teoria del nimero real y, en consecuencia, Dedekind no habria
creado el sistema de los nimeros reales— esta apoyado en un simbolismo
algebraico y en unas nociones de nimero y de razén que no se correspon-
den con las ideas euclidianas respectivas.

Estas posturas contrastan con afirmaciones de estudiosos de la teoria de
la proporcién del Libro V. Por ejemplo, en Zubieta (1991) encontramos las
siguientes oraciones: “Esta nota presenta la definicion de ndmero real atri-
buida a Dedekind como una interpretacién de la definicion de proporcién
de Eudoxio, tal como la enuncia Euclides al principio de su libro V" (p. 477)
y “Esto significa que la definicién de ndmero real propuesta por Richard
Dedekind es la misma que la presentada por Eudoxio” (p. 478). También
Knorr (1992) senala que “Como es bien sabido, las definiciones euclidianas
son un equivalente de la técnica de Dedekind (a través de ‘cortes’ en los
racionales) para investigar la propiedad de los nimeros reales” (p. 3). De
manera analoga, Hill en al menos dos de sus documentos sobre los Libros V
y VI de los Elementos, sefal6 que “La razén de una magnitud A a otra mag-
nitud B de la misma clase es un ndmero real, racional o irracional, deter-
minado de la manera como se explican en lo que sigue. Este se denota por
el simbolo A:B” (Hill, 1912, p. 360) y que “Estos seis resultados suministran
una regla para determinar si la razén (A:B) es mayor que, igual a, o menor
que cualquier nimero racional; consecuentemente, en concordancia con
la definicion de Dedekind, la razdn (A:B) es considerada como un niimero”
(Hill, 1928, p. 44).

Antes de pasar a los comentarios sobre la Definicién 7, nos parece inte-
resante destacar que otro elemento interesante en la discusion de la Defi-
nicion 5 lo constituye su expresién simbdlica, pues existen varias versiones
simbdlicas de traduccién de la esta. Por ejemplo Corry (1994, p. 3) propone
la siguiente:

21 La idea griega reconoce a los niimeros y las magnitudes como cantidades no abstractas
asociadas respectivamente al contar y medir, en tanto que la idea moderna se refiere a la
cantidad como abstracta y general.
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“a:b=c:d, si para todo par de enteros m, n, se tiene ma>nc (o
ma<nc, o ma=nc) si y solo si mb>nd (o mb<nd, o mb=nd) respec-
tivamente”.

Entre tanto, Puertas (1994, p. 12) reseia dos versiones no equivalentes
desde el punto de vista l6gico; una que implica una disyuncion de conjun-
ciones, a saber:

“siendo a, b, ¢, d unas magnitudes del dominio de la teoria y m
y n unos nimeros naturales cualesquiera, se da una proporcién
a:b::c:d si y solo si: o ((ma>nb) y (mc>nd)) o ((ma=nb) y (mc=nd))
o ((ma<nb) y (mc<nd)).”

Y otra que es una conjuncion de condiciones (implicaciones), la cual es la
forma légica de su aplicacién en la proposicion 11, a saber:

“siendo a, b, ¢, d unas magnitudes del dominio de la teoria y m
y n unos nimeros naturales cualesquiera, se da una proporcién
a:b::c:d si y solo si: (si ma>nb, entonces mc>nd) y (si ma=nb, en-
tonces mc=nd) y (si ma<nb, entonces mc<nd).”

/)

A través de una notacioén particular de la reunién de los signos “=", “<" y
“>" Filep (2003, p. 1) incorpora una forma simbdlica equivalente a la cita-
da inmediatamente antes, a saber:

“sia, b, ¢, d son magnitudes (de la misma clase), entonces a:b=c:d
si y solo si para cualesquiera enteros positivos (‘nimeros’ en el uso
griego) n, m, maznb »>mcznd.”

Con respecto a lo planteado por los historiadores sobre la Definicion 7,
queremos resaltar que Knorr (1992, p. 8) establece que:

Uno de los defectos conocidos de la teoria euclidiana en el libro V es
que no prueba que “no tener la misma razén” sea equivalente a “te-
ner una razén mayor o menor razon”. Pero, de hecho, algunas veces
supone esta afirmacion (por ejemplo, en el libro 'V, proposiciones 9 y
10), por lo cual es preciso pensar que lo entendian tanto él como los
gedmetras que le precedieron.

Esta asercion es importante para entender que hay un supuesto tacito en la
teoria que provee a Euclides de una herramienta potente para la demostra-
cién de la proporcionalidad o desproporcionalidad de cuatro magnitudes;
en otras palabras, si se supone que tener una razén mayor que otra equivale
a afirmar que no es cierto que exista proporcion entre tales magnitudes, se
dispone de una herramienta para demostrar por reduccién al absurdo.



También, nos llama la atencién la manera en que Fine (1917, p. 73) pa-
rafrasea la Definicion 7 [“Si (en la notacion de la Definicion 5) se pueden
encontrar m y n tal que mA>nB pero mX<nY, entonces se dice que A tiene
una mayor razén a B que la que X tiene a Y], pues es una manera alterna de
mirar la comparacion entre las razones.

Propiedades

En el Libro V hay veinticinco proposiciones y dos porismas a través de
las cuales se resefan y demuestran propiedades de los diferentes objetos
tratados. Al examinar el contenido de las proposiciones y atendiendo al
dominio al que se refiere (v.g., magnitudes o proporciones) —o mas espe-
cificamente, a los dominios que relaciona (v.g., magnitudes y magnitudes,
magnitudes y proporciones, proporciones y magnitudes, proporciones y
proporciones— se reconocen cinco grupos de proposiciones.

El primer grupo —compuesto por las proposiciones 1, 2, 3, 5y 6— se
refiere a las magnitudes y sus mdltiplos (i.e., magnitudes), pero no aluden
a las razones ni a las proporciones. La expresion simbdlica de tales pro-
posiciones (i.e., [M(X+X,+...+X )=mX +mX,+...+mx ], [(mB®n)x=mx+nx],
[m(nx)=(mn)x], [m(x-y)=mx-my], [(mBOn)x=mx-nx]) permite reconocer que,
en lenguaje moderno, se estan expresando propiedades relativas a la distri-
butividad (proposiciones 1, 2, 5 y 6) y aparentemente a la asociatividad del
producto (proposicién 3)*?; ademas, advertimos que se admite la suma de
magnitudes, la suma y resta de multiplos de magnitudes, la suma y resta de
los nimeros que representan las veces que se suma una misma magnitud y
el producto de tales nimeros, y que no hay referencia alguna al producto
de magnitudes.?* Pero para que estas operaciones se puedan aplicar se re-
quiere, de una parte, que las magnitudes implicadas sean homogéneas v,
de otra, que se considere que los nimeros m, n no son exactamente los nu-
meros tratados en los libros aritméticos de los Elementos, sino, podriamos
decir, nimeros de contar repeticiones de una misma magnitud.

El segundo grupo consta de las proposiciones 7 (sin su porisma 7’) y 8. Al
observar los enunciados simbdlicos de las propiedades en cuestion (i.e., [Si

22 Para la propiedad expresada en el simbolismo [m(nx)=(mn)x] hay que precisar que se estan
incorporando dos productos y que una notacién mas precisa podria ser [me(nex)=(m n)ox]
en la que el simbolo @ expresa el producto de un escalar por una magnitud (o simplemente
la idea de mdltiplo de una magnitud) y el simbolo e expresa el producto de dos “nimeros
de contar”. Bajo estas consideraciones no es muy evidente que la propiedad se refiera a la
asociatividad del producto.

23 Esta Gltima observacion es amplia y vehementemente discutida por Corry (1994, pp. 2-5) en
el apartado titulado “La teoria de proporciones de Eudoxio”.
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X=y, entonces x:z::y:z 'y z:x::z:y], [Si X<y, entonces x:z<y:z; yz:x>Zz:y]) reco-
nocemos cémo se explicitan propiedades “de orden” de las razones a partir
de propiedades “de orden” en las magnitudes o, en otras palabras, cémo la
igualdad o desigualdad de las magnitudes se refleja o trasmite a algunas de
las razones en que ellas estan implicadas. La anterior afirmacién debe ma-
tizarse con la observacion que esta implicada en la simbologia empleada
aqui, y que distingue, por ejemplo, el igual para las magnitudes (=) del hoy
“igual” para las razones (::).

El tercer grupo esta integrado por proposiciones que describen cémo re-
laciones entre razones determinan relaciones u operaciones entre magnitu-
des. Asi, en este grupo estan las proposiciones 9, 10, 14, 20, 21 y 25. Sus
expresiones simbdlicas respectivamente son: [Si x:z::y:z, entonces x=y. Y,
si z:x::z:y, entonces x=y|, [Si x:z<y:z, entonces x<y. Y si z:x<z:y, entonces
x>yl, [Si wixiiy:z y w2y, entonces x2z], [Si u:viixiy y viw:iy:z y uzw, entonces
xzz|, [Si u:viiy:z y viwixty y uzw, entonces x2z], [Si wixiy:zy w>xy w>yy
x>z 'y y>z, entonces w+z>x+y|. De estas seis proposiciones, las Gltimas cua-
tro (i.e., 14, 20, 21 y 25) tienen una condicion especifica en tanto que en la
hipétesis no solo se incluyen condiciones sobre las razones, sino también
sobre las magnitudes implicadas.

El cuarto grupo es el mas numeroso; éste incluye propiedades de las pro-
porciones o desproporciones, es decir de las razones en si mismas. Alli,
ubicamos las proposiciones 4, 7/, 11, 12, 13, 16, 17, 18, 19, 19/, 22, 23
y 24, cuyos enunciados simbdlicos respectivamente son: [Si w:x::y:z, en-
tonces Vm y n, mw:nx::my:nz], [Si w:x::y:z, entonces x:w::z:y], [Si u:viiw:x

X )iy ety )Xy, Visl,,nl, [SIowiviwix y wix>yiz, entonces
uv>y:z], [Si wix:y:z, entonces w:y:x:zl, [Si (w+x):x::((y+2):z, entonces
wix:y:z], [Si wixity:z, entonces (w+x):x:(y+2):z], [Si (w+x):(y+2)::w:y, en-
tonces (W+x):(y+2)::x:z], [Si (u+v):(x+y):viy, entonces (u+v):(x+y)::u:x],
[SI XX,y 0y, XXy, e, Y X (XY, iy, entonces xix iy iy ], [Si
u:viy:iz y viwixty, entonces u:w:ix:z], [Si uiviwix y yiviizix, entonces
(u+y):vii(w+2):x]). Como se puede observar, las razones no son objeto de
operacion tales como la suma o el producto, aunque si sus elementos (i.e.,
las magnitudes), al menos para la suma y para, lo que hoy llamariamos, el
producto por un escalar; en oposicion a esta afirmacién, encontramos en
Fine (1917, p. 75) la siguiente afirmacion:

El Teorema 22 implica una definicion del producto de las dos razones
A:By B:C, y el Teorema 24 una definicion de la suma de dos razones
A:Cy B:C, en el mismo sentido que la Definicion 5 implica una defi-
nicién de razén en si misma.



El quinto grupo contiene Gnicamente a la proposicién 15 ([x:y::nx:ny]),
la cual no presenta estructura de condicional y tan solo muestra una pro-
porcién. Nos parece que esta forma de enunciacién no permite ubicar esta
proposicion en alguno de los otros grupos.

Argumentos

En tanto icono del estilo hipotético deductivo, la argumentacién utilizada
en los Elementos procede via deductiva y esencialmente sintética. En las
proposiciones del Libro V hemos identificado que la mayoria de sus de-
mostraciones proceden a través del estilo directo, aunque también hemos
reconocido proposiciones cuya demostracion incorpora la reduccion al
absurdo; las demostraciones de las proposiciones 9, 10 y 18 incorporan
esta Gltima estrategia demostrativa.

Las proposiciones (y sus demostraciones) exhiben una estructura que ha
sido descrita por los historiadores; en general ella contempla seis etapas,
a saber: protasis, ectesis, diorismo, construccion, demostracion y conclu-
sion.** En la version de Puertas (1994), en el Libro V la prétasis aparece al
inicio en letra cursiva y en esencia es el enunciado de la proposicion; la
ectesis es el parrafo siguiente a la prétasis, el cual casi siempre inicia con
los términos “Sean” o “Pues sean”. El tercer parrafo, que inicia con la
palabra “Digo”, es el diorismo. Luego del diorismo aparecen uno o varios
parrafos en los cuales no siempre es evidente el reconocimiento de la
construccion y la demostracién como partes separadas, aunque creemos
que en la etapa de la construccién, los diagramas o dibujos son una par-
te constitutiva medular. La conclusion normalmente es el dltimo parrafo
(excepto cuando hay porismas) y comienza con la expresion “Por consi-
guiente” e incorpora el texto de la protasis.>

En las demostraciones de las proposiciones identificamos una forma
especial de prueba, pues Euclides presenta una demostracion para
equimdltiplos especificos de las magnitudes (casi siempre el doble y el
triple), y sin un discurso particular que propenda por la generalizacion

24 Eneste texto hemos usado los términos “proposicion” y “demostracién” en un sentido amplio
para referirnos con el primero a lo que aqui se llama prétasis, en tanto que el segundo
lo hemos usado para referirnos al conjunto de las otras cinco etapas citadas. En adelante
seguiremos usando la misma convencion y emplearemos la cursiva (o itdlica) cuando
hagamos referencia a una etapa especifica.

25  Debemos reconocer que en la interpretacion de cada prétasis y en la reescritura de la
proposicion en lenguaje simbdlico moderno fue fundamental el texto de la ectesis, el del
diorismo e incluso el de la construccién y demostracion; sin éstos, varias veces nos sentimos
ante un enunciado abstruso, sin mayor sentido.
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a cualquier equimdltiplo, construye una argumentacién valida para el
caso general; en otras palabras, pareciera que muestra la validez de la
protasis para un caso particular que subsume todos los casos. Esta
estrategia exhibe lo que algunos han dado en Ilamar un proceso de
instanciacién; en este, en la ectesis se reemplaza la forma de
cuantificacion universal enunciada en la prétasis por la designacion
de un objeto singular que representa la clase general, sobre el que se de-
sarrolla la demostracion.

Otra estrategia demostrativa Ilamativa que hemos identificado, es la
empleada en parte de la demostracion de la proposicion 8, pues Eucli-
des arguye con una especie de induccién sobre los miultiplos cuando
expresa “tomese A doble de A y M triple (de A), y asi sucesivamente hasta
que el multiplo tomado de A sea el primero mayor que K” (la negrilla es
nuestra).

Ahora, siguiendo las directrices de Hill (1923, pp. 217-220), las
proposiciones del Libro V se pueden clasificar en seis grupos. Cada
uno de estos ha sido representado, en la Figura 3, por una columna de
proposiciones (notadas Pi).

P21
P15
Pi3 - [ps]e
|

5\P16 P14je——{P13|

P22 P20

P24
Figura 3

Antes de examinar los grupos definidos por Hill, debemos sefialar que en
la Figura 3 hemos procurado representar también la estructura deductiva



del Libro V. En ésta hemos utilizado una flecha de conexién si una propo-
sicion interviene en la demostracion de otra; asi, por ejemplo, en la figura
se puede leer que la proposicién 15 (P15) es utilizada en las respectivas
demostraciones de las proposiciones 16 y 23, en tanto que en la demostra-
cién de la proposicion 15 intervienen las proposiciones 7 y 12. Esta repre-
sentacion, junto con la tabla de la Figura 4 (ver paginas siguientes), nos ha
permitido reconocer un indicador de la complejidad I6gica de cada propo-
sicion; de esta manera, es muy probable que una proposicién tenga mayor
complejidad l6gica que otra, si en la primera intervienen un mayor nimero
de proposiciones que en la segunda.

Asi, a partir de la lectura de la dltima fila de la tabla, se advierte que es
muy probable que la proposicién 23 y las proposiciones 14, 16 18, 19, 20
y 21 tengan un nivel de complejidad l6gica mayor que el de las demds, en
tanto que en su demostracién se involucran cuatro y tres proposiciones,
respectivamente. De forma andloga se identifica que las proposiciones 1,
2,7, 11y 13 no incorporan proposicién alguna en su demostracion, lo que
hace suponer que su complejidad l6gica es baja. Por otra parte, leyendo la
informacion de la dltima columna de la tabla, se tiene un indicio de iden-
tificacion del nivel de intervencion y potencia de las proposiciones en la
deduccion de resultados de la teoria; asi, se observa que la proposicion 8 es
utilizada en cinco proposiciones, en tanto que las proposiciones 1y 11, lo
son en cuatro proposiciones y las proposiciones 5, 6, 9, 23, 24 y 25 no se
implican en demostracion alguna. Como veremos enseguida, estos y otros
indicadores han sido utilizados parcialmente por estudiosos y criticos del
Libro V para agrupar sus proposiciones.

Ahora si, demos una mirada a los grupos definidos en el apartado V de la
critica de Hill al Libro V de los Elementos (1923, pp. 217-220).

El primer grupo contiene las proposiciones que versan sobre las magni-
tudes y sus equimultiplos (no sobre sus razones), a saber: las proposicio-
nes 1,2,3,5y6. Hill (1923, p. 217) sostiene que sus demostraciones no
dependen del Axioma de Arquimedes.?® Ademas, sefala que a este grupo
es necesario anadir una proposicién (que llamaréd Proposicion subsidiaria),
que si bien no es explicitada como tal, si se reconoce en la demostracion
de la proposiciéon 8 y que enuncia asi: “Si A, B, C son magnitudes de la

26 Enel capitulo 3, El método de exhaucion y la heuristica, de la Torre (1997, pp. 25-29) dirige
su estudio hacia la propiedad arquimediana; luego de presentar y discutir sus diferentes
formas enunciativas, expresa que su formulacion contempordnea es “Dadas dos magnitudes
homogéneas desiguales, siempre existe un multiplo de la cantidad menor que supera a la
mayor” (p. 26).
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misma clase, y A es mayor que B, entonces existen nlimeros n vy t tales que
nA>tC>nB".

El segundo grupo que identifica Hill se refiere a razones desiguales (o
desproporciones) e incluye las proposiciones 8, 10 y 13. De éstas afir-
ma que solo son usadas para demostrar propiedades de razones iguales
(proporciones)?” y critica entonces la insuficiencia del criterio para razones
iguales (Definicion 5) y la recurrencia al criterio de razones desiguales (De-
finicion 7) para tal fin; ademas, sostiene que la Proposicion subsidiaria (cita-
da antes) desempena un papel fundamental en el uso de estas proposiciones
en las demostraciones en que estan implicadas. Acerbi (2003) resalta que
si bien el Libro V se refiere a la proporcionalidad, estas tres proposiciones
aluden a la desproporcionalidad; comparativamente en nimero muy pocas
respecto a la cantidad de proposiciones de dicho libro, pero fundamentales
en la demostracion de varias de las proposiciones de éste. El mismo autor
afirma que la proposicién 8 jugd un papel fundamental en los primeros
desarrollos de la teoria general de proporciones y en los tratamientos pre-
euclidianos de esta teoria; particularmente, en su citado articulo de cerca
de setenta pdginas, sefala la importancia del razonamiento en la demos-
tracion de esta proposicion y manifiesta que en el Libro V no se da cuenta
de dicha importancia. También, este autor senala que la proposicion 8, a
pesar de su enunciado intuitivo, tiene una gran importancia en la estructura
deductiva del libro; ella tiene una de las demostraciones mdas extensas (e
incompleta), a pesar de que solo alude a una proposicién anterior y a pocas
suposiciones. A través de ella se establece una condicién suficiente para la
desigualdad de razones (desproporcionalidad).

El tercer grupo resenado por Hill estd integrado por las proposiciones 4,
7,7'%,11,12,15,17 y 18, y sehala que las pruebas de estas proposiciones
(excepto la de la 18) dependen exclusivamente de la Definicién 5 y de las
proposiciones del primer grupo. Esta observacion se contrasta y a la vez se
matiza cuando se observa la segunda columna de proposiciones en la Figu-
ra 3; alli se evidencia que salvo la proposicién 18, a las demas proposicio-
nes solo llegan flechas de las proposiciones del grupo de la primera colum-
na y de proposiciones de la segunda columna. Asimismo se hace evidente
que estas proposiciones solo van a estar involucradas en proposiciones del
mismo grupo o de los grupos 4 y 5.

El cuarto grupo estd constituido por las proposiciones 16, 22, 23 y 24.
En términos generales sus demostraciones proceden por lo que Hill (1923,

27 EnPuertas (1994, p. 35) si se usa la proposicion 8 en la demostracién de la proposicién 10.
28  Este porisma por nosotros notado como 7’, es resefado por Hill (1923, p. 218) como
Corolario de la proposicién 4.



p. 218) llama el tipo normal y requieren del Axioma de Arquimedes. Hill
(1923, pp. 217-218) sostiene que “Cada demostracién es independiente de
todas las demds propiedades de las razones iguales”, pero lo exhibido en
las Figuras 3 y 4 nos pone en desacuerdo con tal planteamiento, en tanto
que hemos reconocido que las proposiciones 4, 11y 18 (que en la seccién
titulada Propiedades hemos incluido como proposiciones que exhiben pro-
piedades de las proporciones) si intervienen en las demostraciones de las
proposiciones 22, 16 y 24, respectivamente.

El quinto grupo contiene Gnicamente a la proposicion 19. Hill considera
que su demostracién no procede por el tipo normal, aunque advierte que
podria ser considerada como una transformacion de la hipétesis y conclu-
sion de la proposicion 17 con la ayuda de la proposicién 16; en las Figuras
3y 4 se observa como en la demostracién de la proposicion 19, en efecto
intervienen las proposiciones 16y 17, pero ademas la 11.

El sexto y ultimo grupo considerado por Hill incluye las proposiciones 9,
14, 20, 21 y 25. En cierto sentido (salvo por la proposicién 10) este grupo
coincide con el que sefalamos como tercer grupo en el apartado titula-
do Propiedades y, como era de esperarse, su caracterizacién es bastante
similar. Para Hill (1923, p. 219) “El objeto de estas proposiciones no es
demostrar la igualdad de dos razones, sino probar que ciertas magnitudes
implicadas en las razones son iguales o desiguales, dependiendo del caso”.

A modo de cierre

El analisis de la teoria euclidiana de la proporcién, expuesta en el Libro V
de los Elementos, realizado hasta aqui bajo la éptica de las seis categorias
de la Teoria de significados sistémicos, nos reporta dividendos importantes
para la comprension de tal teoria y de los objetos mateméticos implicados,
dentro de los cuales, so pena de ser reduccionista o simplistas, nos atreve-
mos a destacar los siguientes seis, que se corresponden en su orden con las
categorias de la TSS (situaciones problemas/tareas matematicas, lenguaje
matematico, procedimientos/procesos matematicos, conceptos/definicio-
nes, propiedades y argumentos):

Esta teoria discurre sobre las razones y proporciones de magnitudes geomé-
tricas, sean éstas conmensurables o inconmensurables, es decir, de mane-
ra independiente de la idea de medida como asignacién de un ndmero.
Ademas, el modo discursivo empleado responde a una manera especifica
de hacer y comunicar las matematicas en el cual sobresale la actividad
demostrativa.
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El estilo retérico que se usa para presentar la teoria impone retos conside-
rables a las mentes condicionadas y acostumbradas al uso de un lenguaje
simbdlico (algebraico), pero a la vez ofrece la posibilidad de reconocer que
el simbolismo puede no necesariamente ser un rasgo consustancial de las
matematicas. Adicionalmente, sorprende el papel que juegan la notacién
y los dibujos a favor de la comprensién de la operatividad y de la gene-
ralidad, aun cuando no exista notacion para los conceptos centrales de la
teoria (i.e., razén y proporcion).
Los procedimientos matemdaticos contemplados en la teoria se correspon-
den con operaciones entre magnitudes, pero no entre razones, de lo cual se
sigue que para estas Gltimas no existe una operatividad explicita ni impli-
cita; este argumento es central al intentar establecer diferencias entre esta
teoria y la de los nimeros reales, presentada cerca de veinte siglos después.
Por su parte, los procesos matemdticos identificados en la presentacion
de la teoria y en las demostraciones (v.g., instanciacion, generalizacion)
ilustran de manera evidente la manera de pensar, hacer y comunicar las
matematicas, mas alla de la especificidad relativa a los objetos matemati-
cos de la teoria.
Si bien la mayoria de las definiciones nomina a los objetos de la teoria a
la vez que establece condiciones para los mismos y se esperaria que con
ello se lograra la identificacién y caracterizacion dGnica de los objetos de
la teoria, los historiadores de las matematicas han generado diversas inter-
pretaciones de éstas y, consecuentemente, diversos significados para tales
objetos; esto se revela particularmente interesante para el caso de la razoén,
28 en tanto uno de los objetos centrales de la teoria.
Una de las diversas clasificaciones que pueden construirse de las propieda-
des o teoremas de la teoria, evidencia que en ésta se hace un tratamiento
de las magnitudes, y de las razones de magnitudes y de las proporciones,
pero que éstos estan interconectados por propiedades que relacionan el
comportamiento de las magnitudes con el de las razones.
Las estrategias de argumentacion de las propiedades evidencian de ma-
nera bastante clara la estructura demostrativa empleada por Euclides vy el
estilo directo e indirecto de demostracién. Asimismo, son un referente para
identificar el modo en que la instanciacion permite abordar la generalidad
desde la particularidad. Por otra parte, se han logrado identificar proposi-
ciones particularmente importantes para la construccion deductiva de la
teorfa, asi como teoremas en cuya demostracién se involucran numerosas
proposiciones, lo cual conlleva una valoracién particular de su compleji-
dad légica.

n el LibroV de los

En este punto deberia ser claro que el significado de la razén y la pro-
porcién —aun en una obra matemdtica tan bien concebida como el Libro
V de los Elementos— no puede reducirse a sendas definiciones o parrafos.
Precisamente, lo que se ha intentado mostrar en este documento es que el



estudio profundo de cada uno de los componentes de tal obra ha generado
discusion entre los historiadores y los acuerdos no abundan en la literatura
histérica especializada. O dicho de otra manera, los significados de estos
objetos matematicos estan dependiendo de las diversas interpretaciones y
decisiones histéricas que se adopten. Asi, por ejemplo, si se asume una
interpretacion desde lo que Grattan-Guinness (2004) llama herencia de la
teoria de las proporciones y se acepta su traduccion al lenguaje algebraico
moderno, se reconocera una teoria bastante cercana a la de las cortaduras
de Dedekind e incluso se identificara un algebra de las razones donde la
proporcion es una igualdad entre éstas o una relacién de equivalencia; si se
asume una postura desde lo que Grattan-Guinness (2004) llama la historia,
se reconocera una teoria generalizada de las magnitudes geométricas en la
que la idea matematica de razén solo se puede entender en relacién con la
idea de proporcién y desproporcion, vy, en cierto sentido, se asume la pri-
mera como una relacién cuantitativa no numérica entre las magnitudes asi
como la proporcién y la desproporcion como relaciones de comparacion
entre las razones.

No obstante esta ambigliedad semdntica, seguramente no muy atractiva
para matematicos y profesores de matematicas, consideramos que precisa-
mente conocer tal teoria de la proporcién alimenta la comprension que de
los objetos matematicos razén y proporcion se debe lograr para adelantar
tanto la actividad de docencia de las matematicas, como la investigacion
didactica relacionada con dichos objetos.
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Apéndice

Definiciones y proposiciones del Libro V de los Elementos®

Definiciones

Una magnitud es parte de una magnitud, la menor de la mayor, cuando
mide a la mayor.

Y la mayor es mdltiplo de la menor cuando es medida por la menor.

Una razon es determinada relacion con respecto a su tamafo entre dos
magnitudes homogéneas.

Se dice que guardan razén entre si las magnitudes que, al multiplicarse,
pueden exceder una a otra.

Se dice que una primera magnitud guarda la misma razén con una segun-
da, que una tercera con una cuarta, cuando cualesquiera equimdltiplos
de la primera y la tercera excedan a la par, sean iguales a la par o resul-
ten inferiores a la par, que cualesquiera equimdltiplos de la segunda y la
cuarta, respectivamente y tomados en el orden correspondiente.
Llamense proporcionales las magnitudes que guardan la misma razén.
Entre los equimdltiplos, cuando el multiplo de la primera excede al mul-
tiplo de la segunda pero el multiplo de la tercera no excede al mltiplo
de la cuarta, entonces se dice que la primera guarda con la segunda una
razén mayor que la tercera con la cuarta.

Una proporcion entre tres términos es la menor posible.

Cuando tres magnitudes son proporcionales, se dice que la primera guar-
da con la tercera una razén duplicada de la que [guarda] con la segunda.
Cuando cuatro magnitudes son proporcionales, se dice que la primera
guarda con la cuarta una razon triplicada de la que [guarda] con la se-
gunda, y asi siempre, sucesivamente, sea cual fuere la proporcion.

Se [laman magnitudes correspondientes las antecedentes en relacion con
las antecedentes y las consecuentes con las consecuentes.

Una razén por alternancia consiste en tomar el antecedente en relacion
con el antecedente y el consecuente en relacién con el consecuente.
Una razén por inversion consiste en tomar el consecuente como antece-
dente en relacién con el antecedente como consecuente.

La composicién de una razén consiste en tomar el antecedente junto

29

Tomado de Puertas (1994); sin embargo, ain bajo el riesgo del anacronismo pero con la
intencion de hacer mas comprensivos los enunciados, en la mayoria de las proposiciones
hemos incluido al final de cada una y entre paréntesis, una version simbélica moderna, lo
cual no significa que consideremos que en los Elementos habia ya un algebra geométrica;
una discusién interesante de la existencia o no de dicha algebra se encuentra en Grattan-
Guinness (1996). Nétese que hemos empleado simbolos diferentes para indicar las relaciones
u operaciones entre magnitudes (=, <, >, :, +, -), que para indicar las relaciones entre razones
(<, >, ), o para indicar operaciones entre nimeros (®, ©).



con el consecuente como una sola [magnitud] en relacién con el propio
consecuente.

La separacién de una razén consiste en tomar el exceso por el que el an-
tecedente excede al consecuente en relacién con el propio consecuente.
La conversion de una razén consiste en tomar el antecedente en relacién
con el exceso por el que el antecedente excede al consecuente.

Una razoén por igualdad se da cuando, habiendo varias magnitudes y otras
iguales a ellas en nimero que tomadas de dos en dos guardan la misma
razén, sucede que como la primera es a la Gltima —entre las primeras
magnitudes—, asi —entre las segundas magnitudes— la primera es a la
Gltima; o, dicho de otro modo, consiste en tomar los extremos sin consi-
derar los medios.

Una proporcién perturbada se da cuando habiendo tres magnitudes y
otras iguales a ellas en nimero, sucede que como el antecedente es al
consecuente —entre las primeras magnitudes—, asi —entre las segundas
magnitudes— el antecedente es al consecuente, y como el consecuentes
es a alguna otra [magnitud] —entre las primeras magnitudes—, asi —en-
tre las segundas magnitudes— alguna otra [magnitud] es al antecedente.

Proposiciones

Si hay un ndmero cualquiera de magnitudes respectivamente equimulti-
plos de cualesquiera otras magnitudes iguales en nimero, cuantas veces
una sea multiplo de otra, tantas veces lo serdn todas de todas. [m(x +x,+... 133
+xn):mx,+mx2+...+mxn]

Si una primera [magnitud] es el mismo multiplo de una segunda, que una
tercera de una cuarta, y una quinta es también el mismo multiplo de la
segunda que una sexta de la cuarta, la suma de la primera y la quinta sera
el mismo multiplo de la segunda que la suma de la tercera y la sexta de la
cuarta. [(men)x=mx+nx]

Si una primera [magnitud] es el mismo multiplo de una segunda, que una
tercera de una cuarta, y se toman equimultiplos de la primera y la tercera,
también por igualdad cada una de las dos [magnitudes] tomadas serdn
equimultiplos, respectivamente, una de la segunda, y la otra de la cuarta.
[m(nx)=(mn)x]

Si una primera [magnitud] guarda la misma razén con una segunda, que
una tercera con una cuarta, cualesquiera equimultiplos de la primera y la
tercera guardaran la misma razén con cualesquiera equimdltiplos de la
segunda y la cuarta respectivamente, tomados en el orden correspondien-
te. [Si wix:ty:z, entonces Vm y n, mw:nx::my:nz]

Si una magnitud es el mismo mdiltiplo de otra que una [magnitud] quitada
[a la primera] lo es de otra quitada [a la segundal, la [magnitud] restante [de
la primera] serd también el mismo mdltiplo de la [magnitud] restante [de la
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segundal que la [magnitud] entera de la [magnitud] entera. [m(x-y)=mx-my]
Si dos magnitudes son equimiltiplos de dos magnitudes y ciertas [mag-
nitudes] quitadas [de ellas] son equimultiplos de estas [dos segundas],

las restantes también son o iguales a las mismas o equimdltiplos de ellas.
[(moen)x=mx-nx]

Las [magnitudes] iguales guardan la misma razén con una misma [magni-
tud] y la misma [magnitud] guarda la misma razén con las [magnitudes]
iguales. [Si x=y, entonces x:z::y:z y z:x::z:y]

7’. Porisma: Si algunas magnitudes son proporcionales, también son pro-
porcionales por inversion. [Siw:x::y:z, entonces x:w::z:y]

De magnitudes desiguales, la mayor guarda con una misma [magnitud]
una razén mayor que la menor, y la misma [magnitud] guarda con la
menor una razén mayor que con la mayor. [Si x<y, entonces x:z<y:z; y
ZX>z1y

Las [magnitudes] que guardan con una misma [magnitud] la misma razén
son iguales entre si; y aquellas con las que una misma [magnitud] guar-
da la misma razdn, son iguales. [Si x:z::y:z, entonces x=y. Y, si z:x::z:y,
entonces x=y|

De las [magnitudes] que guardan razén con una misma [magnitud], la
que guarda una razén mayor, es mayor. Y aquella con la que la misma
[magnitud] guarda una razén mayor, es menor. [Si x:z<y:z, entonces x<y.
Y si z:x<z:y, entonces x>y|

Las razones que son iguales a una misma razén son también iguales entre
si. [Si u:viiwix y wexityiz, entonces u:v:y:z|

Si un ndmero cualquiera de magnitudes fueren proporcionales, como sea
una de las antecedentes a una de las consecuentes, asi seran todas las

+X )i (Y Y ey Juxiyi, Vi=1,.. 0]

Si una primera [magnitud] guarda con una segunda la misma razén que
una tercera con una cuarta, y la tercera guarda con la cuarta una razén
mayor que una quinta con una sexta, la primera guardara también con
la segunda una razén mayor que la quinta con una sexta. [Si u:viwixy
wix>y:z, entonces u:v>y:z]

Si una primera [magnitud] guarda con una segunda la misma razén que
una tercera con una cuarta y la primera es mayor que la tercera, la segun-
da sera también mayor que la cuarta, y si es igual, serd igual, y si menor,
menor. [Si wix:ty:z y w2y, entonces x27]

Las partes guardan la misma razon entre si que sus mismos multiplos,
tomados en el orden correspondiente. [x:y::nx:ny]

Si cuatro magnitudes son proporcionales, también por alternancia seran
proporcionales. [Si w:x::y:z, entonces w:y::x:7]

Si unas magnitudes son proporcionales por composicién, también por
separacion seran proporcionales. [Si (w+x):x::(y+2):z, entonces w:x::y:z|



Si unas magnitudes son proporcionales por separacién, también por com-
posicién seran proporcionales. [Si wix:tyiz, entonces (w+x):x::(y+z):z]

Si como un todo es a otro todo, asi es una [parte] quitada [de uno] a

una [parte] quitada [de otro], la [parte] restante sera también a la [par-

te] restante como el todo es al todo. [Si (W+x):(y+z)::w:y, entonces
(W+x):(y+z)::x:Z]

19’. Porisma: Si unas magnitudes son proporcionales por composicion,
también por conversion seran proporcionales. [Si (u+v):(x+y)::viy, enton-
ces (u+v):(x+y):ux]

Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en nimero que, tomadas de
dos en dos, guardan la misma razoén, y si, por igualdad, la primera es ma-
yor que la tercera, también la cuarta serd mayor que la sexta; y si es igual,
igual, y si es menor, menor. [Si u:vix:y y viw:y:z y uZw, entonces xzz|

Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en nimero que, tomadas de
dos en dos, guardan la misma razén y su proporcién es perturbada, vy si,
por igualdad, la primera es mayor que la tercera, también la cuarta sera
mayor que la sexta; y si es igual, igual; y si es menor, menor. [Si u:v:iy:zy
VIWIXly Y UZw, entonces x27]

Si hay un nimero cualquiera de magnitudes y otras iguales a ellas en
nimero que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razén, por igual-
dad guardardn también la misma razon. [Si x,:x,:ty 1y, XXy, ., Y

X Xy oty entonces X ix iy )y ]

Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en nimero que, tomadas

de dos en dos, guardan la misma razén, y su proporcion es perturbada,
por igualdad guardaran también la misma razon. [Si u:viy:z y viwiixty,
entonces u:w::x:z]

Si una primera [magnitud] guarda con una segunda la misma razén que
una tercera con una cuarta, y una quinta guarda con la segunda la misma
razén que la sexta con la cuarta, la primera y la quinta, tomadas juntas,
guardaran también la misma razon con la segunda que la tercera y la
sexta con la cuarta. [Si u:viiw:x y yiviizix, entonces (u+y):vii(w+z):x]

Si cuatro magnitudes son proporcionales, la mayor y la menor [juntas]
son mayores que las dos restantes. [Si w:x:iy:zy w>xy w>y y x>z y y>z,
entonces w+z>x+y]
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El presente volumen es el primero de la nueva Coleccién de Pedagogia y Didactica del Enfasis en
Educacion Matematica del Doctorado Interinstitucional en Educacién DIE de la Universidad
Distrital Francisco José de Caldas, la Universidad Pedagégica Nacional y la Universidad del Valle.
Esta coleccion se inserta en una serie editorial que cobija distintas colecciones por énfasis. La
coleccién que ahora se inicia con este volumen retne bajo el sugerente titulo Pensamiento,
epistemologia y lenguaje matematico cuatro trabajos tedricos de participantes avanzados del
doctorado, que prepararon durante su actividad académica como herramientas epistemologicas
y metodolégicas para su actual proyecto doctoral y como aporte para otros proyectos de sus
grupos de investigacion y de los demas doctorandos del programa DIE en sus sedes de Cali y
Bogotd. Desde la epistemologia, ;hay un pensamiento algebraico distinto del aritmético, o el
algebra sélo es otro lenguaje mas ref nado para la aritmética? ;C6mo se compara esta transicion
de la aritmética al algebra con otra que la seguiria dos o tres anos mas tarde desde el algebra al
calculo diferencial e integral? ;C6mo son las relaciones entre pensamiento y lenguaje desde el
punto de vista de Jean Piaget y desde el de Lev Vygotsky? ;Como utilizar estas herramientas
tedricas y las del Enfoque Onto-Semidtico para hacer andlisis diddcticos mas f nos de los
procesos de estudio de las matemadticas en todos los niveles de la educacion? ;Cémo ensayar esas
herramientas para hacer un andlisis histérico-epistemolégico del desarrollo de las nociones de
razén y proporcion en la sintesis que propuso Euclides en sus Elementos, después de siglos de
matematicas griegas?

Hacia el futuro, esta coleccién recogera diversas producciones tedricas e investigativas de profe-
sores y profesoras del Programa DIE, de candidatos y otros participantes avanzados del mismo
doctorado DIE y de otros intelectuales relacionados con él que aporten nuevas luces al estudio
de la pedagogia y la didactica de las matemadticas, también conocidas como Educacion
Matematica o Matematica Educativa. El lector podra apreciar en este primer volumen la riqueza
que empieza a acumularse en esta naciente coleccion y podra abrigar la fundada esperanza de
que continGe con numerosos volimenes de la misma f nura y calidad del que tiene entre sus
manos.
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