La experiencia figural. Algunas reflexiones sobre el papel
de las figuras en la geometria plana

Olga Lucia Leén C.'
Carlos Alvarez ).

Presentamos en este capitulo una reflexion sobre un tipo de experiencia
llevada adelante a través de las figuras. Una experiencia que estd, a su vez,
vinculada directamente al texto y a la lectura del libro | de la obra Ele-
mentos de Euclides. Una primera observacion que haremos es que nuestro
estudio se referira dnicamente a la geometria plana, a esa geometria que
con justicia histérica es llamada geometria euclidiana, centrando nuestro
interés en el papel que en ella tienen las figuras. La atencién se dirige al
modo en que las figuras se inscriben en la demostracién geométrica, para
intentar comprender el lugar que ellas ocupan en las inferencias que, a
partir de los axiomas, dan lugar al resto de proposiciones que forman el
cuerpo de la geometria.

Introduccion

El tema de la relacion entre la experiencia y las matematicas nos sitta de
inmediato en el centro de un debate largo y controvertido. Mucho se ha
dicho a propésito del tema, acerca del papel que la experiencia tiene o
puede tener en matemdticas, mucho se ha discutido también acerca de
sus proposiciones y verdades. ;Es legitimo decir que la verdad matematica
debe algo a la experiencia? Es claro que la respuesta a esta pregunta de-
pende de lo que se entienda por cada uno de los términos cuya relacién
se establece aqui: es innegable que si de ellos se predispone una nocién
determinada, fija y acabada, entonces la respuesta estd dada desde el ini-
cio. El concepto que se tenga de “matemdticas” permitird aclarar cudl es
su relacion —si es que acepta tener alguna— con la experiencia. De igual
modo, si se considera que la “experiencia” es un tipo especifico de acti-
vidad humana, la forma de caracterizarla permitiria adelantar su posible
vinculacion con una disciplina como las matematicas. Conscientes de este
hecho trivial, no nos proponemos adelantar ninguna hipétesis acerca de lo
que es la matemdtica o de lo que es la experiencia y esperamos que, en

1 Universidad Distrital Francisco José de Caldas — Universidad del Valle. Investigacién
realizada en el marco de la investigacién Doctoral de la autora. Doctorado Interinstitucional
en Educacion, Enfasis en Educacién Matematica.

2 Departamento de Matematicas, Facultad de Ciencias, UNAM. Investigacion realizada con
apoyo del proyecto Conacyt 400302-5-25269H.
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la medida en la que nuestras ideas se exponen, sea posible delinear una
posicién clara respecto de cada uno de estos términos y de su relacién.

La idea de que las matemdticas son una ciencia deductiva, que al tomar
como base a un conjunto de proposiciones iniciales, las otras proposiciones
se obtienen mediante la aplicacion de una serie de reglas de inferencia, per-
mite delinear una posicién que considera que la experiencia se encuentra
—vinculada de alguna manera— en el origen de las proposiciones que sirven
de base a la geometria. Esta idea abarca un espectro tan amplio que per-
mite el reencuentro de posiciones tedricas tan alejadas como las de Gauss
y Frege, quienes coinciden al sefialar que las proposiciones iniciales de la
geometria, los axiomas o postulados geométricos, deben su origen a un
cierto modo de experiencia. Frege considera que los axiomas o proposicio-
nes basicas de la geometria son proposiciones verdaderas derivadas de una
experiencia primaria, razén por la cual esta ciencia difiere de la aritmética,
la Unica ciencia verdaderamente universal, necesaria y previa a toda expe-
riencia, la Unica ciencia a priori. Por su parte Gauss sefala que la geometria
puede ser considerada como una rama de la mecanica y en este sentido no
solo sus axiomas son la descripcién de hechos intuitivamente evidentes,
derivados precisamente de la experiencia sensible, sino que aun en el modo
especifico en el que las verdades geométricas se obtienen a partir de estos
axiomas, es posible dar un lugar a la experiencia. Es asi que podemos com-
prender una parte de su “experimento” disehado para comprobar si la suma
de los angulos internos de un tridngulo es o no igual a dos rectos.?

Pero nuestra investigacion no buscard ahondar en este camino, ya sufi-
cientemente andado y recorrido, sobre el posible cardcter experimental de
las hipétesis de la geometria. Queremos, en cambio, abrir el espacio de
reflexion a un tipo de experiencia llevada adelante a través de las figuras.
Una experiencia que esta a su vez vinculada directamente al texto y a su
lectura. Una primera observacién que haremos es que nuestro estudio se
referird Gnicamente a la geometria plana, a esa que con justicia histérica
es llamada geometria euclidiana, centrando nuestro interés en el papel que
en ella tienen las figuras, las cuales desempefnian —en el modo especifico de
argumentacion geométrica— un rol en la trama argumentativa global de la
geometria. Nuestra atencion se dirige entonces al modo en el que las figuras
se inscriben en la demostracion geométrica, para intentar comprender el
lugar que ellas ocupan en las inferencias que, a partir de los axiomas, dan
lugar al resto de proposiciones que forman el cuerpo de la geometria.

Si encontramos, por ejemplo, que todo razonamiento geométrico —e in-
sistimos una vez mds en que nos referimos Gnicamente a la geometria

3 Nos referimos al capitulo bien conocido de la medicién de los dngulos de un triangulo cuyos
vértices son las cimas de los montes Hoher Hagen, Brocken e Inselsberg.



euclidiana- es un razonamiento sobre las figuras y guiado por ellas, vale
decir que toda inferencia en geometria es una inferencia dada y posibilita-
da por ellas. Entonces podremos concluir que serd a través de la experien-
cia que de ellas se tiene, que depende, en gran medida, toda la geometria.
Una conclusién obtenida a través de una figura, un razonamiento guiado
por ella, podria en este caso considerarse como el resultado de este singu-
lar tipo de experiencia.

No debemos olvidar que la presencia de las figuras en el texto euclidiano
tiene un origen tan dificil de discernir como el origen del texto mismo. Bas-
ta comparar un manuscrito tan antiguo como el Manuscrito Vaticano (ms.
Vaticano, Gr. 190) que data del siglo X, para constatar que las figuras des-
empefian en él un papel secundario y aparentemente marginal. No es claro
en qué momento de la historia del texto de Euclides las figuras tomaron el
papel que hoy tienen, pero es indudable que esta intimamente vinculado
con un cambio en el modo en el que este texto fue leido, cambio que nos
parece claro percibir ya en la matematica del siglo XVI. Pero junto con este
hecho, podemos observar también que las figuras estan relacionadas, al
menos, con tres tipos de entidades distintas a lo largo de los trece libros de
l[a obra euclidiana. Como lo ha sefialado Gardies (1997), los Elementos se
ocupan de tres tipos de entidades matematicas y en su estudio las figuras no
son presentadas de manera idéntica:

1. En los libros I, 11, 111, 1V, VI, X1, X, XIl'y XIII las entidades son de orden
propiamente geométrico.

2. Los libros VII, VIl y IX, los aritméticos, se ocupan de lo que los grie-
gos Ilaman nimeros.

3. El libro V se ocupa de las magnitudes en abstracto.

De tal manera que en el primer caso se tienen las figuras que se cono-
cen como figuras geométricas, en donde una recta representa una recta,
un circulo representa un circulo, un tridangulo representa un triangulo, a
diferencia de lo que sucede en los otros dos casos, en donde los nimeros
o las magnitudes abstractas son representados con segmentos de recta. En
nuestro estudio solo nos ocuparemos del papel de la figura en el primero de
los tres casos sefialados anteriormente.

Debemos indicar también, que nos ocuparemos de una lectura mas in-
teresada en discutir un problema de naturaleza epistemolégica que uno
de naturaleza propiamente histérica, pero curiosamente vamos a centrar
nuestra atencién en algunas proposiciones en las que las figuras desempe-
fian un papel distinto al que hemos descrito brevemente. Nos referimos a
algunas proposiciones en las que la conclusiéon y punto central del argu-
mento geométrico se desprende de lo que en ellas se puede ver y leer. Para
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comprender este punto veremos algunas de estas proposiciones y cémo en
ellas las figuras determinan y funcionan como un cierto instrumento expe-
rimental.

Las tres experiencias que a continuacion se presentan, surgen de un teji-
do axiomatico propio de la geometria euclidiana; prescindir de la primera
experiencia, y en consecuencia de su efecto en las otras dos, sera la fuente
para proponer otro tejido axiomatico, el de los Fundamentos de la Geome-
tria, de David Hilbert (1899/1997).

Primera experiencia: el movimiento de las figuras y la determinacion
de la igualdad

En este caso confrontaremos, como en todos los demas, el papel que
se da a las figuras en el texto y el contexto euclidiano. Comenzaremos
analizando la proposicion |-4 de los Elementos, recordando que se tra-
ta del primer teorema demostrado en el texto. Esta proposicion asegura
la igualdad de dos tridngulos bajo la hipétesis de que dos de sus lados
coinciden, junto con el dngulo formado por estos dos lados. Este teore-
ma —nos referiremos a él como T(LAL)- se puede parafrasear del modo
siguiente:

T(LAL): Un triangulo esta determinado de manera Unica por dos de sus
lados y el angulo formado por ellos.

Desde luego que el primer aspecto que precisa aclaracién —en torno de
esta proposicién— es el sentido que en ella tiene la igualdad que se asegu-
ra existe entre los dos tridngulos. Dicho en otras palabras, si se parte del
triangulo* TIABC] (al que denotamos simplemente como T) y el triangulo
T[A'B'C’] (denotado como T’), el teorema asegura que de las igualdades
L[AB] = LIA'B’], LIAC] = LIA'C'] y a[BAC] = a[B’A'C’] se concluye que
T=T.

B B

Grafica 1. Teorema LAL

4 En adelante denotaremos con L[AB] al segmento de recta cuyos extremos son los puntos A y
B; con a[BAC], al dngulo formado en el vértice A por los dos segmentos L[BA] y L[AC], que se
encuentran en este punto; finalmente, con T[ABC] denotaremos al tridngulo cuyos vértices son
A ByC.



Es claro que en este enunciado se incluyen 4 igualdades; 3 de ellas se
asumen por hipétesis y una mas que se debe concluir. Para comprender el
sentido de estas igualdades, el autor de los Elementos solo dispone del cri-
terio que se encuentra en la nocién comun 4 que asegura:

N.C.4. Las cosas que coinciden entre si (que se ajustan entre si) son igua-
les entre si.

En esta nocién comun parece claro que cuando dos “cosas” (magnitudes,
figuras planas o cuerpos sélidos) se ajustan la una a la otra, lo que significa
que una esta superpuesta sobre la otra y de este modo coincide con ella,
entonces seran iguales. Este criterio de igualdad no puede ocuparse de es-
tablecer los medios para llevar a dos cosas a superponerse para verificar
su posible igualdad. Ello nos obliga a suponer, a manera de hipétesis, que
los lados L[AB] y LIAC] del primer tridngulo podrian ajustarse y coincidir
con los lados LIA'B’] y LIA'C’] del segundo, lo mismo que el angulo a[BAC]
lo haria con el dngulo a[B’A’C’], si es que fuese posible disponer de algin
medio para llevarlas a superponerse unas sobre las otras.® Pero al aceptar
esta hipdtesis nos vemos conducidos a esperar que los tridngulos Ty T
coincidiran al superponerse uno sobre el otro, dando con ello la prueba de
su igualdad.

No cuestionamos el resultado esperado de la experiencia de llevar al
triangulo T a sobreponerse sobre el tridngulo T’, sino el hecho mismo de
que esta experiencia sea posible. Antes de explicar con cierto detalle este
problema, veamos cémo procede el autor de los Elementos. Recordemos
que la demostracion (amooeléLs - apodeixis) de esta proposicion se apoya en
la construccion (kataokeun - kataskeué)® siguiente:

el triangulo T = T[ABC] se aplica al triangulo T" = TI[A’B’C’] y el pun-
to B se coloca sobre el punto B’ y la linea recta LIAB] sobre LIA’B’]
(Euclides, 2000, p. 206)’.

De esta construcciéon se desprende el argumento que busca demostrar
la igualdad, entendida bajo el mismo criterio de la nocién comun 4, del
triangulo T con el tridangulo T’. Si se trata de dos figuras rectilineas que

5 Aunque no podemos dejar de notar que al aceptar esta suposicién hemos de alguna manera
invertido el sentido de la Nocién Comin 7, ya que en este caso se asegura que “cosas” que
son iguales coinciden entre si.

6 Nos referimos a la cuarta etapa o al cuarto momento de una proposicién geométrica, tal y
como esta fue caracterizada en su forma general por Proclus en su Comentario al Libro I de los
Elementos de Euclides y que son: la enunciacion (mpotacts - protasis), la exposicion (exbeot -
ekthesis), la especificacion (Stopiopog - diorismos), la construccion (kataokeun - kataskeué),
la prueba (amodei&is - apodeixis) y la conclusién (cvpmepacpa - symperasma).

7 Se utiliza la primera reimpresién de la traduccién de Madrid: Gredos, publicada en
1991.
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son iguales, ellas lo son en virtud de que se ajustaran entre si, siempre que
sea posible dejar caer una sobre la otra. Este es claramente el sentido de
la expresion “el tridngulo T se aplica al tridngulo T’...” (Epharmozomenou
gar tou ABG trigbnou epi to DEZ trigbnon kai tithemenou tou men A)® que
sugiere que de alguna manera se toma el tridngulo Ty “se deja caer sobre”,
“se superpone” al tridngulo T’. El problema es que Euclides no ha introdu-
cido hasta este momento —recordemos que nos encontramos en la cuarta
proposicion del primer libro y solo disponemos de las definiciones, los pos-
tulados, las nociones comunes vy las tres primeras proposiciones— ninguna
operacion que permita llevar a cabo dicha operacion de superposicion de
una figura sobre otra. En otras palabras, no es claro si la coincidencia —hi-
potética— de los lados L[AB] y LIA'B’] y de los lados L[AC] y LIA'C’], junto
con la coincidencia —también hipotética— de los angulos a[BAC] y a/[B’A'C'],
son de algtin modo las condiciones iniciales para llevar a cabo la experien-
cia de aplicar el tridngulo T sobre el tridngulo T’, o bien si esta aplicacion
es posible independientemente de estas igualdades. Pero antes de intentar
aclarar este punto, sigamos de cerca el modo en el que termina el argumen-
to dado por Euclides para esta proposicién. Una vez que se ha aplicado el
triangulo T sobre el tridngulo T”, de modo que el punto B se coloca sobre
el punto B”y el lado L[AB] sobre el lado L[A'B’], Euclides presenta como
prueba (amooel&Ls - apodeixis) la lectura hecha de este experimento pensa-
do que consistié en haber tomado el primer tridngulo y haberlo aplicado
sobre el segundo:

el lado L[AB] coincide con el lado LIA’B’] y el lado LIAC] también co-
incidira con el lado LIAC’], en virtud de que el angulo a|BAC] es igual
al angulo a[B’A’C’]; por lo tanto el punto C coincidira con el punto
C’. Pero el punto B coincide con el punto B’, por lo que la base LIBC]
coincide con la base L[B’C’] y sera igual a ella. Asi, el triangulo com-
pleto T[ABC] coincide con el triangulo T'[A'B’C’] y sera igual a éste.
Los angulos restantes también coincidiran con los angulos restantes y
serdn iguales a ellos (Euclides, 2000, p. 206).

De la igualdad L[BC] = L[B'C’], a la que ha llegado a través de esta ex-
periencia de superponer los dos triangulos, Euclides concluye la igualdad
T[ABC] = T’[A'B’C’]. Todo el argumento parece descansar asi sobre la le-
gitimidad de la operacién geométrica que permite llevar a un triangulo a
ser aplicado sobre otro. Habiamos mencionado que Euclides no ha dado

8 Debemos sefialar que el término empleado por el autor de los Elementos en esta proposicion,
«E@appolopévov - Epharmozomenou», se refiere a la voz pasiva «edpappolecba -
epharmozesthai», lo que hace referencia a una transformacién geométrica —no definida ni
introducida previamente— que no supone necesariamente la igualdad del tridngulo T que “es
aplicado” sobre el triangulo T".



ningln postulado® que justifique la aplicacion de una figura sobre la otra.
Previo a la proposicién 4, el autor de los Elementos solo ha introducido
un procedimiento, a través de las primeras tres proposiciones, para poder
aplicar un segmento de recta sobre otro; el procedimiento consiste, esque-
maticamente, en lo siguiente:

1. Dado un segmento de recta L[AB] y un punto C fuera de él, es posible
colocar este segmento de recta en el punto C. Esto significa que es po-
sible trazar un segmento L[CD] que es igual, de acuerdo con el criterio
del que se dispone, al segmento L[AB]. Este es el problema que se cons-
truye en la segunda proposicion (I-2).1°

A B

—

Grafica 2

D

2. Si se dispone de dos segmentos de recta distintos, lo que significa que
uno de ellos es menor que el otro, LIAB] > L[CD], es posible quitar al
segmento mayor una parte igual al segmento menor. Esta construccién
esta dada en la tercera proposicion (I-3).

E
B 143
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Gréfica 3

El interés que tenemos en la proposicién (I-3), es que con ella es posible
tomar, en un segmento de recta, una parte que sea igual a otro segmento
de recta dado (y menor que el primer segmento). Vale decir que con esta
tercera proposicion se ha justificado plenamente el que si se tienen dos
segmentos de recta, es posible aplicar uno sobre el otro, a condicién de que
no sea mayor que éste. En otras palabras, el sentido de esta construccién
de aplicacién no es otro sino el de que se puede encontrar un punto £ en

9 Recordemos que son los tres primeros postulados, las peticiones o demandas (Aitqpata) sobre
los cuales Euclides justifica las construcciones requeridas en la geometria, notablemente
la construccién de un segmento de linea recta cuando se han dado los dos puntos que
son sus extremos, la prolongacién de un segmento de recta tanto como sea necesario y la
posibilidad de trazar una circunferencia cuando se tiene un punto como centro de la misma
y el segmento que da su radio.

10  Para esta construccion serd necesario, como se sabe, utilizar un tridngulo equildtero como
figura auxiliar y cuya construccion ha sido dada en la primera proposicién (I-1).
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el segmento mayor L[AB], que serd el extremo de un segmento L[AE] que
hace parte de él, y que es igual al segmento menor L[CD].

Para llevar a cabo esta operacion y poder encontrar el punto requerido en
el segmento mayor, es necesario colocar un segmento de recta en un punto
fuera de ella, en este caso colocar el segmento LICD] en el punto A; lo que
consiste, en estricto sentido, en poder trazar un segmento igual a este seg-
mento dado. Cuando el autor de los Elementos busca colocar un segmento
en un cierto sitio del plano —el sitio indicado por el punto dado-, ello no
significa que el segmento dado se mueve o se desplaza sobre el plano para
llegar a otro lugar; significa, tal y como lo muestra en la proposicion I-2,
que se puede trazar uno que le es igual. Esa experiencia que consiste en
aplicar un segmento sobre otro esta dada, primero, por una construccion
que permite trazar o construir un segmento en otro punto del plano; pero
esta construccion esta basada, a su vez, en una relacion de igualdad dada
en las definiciones iniciales, y vdlida para los segmentos de recta:

Def.: Un circulo es una figura plana comprendida por una linea, tal
que todas las rectas que caen sobre ella desde un punto de los que
estan dentro de la figura son iguales entre si (Euclides, 2000, p. 193).

Asi, mientras las tres primeras proposiciones dan cuenta de la operacion
que permite colocar un segmento de recta sobre otro, la demostracién de la
cuarta proposicion, que requiere aplicar un tridngulo sobre otro, se presenta
sin haber dado un procedimiento que permita aplicar una figura sobre otra
mediante una construccién. Llama la atencién el que Euclides acepte sin
justificacién alguna la posibilidad de mover y aplicar un triangulo sobre
otro, mientras que ha dedicado, en cambio, las primeras proposiciones de
su texto a justificar y dar cuenta de esta construccién para un segmento.
Sin embargo, si el lector del texto euclidiano intenta realizar la experiencia
de superponer el tridngulo T sobre el triangulo T” mediante la construc-
cién de un tridngulo igual a T que se ajuste y coincida con T’, las razones
que llevaron al autor de los Elementos a seguir el camino elegido aparecen
claramente. Al intentar la construccion de un triangulo igual a T y que
se encuentre superpuesto a T, vemos que es la igualdad de los dngulos
a[BAC] = alB’A'C’] la que presenta ahora la mayor dificultad. En efecto, no
se trata solo de aplicar un par de segmentos sobre otro par de segmentos,
sino de aplicar al mismo tiempo un angulo sobre otro, y no sera sino va-
rias proposiciones mas adelante cuando Euclides logre, en la proposicién
[-23, construir (kataokeun - kataskeué) un angulo igual a un angulo dado,
cuando se tiene un segmento y se ha sefalado también uno de los extremos
en el que se debe de construir dicho dngulo."" Esto significa que dado un

11 Queremos subrayar el hecho de que si bien las proposiciones I-2 y I-23 permiten llevar a cabo
las construcciones analogas para un segmento y para un angulo, el autor de los Elementos



angulo a[BAC] y un segmento LIA'B’], se puede trazar un segmento LIA'C’]
de modo que el angulo a[B’A'C’] que forme este segmento con el segmento
dado sea igual al angulo dado.

A A

N\ N\

B C B C
Gréfica 4

Parece necesario disponer primero de la posibilidad de construir un an-
gulo a[B’A’C’] igual al angulo a[BAC] del tridangulo T[ABC] para poder ga-
rantizar asi que los lados LIAB] y L[AC], y el dngulo que forman en este
triangulo, se han aplicado sobre los lados y el dngulo respectivos del tridn-
gulo TIA'B’C’]. Podriamos comprender asi que “mover un triangulo” para
superponerlo sobre otro es, en el marco delineado por los postulados y
las primeras proposiciones de los Elementos, una expresién coloquial para
sefialar que lo que se ha hecho ha sido construir a partir de un tridngulo
TIABC] un nuevo tridngulo mediante el siguiente procedimiento:

C1: Se construye un segmento L[A'B’], igual al segmento L[AB], en un pun-
to dado A" (proposicion I-2). Se construye con este segmento LIA'B’] y
en el punto A" un angulo a[B’A’C’] igual al dngulo a[BAC] (proposicién
[-23). Sobre el segmento trazado para construir el angulo a[B’A'C'], se
toma un punto C" de modo que el segmento LIA'C’] sea igual al seg-
mento L[AC] (proposicién I-3). Finalmente se traza el segmento L[B'C’]
a partir de los puntos B" y C’ (postulado 1).

De este modo el teorema T(LAL) podria interpretarse como sigue:

El triangulo T[A’B’C’] construido a través del procedimiento descrito
por C1 es igual al triangulo dado T[ABC].

Pero este camino no solo presenta el inconveniente de tener que recurrir
a una proposicién no demostrada adn para el lector del texto euclidiano; lo
mas grave es que, por esta via, caerd inevitablemente en un circulo vicioso,
ya que la proposicion 1-23, en donde se lleva a cabo la construccién de un
angulo igual a un angulo dado, requiere de la igualdad de dos triangulos a
partir del criterio dado por T(LAL).

habla en el primer caso de colocar (6¢a6a) el segmento en otro punto; en el segundo caso,
sefiala que se va a construir (cuotioacOat) un angulo igual a un angulo dado.
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En efecto, la construccion propuesta por Euclides para la proposicion 1-23
consta de los siguientes pasos:

a. Trazar el segmento L[BC] a partir de los extremos B y C, para cons-
truir asf el triangulo T[ABC].

b. Construir un tridngulo T[A'B'C’] de modo que sus lados L[A'B'],
LIA'C'] y L[B'C'] sean iguales a los segmentos dados L[AB], LIAC] y
L[BC].

El primer paso requiere solo del primer postulado para Ilevarse a cabo. El
segundo, requiere primero de la posibilidad de trazar un tridngulo dados
sus tres lados (proposicién 22), pero, sobre todo, el poder asegurar que el
triangulo asi construido es igual al tridngulo cuyos lados son los segmentos
L[AB], LIAC] y L[BC], es decir el tridngulo T[ABC]. Gracias a esta igualdad
se podrd decir que el angulo a[B’A'C’] se ha construido igual al dngulo
alBAC]. Esto nos permite analizar el segundo caso, en el que Euclides recu-
rre a esta experiencia de mover y aplicar un triangulo sobre otro: nos referi-
mos a la proposicion 1-8, en la cual, parafraseando el estilo que dimos a la
primera version de T(LAL) se demuestra que un tridngulo esta determinado
de manera Gnica por sus tres lados.

Esto significa que dados dos triangulos T = T[ABC] y T’ = T[A'B’C’], cuyos
lados son iguales dos a dos, se tendra que ellos son iguales. La prueba de
la coincidencia de estos dos triangulos se lleva a cabo por Euclides de la
misma forma en la que llevé a cabo la prueba de T(LAL), es decir, que en
la construccién (kataokeun - kataskeué) de esta proposicion, solo se esta-
blece que el triangulo T se aplica sobre T’. Se debe subrayar, sin embargo,
que ahora Euclides parece mas prudente con las conclusiones que extrae de
esta experiencia, muy probablemente porque en este momento ya dispone
de mas proposiciones para echar mano de ellas; sobre todo, dispone de
T(LAL), lo que le permite no forzar al lector a concluir lo que la experiencia
no permite concluir. Euclides establece simplemente que después de apli-
car T sobre T’ ellos deberan coincidir, ya que de otro modo se tendria la
siguiente situacion:

B(B") C(C)

Grafica 5



Es decir que al aplicar el segmento L[BC] al segmento L[B’C’], de modo
que sus extremos coincidan, se tendria que sobre un mismo segmento -y
del mismo lado- se encontrarian en dos puntos distintos A y A’, dos pares de
segmentos iguales dos a dos: LIAB] = LIA'B’] y LIAC] = LIA'C’]. Pero la im-
posibilidad de que una figura asi exista ha sido establecida por el autor de
los Elementos justo en la proposicion anterior, |-7. Esto sefala que la expe-
riencia, que en estricto sentido es exactamente la misma que en T(LAL), no
puede ella sola mostrar la igualdad, la coincidencia de T con T’; mas bien
esta experiencia nos lleva a concebir una figura cuya posible existencia ha
sido desechada en la proposicion anterior. Este “ajuste” Ileva a Euclides a
concluir que la verdadera lectura de la experiencia no puede ser otra que la
coincidencia de los dos tridngulos.

No entraremos en los detalles de la demostracion de la proposicion I-7;
marcaremos por lo pronto el hecho de que ella depende directamente de
[-5 —la que analizaremos mas adelante-y ésta, a su vez, de |-4, es decir de
T(LAL). Con ello podemos concluir el singular hecho de que el correctivo
de la experiencia de la superposicion de dos figuras, llevada a cabo en I-8,
estd dado precisamente por la superposicion de dos figuras llevada realiza-
da en la proposicion I-4.

Pero este hecho muestra la inconsistencia que subyace a la idea de querer
justificar por el camino descrito la construcciéon (katackevn - kataskeué)
presentada en la proposicion I-4: para poder sustituir mediante una cons-
truccion la experiencia de superponer los dos tridngulos, era necesario pri-
mero poder construir un angulo igual a un angulo dado; esta construccién
es posible si se puede realizar un tridngulo igual a otro tridngulo dado;
pero esta igualdad buscada es precisamente la igualdad que se quiere re-
solver. Esto significa que el primer teorema de los Elementos nos obliga a
aceptar, para su demostracion, una singular experiencia que consiste en
mover imaginariamente un tridngulo para montarlo sobre otro —experiencia
para la cual no se han dado los medios propios del discurso geométrico
que permitan concebirla— ya que al intentar llevar a cabo la construccion
geométrica necesaria para sustituir a dicho experimento se debe recurrir
a una proposicion que se basa precisamente en el teorema que se quiere
demostrar. En otras palabras, seria necesario aceptar como ya demostrado
lo que se quiere demostrar.

Ante este dilema el autor de los Elementos ha tomado partido por una
experiencia imaginaria que no tiene justificacién, lo que nos puede llevar
a pensar en la existencia de una laguna inadmisible en un texto conside-
rado por mas de veinte siglos como el ejemplo més decantado del rigor en
geometria.
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Segunda experiencia: el ancla de la figura y la comparacion
de las magnitudes

Hasta ahora hemos sefalado cudles son, a nuestro juicio, las dificultades
a las que se enfrenta el lector del texto euclidiano para llevar adelante
el experimento pensado que se sugiere en la demostracién del teorema
T(LAL). Una vez sefaladas estas dificultades, dirijamos nuestra atencion
ahora a una conclusién que se extrae de esta experiencia. Para ello con-
sideremos dos triangulos, T[ABC] y T[DEF], en los que nuevamente se
tienen las igualdades LIAB] = LIDE] y LIAC] = L[DF], pero en cambio se
tiene que el angulo a[BAC] es distinto del angulo a[EDF].

A D

Gréfica 6

Si en este caso se aplica el segmento L[AB] sobre el segmento L[DE], y
también el segmento L[AC] sobre el segmento LIDF], a la manera de la
proposicion -3, se tendra que en ambos casos los segmentos coincidiran
—resultado esperado en nuestra experiencia— dadas las dos igualdades asu-
midas L[AB] = L[DE] y L[AC] = L[DF]. Pero llegado a este punto, resulta
sorprendente el que en este caso sea posible también retomar a la letra la
conclusion que Euclides extrae de la superposicion de los dos triangulos, ya
que podemos afirmar igualmente que:

el lado L[AB] coincide con el lado LIDE], y LIAC] también coincidira
con el lado LIDF] en virtud de que son iguales dos a dos y de que
L/AB] y LIAC] se han aplicados sobre LIDE] y L[DF] respectivamente;
por lo tanto, el punto C coincidird con el punto f, y el punto B con el
punto E.

Asi, a la manera del autor de los Elementos, se podria concluir, cosa que
violenta nuestra intuicién, que de la coincidencia de los puntos C con Fy B
con E, se tiene que la base L[BC] de T[ABC] coincide con la base L[EF] de
T[DEF] y ser4, por lo tanto, igual a ella.™

12 Recordemos que en la demostracion (amooeiéig ) de T(LAL) la igualdad de las bases L[BC] y
L[B’C’] se apoya en la siguiente aclaracién: Si cuando B coincide con B”y C con C’, la base



La resistencia a usar la coincidencia de los puntos para concluir la igual-
dad de los lados L[BC] y L[EF] nos permite ver claramente que la igualdad
de los lados L[BC] y L[B’C’] en la prueba euclidiana de T(LAL) no se deriva
de la coincidencia de los extremos de estos dos segmentos —B con B’ y C
con C'- sino de la igualdad del dngulo a[BAC] con el angulo a[B’A'C'],
igualdad que en el caso de los tridngulos TIABC] y T[DEF] no se cumple.
Resulta paraddjico el que Euclides haya utilizado un argumento que deriva
de las relacién de incidencia, que vincula dos tipos de objetos geométricos
—los puntos y las lineas— al afirmar que es solo una linea la que puede pasar
por dos puntos,” cuando el resultado buscado deriva de otro tipo de rela-
cién, la que permite comparar en magnitud lineas y angulos. El argumento
utilizado por Euclides llama tanto mas nuestra atencién, cuanto que a la par
de la experiencia por la que nos ha llevado, surge otra experiencia imagina-
ria que nos permite formular como hipétesis el que la magnitud del angulo
a[BAC] esta relacionada directamente con la magnitud del lado L[BC] que
lo subtiende.

Ello nos lleva a proponer una nueva version del teorema T(LAL):

I. Si dos triangulos TIABC] y T[A’B’C’] son tales que las igualdades
L/AB] = LIA’B'] y LIAC] = LIA’C’] se satisfacen, entonces de la igualdad
a[BAC] = a[B’C’] se concluye la igualdad L[BC] = L[B’C’] y de ahi la
igualdad de los triangulos T[ABC] y TIA’B’C’].—

Lo interesante de esta formulacién para T(LAL) es que ella nos permite
descubrir un vinculo estrecho entre este teorema vy las siguientes proposi-
ciones:

IIl. En todo triangulo el lado mayor subtiende al angulo mayor y al an-
gulo mayor lo subtiende el lado mayor.

Il. Si dos triangulos T[ABC] y T[DEF] son tales que las igualdades
L/AB] = LIDE] y LIAC] = L[DF] se satisfacen, entonces de la desigual-
dad a[BAC] < a[EDF] se concluye la desigualdad L[BC] < LIEF] y de ahi
la desigualdad de los triangulos TIABC] y TI[A’B’C’].—

Hemos senalado que el autor de los Elementos invita al lector a obtener
de la coincidencia de los extremos de los lados superpuestos, con ayuda

L/BC] no coincide con la base L[B’C’], dos lineas encerraran un espacio, lo que es imposible.
Por lo tanto la base L[BC] coincide con la base L[B’C’]. Sabemos que la autenticidad de esta
aclaracion ha sido puesta en duda por algunos comentadores de la obra euclidiana; lo que
parece indiscutible es que esta en el origen de la Nocién Comin 9.

13 Claramente, aunque el texto euclidiano no lo mencione, es posible establecer la misma
propiedad con la propiedad dual: es sélo un punto, el que se encuentra simultineamente en
dos lineas.
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de un argumento acerca del nimero de rectas que pueden pasar por dos
puntos distintos, la igualdad —coincidencia— del tercer lado; veamos ahora
cémo procede para la prueba de las proposiciones (I1) y (lll). Notemos que
estas dos Ultimas proposiciones son las [-18 y 1-19 (II), y 1-24 (lll), lo que
muestra que mientras que la posibilidad de formularlas a manera de conje-
tura es inmediata tras una ligera variacién en el experimento imaginario, su
demostracion requiere del despliegue de una trama argumentativa mucho
mas compleja que la que se emple6 en T(LAL).

Analizaremos con cierto cuidado estas demostraciones, ya que en ellas
veremos con toda claridad un segundo tipo de experiencia figural. Para la
prueba de las proposiciones I-18 y I-19, nuestra proposicion (Il), Euclides
considera primero un triangulo T[ABC] en el que el lado L[AC] > L[BC].

A

@

Grafica 7

Sobre el segmento LIAC] toma un punto D, de tal manera que LICD] =
L[BC], a la manera de la proposicién I-3, y traza (postulado 1) el segmento
L[BD]. Ahora asegura que a[CBA] > alCBD], y que este Gltimo angulo es
igual a a[CDB]. No nos ocuparemos, por lo pronto, de esta Gltima igual-
dad demostrada por Euclides en la proposicion I-5 y que analizaremos mas
adelante —de la cual, por cierto, el lector habra apreciado ya que se en-
cuentra en cierta armonia con la proposicién I-18 que nos ocupa en este
momento— y nos concentraremos en la primera desigualdad. Pero antes de
ello concluiremos nuestra presentacion del argumento euclidiano. El angu-
lo a[CDB] es mayor que el angulo a[BAC], desigualdad demostrada en la
proposicién I-16, lo que termina la demostracion, ya que a[CBA] > a[CBD]
= a[CDB] > a[BAC]."

La prueba de la desigualdad a[CDB] > a[BAC], al igual que la prueba de
la desigualdad a[CBA] > a[CBD], se obtiene a partir de un nuevo tipo de
experiencia con las figuras, en la cual lo que la figura muestra constituye el

14 Con base en el mismo argumento, es posible probar que la relacion inversa se cumple: si
a[CBA] > a[BAC] entonces L[AC] > L[BC]. Si esta Gltima relacién no se cumple, entonces L[AC]
< L[BC]. Si LIAC] = L[BC] entonces, por la proposicion I-5, se tendria que a[CBA] = a[BAC],
lo que contradice la hipétesis asumida. Si L[A,C] < L[BC] se tendria, por lo que se acaba de
probar, que a[CBA] < a[BAC], lo que contradice nuevamente la hipétesis asumida.



fundamento para lo que sobre ella se demuestra. De hecho, ninguna de las
dos desigualdades se deduce a partir de un postulado o de algtn teorema
previo, sino simplemente a partir de lo que la figura muestra. Es facil obser-
var que en el caso de la desigualdad a[CBA] > a[CBD], sélo la disposicion
del segmento L[BD] en la figura permite concluir la desigualdad de los dos
angulos. Claro que nuevamente Euclides no procede en el vacio y se apoya
en otra nocién comun, la nimero 5, que asegura:

N.C. 5. El todo es mayor que la parte.

Es la disposicion de este segmento, con el cual se forma el dngulo a[CBD],
la que permite decir que éste es una parte del dngulo a[CBA]. Esta proposi-
cién 1-18 forma parte de un ciclo de proposiciones, iniciado en I-16 y del
que también forma parte la proposicién 1-24, en las que las figuras mues-
tran —y demuestran, para el autor de los Elementos— ciertas relaciones entre
magnitudes que no se habian obtenido ni planteado previamente.

Veamos como la demostracion de I-16, que asegura que en todo tridngulo
el angulo externo es mayor que cualquiera de los angulos internos opues-
tos, procede de la misma forma. Para este enunciado (mpotaoig - prota-
sis), tomemos la exposicion (exbeoig - ekthesis) y especificacion (Stopiopog
- diorismos) siguientes: si T[ABC] es un triangulo cuyo lado L[BC] se ha
prolongado (postulado 2) hasta el punto X, el angulo externo a[ACX] sera
mayor que cualquiera de los dos angulos internos a[BAC] y a[CBA].

N D

B C
Grafica 8

Para dar paso a la construccion (kataokevn - kataskeué), Euclides toma el
punto medio E del segmento LIAC] —construccién hecha en la proposicién
[-10-y el segmento L[BE] se prolonga hasta D, de modo que L[BE] = L[ED]
y traza el segmento L[CD]. Ahora, del teorema T(LAL), se concluye la igual-
dad de los triangulos T[ABE] y T[CDE] en virtud de que el angulo a[CED] es
igual al angulo a[BEA]" y, por el mismo teorema T(LAL), se tiene también
que el dngulo a[ECD] es igual al dngulo a[EAB]. Nuevamente es la disposi-

15  Debido a la igualdad de los dngulos opuestos por el vértice, demostrada por Euclides en la
proposicion 1-15.
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cién del segmento L[CD] en la figura, la que permite concluir que el &ngulo
a[ECD] es menor que el angulo a[ECX] por ser una parte de éste. El autor de
los Elementos nos invita a ver en la figura una desigualdad entre magnitudes
que no parece tener otra posible justificacion. En esta proposicién Euclides
no impone a la figura una relacion —de igualdad o desigualdad- entre mag-
nitudes a partir del contenido mismo de la trama argumentativa, sino que
extrae esta relacion Gnicamente de la figura y, a partir de ella, esta relacion
se inscribe en esa trama.

Antes de extraer las conclusiones a las que nos lleva este nuevo tipo de
experiencia con las figuras, experiencia en la cual es la figura la que nos
permite determinar cudl de dos magnitudes es mayor y cudal es menor, y
que hemos detectado en la prueba de las proposiciones I-18 y I-16, vea-
mos la demostracién de la proposicion 1-24, a fin de poder apreciar como
es el mismo tipo de experiencia la que la sustenta y poder llevar a cabo
una reflexion global sobre ésta. En este caso el autor de los Elementos se
encuentra nuevamente frente a los dos triangulos de la figura 6 vy, en virtud
de que el angulo a[BAC] es menor que el dngulo a[EDF], construye sobre el
lado L[AC], y del lado en el que se encuentra el punto B, un angulo a[HAC]
que es igual al angulo a[EDF]. No es extrano, asi, que resulte lo siguiente:

A D
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C E F

Grafica 9

El segmento L[AH] con el que se forma el angulo a[HAC] = a[EDF], a
partir de L[AC], deberd caer por fuera del dngulo a[BAC]; este hecho no
ha sido plenamente sancionado por ninguna proposicion previa, pero po-
demos aceptar que esta es la manera en la que la figura que se construye
recupera y se pliega a la exigencia de que a[BAC] < alEDF], de modo que
de esta forma expresa lo que la nocién comin 5 establece. Una vez trazado
el segmento L[AH], de modo que también sea igual en magnitud al seg-
mento L[ED], se trazan los segmentos L[BH] y L[CH]. Se podrd reconocer
que se ha trazado el triangulo T[HAC] a través del procedimiento C1 —que
describimos anteriormente-y que es por lo tanto igual al tridngulo T[EDF],
por lo que podemos concluir también que LICH] = L[EF]. Esta igual-
dad permite afirmar, con base en la proposicion I-5 ya mencionada, que
alAHB] = al[ABH]. Ahora es la figura quien nos permite concluir las siguien-



tes relaciones entre angulos: a[CBH] > a[ABH] y a[AHB] > a[CHB]. Con
ellas llegamos asi a que a|[CBH] > a[CHB].

Los tres teoremas analizados, I-18, 1-16 y 1-24, tienen en su enunciado
(mpotaotg - protasis) la propiedad singular de asegurar la desigualdad de
dos magnitudes geométricas: se asegura que la relacién de desigualdad en-
tre dos lados de un tridngulo implica la misma relacion de desigualdad
entre los angulos que estos lados subtienden, o bien se asegura que el an-
gulo externo de un tridngulo serd mayor (desigual) que cualquiera de los
angulos internos opuestos; o, finalmente, que si en dos triangulos con dos
lados iguales los angulos formados por estos lados son desiguales, los lados
que subtienden a estos dngulos seran también desiguales. Esta condicién
especial nos permite comprender el papel que en ellas desempefian ahora
las figuras, ya que no se les pedird que muestren o constaten una igualdad,
sino una desigualdad. Primero debemos senalar que, tanto para la relacién
de igualdad como para la desigualdad entre magnitudes, Euclides ha teni-
do que apoyarse en las nociones comunes —llamadas asi debido a que se
trata de nociones que son igualmente validas para todas las magnitudes
geométricas, o bien que son comunes a ellas—, pero el punto delicado es el
de aclarar como estas nociones comunes deberan aportar el criterio que en
ellas se busca en cada caso.

Ya hemos visto como el criterio de igualdad derivado de la nocién co-
mun 4 parecia imponer ese tipo particular de experiencia con las figuras:
la superposicién; y no debemos olvidar que para el teorema T(LAL) resulté
imposible sustituirla o dar cuenta de ella a partir de las construcciones de
los segmentos y de los angulos dadas en 1-2 y 1-23. Ahora aparece con
claridad el hecho de que el papel de estas construcciones fue el de hacer
posible también la superposicion de magnitudes distintas —como lo estable-
ce claramente el enunciado de I-3-y que en virtud de la nocién comun 5
debera presentar a una como parte de la otra. Si de antemano se ha esta-
blecido una relacion de orden entre las magnitudes geométricas, entonces
la figura debera apegarse a ella, como lo hicimos notar en la grafica 9 con
el angulo a[HAC] que es mayor, por hipétesis, que el angulo a[BAC]. Pero
en el caso de las tres proposiciones que nos ocupan, el orden de magnitud
entre los dngulos se extrae de la figura misma. En el caso de la proposicion
[-16 vemos como este mecanismo funciona claramente: se busca demostrar
que el angulo interno —y opuesto— a[BAC] es menor que el angulo externo
a[ACX] (grafica 8); para ello se lleva a cabo una construccion que no es
sino la superposicién del primero sobre el segundo para constatar —diria-
mos experimentalmente— que en efecto es menor por ser una parte de él.
Claramente esta experiencia no puede ser la mera construccion del dngulo
interno a[BAC] sobre el lado LIAC] -y del lado en el que se encuentra el
punto X— pues hay dos problemas que lo impiden; el primero, obvio, es que
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nos encontramos en la proposicion I-16 y la construccién del angulo igual
a un angulo dado se dara hasta la proposicién 1-23; el segundo, mas direc-
tamente ligado a nuestro tema, es que de llevar a cabo esta construccién,
Euclides no dispone de ninglin medio para poder dirimir si el segmento
L[CD], con el que este dngulo se formaria, cae dentro o fuera del dngulo ex-
terno a[ACX]. Por ello se ve obligado a invertir el problema vy Ilevar a cabo
la construccion descrita, en la cual la figura presenta el angulo a[ACD] con
la doble propiedad de ser una parte del angulo a[ACX] —por lo tanto, menor
que éste—y también la de ser igual al angulo a[BAC]. La desigualdad que se
quiere demostrar en el teorema I-16 es extraida de la primera de estas dos
propiedades, y es claro que en este caso la figura predetermina la relacion
y fija asi su papel con el cuerpo tedrico en el que se inscribe.

Hemos visto como las tres proposiciones analizadas nos permiten apre-
ciar un nuevo papel de las figuras, en las que ahora son ellas quienes apor-
tan la verificacion de lo que se afirma. Es claro que las figuras'® presentadas
en los Elementos deben leerse en dos momentos: primero, la atencién debe
concentrarse viéndolas como la exposicion (ekBeoig - ekthesis) y la espe-
cificacién (Stopiopog - diorismos) de la proposicién; en este caso la figura
queda sujeta a unas condiciones iniciales. En un segundo momento, se
anaden a la figura las construcciones geométricas necesarias para alcanzar
la demostracion de la proposicion; esto es lo que en ella corresponde a la
construccion (kataokeun - kataskeué). Mientras que el primer momento
no es sino la representacion de lo que el enunciado (mpotaotg - protasis)
establece y no parece requerir de mas justificacién, el segundo momento
esta siempre basado en los postulados —que deben verse asi como cldusulas
constructivas—y en las proposiciones que tienen el fin de proporcionar una
construccion.'” Asi, en la proposicién I-16, la figura correspondiente (gra-
fica 8) consta, en el momento de la exposicion (exbeoig - ekthesis) y de la
especificacion (8topiopog - diorismos), Gnicamente del triangulo T[ABC],
en el cual el lado L[BC] se ha prolongado hasta el punto X; ella presenta de
este modo un tridngulo y un angulo externo a[ACX] que, se asegura, sera
mayor que los angulos internos a[BAC] y alABC]. El segmento L[BD] —que
pasa por el punto E-y el segmento LICD], asi como el triangulo T[CDE],
son colocados ahfi por la construccién (katackeun - kataskeué).

16 Desde luego nos referimos Gnicamente a las figuras que muy atinadamente J. L. Gardies
(1997) ha llamado “figuras verdaderas”, en comparacion con las “figuras falsas”, cémo la
expuesta en la gréfica 5. Para mas detallada explicacién de estas nociones remitimos al lector
a la obra l'organisation des mathématiques grecques de Théétete a Archimede.

17 Nos referimos a las proposiciones que son conocidas como problemas entre las que se
encuentran justamente las proposicion 1-23 que hemos analizado.



A partir de estos dos momentos de la figura, el canon euclidiano consiste
en hacer que sea en la prueba (amodei§is - apodeixis) en donde se establez-
can las propiedades y relaciones de lo que en la construccion se afadi6 a
la figura original, ya que de esto depende el que aquello que se afirmé en
la especificacion (Stopiopog - diorismos), quede asi plenamente demostra-
do. Pero el papel que desempenan las figuras en las tres proposiciones que
hemos analizado no se ajusta plenamente a este canon, ya que en ellas las
figuras devienen un elemento constitutivo de la prueba misma. Lo que se
concluye en la prueba (amodei§is - apodeixis) no se establece a propdsito
de las figuras sino a partir de ellas, exigiendo por lo tanto otro tipo de papel
de la figura, en donde no es ella la que se ancla a condiciones de partida,
sino son las relaciones finales las que se anclan a la figura. La conclusién
(ouvpmepaopa - symperasma) depende asi de lo que la figura ha logrado
introducir en la prueba.

Para comprender este punto con mayor claridad, veamos la prueba de la
proposicion 1-5, de la que ya hemos hablado, para constatar que en ella
la figura se ajusta plenamente al canon descrito, canon del cual se alejan
nuestras tres proposiciones analizadas. A manera de contrapunto tenemos
ahora una proposicién en la cual veremos que el papel de las figuras es el
de aceptar en cada paso lo que el enunciado, la construccion y la prueba
le llevan a aceptar. La figura se sujeta a relaciones que provienen de esos
tres componentes.

En la proposicién I-5 el autor de los Elementos tiene que demostrar que
en un tridngulo is6sceles los angulos subtendidos por los lados iguales, son
iguales. La figura que expone esta proposicion es simplemente la de un
triangulo isésceles y en ella se determina también lo que se debe demostrar:
si en el triangulo T[ABC] se tiene que los lados LIAB] y L[AC] son iguales,
entonces los angulos a[ABC] y a|ACB] también son iguales.

A

Grafica 10

Una vez completadas estas dos primeras etapas, viene el momento de la
construccion de las condiciones auxiliares y, con ellas, la figura se trans-
forma del modo siguiente:
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Grafica 11

En donde se han prolongado los segmentos L[AB] y L[AC] y se ha tomado
un punto D sobre la prolongacion de L[AB], para encontrar después sobre
la prolongacion de L[AC] un punto E, tal que LIAE] sea igual a L[AD]. Ve-
mos que son los postulados y las primeras proposiciones quienes permiten
justificar plenamente lo que hasta aqui se ha hecho, y podemos decir que
son ellos, como parte de la trama argumentativa de esta proposicion, los
que nos permiten ver las igualdades de estos segmentos en la figura. La
figura queda anclada a los postulados y a las primeras proposiciones, y de
ellos se derivan las conclusiones que a continuacién se sefalan. A partir de
la construccién mencionada anteriormente, se puede concluir, de acuerdo
con el teorema T(LAL), que T[ABE] = TIACD] ya que las condiciones inicia-
les de la proposicion han establecido las siguientes igualdades —las mismas
que la figura asume— L[AB] = L[AC] y L[AE] = L[AD], que son los lados que
en estos dos tridangulos son iguales dos a dos y que forman el mismo dngulo
a[BAC]. La igualdad de estos dos triangulos permite concluir la igualdad de
los segmentos L[BE] y L[CD] que la figura asume nuevamente. Ahora entra
en escena una nueva nocién comun, la 3, que asegura:

N.C. 3. Si iguales se quitan a iguales, los residuos son iguales.

Con esta nocion comun se puede asegurar que L[BD] = L[CE]; de esta
igualdad y la de los lados L[BE] y L[CD], junto con la de los angulos
alAEB] y a[ADC] —que se sigue de la igualdad de los triangulos T[ABE]
= T[ACDI-, se tiene la igualdad de los tridngulos T[BCD] = T[BCE]. De
esta Ultima igualdad se obtiene, a su vez, la igualdad de los angulos
alCBE] = a[BCD], a partir de la cual, mediante una nueva aplicacién de
la misma nocién comun, se obtiene finalmente la igualdad que se queria
demostrar: a[ABC] = a[ACB].

Podemos apreciar asi como todas las igualdades entre tridngulos, segmen-
tos y dngulos que presenta esta segunda figura —la que, a partir de la que
expone y determina la proposicién, incorpora los trazos de la construccién—



le son impuestos por el texto que despliega el autor en su demostracion.
Ninguna de ellas se deriva directamente de la figura.

Un caso completamente distinto, lo sehalamos en su momento, se pre-
senta con las proposiciones I-16, 1-18 y I-24 que analizamos previamente;
en ellas la figura impone al texto una relacion de desigualdad entre algunas
de las magnitudes geométricas involucradas vy, a partir de ello, se sigue la
demostracion de las proposiciones. Si se retornan la exposicién (ekBeoig
- ekthesis) y la construccién (kataockeun - kataskeué) necesarias para la
prueba de I-16, se podra constatar que en el momento de evidenciar que
el dngulo a[ACD] es igual al angulo a[BAC] y menor que el dngulo alACX],
la primera igualdad se extrae del teorema T(LAL) y es impuesta a la figura,
pero la segunda desigualdad es impuesta por la figura e introducida asi a la
prueba; solo entonces la conclusion se sigue.'®

Es este hecho el que coloca a las figuras involucradas en estas proposicio-
nes en el papel de aportar, a la manera de un dato experimental, las relacio-
nes entre magnitudes que devienen esenciales en la prueba proporcionada
por el autor de los Elementos para ellas. Podemos decir que sin este nuevo
papel no es posible alcanzar la prueba que se busca.

Existe una interesante —y aparentemente obvia— consecuencia de la pro-
posicion I-16, que es presentada por el autor de los Elementos en la propo-
sicion que afirma que en todo tridangulo dos angulos cualesquiera siempre
son menores que dos angulos rectos. Desde luego que son obligados dos
tipos de comentario acerca de esta proposicion I-17. El primero se refiere al
hecho de que ella parece anunciar al teorema sobre la suma de los angulos
internos del triangulo —proposicion 1-32—y por ende queda pendiente su
relacién con el postulado 5 o con su contrapuesta. Sin embargo, dejaremos
de lado este tipo de comentario en este trabajo y nos concentraremos en el
segundo tipo, que refiere a la idea subyacente y que sugiere que los angulos
se pueden sumar o anadir unos a otros. Es claro que no puede haber otra
posible interpretacion para la afirmacién de que cualesquiera dos angulos
internos de un triangulo son menores que dos rectos, ya que con ella el
lector interpreta que la suma de dos angulos internos de un tridngulo es
menor que dos angulos rectos. Hay dos condiciones que deben de satisfa-
cerse para poder dar sentido pleno a esta afirmacién: la primera, es la que
fija el patron de comparacion, es decir, este valor que es el de “dos angulos
rectos”. A partir de lo que Euclides ha demostrado en la proposicion I-13, se

18  Se habra notado que en todas ellas la figura impone una relacién de desigualdad entre
angulos, pero se podra revisar con esta misma 6ptica la demostracion que presenta Euclides
en su proposicion I11-2 y en la cual se podra observar como es, en ese caso, la figura la que
impone una relacién de desigualdad entre segmentos de recta.
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puede asegurar que los angulos a[ACB] y a[ACX] en la grafica 8 son iguales
a (suman) dos angulos rectos; la proposicion se sigue inmediatamente de
este hecho si en lugar del angulo externo a[ACX] se toma cualquiera de los
otros dos angulos internos. Pero se debe observar que la suma de dos angu-
los se entiende, por ahora, solo bajo la hipétesis de que los dngulos que se
suman se encuentran uno junto al otro, a fin de poder dar sentido geométri-
co a esta operacion de adicion de dngulos. Por ello, no podemos considerar
como legitimada plenamente esta operacién de adicion entre angulos sino
hasta la proposicién 1-23 con la cual, al tomar dos dngulos —sin imponer
en ellos la condicién de que tengan un lado comuin- es posible llevarlos
precisamente a esta situacion. Con esta observacion se puede comprender
claramente que el sentido geométrico de la suma de segmentos ha quedado
plenamente establecido desde la proposicion I-3.

Pero el paso mas delicado dado por Euclides, es aquel en que se refiere a
la suma de figuras rectilineas. Esto nos obliga a hacer una precisién a pro-
posito del lenguaje que utilizaremos en adelante, ya que hasta ahora no ha
habido ninguna ambigtliedad con el término “figura”. En adelante aparecera
un nuevo uso de este término, sin que ello suponga el abandono del uso
anterior. Cuando nos refiramos a las figuras rectilineas, entenderemos con
ello un dominio o regién. Una figura (Zxnua) rectilinea es concebida como
un dominio que se suma a otro, dando lugar a una nueva figura rectilinea,
que se concibe como la suma de estos dos dominios. Asi, las operaciones
aditivas entre estas magnitudes estan supeditadas a la posibilidad de operar
con las figuras (Zxnua) rectilineas que las expresan. El colocar “uno jun-
to al otro” es el resultado de operar con ellas, pero la accién que lleva a
ese resultado consolida una operacion con magnitudes. A falta del término
“rectilinea” nos referiremos, como hasta ahora, a las figuras en las que cla-
ramente se ven involucradas magnitudes geométricas, pero que no han sido
concebidas ellas mismas como magnitudes.

En realidad, en las primeras 33 proposiciones de su obra Euclides no ha
tratado ninguna otra figura (Exnua) rectilinea aparte del tridngulo; el circulo
ha sido utilizado en algunas de ellas como figura auxiliar. Es en la proposi-
cion 1-34 en la que Euclides introduce al paralelogramo como nueva figura
(Zxmua) rectilinea y para la cual demuestra, en esta proposicion, la igualdad
de los lados y de los angulos opuestos. Pero el estudio de estas nuevas mag-
nitudes representadas por las figuras (Exnpa) rectilineas requiere de llegar a
establecer un nuevo criterio de igualdad para ellas, en el cual la condicién
de que éstas se ajusten una sobre la otra para poder ser consideradas como
iguales, no es ya necesaria. Recordemos que si “sumar” es “colocar junto al
otro”, el criterio de ajustar para concluir la igualdad no da elementos para
establecer la permanencia de la igualdad en este proceso operativo. Como
se sabe, es la proposicién I-35 la que demuestra que dos paralelogramos



cuya base es la misma —proposicién que de inmediato se generaliza al caso
de dos paralelogramos cuyas bases son iguales—y que se encuentran entre
las mismas paralelas, son iguales. Obviamente, bajo esta afirmacién no se
pretende que se llegue a hacer ver que son dos paralelogramos coinciden-
tes, sino que se trata de dos figuras (Exnpa) rectilineas que solo son parcial-
mente coincidentes entre si. Si seguimos la prueba de esta proposicién [-35
podemos observar claramente el punto al que nos referimos; Euclides con-
sidera dos paralelogramos con la misma base y que se encuentran entre las
mismas paralelas, lo que significa, de acuerdo con la exposicion (exBeotg
- ekthesis) de esta proposicion, que en los paralelogramos P[AC] y P[AF]
(grafica 12), si el segmento L[BC] se prolonga en direccién del punto E, se
encontrara que este y el punto F se encuentran en la linea asi prolongada.
Se asegura entonces que estos dos paralelogramos son iguales. Si ahora, a
la figura que presenta esta exposicion (ekBeatg - ekthesis) le anadimos los
trazos marcados por la construccion (kataokevn - kataskeué) propuesta por
Euclides, y que consiste simplemente en trazar el segmento L[CE], el papel
de la figura cambia cualitativamente.

B C E F

A D

Grafica 12

No se trata ahora de que la figura muestre que ciertas magnitudes son
menores o iguales que otras, sino de introducir en la trama misma del ar-
gumento demostrativo el que los paralelogramos P[AC] y P[AF] son el re-
sultado de sumar el tridngulo T[AGD] y de restar el tridngulo T[CEC] a
los tridngulos T[BAE] y T[CDF] respectivamente. La igualdad de los tridn-
gulos T[BAE] y T[CDF]| se obtiene a partir del teorema T(LAL), dada la
igualdad de los lados L[AB] = LICD] y LIAE] = L[DF], y la de los angulos
alBAE] = a/CDF]. Estas ultimas igualdades de los lados y los angulos se
desprenden de las propiedades demostradas para el paralelogramo en la
proposicion anterior y de la igualdad de los angulos correspondientes for-
mados por dos paralelas y una transversal, demostrada en la proposicién
[-29. Todas estas igualdades se derivan de las proposiciones anteriores y es
la figura la que tiene que asumirlas. Pero es ahora la figura la que muestra
que los paralelogramos P[AC] y P[AF] se obtienen mediante la suma y la
resta de los tridngulos iguales; es solo después de que esto ha sido aceptado
en el argumento, que su igualdad se deriva de la nocién comdn 3 y de la
siguiente:
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N.C. . Si se suman iguales a iguales, los totales son iguales.

Claramente las nociones comunes 2 y 3 comparten un mismo tipo de
relacién con las figuras, ya que al darles a ambas un sentido geométrico, se
debe hablar de tres magnitudes geométricas, segmentos de recta, angulos y
figuras (Zxnua) rectilineas, y se asegura que si se parte de magnitudes igua-
les a las cuales se suman o se sustraen magnitudes iguales, lo que se obtiene
—los totales o los residuos— son iguales. Estas dos nociones comunes hablan
asi de una regla de la adicién o de la sustraccion, pero cuando se aplica a
las anteriores magnitudes geométricas, es la figura la que puede dar cuenta
de esta operacién. Asi, las figuras son portadoras de las operaciones que,
aplicadas a magnitudes iguales, dan como resultado magnitudes iguales.
Esto significa que el transito del criterio de igualdad a partir de la coinciden-
cia -y cuya relacién con las figuras ya fue analizado- al criterio de perma-
nencia de la igualdad a partir de las operaciones con iguales, requiere que
las operaciones geométricas de suma y resta se encuentren debidamente
legitimadas en el argumento demostrativo; éste es el papel que desempenan
las figuras en el ciclo de proposiciones que nos ocupa ahora.

Desde luego que estas operaciones aparecen, siempre apoyadas en las
nociones comunes, en muchas de las mds célebres proposiciones de los
Elementos; baste mencionar, por ejemplo, la proposicién [-32, ya aludida
anteriormente, y en la cual de manera explicita se habla de la suma de los
tres angulos internos de un triangulo. Se sabe que la prueba de esta propo-
sicion depende del postulado 5 y es importante notar que, de hecho, este
mismo postulado requiere, antes de su posible utilizacién, el que se aclare
el sentido de la suma de los dngulos ahi mencionada. Recordemos que este
postulado asegura que dos lineas que sean atravesadas por una linea trans-
versal se cortaran si se prolongan lo suficiente, siempre que ellas formen,
con la transversal, angulos internos que sean menos de dos rectos. Mucho
se ha dicho a propésito de la aparicion tardia de este postulado en el texto
euclidiano —hasta la proposicién 1-29-y algunos autores sostienen que ello
se debe a la resistencia del escritor de los Elementos a recurrir a él; nosotros
creemos que este “retraso” del autor a recurrir a su postulado, obedece a
la necesidad intelectual de aclarar dos problemas con este enunciado. El
primero, que en modo alguno debe ser tenido como trivial, exige que se
dé sentido al referente: el significado que tiene el ser menor que dos dngu-
los rectos. El segundo, se refiere claramente al sentido en el que habrd de
comprenderse la suma de estos dos angulos. Hemos hecho ver que estos
problemas estan intimamente vinculados con el tema que nos ocupa, y cla-
ramente la aparicién tardia de este postulado en la trama general del texto
euclidiano esta ligado al desarrollo que aqui hemos tratado de delinear y



al papel que las figuras deben desempenar en el cuerpo general del texto
geométrico.

Pero creemos que el papel de las figuras en esta ley de adicion y de sus-
traccion es llevado a su forma mas completa cuando, a través de ellas, se
tiene que dar cuenta de las operaciones hechas sobre las figuras (Zxmpo)
rectilineas. El ejemplo analizado de la proposicion [-35 inicia este ciclo que
terminard con la dltima proposicién del libro 11, la XI-14. Dentro de este
ciclo ocupa un lugar especial la prueba dada por el autor de los Elementos a
la proposicién 1-47, conocida como el teorema de Pitagoras, que establece,
a través de la figura, el algoritmo para la suma de cuadrados. Pasemos direc-
tamente a la exposicion (exBeoig - ekthesis) y la especificacion (Stopiopog
- diorismos) de esta proposicién: si se toma al triangulo rectangulo T[ABC],
se trata de probar que el cuadrado Q[AD] es igual a la suma de los cuadra-
dos QIAG] y QIB]J]. La construccion (kataokeun - kataskeué) procede aho-
ra en dos tiempos: primero se traza simplemente el segmento L[B]], como la
perpendicular al segmento L[ED] desde el punto B. Con este simple trazo,
el lector sabe de inmediato cual sera el curso de la demostracién. En efec-
to, la figura establece una suma de figuras (Zxnua) rectilineas: el cuadrado
QI[AD] es la suma de los paralelogramos P[EK] y P[DK], y a partir de esta
igualdad se tendrd que probar que los cuadrados Q[AG] y QI[BI] son iguales
a estos dos paralelogramos. Para la prueba de la primera igualdad Q[AG]
= P[EK] se trazan, —segundo momento de la construccion-, los segmentos
L(EB] y L[FC], lo que hace que la prueba ahora sea, una vez mds, obtenida
a partir de T(LAL). Los triangulos T[ABE] y T[AFC] son iguales por tener dos
lados iguales, LIAE] = L[AC] y L[AB] = L[AF], y los angulos formados por
éstos, al[EAB] y a[CAF], son también iguales. Las igualdades entre los lados
se desprenden directamente de la definicién del cuadrado; la igualdad de
los dngulos ya se obtiene, nueva intervencion de la figura, para fijar una
operacion de magnitudes, debido a que ambos son iguales a la suma de
un angulo recto y el angulo a[BAC]. Ahora es la simple aplicacion de la
proposicion |-41 —que asegura que los paralelogramos duplican al triangulo
que tiene la misma base y se encuentra entre las mismas paralelas— la que
permite concluir la prueba. La prueba de la igualdad Q[BI] = P[DK] proce-
de de manera totalmente andloga.

Como en los dos casos anteriores, podemos apreciar que el papel experi-
mental de las figuras se inicia en el momento de la construccién (kataokeun
- kataskeué), ya que es hasta entonces cuando devienen un instrumento
necesario en la prueba. Hemos insistido en el hecho de que antes de la
construccién, la figura solo despliega la exposicion (ekBeotig - ekthesis) y la
especificacion (8toptopog - diorismos), es decir que solo asume y muestra lo
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que en el enunciado (mpotacts - protasis) se ha establecido como existente
—lo que establece un primer tipo de ancla—, a saber un cierto objeto geomé-
trico, un tridangulo o un paralelogramo, asi como las propiedades que de él
se predican. La construccion parece tener la finalidad de modificar la figu-
ra, al hacer aparecer nuevas figuras cuya existencia no se habia establecido
por el enunciado; tal es el caso de los triangulos T[ABE] y T[AFC], asi como
de los paralelogramos P[AK] y P[DK]. Que las relaciones que aparecen en
estas figuras modificadas deban incluirse en la prueba de la proposicion
—lo que fija el segundo tipo de ancla— no debe sorprendemos, pues este
hecho es el que justifica la necesidad y razén de ser de este momento de
la proposicion, codificado como la construccion (kataokeun - kataskeué).
Pero lo que hemos querido resaltar, es que en los casos analizados ha sido
necesario introducir en el argumento lo que la figura asi modificada aporta,
entendiendo con ello que las relaciones de igualdad o desigualdad que en
ella se expresan no son susceptibles de ser justificadas al margen de ella.

H

E J D

Grafica 13

Que en la figura sea posible mostrar todos los argumentos que se conca-
tenan en la cadena deductiva de la prueba nos parece algo necesario para
poder seguirla cabalmente. Pero hemos mostrado en estas tres experiencias
cémo la figura aporta un elemento sin el cual el argumento deductivo se ve
interrumpido; esta experiencia sobre la figura es necesaria, entonces, para
poder dar el curso completo a la demostracion misma. Queremos resaltar
que en el caso de las desigualdades entre magnitudes —nuestra segunda
experiencia— y en el de las operaciones geométricas —la tercera experien-
cia— una vez hechas estas aportaciones por la figura, el argumento se apoya



en el teorema T(LAL) que, sustentado en la primera experiencia, se ha se-
dimentado y se ha integrado al conjunto de argumentos a los que legitima-
mente se puede recurrir. La primera experiencia analizada se presenta asi
como la experiencia original que apoya indirectamente a las otras dos.

Podemos asi concluir que si se quisiera reconstruir el texto euclidiano
para eliminar toda posible nocién de experiencia figural, al menos en lo
que se refiere a las tres experiencias que hemos sefialado -y sin que ello
signifique que es posible prescindir de las figuras— dos condiciones tendrian
que cumplirse: partir de un principio que permita prescindir de la primera
experiencia y asumir enseguida las modificaciones que esto conlleva para
las otras dos. Este es, sin duda, el espiritu que anima el texto de David Hil-
bert (1899/1997), Los Fundamentos de la Geometria."” Dejaremos aqui la
alusion a la obra de Hilbert, pero el lector que haya seguido nuestro argu-
mento podra encontrar, a partir de este comentario, una buena guia para
dirigir la lectura de un texto que podemos considerar como el Gltimo de los
grandes comentarios hechos a la obra de Euclides.

Reflexion final: figuras y proporciones

El propésito de caracterizar distintos tipos de experiencias con las figuras
en la obra de Euclides, y con ello el intento de caracterizar la funcién de
las figuras en la trama argumentativa de la geometria euclidiana no se ago-
ta con la exposicion ya realizada, ya que percibimos cémo se abre un ciclo
nuevo de reflexion cuando nos preguntamos por el papel de las figuras (y
su experiencia) en el marco de la teoria de las proporciones. A manera de
ejemplo veamos el tipo de reflexiones que se sugieren a partir de la lectura
de la proposicién VI-31:

Proposicion 31: En los tridngulos rectangulos, la figura (construida) a
partir del lado que subtiende el angulo recto es igual a las figuras se-
mejantes y construidas de manera semejante a partir de los lados que
comprenden el angulo recto.

19 Nos referimos, desde luego, a los cambios que en su texto ha introducido Hilbert y entre los
que destacan:

1. El teorema T(LAL) se establece como axioma —quinto axioma de congruencia— debido a
la eliminacién del método de transposicién.

2. La prueba del teorema del dngulo externo difiere completamente de la prueba de
Euclides, debido a que no recurre al principio de que el todo es mayor que la parte.

3. La teoria de las dreas de las figuras planas se modifica sustancialmente al reconocer
que la igualdad establecida por Euclides corresponde Gnicamente a una operacion de
descomposicion de las figuras, razén por la cual no acepta hablar de igualdad sino de
equidescomponibilidad y equicomplementareidad.
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Gréfica 14

En la demostracién de esta proposicion podemos observar que ahora no
se privilegia ninguna figura rectilinea en particular y el énfasis se ha des-
plazado hacia la determinacion de la dependencia de las relaciones entre
las figuras respecto de las relaciones que se establecen entre sus lados. Si
se compara el proceso de demostracién de las proposiciones 1-47 y VI-31,
se notara que la permanencia de la relacion de semejanza en la segunda
desempena el mismo papel que la relacién de igualdad desempena en la
primera. En ambas tramas argumentativas la construccion (kataokeun - ka-
taskeué) transforma el modo en el que la figura es presentada en un primer
momento, a fin de poder dar cuenta de la adicién de las magnitudes que
ellas representan. Pero mientras que en la proposicién 1-47 la transforma-
cién consiste en “partir” en dos a la figura (cuadrado) construida sobre la
hipotenusa para proceder a probar que cada una de estas dos partes es igual
a la figura construida sobre cada uno de los otros dos lados del triangulo
rectangulo; en el caso de la proposicién VI-31, la construccién consiste en
trazar simplemente el segmento L[BD] el cual, segin lo muestra la figura,
divide al tridngulo rectangulo TIABC] en dos tridngulos que son semejantes
a él mismo. A partir de este momento la prueba no depende simplemente
del hecho que el punto D divida a la hipotenusa L[AC] en dos segmentos
LIAD] y L[DC], sino de que cada uno de los lados del triangulo TIABC] que
forman al angulo recto es la media proporcional de la hipotenusa L[AC],
y cada uno de los segmentos en los que ésta queda dividida: L[AB] es la
media proporcional de L[AC] y L[AD]; y L[BC] es la media proporcional de
LIAC] y LIDC].

A partir de este momento, la figura representa no solo la adicion de una
serie de partes en las que ésta se pudo haber dividido, sino que es, sobre
todo, portadora de una relacién de proporcionalidad entre los lados y entre
las figuras construidas sobre ellos, que el teorema se sigue: primero se tiene
que L[ACI/LIAB] = LIABI/L[AD], y por lo tanto, a partir de los porismos*

20  Como es bien sabido, el segundo porismo de la proposicién VI-20 es una interpolacién
atribuida a Thedn, pero es ciertamente hasta este momento que puede aceptarse
completamente la afirmacion.



de las proposiciones VI-19 y VI-20, se tiene que L[ADI/LIAC] = Fas/Fac;
en donde Fac y Fas son las figuras (rectilineas) construidas sobre los lados
L[AC] y L[AB] respectivamente. De igual modo se tiene que L[DCJ/L[AC]
= Fsc/Fac. Ahora la proposicién VI=-31 se sigue inmediatamente de una
proposicion relativa a la teoria de proporciones, la cual desempefia, en este
caso, un papel andlogo al que desempenaron las nociones comunes en las
experiencias figurales que analizamos anteriormente. Nos referimos a la
proposicion V-24:

Proposicién: Si una primera magnitud guarda con una segunda la mis-
ma razén que una tercera con una cuarta, y una quinta guarda con
la segunda la misma razén que la sexta con la cuarta, la primera y la
quinta, tomadas juntas (cuvte®gev), guardaran también la misma ra-
z6n con la segunda que la tercera y la sexta con la cuarta.

De esta proposicion, se sigue que (L[AD] + L[DCI]/L[AC]) = (Fas + Fsc/
Fac), tomando las dos igualdades de razones obtenidas a partir de los poris-
mos. Es decir que la razén de igualdad que se presenta entre los segmentos,
serd la misma que la que se presente entre las figuras.?'

Ahora la proposicién V-24 garantiza la permanencia de la relacién de
proporcionalidad bajo la adicién de dos antecedentes con el mismo conse-
cuente, tal y como las nociones comunes garantizaban la permanencia de
la relacion de igualdad bajo la adicion de iguales. Pero es la figura la que
permite asegurar que esta permanencia de la proporcionalidad no es otra
cosa sino la permanencia de la relacion de semejanza de las figuras bajo
la adicion.

Este pequefio ejemplo que hemos tratado nos permite adelantar que el
papel de las figuras en una geometria cuyo objeto no sea ya la comparacién
entre las magnitudes geométricas, sino el estudio de la proporcionalidad y
la semejanza, destina a la figura un papel cuyo aspecto experimental debe
ser analizado.
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